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题目 1：三个问题（A：静水压力闸门；B：电子–正电子对；C：臭氧的光

解离）

题目 T1 [10 分]。三个问题

本题由三个相互独立的问题组成。

T1-A [3.0 分]。静水压力闸门

图 1a。

如图 1a 所示，两个蓄水池由竖直墙壁 MN 隔开。左侧蓄水池可以从水源进水。必须保证两侧水位差

的最大可能值为 。为此，在 MN 上开一个竖直高度为  的槽口，并用一个边长

为  的实心立方体块将其封住。该块的密度为 ，其中  为水的密度。该块完全浸没在水中，在

 点与墙壁铰接，并可绕通过  点且垂直于图面的轴无摩擦地转动。

T1-A1 [3.0 分]。 计算能够保证水位差不超过最大允许值的  值。

Δh = 1.41 m a√2/2

a 3ρ0 ρ0

O O

a
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T1-B [3.5 分]。电子–正电子对

图 1b。

在某一时刻，正电子  与电子  相距 。如图 1b 所示，两粒子在该时刻的速度方向相反，

且均垂直于它们的连线。已知每个粒子相对于系统质心的角动量大小均为 ，其中  为无量纲数值

因子。假设  与  之间仅存在静电相互作用（两粒子的质量均为 ，电荷量大小相等、符号相

反）。进一步假设该系统始终保持孤立，其动力学遵循经典、非相对论力学。

玻尔半径  由  给出。

T1-B1 [1.0 分]。 若 ，系统处于束缚态，即两粒子沿闭合轨道绕系统质心运动。用  表示

 与  之间的最大距离。

T1-B2 [2.5 分]。 若 ，系统处于非束缚态，即两粒子不再沿闭合轨道绕系统质心运动。令

 表示两粒子间距离趋于无穷大时  相对于  的速度。计算  与  的初始运动直线之间的

夹角。以度为单位给出答案。

提示 1：在本题情形下，圆锥曲线轨道的离心率  为

其中，  和  分别为总能量和总角动量的大小。  为库仑常量， 。

提示 2：圆锥曲线的极坐标方程为

T1-C [3.5 分]。臭氧的光解离

图 1c。

如图 1c 所示，一个角频率为  的光子入射到一个静止的臭氧分子  上，使其解离（分裂）为一个

氧分子  和一个氧原子 。光子在此过程中被吸收。令  和  分别为臭氧分子和氧分子的基态

能量。假设该系统始终保持孤立，其动力学遵循经典力学（势能不贡献质量，氧原子的运动为非相对

论性的）。光子的动量使用关系式 ，其中  为光子能量。

e+ e− 100a0

μℏ μ

e+ e− m

a0 a0 = 4πϵ0ℏ2/(me2)

μ = 4 a0

e+ e−

μ = 15
2

→u∞ e+ e−
→u∞ e+

ε

ε = √1 +
4L2E

k2e4m

E L k k = 1/(4πϵ0)

r =
a

1 − ε cos(θ)

ω O3

O2 O Ui Uf

p = E/c E
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T1-C1 [2.5 分]。 若出射  的动量与入射光子方向的夹角为 ，求使解离能够在此角度发生所需的

最小角频率 。用 、 、 、  和氧原子的质量  表示答案。

T1-C2 [1.0 分]。 若 ，计算  的值。以电子伏特（eV）为单位给出答案。取

 和 。

提示：

物理常量

部分物理常量的参考值。

常量 符号 数值 单位

真空中的光速

普朗克常量

约化普朗克常量

阿伏伽德罗常数

玻尔兹曼常量

理想气体常量

元电荷

万有引力常量

斯特藩–玻尔兹曼常量

真空磁导率

真空介电常数

电子质量

质子质量

原子质量单位 amu

题目译自官方英文原文。

答案

T1-A1: 使闸门在指定水位差下开启的最大允许边长为

T1-B1:

O2 θ

ωmin ℏ c θ ΔU = Uf − Ui m

θ = π/6 ℏωmin − ΔU

ΔU = 1.10 eV m = 16.0 amu

(1 + x)r = 1 + rx +
r(r − 1)

2!
x2 +

r(r − 1)(r − 2)

3!
x3 + ⋯

c 2.99792458 × 108 m ⋅ s−1

h 4.135667696 … × 10−15 eV ⋅ s

ℏ = h/2π 6.582119569 … × 10−16 eV ⋅ s

NA 6.02214076 × 1023 mol−1

kB 8.617333262 × 10−5 eV ⋅ K−1

R 8.31446261815324 kg ⋅ m2 ⋅ s−2 ⋅ mol−1 ⋅ K−1

e 1.602176634 × 10−19 A ⋅ s

G 6.67430(15) × 10−11 m3 ⋅ kg−1 ⋅ s−2

σ 5.670374419 × 10−8 kg ⋅ s−3 ⋅ K−4

μ0 1.25663706127(20) × 10−6 kg ⋅ m ⋅ A−2 ⋅ s−2

ϵ0 8.8541878188(14) × 10−12 A2 ⋅ s4 ⋅ kg−1 ⋅ m−3

me 5.1099895069(16) × 105 eV/c2

mp 9.3827208943(29) × 108 eV/c2

9.3149410372(29) × 108 eV/c2

a =
Δh

2√2
= 0.499 m.

rmax =
1600

9
a0 ≈ 178a0.
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T1-B2:

偏转方向朝向该运动直线的电子初始位置所在一侧。

T1-C1: 对于图示的  情形，令 。则

对于 ，将  替换为 ；所得结果是出射  的动量趋于零时所趋近的下确界。

T1-C2:

解答

T1-A1

我们计算闸门刚开始开启时各力对  点的力矩。铰链作用力对  点的力矩为零，而槽口下缘的接触力在

此临界状态下消失。

将槽口高度记为

图中标注的距离  表明，  位于正方形截面左上边的中点。因此，立方体中心位于  点的右侧，与其

水平距离为

将水的压力分解为两部分。首先，设想两个蓄水池的水位均与右侧水位相同。此时静水压力产生通过立方

体中心、方向向上的浮力

其重力为

因此，两者合成的顺时针力矩为

将左侧水位升高 ，会在立方体位于墙壁左侧的表面上增加均匀压强

这一附加压力的合力与合力矩，等效于它作用在覆盖槽口的竖直矩形面上时的合力与合力矩。为说明这一

点，用该矩形面将突出部分的表面封闭：均匀压强作用于所形成的闭合表面时，合力与合力矩均为零。

α = sin−1
(

2

7
) = 16.6∘,

0 ≤ θ < π/2 F = 1 + 2 sin2 θ

ωmin =
3mc2

ℏF
(1 − √1 −

2FΔU

3mc2
) =

2ΔU

ℏ(1 + √1 − 2FΔU
3mc2 )

.

π/2 ≤ θ ≤ π F 3 O2

ℏωmin − ΔU ≈
(ΔU)2

4mc2
= 2.03 × 10−11 eV.

O O

H =
a

√2
.

a/2 O O

d =
a

2√2
.

B = ρ0ga
3

W = 3ρ0ga
3.

τclosing = (W − B)d = 2ρ0ga
3 a

2√2
=

ρ0ga
4

√2
.

Δh

Δp = ρ0gΔh

eulersolve.org/ipho/2026/ 4 / 25



因此，附加压力产生一个水平力

其作用点位于槽口高度的中点。它产生的逆时针开启力矩为

在开启的临界状态下，

所以

令这一临界水位差等于允许的水位差，得到

较小的  值会使闸门在较小的水位差下开启。

T1-B1

令  为两粒子间的距离，并定义

我们在质心参考系中讨论。约化质量为 ，且两个角动量的方向相同，因此总角动量的大小为

由机械能守恒可得

初始时相对速度垂直于两粒子的连线，因此在  处有 。于是，

对于 ，

在距离的两个极值处，均有 。记 ，则转折点方程为

等价地，

因此，两个转折点为

所以，给定的初始状态对应于距离最小的位置，且

FΔp = Δp aH

τopening = Δp aH
H

2
=

ρ0gΔh a3

4
.

ρ0gΔh a3

4
=

ρ0ga
4

√2
,

Δh = 2√2 a.

a =
1.41

2√2
m = 0.498510 … m ≈ 0.499 m.

a

r

κ = ke2 =
ℏ2

ma0
.

m/2

L = 2μℏ.

E =
m

4
ṙ 2 +

L2

mr2
−

κ

r
.

r0 = 100a0 ṙ = 0

E =
4μ2ℏ2

m(100a0)2
−

κ

100a0
=

κ

a0
(

μ2

2500
−

1

100
).

μ = 4

E = −
9

2500

κ

a0
< 0.

ṙ = 0 x = r/a0

−
9

2500
=

64

x2
−

1

x
.

9x2 − 2500x + 160000 = (x − 100)(9x − 1600) = 0.

rmin = 100a0, rmax =
1600

9
a0.
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T1-B2

对于 ，由相同的表达式可得

使用题目给出的离心率公式，

由于 ，

选取极角 ，从近心点方向起算，并沿运动方向增大。在此选取下，圆锥曲线方程为

近心点处的距离为

所以初始位置确实位于近心点。

在出射支上，  时有

由此得到

横向相对速率为 ，在无穷远处趋于零。因此，最终的相对速度沿极限径向方向。初始速度垂

直于近心点方向，故所求夹角为

由此可得

因此

在图中，出射相对速度指向正电子初始水平运动方向的下方。

T1-C1

令光子的能量和动量大小分别为

rmax =
1600

9
a0 ≈ 178a0.

μ = 15/2

L = 15ℏ, E =
κ

80a0
> 0.

ε = √1 +
4L2E

mκ2
= √1 +

4(15ℏ)2

mκ2

κ

80a0
.

ma0κ = ℏ2

ε = √1 +
45

4
=

7

2
.

φ

r =
p

1 + ε cosφ
, p =

L2

(m/2)κ
= 450a0.

rp =
p

1 + ε
=

450a0

1 + 7/2
= 100a0,

r → ∞

1 + ε cosφ∞ = 0,

cosφ∞ = −
1

ε
= −

2

7
.

L/[(m/2)r]

α = φ∞ −
π

2
.

sinα =
1

ε
=

2

7
,

α = sin−1
(

2

7
) = 16.6∘.
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取其方向为  轴方向。令出射氧分子的动量为 ，其中

按照题目给定的质量约定，氧分子的质量为 ，氧原子的质量为 。由动量守恒可得

在最小光子能量下，不需要额外的内部激发。此时能量守恒关系为

配方可得

对于向前出射的几何情形，即 ，动能在物理上允许的动量

处达到最小值。定义

因此，对于给定的光子能量，末态动能的最小值为

在解离阈值处，

解此二次方程并取较小的根，得到

另一个根对应的能量为  量级，超出了所假设的非相对论适用范围。

一个在  时便于使用的等价形式为

其展开式为

为使讨论完整，还需注意题目并未明确限制角度范围。若 ，无约束情况下使动能最小的 

非正。施加  的约束后，则有

Eγ = ℏω, P =
Eγ

c
.

x qn̂

q ≥ 0, n̂ ⋅ x̂ = cos θ.

2m m

pO = P x̂ − qn̂.

Eγ − ΔU =
q2

4m
+

P 2 + q2 − 2Pq cos θ

2m
.

Eγ − ΔU =
3

4m
(q −

2P cos θ

3
)

2

+
P 2

6m
(3 − 2 cos2 θ).

0 ≤ θ < π/2

q∗ =
2P cos θ

3
> 0.

F = 3 − 2 cos2 θ = 1 + 2 sin2 θ.

Kmin =
FP 2

6m
=

FE 2
γ

6mc2
.

Eγ,min − ΔU =
FE 2

γ,min

6mc2
.

ωmin =
3mc2

ℏ(1 + 2 sin2 θ)
1 − √1 −

2(1 + 2 sin2 θ)ΔU

3mc2
.

⎡

⎢

⎣

⎤

⎥

⎦

mc2

ΔU ≪ mc2

ωmin =
2ΔU

ℏ [1 + √1 −
2(1+2 sin2 θ)ΔU

3mc2 ]

.

ℏωmin = ΔU +
(1 + 2 sin2 θ)(ΔU)2

6mc2
+ O(

(ΔU)3

m2c4
).

π/2 ≤ θ ≤ π q∗

q ≥ 0
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因此，对这些角度，阈值公式中应取 。对于指定的出射方向，这仅是一个下确界：在  时，该

方向没有定义，而任意小的正  则允许能量任意接近这一阈值。

T1-C2

对于 ，

因此，

使用题目给出的原子质量单位，

展开参数为

利用

得到

于是

由此得到

结果保留三位有效数字。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 2：用阳光烹饪？

题目 T2 [10 分]。用阳光烹饪？

反射或折射会使光通量重新分布，形成光强较高和较低的区域，从而产生焦散线：由无限接近的光线

相交而形成的曲线。例如，图 2a 展示了近轴入射到半圆柱面镜上的光线所形成的焦散线。图 2b 是

光在咖啡杯底部反射后形成的焦散线的照片。焦散线中央最亮的点称为尖点；在这一点，光强达到最

大值。

inf K =
P 2

2m
.

F = 3 q = 0

q

θ = π/6

F = 1 + 2 sin2 π

6
=

3

2
.

ℏωmin = 2mc2
(1 − √1 −

ΔU

mc2
).

mc2 = 16.0 (9.3149410372 × 108
) eV = 1.49039 × 1010 eV.

x =
ΔU

mc2
≈ 7.38 × 10−11.

√1 − x = 1 −
x

2
−

x2

8
+ O(x3),

ℏωmin = ΔU +
(ΔU)2

4mc2
+ O(

(ΔU)3

m2c4
).

ℏωmin − ΔU ≈
(1.10 eV)2

4(1.49039 × 1010 eV)
,

ℏωmin − ΔU = 2.03 × 10−11 eV
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图 2a。

图 2b。

焦散在科学中有着广泛的应用，涉及精密光学、量子光学乃至天体物理学。在本题中，你将研究光在

半径为  的半圆柱面镜上反射所形成的焦散线，如图 2c 所示。你还将探究这种反射镜的其他特

性，例如它在太阳灶中的应用。

在整道题中，假设入射光线来自远处的外部光源，并且平行于反射镜的光轴。由对称性可知，只需研

究一个平面内的反射。图 2d 展示了这样的一个平面、反射镜以及本题始终采用的坐标系。

图 2c。

R
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图 2d。

T2-A [1.5 分]。多次反射

图 2e。

图 2e 展示了入射光线的  坐标与其经历的反射次数  之间的关系，图中画出了直到  的情

形。当  在区间  内变化时，变量  遍历所有大于或等于 1 的自然数。使入射光线在反射

镜上至多反射  次的、距光轴的最大距离记为 。

T2-A1 [1.5 分]。 求无限序列  中  的通式，这些值限定了至多反射  次的光线的

坐标范围。用  和  表示答案。

x N N = 3

x (−R,R) N

N xN

x1,x2,x3, … xN N

R N
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T2-B [4.0 分]。太阳灶

图 2f。

考虑一个由半圆柱形空心反射镜和圆柱形容器组成的系统。该圆柱体完全吸收光：任何照射到它的光

线都会被吸收。反射镜的半径为 。容器的半径为 。反射镜与容器的轴线相互平行。容器中心位于

系统的对称平面内，距反射镜为 ，如图 2f 所示。反射镜利用太阳辐射来加热容器内的食物。假

设阳光的强度（单位面积上的功率）恒定且均匀，光线平行于反射镜的光轴。此外，假设  的取值使

得任何被圆柱体吸收的光线在反射镜上至多反射一次。令  为所有经反射后照射到容器的光线在

反射镜上的最大入射角（相对于入射点处的法线测量）。

T2-B1 [2.0 分]。 容器半径为 。用  表示  和 。

如果你未能求出  和 ，请在后续题目中使用所给的表达式。

T2-B2 [1.5 分]。 令  为没有反射镜时圆柱体接收到的功率。用  表示实际接收功率  与 

之比 。

T2-B3 [0.5 分]。 若 ，写出使  的  值。答案以 cm 为单位。

T2-C [4.5 分]。焦散线与尖点

T2-C1 [0.5 分]。 考虑以角度  入射到反射镜上的光线 ，如图 2g 所示。在图 2g 定义的坐标系

中，这条光线反射后的方程为 。用  和  表示  和 。

提示：预期的形式为  和 ，其中  为数值常数。

R a

R/2

a

θmax

a = α sin(θmax) + β sin(2θmax) R α β

α β

P0 θmax P P0

P/P0

R = 1.0 m P = 5P0 a

θ A

y = mAx + bA θ R mA bA

mA = K1 cot(K2θ) bA = R
K3

cos(K4θ) Ki
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图 2g。

T2-C2 [2.0 分]。 现在考虑一条与  平行的光线 ，它以角度  入射到镜面上，其中

。这条光线反射后的方程为 。用 、  和  表示  和 ，近似保留

至  的一阶。

T2-C3 [1.0 分]。 求  和  的反射光线的交点坐标 。用  和  表示答案。

T2-C4 [1.0 分]。 当  时，有 。用  表示  和 ，并求出整数  和  的

值（也可以等价地给出有理数 ）。

题目译自官方英文原文。

答案

T2-A1:

T2-B1:

T2-B2:

T2-B3:

T2-C1:

T2-C2: 保留至  的一阶，

T2-C3: 在相邻光线的极限  下，

T2-C4:

A B θ + Δθ

Δθ ≪ θ y = mBx + bB θ Δθ R mB bB

Δθ

A B (Xc,Yc) R θ

θ ≪ 1 Yc = v|Xc|
p/q + u R v u p q

p/q

, N = 1, 2, 3, … .xN = R cos(
π

2N + 1
)

.α = R, β = −
R

2

.
P

P0
=

1

1 − cos θmax

.a = 12 cm

.mA = cot(2θ), bA =
R

2 cos θ

Δθ

, .mB ≃ cot(2θ) −
2Δθ

sin2(2θ)
bB ≃

R

2 cos θ
+

R sin θ

2 cos2 θ
Δθ

Δθ → 0

.Xc = R sin3 θ, Yc =
R

2
cos θ (1 + 2 sin2 θ)

.v =
3

4
R1/3, u =

R

2
, p = 2, q = 3
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解答

T2-A1

由对称性，考虑一条  的入射光线。令  为其第一个入射点的极角，从  轴正方向量起。则

由于入射光线沿竖直方向传播，其相对于法线的入射角为

根据反射定律，反射光线与径向法线也成相同的角 。因此，连接两个相继反射点的弦所对的圆心角为

这条弦与两条半径构成等腰三角形，因此在各次相继的反射中，入射角保持不变。

所以，在对应的完整圆周上，各个相继交点的极角为

只有上半圆是反射镜。当光线与完整圆周的下一个交点将位于直径上或其下方时，光线便从直径处射出。

在临界入射坐标  处，光线经历  次反射后到达远端边缘。因此，假想的第  个交点的极角为

：

由此可得

在取等号时，光线从边缘射出，这与图 2e 中所示的端点一致。最初几个值为

且当  时， 。

T2-B1

采用图 2d 中的坐标系。容器中心为

入射角为  的光线在下述位置入射到反射镜上：

该处向外的单位法向量为

而入射光的传播方向为 。

反射定律的矢量形式给出反射光的单位方向向量：

x ≥ 0 ϕ x

x = R cosϕ, 0 < ϕ ≤
π

2
.

θ =
π

2
− ϕ.

θ

π − 2θ = 2ϕ.

ϕ, 3ϕ, 5ϕ, … , (2j − 1)ϕ.

xN N (N + 1)

π

(2N + 1)ϕN = π.

.xN = R cos(
π

2N + 1
)

x1 =
R

2
, x2 ≈ 0.8090R, x3 ≈ 0.9010R,

N → ∞ xN → R

C = (0,
R

2
).

θ ≥ 0

M = (R sin θ,R cos θ).

n̂ = (sin θ, cos θ),

k̂ = (0, 1)

û = k̂ − 2(k̂ ⋅ n̂)n̂

= (0, 1) − 2 cos θ(sin θ, cos θ)
= (− sin 2θ, − cos 2θ).
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从  到这条反射光线所在直线的垂直距离，等于  与  的二维叉积的绝对值：

当  时，这一距离随  增大而增大，因为

恰好能被容器接收的临界反射光线与容器相切，因此 。所以

与所给表达式比较，得到

T2-B2

令  为均匀的入射光强，  为沿圆柱轴线方向共同的受光长度。没有反射镜时，容器的投影面积为

，因此

能够被吸收的入射光线距光轴的最大距离为

满足  的光线直接照射到容器。满足

的光线到达反射镜，在反射一次后被吸收。

被直接吸收的光线使反射镜上的相应部分处于阴影中。因此，直接入射和反射部分的功率贡献分别为

根据题目给定的限制，经历两次或更多次反射的光线不会带来额外的吸收功率。对于理想反射镜，由功率

守恒可得

因此

代入 T2-B1 的结果，

T2-B3

由条件  得

于是

C C − M û

d(θ) = (Cx − Mx)ûy − (Cy − My)ûx

= −R sin θ +
R

2
sin 2θ

= R sin θ(1 − cos θ).

∣ ∣∣ ∣

0 ≤ θ < π/2 θ

d′(θ) = R(1 − cos θ)(1 + 2 cos θ) ≥ 0.

d(θmax) = a

a = R sin θmax −
R

2
sin 2θmax.

.α = R, β = −
R

2

I L

2aL

P0 = 2aLI.

hmax = R sin θmax.

|x| ≤ a

a < |x| ≤ hmax

Pdirect = 2aLI, Preflected = 2(hmax − a)LI.

P = 2hmaxLI = 2R sin θmaxLI.

P

P0
=

R sin θmax

a
.

.
P

P0
=

1

1 − cos θmax

P = 5P0

1 − cos θmax =
1

5
, cos θmax =

4

5
.
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且

取 ，

T2-C1

由 T2-B1 可知，反射光线经过

且方向为

因此，其斜率为

利用  的坐标，

采用提示中的记号，

在  处，中央反射光线为竖直直线 。涉及其斜率的结果应通过极限  来理解。

T2-C2

对于光线 ，将  替换为 。作一阶泰勒展开得

由于

可得

同理，

sin θmax =
3

5

a = R sin θmax(1 − cos θmax) = R
3

5

1

5
=

3R

25
.

R = 1.0 m

.a = 0.12 m = 12 cm

M = (R sin θ,R cos θ)

û = (− sin 2θ, − cos 2θ).

.mA =
ûy

ûx

= cot 2θ

M

bA = R cos θ − R sin θ cot 2θ

= R cos θ −
R cos 2θ

2 cos θ

= .
R

2 cos θ

K1 = 1, K2 = 2, K3 =
1

2
, K4 = 1.

θ = 0 x = 0 θ → 0

B θ θ + Δθ

mB = mA +
dmA

dθ
Δθ + O((Δθ)2

).

d

dθ
cot 2θ = −2 csc2 2θ,

.mB ≃ cot 2θ −
2Δθ

sin2 2θ

d

dθ
(

R

2 cos θ
) =

R sin θ

2 cos2 θ
,
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所以

按照题目要求，这些展开仅保留至  的一阶项。

T2-C3

在两条反射光线的交点处，

因此，

利用 T2-C2 中的一阶差值，并取相邻光线的极限，

于是

由于 ，

代入光线  的方程得

这里的化简使用了

这些参数方程描述了焦散线。光轴另一侧的分支可由对称性得到：  变号，而  保持不变。

T2-C4

在光轴附近，采用小角度展开

焦散线的坐标于是变为

和

.bB ≃
R

2 cos θ
+

R sin θ

2 cos2 θ
Δθ

Δθ

mAXc + bA = mBXc + bB.

(mB − mA)Xc + (bB − bA) = 0.

−
2Xc

sin2 2θ
+

R sin θ

2 cos2 θ
= 0.

Xc =
R sin θ sin2 2θ

4 cos2 θ
.

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

.Xc = R sin3 θ

A

Yc = R sin3 θ cot 2θ +
R

2 cos θ

=
R

2 cos θ
(1 + sin2 θ cos 2θ)

= .
R

2
cos θ (1 + 2 sin2 θ)

1 + sin2 θ cos 2θ = cos2 θ (1 + 2 sin2 θ).

Xc Yc

sin θ = θ + O(θ3), cos θ = 1 −
θ2

2
+ O(θ4).

Xc = Rθ3 + O(Rθ5)

Yc =
R

2
(1 −

θ2

2
+ O(θ4)) (1 + 2θ2 + O(θ4))

=
R

2
+

3R

4
θ2 + O(Rθ4).
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对于两个对称分支，都有

因此，消去 ，在尖点附近保留主导阶，得到

于是

尖点位于 。其两个对称分支朝  增大的方向张开，并在该处具有共同的竖直切线。

解答已与官方解答核对。

题目 3：追寻绝对零度

题目 T3 [10 分]。追寻绝对零度

制冷循环必须由特性适合所要达到的温度的系统来完成。一百年前，即 1926 年，化学家威廉·吉奥

克和物理学家彼得·德拜各自独立地提出，顺磁盐是将温度降至远低于 1 K 的理想系统。事实上，从

随后的十年开始，人们就实现了低至 0.0044 K 的温度（万德·德哈斯和赫里特·维尔斯马，1935

年，莱顿低温实验室）。本题研究顺磁卡诺制冷循环。

图 3a。

考虑一个由均匀、各向同性的顺磁材料制成的圆环，其平均半径为 ，内半径为 。圆环上绕有绝缘

导线，导线两端接外部电压源（电动势），如图 3a 所示。导线的电阻很小，因此可以忽略导线发热

造成的能量损耗。绕组紧密排列，总匝数为 ，并假设 ，因此磁场强度 、磁感应强度 

和磁化强度  的大小在整个圆环内近似恒定。令  和  分别为圆环的体积和横截面积。下文用缩

写 Pm-T 表示该顺磁圆环。

在顺磁材料中，  与  平行，且满足以下关系：

能量传递的符号约定：在本题中，功（ ）和热量（ ）传入系统时取正值，传出系统时取负值。

θ2 ≃ (

|Xc|

R
)

2/3

.

θ

.Yc ≃
R

2
+

3

4
R1/3|Xc|

2/3

.v =
3

4
R1/3, u =

R

2
, p = 2, q = 3

(0,R/2) y

R r

N r ≪ R →H →B

→M V A

→M →H

→B = μ0
→H + μ0

→M.

W Q
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T3-A [1.0 分]。Pm-T 中的功

提示：在磁性材料中， ，其中  是穿过闭合曲线  所围面积的净自由电流。

T3-A1 [0.2 分]。令  为圆环内  的大小。用 、 、  以及导线中的瞬时电流  表示 。

T3-A2 [0.6 分]。令  为外部电压源使  的大小改变  所做的功。用 、  和  表示

。

T3-A3 [0.2 分]。电压源所做的总功  可分为两部分：假如环形线圈的芯部为真空，改变磁场

所需做的功 ，以及对顺磁材料本身所做的功 。用 、 、  和  表示 。

T3-B [3.0 分]。Pm-T 中的热量与温度

下表对比了理想气体和 Pm-T 这两个热力学系统。利用这些信息以及你在 T3-A3 中得到的答案，解

答以下各问。C 部分也将用到这些信息。如果你未能在 T3-A3 中求出 ，可以使用

，其中  为一个数。顺磁圆环的体积  恒定，因此不存在压力做功。下文中的

 均表示温度。

理想气体 顺磁圆环

状态函数：  和温度 状态函数：  和温度 

常量：  和物质的量 常量：  和物质的量 

状态方程： 状态方程：

 恒定时的热容：  恒定时的热容：

内能  在任何过程中均满足 内能  在任何过程中均满足 

 和  是由圆环材料决定的常量。你可以直接使用表中给出的方程，无需证明。

T3-B1 [1.5 分]。如果  的大小在温度  恒定的条件下从  变为 ，Pm-T 与环境之间会传递

能量 。用 、 、 、 、 、  和  表示 。

T3-B2 [1.5 分]。如果  的大小在绝热条件下从  变为 ，Pm-T 的温度便从  变为 。用

、 、 、 、 、 、  和  表示 。

T3-C [6.0 分]。Pm-T 卡诺制冷机

图 3b。

Pm-T 所进行的卡诺制冷循环  的 –  图如图 3b 所示。在该循环中，令：

∮

C

→H ⋅ d→ℓ = IC IC C

H →H N A V I H

dWemf
→B dB V H dB

dWemf

dWemf

dWvac dW μ0 H V dM dW

dW

dW = αV μ0H dM α V

T

P ,V T H,M T

R, γ n K,λ n

PV = nRT TMV = nKH

V CV = nR/(γ − 1) M CM = nλ/T 2

U dU = CV dT U dU = CM dT

K λ

→H T Hi Hf

Q μ0 n V K Hi Hf T Q

→H Hi Hf Ti Tf

μ0 V n K λ Hi Hf Ti ΔT = Tf − Ti

1 → 2 → 3 → 4 → 1 H T
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：高温热库的温度

：低温热库的温度

：传递给高温热库的热量的绝对值

：从低温热库吸收的热量的绝对值

T3-C1 [0.2 分]。在 –  图的  轴上标出  和 。同时分别标出发生  和  传递的过

程。

T3-C2 [1.5 分]。令 、 、  和  分别为该循环各顶点处  的大小。用 、  和

 表示 。

T3-C3 [0.8 分]。假设为了冷却初始温度为 1.00 K 的 1.00 L 液氦，我们使用一个由 2.0 mol 铬酸

钾制成的 Pm-T。对于这种材料， ，其密度为 ，摩尔

质量为 。Pm-T 进行一个卡诺制冷循环，其中 、

、  和 。计算经过一个工作循环后液氦

的最终温度。假设液氦的比热容  和密度  均保持不变。

T3-C4 [2.0 分]。为了使热容恒为  的物体持续降温，让卡诺循环随时间不断进行，并使输入制冷

机的功率  保持恒定。进一步假设高温热库的温度  保持恒定，且在每个工作循环中，被冷却物

体的温度  下降 ，满足关系 。若在  时有 ，求卡诺制冷机

必须工作多长时间 ，才能使被冷却物体达到温度 。用 、 、 、  和  表示答案。

T3-C5 [1.5 分]。制冷机的效率用其性能系数  来量化。求 T3-C4 中制冷机截至时

刻  所完成的全部循环的总 COP。用 、  和  表示答案。

物理常量

部分物理常量的参考值。

常量 符号 数值 单位

真空中的光速

普朗克常量

约化普朗克常量

阿伏伽德罗常数

玻尔兹曼常量

理想气体常量

元电荷

万有引力常量

斯特藩–玻尔兹曼常量

真空磁导率

真空介电常数

电子质量

质子质量

原子质量单位

题目译自官方英文原文。

Th

Tc

Qh

Qc

H T T Th Tc Qh Qc

M1 M2 M3 M4
→M M2 M3

M4 M1

K = 1.87 × 10−6 K ⋅ m3/mol 2730 kg/m3

0.19 kg/mole H1 = 411624 A/m

H2 = 311306 A/m H3 = 204618 A/m H4 = 240446 A/m

c = 100 J/(kg ⋅ K) ρ = 130 kg/m3

Cc

P Th

Tc dTc dQc/dQh = Tc/Th t = 0 Tc = T0

t T < T0 Cc Th P T0 T

COP = Qc/W

t T0 Th T

c 2.99792458 × 108 m ⋅ s−1

h 4.135667696 … × 10−15 eV ⋅ s

ℏ = h/2π 6.582119569 … × 10−16 eV ⋅ s

NA 6.02214076 × 1023 mol−1

kB 8.617333262 × 10−5 eV ⋅ K−1

R 8.31446261815324 kg ⋅ m2 ⋅ s−2 ⋅ mol−1 ⋅ K−1

e 1.602176634 × 10−19 A ⋅ s

G 6.67430(15) × 10−11 m3 ⋅ kg−1 ⋅ s−2

σ 5.670374419 × 10−8 kg ⋅ s−3 ⋅ K−4

μ0 1.25663706127(20) × 10−6 kg ⋅ m ⋅ A−2 ⋅ s−2

ε0 8.8541878188(14) × 10−12 A2 ⋅ s4 ⋅ kg−1 ⋅ m−3

me 5.1099895069(16) × 105 eV/c2

mp 9.3827208943(29) × 108 eV/c2

amu 9.3149410372(29) × 108 eV/c2
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答案

T3-A1：

T3-A2：

T3-A3：

T3-B1：

T3-B2：

T3-C1：经过状态  的左侧竖直线对应 ；经过状态  的右侧竖直线对应 。在

 过程中吸收热量 ，在  过程中放出热量 。

T3-C2：

T3-C3：在低温过程取 ，

这是降温幅度较小时的估算，取低温等温线的温度为液氦的初始温度；它只用到低温过程

（见 T3-C3 解答末尾的说明）。

T3-C4：

T3-C5：

解答

全文采用题目规定的符号约定：

.H =
NAI

V

.dWemf = VH dB

, α = 1.dW = μ0VH dM

.Q =
μ0nK

2T
(H 2

i − H 2
f )

.ΔT = Ti

λ + μ0KH 2
f

λ + μ0KH 2
i

− 1
⎡

⎢

⎣





⎷

⎤

⎥

⎦

2, 3 Tc 1, 4 Th

2 → 3 Qc 4 → 1 Qh

.M1 = √M 2
2 + M 2

4 − M 2
3

Tc ≃ 1.00 K

.THe,f ≃ 0.990 K

2 → 3

.t =
Cc

P
[Th ln(

T0

T
) − (T0 − T )]

.COPoverall =
T0 − T

Th ln(T0/T ) − (T0 − T )

dU = dQ + dW ,
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其中，向顺磁材料传入热量和对其做功时取正值。磁过程按准静态过程处理，采用  的均匀场近

似，并忽略电阻损耗。

T3-A1

在圆环内部选取半径为  的圆形安培回路。它与全部  匝绕组交链，因此所包围的自由电流为 。于

是，

由于圆环体积为 ，

T3-A2

穿过每一匝的磁通量近似为

由法拉第定律，感应电动势为 。电阻可忽略时，外加电源电动势与之平衡：

因此，在时间  内输入的电功为

利用 A1 中的 ，

当磁场减弱、电源接收能量时，该表达式也能给出正确的符号。

T3-A3

由于磁场强度、磁感应强度和磁化强度彼此平行，

因此，

对于真空芯， ，所以使  发生相同变化所需做的功为

减去这一真空磁场的贡献，剩下的就是对材料所做的功：

因此，题目所给备用表达式中的系数为 。

T3-B1

由给定的内能关系可知，等温过程中有

于是，热力学第一定律给出

r ≪ R

R N NI

H(2πR) = NI.

V = (2πR)A

.H =
NI

2πR
=

NAI

V

Φ = AB.

−NAdB/dt

E = NA
dB

dt
.

dt

dWemf = EI dt = NAI dB.

NAI = VH

.dWemf = VH dB

dB = μ0 dH + μ0 dM.

dWemf = μ0VH dH + μ0VH dM.

B = μ0H H

dWvac = μ0VH dH = d(
μ0VH

2

2
).

.dW = dWemf − dWvac = μ0VH dM

α = 1

dU =
nλ

T 2
dT = 0.
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在  恒定时，由状态方程得

故

因此

体积被约去。等温退磁，即 ，吸收热量；等温磁化则放出热量。

T3-B2

绝热过程中有 ，所以

此时  和  均发生变化。对状态方程微分得

代入热力学第一定律得

于是

或

在初态和末态之间积分，

因此，

且

dQ = −dW = −μ0VH dM.

T

M =
nKH

VT
, dM =

nK

V T
dH.

Q = −
μ0nK

T
∫

Hf

Hi

H dH,

.Q =
μ0nK

2T
(H 2

i − H 2
f )

Hf < Hi

dQ = 0

nλ

T 2
dT = μ0VH dM.

H T

dM =
nK

V
(

dH

T
−

H

T 2
dT).

nλ

T 2
dT = μ0nK(

H

T
dH −

H 2

T 2
dT).

(λ + μ0KH 2) dT = μ0KHT dH,

dT

T
=

μ0KH

λ + μ0KH 2
dH.

ln
Tf

Ti
=

1

2
ln

λ + μ0KH 2
f

λ + μ0KH 2
i

.

Tf = Ti

λ + μ0KH 2
f

λ + μ0KH 2
i

,





⎷

.ΔT = Ti

λ + μ0KH 2
f

λ + μ0KH 2
i

− 1
⎡

⎢

⎣





⎷

⎤

⎥

⎦
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当  和热容均为正时，减小  会使  降低：这就是绝热退磁。

一个将在下文用到的等价形式是绝热不变量

T3-C1

横坐标为温度。因此：

在状态  和  下方的左侧虚线投影处标注 。

在状态  和  下方的右侧虚线投影处标注 。

在  过程中，磁场在温度恒为  的条件下减弱。由 B1 可知，圆环吸收热量，因此在这一向下的竖

直过程线旁标注指向圆环内部的 。

在  过程中，磁场在温度恒为  的条件下增强。圆环放出热量，因此在这一向上的竖直过程线旁标

注指向圆环外部的 。

其余过程为  的绝热降温过程，以及  的绝热升温过程。

T3-C2

将

代入 B2 中的绝热不变量：

对于绝热线 ，

对于绝热线 ，

两式右端相同，因此

由于  表示大小，必须取正根：

T3-C3

在单次循环的估算中，将低温过程的温度近似取为液氦的初始温度：

在  过程中吸收的热量为

K H T

.
λ + μ0KH 2

T 2
= 沿绝热线保持不变

2 3 Tc

1 4 Th

2 → 3 Tc

Qc

4 → 1 Th

Qh

1 → 2 3 → 4

H =
V TM

nK

λ

T 2
+

μ0V
2

n2K
M 2 = 常量.

1 → 2

μ0V
2

n2K
(M 2

1 − M 2
2 ) = λ(

1

T 2
c

−
1

T 2
h

).

3 → 4

μ0V
2

n2K
(M 2

4 − M 2
3 ) = λ(

1

T 2
c

−
1

T 2
h

).

M 2
1 − M 2

2 = M 2
4 − M 2

3 .

Mj

.M1 = √M 2
2 + M 2

4 − M 2
3

Tc ≃ 1.00 K.

2 → 3
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代入给定数值，

得到

液氦的质量和热容为

由液氦的能量守恒得

于是

或

估算的温度降幅约为 ，支持在这一数值估算中采用小变化近似。材料的体积在  中被约去，因此这

里不需要其密度和摩尔质量。对于精确的循环，给定的四个磁场强度并不完全自洽：在两条等温线上利用

，T3-C2 中的关系要求 ，此时绝热线

 和  只有在  时才能同时成立，即热容  为负。上面

的估算只用到低温过程，与  无关。

T3-C4

令  表示被冷却物体的实际温度变化。从该物体取出的热量取正值，为

由给定的卡诺关系得

由于制冷机在每个循环后都回到初态，其内能的净变化为零。因此所需的功为

输入功率恒定时，

从  时的  积分至 ，

Qc =
μ0nK

2Tc

(H 2
2 − H 2

3 ).

Qc =
(1.25663706127 × 10−6)(2.0)(1.87 × 10−6)

2(1.00)
(3113062 − 2046182

) J,

Qc = 0.1293459 … J ≃ 0.13 J.

mHe = ρVHe = (130)(1.00 × 10−3) = 0.130 kg,

CHe = mHec = (0.130)(100) = 13.0 J K−1.

CHe(THe,f − 1.00 K) = −Qc.

THe,f = 1.00 K −
0.1293459 … J

13.0 J K−1
= 0.9900503 … K,

.THe,f ≃ 0.990 K

1% Qc

M = nKH/(V T ) Th/Tc = √(H 2
1 − H 2

4 )/(H 2
2 − H 2

3 ) ≈ 1.42

1 → 2 3 → 4 λ ≈ −0.062 J K mol−1 CM = nλ/T 2

λ

dTc < 0

dQc = −Cc dTc.

dQh =
Th

Tc
dQc.

dW = dQh − dQc = (

Th

Tc

− 1)dQc.

P dt = dW = −Cc(
Th

Tc

− 1)dTc.

t = 0 Tc = T0 Tc = T

Pt = −Cc ∫

T

T0

(

Th

Tc

− 1)dTc.
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故

且

当  时，该时间为正。此外，

在给定模型中，达到绝对零度需要无限长的工作时间。

T3-C5

从被冷却物体取出的总热量为

输入的总功为

因此，

作为检验，对于无穷小的温度下降，

这就是低温端温度为  时通常的卡诺制冷机 COP。

解答已与官方解答核对。

Pt = Cc [Th ln(
T0

T
) + T − T0],

.t =
Cc

P
[Th ln(

T0

T
) − (T0 − T )]

0 < T < T0 < Th

T → 0+
⟹ t → ∞.

Qc,total = Cc(T0 − T ).

Wtotal = Pt = Cc [Th ln(
T0

T
) − (T0 − T )].

.COPoverall =
Qc,total

Wtotal
=

T0 − T

Th ln(T0/T ) − (T0 − T )

lim
T→T −

0

COPoverall =
T0

Th − T0
,

T0
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