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题目 1：氢与星系

本题旨在研究星系独特的物理性质，例如其动力学和结构。具体而言，我们将说明如何从银河系内部

测量其质量分布。为此，我们将着重研究银河系的主要组成成分——氢。

本题始终只使用 ，其定义为 。

部分 A - 引言

玻尔模型

我们假设氢原子由一个质量为  的非相对论性电子绕一个固定的质子运动而构成。在本部分中，我

们始终假设电子沿圆形轨道运动。

A.1 — 0.2 分

求电子在半径为  的圆形轨道上的速率 。

在玻尔模型中，我们假设电子角动量  的大小是量子化的，即 ，其中  为整数。定义

。

A.2 — 0.5 分

证明各轨道的半径为 ，其中  称为玻尔半径。用 、 、  和  表示 ，并计算其数

值，保留 3 位有效数字。用  和  表示半径为  的轨道上的速率 。

A.3 — 0.5 分

用 、 、  和  表示电子在半径为  的轨道上的机械能 。用 、  和  表示基态能量

。计算其数值，以 eV 为单位。

氢的精细结构和超精细结构

电子自旋罕见的自发翻转会导致光子发射，平均每个氢原子每 1000 万年发生一次。这种辐射可用于

示踪宇宙中的氢，因此在天体物理学中具有根本性的重要意义。我们将分两步研究产生这种辐射的跃

迁。

首先，考虑电子自旋与电子和质子相对运动之间的相互作用。在电子参考系中，质子在距电子  处

绕电子运动。这会产生磁场 。

A.4 — 0.5 分

用 、 、 、  和  表示电子所在位置处  的大小 。

ℏ ℏ = h/2π

me

r v

L L = nℏ n > 0

α =
e2

4πε0ℏc
≈ 7.27 × 10−3

rn = n2r1 r1 α me c ℏ r1

α c r1 v1

e ε0 r1 n rn En α me c

E1

r1

→B1

μ0 e α c r1
→B1 B1
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其次，电子自旋产生磁矩 。其大小约为 。精细（F）结构与电子磁矩  平行于

 和反平行于  时的能量差  有关。类似地，超精细（HF）结构与能量差  有关，这

一能量差源于电子和质子的磁矩在平行与反平行两种取向下的相互作用。已知其近似为

，其中  为质子质量。

A.5 — 0.5 分

将  表示为  和  的函数。

写出超精细结构的两个状态之间发生跃迁时所发射光子的波长 ，并给出其数值，保留两位有效数

字。

部分 B - 星系的旋转曲线

数据

千秒差距：

太阳质量：

考虑一个以固定点  为中心的球对称星系。在任意点  处，设  为体积质量密度，

 为相应的引力势（即单位质量的势能）。  和  都仅依赖于 。位于  处、

质量为  的物体在势场  中的运动局限于一个包含  的平面内。

B.1 — 0.2 分

对于圆形轨道，用  和  表示沿经过  点的圆形轨道运动的物体的速率 。

图 1(A) 是旋涡星系 NGC 6946 的可见光图像（由亚利桑那州莱蒙山天空中心的 0.8m 舒尔曼望远镜

拍摄）。图 1(B) 中的小椭圆表示该星系  的实验测量结果。中心区域（ ）称为核球。在

这一区域内，质量分布近似均匀。红色曲线表示假设系统在核球内均匀分布、在核球外遵循开普勒模

型（ ，其中 ）时对  的预测，即认为星系的全部质量都集中在核球中。

图 1：NGC 6946 星系：图像 (A) 和旋转曲线 (B)。

B.2 — 0.5 分

根据图 1(B) 中的红色旋转曲线，推算 NGC 6946 核球的质量 ，以太阳质量为单位。

→Ms Ms =
e

me

ℏ →Ms

→B1
→B1 ΔEF ΔEHF

ΔEHF ≃ 3.72
me

mp
ΔEF mp

ΔEF α E1

λHF

1 kpc = 3.09 × 1019 m

1M⊙ = 1.99 × 1030 kg

O P ρ = ρ(P)

φ = φ(P) ρ φ r = ∥OP∥
−→

P

m φ O

r
dφ

dr
P vc

vc r < 1 kpc

φ(r) = −β/r β > 0 vc

Mb
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对比开普勒模型和实验数据，使天文学家确信有一部分质量在图像中不可见。因此，他们假设星系的

实际质量密度为

其中  和  为常量。

B.3 — 1.8 分

证明，与式 1 中的质量密度对应的速率分布  可写为

用 、  和  表示  和 。

（提示： ，以及：当  时，

。）

分别在  和  时化简 。

证明，当  时，质量密度由式 1 给出的半径为  的球内所包含的质量  可化简为仅依

赖于  和  的表达式。

估算图 1(A) 所示范围内 NGC 6946 星系实际包含的质量。

部分 C - 银河系中的质量分布

对于旋涡星系，需要修正式 1 所对应的模型，通常认为引力势为

其中  为到银道面（定义为 ）的距离，  现在表示到对称轴的径向距离，  为待确

定的常量。  和  为常量。

C.1 — 0.5 分

假设  保持不变，求质量为  的质点在此势场中沿竖直方向运动时关于  的运动方程。给出质点在

银道面附近小振动的角频率 ，从而证明当  时，银道面对应稳定平衡状态。

从此处起，令 。

C.2 — 0.6 分

判断在  和  这两种情形中的哪一种下，通过适当定义 ，式 1 的模型可得到形式为

 的势。

在此条件下，  不再依赖于 。用  表示它。

因此，在核球以外，速率  与到银心的距离无关。我们将像天文学家那样，利用这一事实从银河系

内部测量其质量分布。

这里用于天文观测的所有银河系天体，例如恒星或星云，都主要由氢构成。在核球以外，我们假设它

们沿圆形轨道绕银心  运动。  为太阳的位置，  为某个发射氢光谱辐射的银河系天体的位置。在

银道面内，考虑一条与观测方向对应的视线 ，其方向沿单位矢量 （见图 2）。

ρm(r) =
Cm

r2
m + r2

(1)

Cm > 0 rm > 0

vc,m(r)

vc,m(r) = k1 −
k2 ⋅ arctan( r

rm
)

r
.





⎷

Cm rm G k1 k2

∫

r

0

x2

a2 + x2
dx = r − a arctan(r/a) x ≪ 1

arctan(x) ≃ x − x3/3

r ≪ rm r ≫ rm vc,m(r)

r ≫ rm r Mm(r)
Cm r

φG(r, z) = φ0 ln(
r

r0
) exp[−(

z

z0
)

2

],

z z = 0 r < r0 φ0 > 0
r0 z0

r m z

ω0 r < r0

z = 0

r ≫ rm r ≪ rm φ0

φG(r, 0)

vc(r) r φ0

vc

C S E

SE ûv
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图 2：测量的几何关系

设  为银经，即  与  之间的夹角。太阳在半径为  的圆形轨道上的速度记为

。位于  的银河系天体以速度  沿另一个半径为  的圆形轨道运动。利用前面研究的 21cm

谱线的多普勒效应，可以获得辐射源  相对于太阳  的相对径向速度 ：它是  在视

线方向上的投影。

C.3 — 0.7 分

用 、 、  和  表示 。然后，用 、 、  和  表示 。

使用射电望远镜，在银道面内朝银经  的方向进行观测。所用频段包含 21cm 谱线，其频率

为 。结果如图 3 所示。

图 3：使用 EU-HOU RadioAstronomy 在  方向的射电频段测得的电磁信号随频移的变化

C.4 — 0.6 分

在银河系中， 。求图 3 中观测到的 3 个辐射源的相对径向速度（保留 3 位有效

数字）和到银心的距离（保留 2 位有效数字）。距离应表示为  的倍数。

C.5 — 0.6 分

在银河系俯视图（答题框内）上标出图 3 中观测到的辐射源的位置。

改变  并重复测量，可以推断出什么？

ℓ SC SE R⊙ = 8.00 kpc
→v⊙ E →vE R

E S vrE/S →vE − →v⊙

ℓ R R⊙ v⊙ vrE/S R⊙ v⊙ ℓ vrE/S R

ℓ = 30∘

f0 = 1.42 GHz

ℓ = 30∘

v⊙ = 220 km ⋅ s−1

R⊙

ℓ
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部分 D - 塔利–费舍尔关系与 MOND 理论

图 1 中 NGC 6946 的外部速度曲线呈平坦形态，这是旋涡星系的共同性质，如图 4（左）所示。将

各星系外部的恒定速率值  作为测得的总质量  的函数作图，可得到一个有趣的相关关系，

称为塔利–费舍尔关系，见图 4（右）。

vc,∞ Mtot
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图 4。左：典型旋涡星系的旋转曲线；右：在线性坐标轴上绘制的  随  的变

化。彩色点对应不同的星系和不同的巡天观测。绿色直线表示塔利–费舍尔关系，与数据的最佳拟合

直线（黑色）非常吻合。

D.1 — 0.4 分

假设星系半径  与其质量无关，证明式 1 的模型（部分 B）给出形如  的关系，并确

定  和 。

通过计算 ，将此表达式与塔利–费舍尔关系进行比较。

在加速度极低、量级为  的情形下，修正牛顿动力学（MOND）理论提出，可以

将牛顿第二定律修正为

其中  为加速度的大小，函数  定义为 。

D.2 — 0.2 分

利用图 1 中 NGC 6946 的数据，在牛顿理论框架内估算 NGC 6946 外部区域中一个物体的加速度

大小 。

D.3 — 0.8 分

设质量为  的物体在一个固定质量  的引力场中，以速率  沿半径为  的圆形轨道运动。

在 MOND 理论中，当  时，求塔利–费舍尔关系的指数。

利用 NGC 6946 的数据和/或塔利–费舍尔定律，计算 ，以说明 MOND 适用于恰当的加速度范

围。

D.4 — 0.9 分

考虑相关的不同情形，在 MOND 理论中，求由半径为 、总质量为  的均匀质量分布产生的引

力场中，对所有  值均适用的 。

通用数据表

常量 符号 数值 单位

真空光速

普朗克常量

约化普朗克常量

玻尔兹曼常量

阿伏伽德罗常量

摩尔气体常量

元电荷

万有引力常量

标准重力加速度

斯特藩–玻尔兹曼常量

真空磁导率（磁学常量）

log10(Mtot) log10(vc,∞)

R Mtot = ηv
γ
c,∞

γ η

γTF

a0 = 10−10 m ⋅ s−2

→F = mμ(
a

a0
)→a

a = ∥→a∥ μ μ(x) =
x

1 + x

am

m M vc,∞ r

a ≪ a0

a0

Rb M

r vc(r)

c 2.997 924 58 × 108 m ⋅ s−1

h 6.626 070 15 × 10−34 kg ⋅ m2 ⋅ s−1

ℏ =
h

2π
1.054 571 818 × 10−34 kg ⋅ m2 ⋅ s−1

kB 1.380 649 × 10−23 kg ⋅ m2 ⋅ s−2 ⋅ K−1

NA 6.022 140 76 × 1023 mol−1

R 8.314 462 618 153 24 kg ⋅ m2 ⋅ s−2 ⋅ mol−1 ⋅ K−1

e 1.602 176 634 × 10−19 A ⋅ s

G 6.674 30(15) × 10−11 m3 ⋅ kg−1 ⋅ s−2

g 9.806 65 m ⋅ s−2

σ 5.670 374 419 × 10−8 kg ⋅ s−3 ⋅ K−4

μ0 1.256 637 061 27(20) × 10−6 kg ⋅ m ⋅ A−2 ⋅ s−2
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常量 符号 数值 单位

真空介电常数（电学常量）

里德伯常量

电子质量

质子质量

中子质量

原子质量常量

电子伏特

题目译自官方英文原文。

答案

A.1

A.2

A.3

A.4

A.5

B.1

B.2

ϵ0 8.854 187 818 8(14) × 10−12 A2 ⋅ s4 ⋅ kg−1 ⋅ m−3

R∞ 1.097 373 156 815 7(12) × 107 m−1

me 9.109 383 713 9(28) × 10−31 kg

mp 1.672 621 925 95(52) × 10−27 kg

mn 1.674 927 500 56(85) × 10−27 kg

mu 1.660 539 068 92(52) × 10−27 kg

eV 1.602 176 634 × 10−19 kg ⋅ m2 ⋅ s−2

.v =√
e2

4πε0mer

.rn = n2r1, r1 =
ℏ

meαc
= 5.29 × 10−11 m, v1 = αc

.En = −
e2

8πε0r1n
2

, E1 = −
1

2
meα

2c2 = −13.6 eV

.B1 =
μ0eαc

4πr2
1

, .ΔEF = −4α2E1 λHF =
πmpℏ

3.72m2
eα

4c
≃ 0.21 m

.vc = √r
dφ

dr

.Mb ∼ 1 × 109 M⊙
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B.3

C.1

C.2

C.3

C.4 按频移递增的顺序给各峰编号：

C.5 在  的视线上，标出它与半径分别为 、  和  的三个圆各

自的两个交点。距太阳的近、远两组距离为

反复进行银经扫描可揭示氢的分布和旋臂结构，但受到这种近远距离二义性的限制。

D.1

D.2

D.3

这是相关的加速度尺度；仅凭图中 NGC 6946 的数据，不能确立更强的不等式 。

,k1 = 4πGCm, k2 = 4πGCmrm

, ,vc,m(r ≪ rm) ≃ √

4πGCm

3
r

rm
vc,m(r ≫ rm) ≃ √4πGCm

.Mm(r ≫ rm) ≃ 4πCmr, M图示范围内 ≃ 6.1 × 1010 M⊙

, .z̈ =
2φ0

z2
0

ln(
r

r0
)z e−z2/z2

0 ω0 =√
2φ0

z2
0

ln(
r0

r
)

.r ≫ rm, φ0 = 4πGCm, vc(r) = √φ0

, .vrE/S = v⊙ (
R⊙

R
− 1) sin ℓ R =

R⊙v⊙ sin ℓ

v⊙ sin ℓ + vrE/S

,(vr,1, vr,2, vr,3) = (6.33, 31.7, 54.9) km s−1

.(R1,R2,R3) = (0.95, 0.78, 0.67)R⊙

ℓ = 30∘ 0.95R⊙ 0.78R⊙ 0.67R⊙

,
(d1,−, d2,−, d3,−)

R⊙
≃ (0.0635, 0.272, 0.424)

.
(d1,+, d2,+, d3,+)

R⊙
≃ (1.67, 1.46, 1.31)

.η =
R

G
, γ = 2, γTF ≈ 3.7 （从图上看接近 4）

.am ≃ 9.4 × 10−11 m s−2

.v4
c,∞ = GMa0, γMOND = 4, a0 ∼ 2 × 10−10 m s−2

a ≪ a0
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D.4

连续延拓到原点的极限为 。

解答

计算原子相关的数值时，我根据  的定义式和所给常量求得：

这与题目中印出的近似值略有不同。

A.1

库仑吸引力提供向心力：

因此，

A.2

玻尔量子化条件给出

将此式平方，并利用 A.1 中的受力关系，得到

于是，

因此

对于基态轨道，

vc(r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

GMr2

2R3
b

1 +√1 +
4a0R

3
b

GMr

1/2

, 0 < r ≤ Rb,

[

GM

2r
(1 +√1 +

4a0r2

GM
)]

1/2

, r ≥ Rb.

⎡

⎢

⎣

⎛

⎜

⎝

⎞

⎟

⎠

⎤

⎥

⎦

vc(0) = 0

α

α =
e2

4πε0ℏc
= 7.29735 × 10−3.

mev
2

r
=

e2

4πε0r2
.

.v =√
e2

4πε0mer

mevnrn = nℏ.

n2ℏ2 = m2
ev

2
nr

2
n =

mee
2rn

4πε0
.

rn =
4πε0n

2ℏ2

mee
2

= n2 ℏ

meαc
.

.r1 =
ℏ

meαc
= 5.29 × 10−11 m

v1 =
ℏ

mer1
= .αc
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更一般地， 。由于 ，非相对论近似是自洽的。

A.3

取无穷远处的静电势能为零，

由受力关系可得

因此总机械能为

在  处，

特别地，

数值为

A.4

在题设的电子参考系图景中，质子以速率  做圆周运动。其轨道周期和等效电流为

圆形电流环中心处的磁场为

因此，

A.5

磁偶极子在磁场中的能量为

因此，平行态和反平行态的能量分别为  和 。两者之间的正能量差为

使用题目给定的磁矩，

vn = αc/n α ≪ 1

U(r) = −
e2

4πε0r
.

K =
1

2
mev

2 =
e2

8πε0r
.

E = K + U = −
e2

8πε0r
.

rn = n2r1

.En = −
e2

8πε0r1n2

E1 = −
αℏc
2r1

= .−
1
2
meα

2c2

E1 = −2.17987 × 10−18 J = .−13.6 eV

v1 = αc

T =
2πr1

v1
, I =

e

T
=

ev1

2πr1
.

B1 =
μ0I

2r1
.

.B1 =
μ0eαc

4πr2
1

U = − →Ms ⋅ →B1.

−MsB1 +MsB1

ΔEF = 2MsB1.

ΔEF = 2
eℏ
me

μ0eαc

4πr2
1

.
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利用  和 ，

由于 ，

超精细跃迁光子满足

因此

中间计算结果为

保留两位有效数字，

B.1

引力加速度为

令它等于圆周运动指向内侧的加速度，

因此，

B.2

在球对称核球之外，由球壳定理可得

由此得到

从红色曲线上方便读取的一组近似值为

于是

μ0ε0c
2 = 1 e2/(4πε0) = αℏc

ΔEF =
2α2ℏ2

mer
2
1

= 2meα
4c2.

E1 = −meα
2c2/2

.ΔEF = −4α2E1

2πℏc
λHF

= ΔEHF ≃ 3.72
me

mp

ΔEF.

.λHF =
πmpℏ

3.72m2
eα

4c

ΔEF ≃ 2.898 × 10−3 eV, λHF ≃ 0.21116 m.

.λHF = 0.21 m = 21 cm

→g = −
dφ

dr
r̂.

−
v2
c

r
r̂ = −

dφ

dr
r̂.

.vc = √r
dφ

dr

φ(r) = −
GMb

r
+常量.

v2
c =

GMb

r
, Mb =

rv2
c

G
.

r ≃ 10 kpc, vc ≃ 20 km s−1.

Mb ≃
(10 × 3.09 × 1019)(2.0 × 104)2

6.67430 × 10−11
= 1.85 × 1039 kg.
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以太阳质量为单位，这约为 。考虑到读图精度，

B.3

半径  内包含的质量为

利用给定的积分公式，

由球对称性，

与题目要求的形式比较，得到

对于 ，令 。则

因此，

中心区域的旋转曲线呈线性上升，这与近似均匀密度的预期一致。

对于 ， ，而 。因此

并且

图示范围的直径约为 ，因此取包围该范围的半径为 。观测到的外部速率约为 。

于是

因此，

C.1

对于固定的 ，竖直方向的运动方程为

9.3 × 108M⊙

.Mb ∼ 109M⊙

r

Mm(r) = 4π∫
r

0
ρm(x)x2 dx = 4πCm ∫

r

0

x2

r2
m + x2

dx.

.Mm(r) = 4πCm [r − rm arctan(
r

rm
)]

v2
c,m(r) =

GMm(r)

r
= 4πGCm [1 −

rm

r
arctan(

r

rm
)].

.k1 = 4πGCm, k2 = 4πGCmrm

r ≪ rm x = r/rm

1 −
arctanx

x
≃ 1 −

x − x3/3

x
=

x2

3
.

.vc,m(r) ≃ √

4πGCm

3

r

rm

r ≫ rm arctan(r/rm) → π/2 rm/r → 0

,vc,m(r) ≃ √4πGCm ≡ vc,∞

.Mm(r) ≃ 4πCmr =
v2
c,∞r

G

18 kpc 9 kpc 170 km s−1

M图示范围内 ≃
(1.70 × 105)2(9 × 3.09 × 1019)

6.67430 × 10−11
≃ 1.20 × 1041 kg.

.M图示范围内 ≃ 6.1 × 1010M⊙

r
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对题设引力势求导，得到

在  处，力为零。对于小振动， ，所以

线性化后的方程为

对于 ，该系数为正。因此银道面对应稳定平衡，其小振动角频率为

C.2

当  时，B.3 给出

因此，势的径向梯度为

积分并适当选取加法常量，得到

所以所需的适用情形和系数为

在银道面内，

所以

C.3

设  为从  向视线作垂线的垂足。由几何关系可得

太阳的切向速度在视线上的投影为

对于辐射源，其切向速度垂直于 。它在视线上的投影为

mz̈ = −m
∂φG

∂z
.

.z̈ =
2φ0

z2
0

ln(
r

r0
)z e−z2/z2

0

z = 0 |z| ≪ z0

e−z2/z2
0 ≃ 1.

z̈ +
2φ0

z2
0

ln(
r0

r
)z = 0.

r < r0

.ω0 =√
2φ0

z2
0

ln(
r0

r
)

r ≫ rm

Mm(r) ≃ 4πCmr.

dφ

dr
=

GMm(r)

r2
≃

4πGCm

r
.

φ(r) ≃ 4πGCm ln(
r

r0
).

.r ≫ rm, φ0 = 4πGCm

v2
c = r

∂φG(r, 0)

∂r
= r

φ0

r
= φ0,

.vc(r) = √φ0

T C

CT = R⊙ sin ℓ.

→v⊙ ⋅ ûv = v⊙ sin ℓ.

CE
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平坦的旋转曲线意味着 。因此，

解出 ，

C.4

按照题目预期且与答案表一致的约定，使用

其中正值表示远离。因此，图中印出的  轴的符号与通常约定下正的退行速度所对应频移的符号相

反。

三个峰大致位于

由于

半径公式变为

其中  以  为单位。

辐射源，按峰频率递增排列 （ ） （ ），3 位有效数字 ，2 位有效数字

1

2

3

C.5

在答题纸的示意图上，从  出发，在图 2 所示的一侧画出与  成  角的观测射线。画出或找出以 

为圆心、半径分别为

的圆。每个圆都与观测射线相交两次。

为定量确定位置，令 。由余弦定理可得

因此

在  时，视线距银心最近处满足

→vE ⋅ ûv = vE
CT

R
= vE

R⊙

R
sin ℓ.

vE = v⊙

vrE/S = (→vE − →v⊙) ⋅ ûv = .v⊙ (
R⊙

R
− 1) sin ℓ

R

.R =
R⊙v⊙ sin ℓ

v⊙ sin ℓ + vrE/S

vr = +c
f − f0

f0
,

f − f0

Δf1 = 0.030 MHz, Δf2 = 0.150 MHz, Δf3 = 0.260 MHz.

v⊙ sin ℓ = 220 sin 30∘ = 110 km s−1,

R

R⊙
=

110

110 + vr
,

vr km s−1

Δf MHz vr km s−1 R/R⊙

0.030 +6.33 0.95

0.150 +31.7 0.78

0.260 +54.9 0.67

S SC 30∘ C

0.95R⊙, 0.78R⊙, 0.67R⊙.

d = SE

R2 = R2
⊙ + d2 − 2R⊙d cos ℓ.

.d± = R⊙ cos ℓ ± √R2 − R2
⊙ sin2 ℓ

ℓ = 30∘
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推算出的三个半径均大于  且小于 ，所以每个圆的两个交点都位于从太阳出发的观测方向上。

使用 C.4 中未经舍入的半径：

辐射源 近端位置 远端位置 

1

2

3

沿射线从  向外移动，各候选点依次为

光谱可以确定每个辐射源到银心的距离，但无法区分其近端和远端位置。在不同银经重复观测，可以绘制

富氢结构的分布并揭示银河系的旋臂；要消除各个辐射源的近远距离二义性，还需要额外信息。

D.1

在 B.3 的外部区域极限下，

消去 ，

当半径与质量无关时，

对于经验幂律关系，取对数可得

因此，  就是图 4 中的斜率。

从绿色直线上读取的近似坐标为

由此得到

观测到的标度关系接近四次幂定律，明显比固定半径牛顿模型预测的二次幂关系更陡。

D.2

圆周运动的加速度大小为

选取一个外部观测点，

CT = 0.50R⊙, ST = R⊙ cos 30∘ = 0.866R⊙.

CT R⊙

d−/R⊙ d+/R⊙

0.0635 1.67

0.272 1.46

0.424 1.31

S

1near, 2near, 3near, T , 3far, 2far, 1far.

Mtot ≃ 4πCmR, v2
c,∞ = 4πGCm.

Cm

Mtot ≃
R

G
v2
c,∞.

.η =
R

G
, γ = 2

log10(
Mtot

M⊙
) = γTF log10(

vc,∞

1 km s−1
) +常量.

γTF

(x, y) ≃ (1.6, 8.2), (2.8, 12.6).

.γTF ≃
12.6 − 8.2
2.8 − 1.6

≃ 3.7

am =
v2
c

r
.

vc ≃ 170 km s−1, r ≃ 10 kpc,
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可得

D.3

在深 MOND 极限  下，

在质量  产生的牛顿引力场中，修正后的运动方程变为

对于圆形轨道， ，所以

半径消去后得到：

因此，

这也解释了为什么渐近圆周速率与半径无关。

为通过读图估算 ，从图 4 可近似读出

因此，

按图的精度，

这与题述的  量级一致。与 D.2 比较可得 ：图示的星系外部数据探测到了

MOND 的加速度尺度，但并不能确立 。

对于  的渐近平坦速率，严格的深 MOND 条件为

越往外，这一近似就越准确。在过渡区域附近，必须使用完整的插值函数，如 D.4 所示。

D.4

均匀球体的密度为

am ≃
(1.70 × 105)2

10 × 3.09 × 1019
= .9.4 × 10−11 m s−2

a ≪ a0

μ(
a

a0
) =

a/a0

1 + a/a0
≃

a

a0
.

M

GMm

r2
≃ m

a2

a0
.

a = v2
c,∞/r

GM

r2
=

v4
c,∞

a0r2
.

.v4
c,∞ = GMa0

M =
1

Ga0
v4
c,∞, .γMOND = 4

a0

vc,∞ ≃ 100 km s−1, M ≃ 4 × 109M⊙.

a0 ≃
(1.0 × 105)4

(6.67430 × 10−11)(4 × 109)(1.99 × 1030)
≃ 1.9 × 10−10 m s−2.

.a0 ∼ 2 × 10−10 m s−2

10−10 m s−2 am/a0 ∼ 0.5
am ≪ a0

170 km s−1

r ≫
v2
c,∞

a0
∼ 5 kpc.

ρ =
3M

4πR3
b

.
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其内部包含的质量为

在题目指定的修正第二定律表述中，引力仍然服从牛顿引力定律。将单位试验质量所受引力的大小定义为

使用完整的插值函数，

于是

符合物理要求的非负根为

由于 ，

代入后，得到在内外两个区域均适用的表达式：

这两个表达式在  处相等，且中心处的极限为 。

各极限情形说明了旋转曲线的形状：

区域 加速度范围 圆周速率

内部，

内部，

外部，

外部，

M(< r) = {

M(r/Rb)3, r ≤ Rb,
M, r ≥ Rb.

gN(r) =
GM(< r)

r2
=

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

GMr

R3
b

, r ≤ Rb,

GM

r2
, r ≥ Rb.

gN = μ(
a

a0
)a =

a2

a + a0
.

a2 − gNa − gNa0 = 0.

a =
gN + √g2

N + 4a0gN

2
.

v2
c = ra

vc(r) = [

r

2
(gN + √g2

N
+ 4a0gN)]

1/2

.

vc(r) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

GMr2

2R3
b

1 +√1 +
4a0R

3
b

GMr

1/2

, 0 < r ≤ Rb,

[

GM

2r
(1 +√1 +

4a0r2

GM
)]

1/2

, r ≥ Rb.

⎡

⎢

⎣

⎛

⎜

⎝

⎞

⎟

⎠

⎤

⎥

⎦

r = Rb vc(0) = 0

r < Rb gN ≫ a0 vc ≃√
GM

R3
b

r

r < Rb gN ≪ a0 vc ≃ (
GMa0

R3
b

)

1/4

r3/4

r > Rb gN ≫ a0 vc ≃ √

GM

r

r > Rb gN ≪ a0 vc ≃ (GMa0)1/4
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因此，曲线从零开始，在足够接近中心处按  变化，并在远处趋于常量。只有当球体表面的加速度

 比  大得足够多时，才会出现服从牛顿动力学的中间区域。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 2：考克斯的时钟

1765 年，英国钟表匠詹姆斯·考克斯发明了一种仅以大气压波动为能源的时钟。考克斯的时钟使用两

个装有汞的容器。大气压的变化使汞在两个容器之间流动，并使两个容器发生相对运动。这种运动为

时钟本身提供能量。

我们将对这一装置进行分析。在整个问题中，假设

地球重力场  是均匀的，其中 ，  为单位矢量；

所有液体均不可压缩，其密度记为 ；

不考虑表面张力效应；

忽略大气压随高度的变化；

周围环境温度  均匀，所有过程均为等温过程。

图 1. 考克斯时钟的艺术示意图 

部分 A - 拉起浸没的管子

首先考虑占据半无限空间  的水浴。其上方空气的压强为 。将一根长度为 、

横截面积为 、质量为  的竖直圆柱形管浸入水浴。管子下端开口，上端封

闭。管子顶端的高度记为 ，管内水面的高度记为 。忽略管壁厚度。

r3/4

GM/R2
b a0

→g = −g→uz g = 9.8 m ⋅ s−2
→uz

ρ

Ta

1

z ≤ 0 Pa = P0 H = 1 m
S = 10 cm2 m = 0.5 kg

h zℓ
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图 2. 管子在不同状态下的示意图

初始时，图 2 中的管子内没有气体，且管子顶端与水浴液面齐平：换言之，  且 （情形

a）。随后缓慢提起管子，直到其下端到达水浴液面。施加在管子上的拉力记为 。

A.1 — 0.2 分

对于图 2（情形 b）所示的状态，写出管子顶端处水的压强  的表达式。再写出使管子保持在该位

置所需的力  的表达式。表达式须用  和  表示。

进行三次实验。每次实验均在表 1 指定的条件下，从图 2(a) 所示的初始状态开始提起管子。

实验 液体  (°C)  ( )  (Pa)

1 水 20

2 水 80

3 水 99

表 1. 各次实验的实验条件及物理量数值

（  表示纯流体的饱和蒸气压）

在每种情况下，研究为使管子在高度  处保持平衡而必须施加的力  的变化，外界压强固定为

。可能出现两种不同的变化情况

h = 0 zℓ = 0
→F = F →uz

Pw

→F P0, ρ,m,S,h, g →uz

Ta ρ kg ⋅ m−3 Psat

1.00 × 103 2.34 × 103

0.97 × 103 47.4 × 103

0.96 × 103 99.8 × 103

Psat

h F

Pa = P0 = 1.000 × 105 Pa
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A.2 — 0.8 分

对于每次实验，填写答题纸上的表格，指出预期出现的变化情况，并给出  和 （适用时）的

数值，其中  和  的定义见展示这两种变化情况的图。

当用液态汞（其性质如下表所示）替代水时，观察到变化情况 B。

液体  (°C)  ( )  (Pa)

汞 20

A.3 — 0.3 分

在计算最大力  时，若相对于  忽略 ，写出由此产生的相对误差  的表达式。给出  的

数值。

部分 B - 两段式气压管

从现在起，使用环境温度  下的汞（密度 ），并取 。

考虑一根顶部带有储液室的管子，将其建模为上下叠置的两个尺寸不同的圆柱体，如图 3 所示。

下部（仍称为管子）的横截面积为 ，高度为 ；

上部（称为膨大部）的横截面积为 ，高度为 。

将这根两段式管浸入半无限的液浴中。

图 3. 两段式气压管示意图

Fmax h⋆

Fmax h⋆

Ta ρ kg ⋅ m−3 Psat

13.5 × 103 0.163

Fmax P0 Psat ε ε

Ta = 20∘C ρ = 13.5 × 103 kg ⋅ m−3 Psat = 0

St Ht = 80 cm
Sb > St Hb = 20 cm
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与部分 A 一样，制备系统，使管内不含空气。用管子与膨大部连接处的高度  表示管子的竖直位

置。汞柱的高度仍记为 。为使管子在图 3 所示状态下保持平衡而必须施加的力 ，现在可以写成

其中  是两段式管（未装汞时）的总质量。

B.1 — 0.3 分

在答题纸上，将与方程 (1) 中  项对应的液态汞所占区域涂色。

质量  同时取决于高度  和大气压 。在下一问中，假设大气压固定为

。从系统完全浸没的状态开始，缓慢提起管子，直到其底端与液浴液面

齐平。

B.2 — 1.4 分

在  范围内，画出质量  随  变化的示意图。在图上给出各线段斜率的表达

式，以及所有折点的  解析值，用  和  表示。

ht

zℓ
→F

→F = (mtb + madd)g→uz (1)

mtb

madd

madd ht Pa

Pa = P0 = 1.000 × 105 Pa

ht ∈ [−Hb,Ht] madd ht

ht P0, ρ, g,Sb,St,Hb Ht
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在  时提起系统，当液体自由表面位于膨大部中部时停止。固定  的值，然后观

察大气压变化引起的质量  的变化，其中大气压的变化描述为

其中  表示平均值，  为扰动项。将  建模为振幅为 、周期  为 1 周的周期

性三角波函数。

图 4. 扰动项  的简化模型

B.3 — 0.3 分

已知  且 ，写出质量  随时间变化的振幅  的表达式，并给出

其数值。假设液面始终位于膨大部内。

部分 C - 考克斯的时钟

考克斯设计的实际机构很复杂（图 5）。我们研究图 6 所示的简化版本，其构成如下

下方一个圆柱形储液槽，内装汞浴；

一根与部分 B 中所研究的相同的两段式气压管，管内仍完全排尽空气，浸入汞浴中；

储液槽和两段式管各由一根绳索悬挂。两根绳索（假设不可伸长且质量可忽略）均穿过一个理

想滑轮系统，末端分别连接在同一质量为  的物块两侧，物块可在水平面上滑动；

系统内液态汞的总体积为 。

各部分的高度、横截面积和质量见表 2。质量为  的物块的位置由其质心坐标  表示。考虑水平支

承面与物块  之间的干摩擦，不区分静摩擦系数和动摩擦系数；滑动时该摩擦力的大小记为 。

两个限位挡块限制物块  的位移，使其满足 （其中 ）。假设  的取值保证

两段式管的底端既不会接触储液槽底部，也不会露出液浴；

汞柱液面的高度  始终位于上方的膨大部内。

Pa = P0 = 105 Pa ht

madd

Pa(t) = P0 + P1(t) (2)

P0 P1 P1 A = 5 × 102 Pa τ1

P1(t)

St = 5 cm2 Sb = 200 cm2 madd Δmadd

M

Vℓ = 5 L

M x

M Fs

M −X ≤ x ≤ X X > 0 X

zℓ
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图 5. 实际的考克斯时钟 （未装汞）

图 6. 时钟模型系统示意图

标号 名称 高度 横截面积 空载质量

储液槽

气压管的细管部分 气压管的总质量：

气压管的膨大部

2

1 Hc = 30 cm Sc = 210 cm2 mc

2 Ht = 80 cm St = 5 cm2 mtb

2′ Hb = 20 cm Sb = 200 cm2
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表 2. 模型系统的尺寸与符号

系统在与大气接触的条件下演化，大气压如图 4 所示波动（振幅仍为 ，周期

 周）。初始时刻 ，物块  静止于 ，两根绳索在物块  两侧施加的张力平衡，

此时 。定义

其中最后一个表达式利用了 （在本题余下部分均假设此条件成立）。

C.1 — 1 分

求阈值 ，使得当  时，  始终保持静止。

仅在下一问中，假设物块  暂时被固定在  处。

C.2 — 1 分

当  时，写出物块  在该位置受到的两根绳索张力的合力  的表达式，用 

和相关横截面积表示。

当  时，再次从  且  出发，对于  可以观察到两种不同的运动状态。为区

分这两种状态，需要引入另一个参数

C.3 — 2 分

填写答题纸上的表格，指出出现每种运动状态的条件。条件须表示为关于  和/或  的不等式。此

外，根据已给出的  的变化，在  范围内画出相应的  变化示意图。不要

求标明特殊点的坐标。

A = 5 × 102 Pa
τ1 = 1 t = 0 M x = 0 M

P1(0) = 0

ξ =
Sb + Sc − St

SbSc

Fs

A
≃

Sb + Sc

SbSc

Fs

A
(3)

St ≪ Sb,Sc

ξ⋆ ξ > ξ⋆ M

M x = X

P1 = 0 M →T = T →ux ρ, g,X

ξ < ξ⋆ x = 0 P1 = 0 t ≥ 0

λ =
2(Sb − St)

Sb

ρgX

A
≃

2ρgX
A

(4)

ξ λ

P1(t)/A t ∈ [0, 3τ1] x(t)/X
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在实际的考克斯时钟中，机构提供的能量通过棘轮系统储存起来，并像传统时钟那样用于提升重锤。

在这里研究的简化模型中，时钟回收的能量对应于水平面施加在物块  上的摩擦力所耗散的能量。

从现在起，假设系统的尺寸参数使其工作在能够让时钟回收能量的运动状态下。同时假设系统已进入

稳定运行状态。用  表示干摩擦力在一个周期  内耗散的能量，它可以仅用  和  表示。

在其他条件相同的情况下，可以调节  和 ，使能量  最大；将最优情况下二者的值分别记为

 和 。

C.4 — 1 分

考虑  且 ，求  和  关于  和  的表达式。写出相应的最大能量

，然后取  计算其数值。

用  表示在最优情况下，大气压力在一个周期  内对系统所做的功。

C.5 — 1.7 分

写出  的表达式，然后计算比值 。在  图上表示系统的演化过程可能有所帮助，

其中  为系统体积。

图片来源：

[1]: Bruno Vacaro;

[2]: 伦敦维多利亚与艾伯特博物馆。

题目译自官方英文原文。

答案

定义

A.1

A.2

实验 变化情况  (cm)，适用时  (N)

1 A —

2 A —

3 B

A.3

忽略汞蒸气压会高估该力。

M

W τ1 Fs X

Fs X W

F ⋆
s X⋆

Sb ≃ Sc St ≪ Sb F ⋆
s X⋆ ρ, g,Sc A

W ⋆ A = 5 × 102 Pa

W ⋆
pr τ1

W ⋆
pr W ⋆/W ⋆

pr (P ,V )
V

L =
P0

ρg
, D = Sb + Sc − St, q = λ +

ξ

2
.

, .Pw = P0 − ρgh →F = (mg + ρgSh)→uz

h⋆ Fmax

14.7

14.4

2.13 5.10

.ε =
SPsat

mg + S(P0 − Psat)
= 1.55 × 10−6
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B.1 将管子和膨大部内部、高于外部液浴液面的所有汞涂色。在图示状态下，

B.2

各段斜率依次为

折点位于

B.3

C.1

C.2

C.3，对于 ：

运动状态 条件  的变化描述

1：停留在一个挡块处 ，等价于 初始为 ，随后迅速升至 ，并保持不变。

2：反复往复运动 ，等价于 初始为 ，随后在  和  两个平台之间切换。

第一次正向行程在  时开始。此后的负向行程在压强下降至  时开始，正向

行程在压强上升至  时开始。边界  是临界情形；理想静摩擦允许物块停留在挡块

处。

C.4 理想极限下的最优值为

.madd = ρ[Stht + Sb(zℓ − ht)]

madd(ht) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

ρSb(ht + Hb), −Hb ≤ ht ≤ 0,
ρ(SbHb + Stht), 0 ≤ ht ≤ L − Hb,
ρ[SbL − (Sb − St)ht], L − Hb ≤ ht ≤ L,
ρStL, L ≤ ht ≤ Ht.

.ρSb, ρSt, −ρ(Sb − St), 0

.ht = 0, L − Hb ≃ 0.556 m, L ≃ 0.756 m

.Δmadd =
SbA

g
= 1.02 kg

.ξ⋆ = 2

.→T =
4ρgSc(Sb − St)

Sb + Sc − St

X →ux ≃
4ρgSbSc

Sb + Sc

X →ux

ξ < 2

x(t)/X

q > 1 ξ + 2λ > 2 0 +1

q < 1 ξ + 2λ < 2 0 +1 −1

P1/A = ξ/2 P1/A = −q

P1/A = q q = 1

, ,F ⋆
s =

ScA

2
≃ 5.25 N X⋆ =

A

4ρg
≃ 0.945 mm

.W ⋆ =
ScA

2

2ρg
≃ 1.98 × 10−2 J
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C.5

解答

A.1

由流体静力平衡可得

管内的水与水浴相连，水浴中  处有 。因此，只要水仍与封闭顶端接触，就有

顶端外侧的压强产生向下的力 ，而下方的水产生向上的力 。竖直管壁不产生竖直方向的压力，

且忽略其厚度。因此，平衡条件要求

于是

A.2

当顶端处的压强达到饱和蒸气压时，会出现蒸气空腔：

因此

在此之前， 。蒸气空腔形成后，在给定温度下，其压强保持为 ，所以

将这些表达式合并得

因此：

若 ，则出现变化情况 A，且 ；

若 ，则出现变化情况 B，且 。

代入 、  和 ：

实验 计算得到的饱和高度 与  的比较 结果

1 高于 A；

2 高于 A；

, .W ⋆
pr =

ScA
2

ρg
≃ 3.97 × 10−2 J

W ⋆

W ⋆
pr

=
1
2

dP

dz
= −ρg.

z = 0 P = P0

Pw = P0 − ρgh.

P0S PwS

F + PwS − P0S − mg = 0.

.→F = (mg + ρgSh)→uz

P0 − ρgh⋆ = Psat.

.h⋆ =
P0 − Psat

ρg

F = mg + ρgSh Psat

F = mg + S(P0 − Psat).

F(h) = mg + S min{ρgh, P0 − Psat}, 0 ≤ h ≤ H.

h⋆ ≥ H Fmax = mg + ρgSH

h⋆ < H Fmax = mg + S(P0 − Psat)

S = 10−3 m2 H = 1 m mg = 4.90 N

H

100000 − 2340

1000(9.8)
= 9.97 m H Fmax = 14.7 N

100000 − 47400

970(9.8)
= 5.53 m H Fmax = 14.406 N ≃ 14.4 N
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实验 计算得到的饱和高度 与  的比较 结果

3 低于 B； ，

两幅图均从  开始。

A.3

对于汞，实际最大力及其近似值为

近似值比实际值大 。相对于实际力的误差为

数值上，

这约为 。

B.1

附加载荷是被提升到外部液浴液面以上的汞的重量。低于该液面的汞由液浴通过静水压力支承。

因此，在答题纸的图中，应涂色的区域为：

细管内从外部液浴液面到管子与膨大部连接处之间的汞；

膨大部内从其底部到内部自由表面之间的全部汞。

不要给外部液浴液面以下的汞涂色。对于图示状态，

由于内部液面上方的压强为零，

因此，一个等价且有用的表达式为

该式适用于自由表面位于膨大部内、且连接处高于外部液浴液面的情形。

B.2

引入气压高度

对于给定的尺寸，

H

100000 − 99800

960(9.8)
= 0.02126 m H h⋆ = 2.13 cm Fmax = 5.10 N

F0 = mg = 4.90 N

Fmax = mg + S(P0 − Psat), F
(0)
max = mg + SP0.

SPsat

ε =
F

(0)
max − Fmax

Fmax
=

SPsat

mg + S(P0 − Psat)
.

.ε =
10−3(0.163)

0.5(9.8) + 10−3(100000 − 0.163)
= 1.55 × 10−6

0.000155%

.madd = ρ[Stht + Sb(zℓ − ht)]

zℓ =
Pa

ρg
.

madd =
SbPa

g
− ρ(Sb − St)ht

L =
P0

ρg
=

105

(13.5 × 103)(9.8)
= 0.75586 m.

0 < L − Hb < L < Ht.
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在顶端到达  之前，管内始终完全充满液体。此后，内部自由表面保持在 ，而管子继续上升。

从几何关系上可分为四个不同区间。

1. 。

只有膨大部中高度为  的部分位于液浴液面以上：

图线从  开始，斜率为 。

2. 。

整个膨大部以及长度为  的细管位于液浴液面以上，且都充满汞：

图线继续上升，但斜率减小为 。

3. 。

汞上方形成真空，汞的液面保持在膨大部内的高度  处：

斜率为 ，所以图线下降。

4. 。

膨大部内已无汞，内部自由表面位于细管内：

图线为水平线。

图线连续，其顶点和端点如下：

，最大值

三个折点的横坐标为

数值分别为 、  和 。

B.3

在指定的固定位置，自由表面始终位于膨大部内。因此

只有第一项发生变化，所以振幅为

L zℓ = L

−Hb ≤ ht ≤ 0
ht + Hb

madd = ρSb(ht + Hb).

(−Hb, 0) ρSb

0 ≤ ht ≤ L − Hb

ht

madd = ρ(SbHb + Stht).

ρSt

L − Hb ≤ ht ≤ L

L

madd = ρ[Stht + Sb(L − ht)].

−ρ(Sb − St)

L ≤ ht ≤ Ht

madd = ρStL =
StP0

g
.

ht madd

−Hb 0

0 ρSbHb

L − Hb ρ[SbHb + St(L − Hb)]

L ρStL

Ht ρStL

,0,
P0

ρg
− Hb,

P0

ρg

0 55.6 cm 75.6 cm

madd(t) =
Sb[P0 + P1(t)]

g
− ρ(Sb − St)ht.
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代入 ，

这是相对于平均值的振幅；峰峰值为 。相应的液面高度振幅为

远小于膨大部中点到任一端的距离 。

C.1

首先求任意  和  下的绳索张力差。

用  表示外部汞液面的高度，  表示储液槽底部的高度。由绳索的布置可知，物块向右位移  时：

储液槽上升 ；

气压管下降 。

因此

由流体静力平衡可得

外部液面以上的汞的质量为

由于管壁体积可忽略，汞的体积守恒可写为

记 ，由此可得

用当前的  表达式减去初始表达式，得到

因此，

在静止状态下，管子一侧的绳索张力为

而储液槽一侧的张力为

.Δmadd =
SbA

g

Sb = 200 cm2 = 0.0200 m2

.Δmadd =
0.0200(500)

9.8
= 1.02 kg

2.04 kg

A

ρg
= 3.78 mm,

10 cm

x P1

zs zc x

x

x

zc = zc0 + x, ht = ht0 − x.

zℓ − zs =
Pa

ρg
.

madd = ρ[St(ht − zs) + Sb(zℓ − ht)] =
SbPa

g
− ρ(Sb − St)(ht − zs).

Vℓ = Sc(zs − zc) +
madd

ρ
.

δm = madd − madd,0

δzs = x −
δm

ρSc
.

madd

δm =
SbP1

g
+ ρ(Sb − St)(x + δzs).

.δm =
SbSc

(Sb + Sc − St)g
P1 +

2ρSc(Sb − St)

Sb + Sc − St

x

Ttb = (mtb + madd)g,
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二者的初始差值为零。因此，以向右为正，作用在  上的带符号的力为

定义

所得的力的关系式为

给定的参数满足

在  处，整个大气压变化周期中力的最大大小为 。静摩擦力可在整个周期内平衡该力，条件是

因此，所求阈值为

C.2

在力的关系式中令  且 ，得到

利用 ，

正号具有重要意义：向右的位移会产生进一步向右的力。一旦摩擦力无法再使物块保持静止，该平衡在力

学上就是不稳定的。

C.3

画示意图时，采用大气压缓慢驱动的极限：与一周的压强变化周期相比，挡块之间的运动非常迅速。挡块

使运动中的系统停止。

记

则

初始时 ，且  从零开始增大。物块开始向右运动时，  超过的阈值为

由于 ，向右运动会使驱动力增大。物块迅速到达 。

在右侧挡块处，物块向左脱离挡块需要满足

Tc = (mc + ρVℓ − madd)g.

M

T = Ttb − Tc = 2g δm.

K =
SbSc

Sb + Sc − St
, α =

2ρg(Sb − St)

Sb
.

.T = 2K(P1 + αx)

Fs = KAξ, αX = Aλ.

x = 0 2KA

Fs ≥ 2KA ⟺ ξ ≥ 2.

.ξ⋆ = 2

P1 = 0 x = X

.→T =
4ρgSc(Sb − St)

Sb + Sc − St

X →ux

St ≪ Sb,Sc

.→T ≃
4ρgSbSc

Sb + Sc
X →ux

p =
P1

A
, y =

x

X
.

T

KA
= 2(p + λy),

Fs

KA
= ξ.

y = 0 p p

p =
ξ

2
.

∂T/∂x = 2Kα > 0 y = +1
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因此

定义

若 ，压强永远不会降到足以使物块脱离挡块的程度。若 ，则在每个压强下降的半周期内，物

块都会脱离挡块。类似地，在左侧挡块处的脱离条件为 。

因此，两种运动状态为：

运动状态 条件 示意图的精确描述

1：始终停留

在右侧挡块

处

， 初始画为 ，随后在第一次压强上升段的  处迅速升至 。此后

在  处保持水平，直到 。

2：在挡块

之间反复运

动

，
开始时画出相同的初始上升过程。随后画出位于  和  的水平平台；每当下

降的压强达到  时，以迅速向下的跃迁连接，每当上升的压强达到 

时，以迅速向上的跃迁连接。

为明确标出跃迁位置，令 。第一次正向跃迁发生在

在循环运动状态下，所要求的时间区间内，负向跃迁发生在

此后的正向跃迁发生在

这些信息完整确定了所要求的三个周期的示意图。

在  时，只有在压强极值处才恰好达到脱离阈值。严格理想的静摩擦可以使物块保持在挡块处；严格

不等式  保证持续的循环运动。

C.4

在稳定的循环运动状态下，物块每个周期从一个挡块运动到另一个挡块，再返回。总滑动路程为 ，所

以

在  且  时，

循环运动条件变为

对于固定的 ，当  趋近这一上界时，能量趋近可达到的最大值。其极限包络为

T < −Fs.

2(p + λ) < −ξ ⟺ p < −(λ +
ξ

2
).

q = λ +
ξ

2
.

q > 1 q < 1
p > q

ξ < 2
ξ + 2λ > 2

x/X = 0 p = ξ/2 +1
+1 3τ1

ξ < 2
ξ + 2λ < 2

+1 −1

p = −q p = q

s = t/τ1

s =
ξ

8
.

s =
1
2

+
q

4
,

3
2

+
q

4
,

5
2

+
q

4
,

s = 1 +
q

4
, 2 +

q

4
.

q = 1
q < 1

4X

.W = 4FsX

Sb ≃ Sc St ≪ Sb

ξ ≃
2Fs

ScA
, λ ≃

2ρgX

A
.

ξ + 2λ < 2 ⟺ Fs < Sc(A − 2ρgX).

X Fs
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求导得

因此，最优值为

等价地，

于是

代入 ，

以及

严格来说，这些数值位于切换的临界边界上。它们给出的是从循环运动一侧趋近时的理想极限最大值；为

确保可靠运行，需要在该边界内留出少量裕度。

C.5

与大气压力做功有关的体积包括汞上方封闭的真空空间。液体体积和容器材料的体积均为常量，所以

采用与 C.4 相同的近似：

于是，C.1 中推导的守恒关系与流体静力学关系给出

由于 ，

大气压力对系统所做的功为

W(X) = 4ScX(A − 2ρgX).

dW

dX
= 4Sc(A − 4ρgX).

, .X⋆ =
A

4ρg
F ⋆
s =

ScA

2

ξopt = 1, λopt =
1
2

.

.W ⋆ = 4F ⋆
s X

⋆ =
ScA

2

2ρg

Sc = 0.0210 m2

F ⋆
s =

0.0210(500)

2
= 5.25 N,

X⋆ =
500

4(13.5 × 103)(9.8)
= 9.45 × 10−4 m,

.W ⋆ =
0.0210(500)2

2(13.5 × 103)(9.8)
= 1.98 × 10−2 J

V = Vconstant + Vvac, Vvac = Sb(ht + Hb − zℓ).

Sb = Sc = S, St = 0.

δzs = −
P1

2ρg
, δzℓ =

P1

2ρg
.

δht = −x

.V = Vref − Sx −
S

2ρg
P1

Wpr = −∮ Pa dV .
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代入得

第二个积分在一个闭合循环上为零。此外， 。因此

在极限最优情况下， 。正向行程发生在  时，位移为 ；负向行程发生在

 时，位移为 。因此，

于是

在以  为横轴、  为纵轴的图中，循环是一个平行四边形：

在每个固定挡块处， ，得到两条相互平行的倾斜分支；

两条分支的水平间距为 ；

在  和  处，等压行程将它们连接起来；

循环沿逆时针方向进行，系统获得的功为正，等于该平行四边形的面积，

最后，

另一半能量在快速行程中转化为动能，并在运动系统被挡块制停时耗散。

解答已与官方解答核对。

题目 3：香槟！

警告： 过量饮酒有害健康，未达到法定饮酒年龄者禁止饮酒。

香槟是一种法国起泡葡萄酒。糖的发酵在瓶中产生二氧化碳（ ）。液相中  的摩尔浓度 

与气相中的分压  满足关系 ，这称为亨利定律，其中  称为亨利常数。

数据

香槟的表面张力 

液体密度 

 时的亨利常数，

 时的亨利常数，

大气压 

气体均为理想气体，绝热指数为 

Wpr = S ∮ Pa dx +
S

2ρg
∮ Pa dP1.

P0 ∮ dx = 0

.Wpr = S ∮ P1 dx

q = 1 P1 = +A Δx = 2X⋆

P1 = −A Δx = −2X⋆

W ⋆
pr = S[A(2X⋆) + (−A)(−2X⋆)] = 4SAX⋆.

.W ⋆
pr =

ScA
2

ρg
= 3.97 × 10−2 J

V Pa

dV /dPa = −Sc/(2ρg)
2ScX

⋆

P0 + A P0 − A

(2A)(2ScX
⋆) = 4ScAX

⋆.

.
W ⋆

W ⋆
pr

=
ScA

2/(2ρg)

ScA
2/(ρg)

=
1

2

CO2 CO2 cℓ

PCO2
cℓ = kHPCO2

kH

σ = 47 × 10−3 J ⋅ m−2

ρℓ = 1.0 × 103 kg ⋅ m−3

T0 = 20∘C kH(20∘C) = 3.3 × 10−4 mol ⋅ m−3 ⋅ Pa−1

T0 = 6∘C kH(6∘C) = 5.4 × 10−4 mol ⋅ m−3 ⋅ Pa−1

P0 = 1 bar = 1.0 × 105 Pa
γ = 1.3
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图 1. 一杯香槟。

部分 A. 气泡的成核、生长和上升

打开一瓶温度为  的香槟后，立即将其倒入杯中。液体中的压强为 ，温度保持为  不

变。溶解的  的浓度  超过平衡浓度，我们研究一个  气泡的成核过程。记其半径为 ，

内部压强为 。

A.1 — 0.2 分

用 、  和  表示压强 。

在液体中，溶解的  的浓度随到气泡的距离而变化。在远离气泡处，浓度恢复为 ，记气泡表面

附近的浓度为 。根据亨利定律， 。此外，在整道题中均假设气泡只含有 。

由于 ，  分子从高浓度区域向低浓度区域扩散。我们还假设，液相中任何到达气泡表面

的分子都会转移到气相中。

A.2 — 0.5 分

用  和  表示临界半径 ，半径超过该值的气泡预期会生长，其中 。计算

 时  的数值。

实际上，气泡主要从预先存在的气穴生长而来。因此，考虑一个初始半径为  的气泡。记

单位时间、单位面积内通过气泡表面转移的  的物质的量为 。对于 ，有两种可能的模型。

模型 (1) ，其中  是  在液体中的扩散系数。

模型 (2) ，其中  在此为常数。

实验发现，气泡半径  随时间的变化如图 2 所示。这里 ，且由于气泡足够大，已经肉眼

可见，表面张力引起的附加压强可以忽略，因而 。

A.3 — 1.2 分

用  和理想气体常数  表示气泡中  的物质的量 。分别求出两种模型下的 。指

出哪种模型能够解释图 2 中的实验结果。根据你的回答，计算  或  的数值。

T0 = 20∘C P0 T0

CO2 cℓ CO2 a

Pb

P0 a σ Pb

CO2 cℓ

cb cb = kHPb CO2

cℓ ≠ cb CO2

P0,σ, cℓ c0 ac c0 = kHP0

cℓ = 4c0 ac

a0 ≈ 40μm
CO2 j j

j =
D

a
(cℓ − cb) D CO2

j = K(cℓ − cb) K

a(t) cℓ ≈ 4c0

Pb ≈ P0

a,P0,T0 R CO2 nc a(t)
K D
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图 2. 一杯香槟中  气泡半径随时间的变化（改编自 [1]）。

最终，气泡脱离杯底，并在上升过程中继续生长。图 3 展示了一列气泡。这列气泡具有相同的初始

半径，并以恒定频率  产生。

图 3. 一列气泡。为适应页面布局，照片已旋转至水平方向（改编自 [1]）。

在此处研究的速度范围内，半径为  的气泡以速度  在动力黏度为  的液体中运动时，所受的阻力

 由斯托克斯定律  给出。测量表明，在任意时刻，都可以认为气泡以其终端速度运动。

A.4 — 0.8 分

写出竖直上升的气泡所受主要力的表达式。求出  的表达式。利用 、  以及从图 3 中测得的

量，估算  的数值。

气泡以速率  准稳态生长的规律在上升过程中仍然适用。

A.5 — 0.5 分

用上升高度 、生长速率  以及所需的任何常数，表示气泡到达自由液面时的半径 。

假设  且  为常数，给出 、  取图 2 所对应值时  的数值。

气泡的成核位点共有  个。假设气泡以恒定频率  在一杯香槟的杯底成核（液体高度为 ，体

积为 ），且  仍可忽略。忽略  在自由液面处的扩散。

A.6 — 1.1 分

写出  的微分方程。由此方程求出液体中溶解的  浓度衰减的特征时间 。

部分 B. 气泡破裂时的声发射

小气泡到达自由液面时近似为球形。当隔开气泡与空气的液膜变得足够薄时，液膜上形成一个半径为

 的圆孔，并在表面张力驱动下迅速扩大（图 4 左）。圆孔以恒定速率  扩大（图 4 右）。孔缘外

侧的液膜保持静止，厚度  恒定。

CO2

fb = 20 Hz

a v η

F F = 6πηav

v(a) ρℓ g0

η

qa =
da
dt

Hℓ qa =
da
dt

aHℓ

aHℓ ≫ a0 qa Hℓ = 10 cm qa aHℓ

Nb fb Hℓ

Vℓ a0 CO2

cℓ(t) CO2 τ

r vf

h
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图 4. （左）  液面处的气泡：(1) 液体，(2) 压强为  的空气，(3) 压强为  的 ；  和

 液膜回缩，其中孔缘用深蓝色表示；  气泡塌陷。（右）  时刻液膜的回缩。上：从上方观察

已穿孔液膜的示意图。下：孔缘及回缩液膜的截面。在  内，孔缘收集附近的液体（虚线所示）。

由于耗散过程，孔缘及被收集液体在  与  之间的表面能之差仅有一半转化为动能。我们进一

步假设，与液膜表面积的变化相比，孔缘表面积的变化可以忽略。

B.1 — 1.1 分

用  和  表示 。

图 5. （左）亥姆霍兹共振器。（右）作为振子的气泡。

液膜破裂时，气泡释放内部压力并发出声音。我们用亥姆霍兹共振器来模拟这一声发射过程：一个空

腔通过截面积为  的颈部开口与压强为  的大气相通（图 5 左）。颈部中有一个质量为  的物

体，空腔内的气体绝热膨胀或压缩时产生的压力使其做小振幅的位移振荡。与压力相比，作用在 

上的重力可以忽略。设 、  时，质量为  的物体下方气体的体积为 。

B.2 — 1.1 分

写出  的振动频率  的表达式。提示：当  时， 。

亥姆霍兹模型可用于半径为  的气泡。  为封闭气泡的体积。根据文献，等效活塞的质量为

，其中  为圆形开口的半径，  为气体密度（图 5 右）。在破裂过

程中，  从  增大到 ，其中

与此同时，发出的声音的频率不断增大，直至最大值 ，破裂时间为 。

(α) P0 Pb CO2 (β)
(γ) (δ) t

dt

t t + dt

ρℓ,σ h vf

S P0 mp

mp

z = 0 P = P0 mp V0

mp f0 ε ≪ 1 (1 + ε)α ≈ 1 + αε

a V0

mp = 8ρgr
3/3 r ρg = 1.8 kg ⋅ m−3

r 0 rc

rc =
2

√3
a2
√

ρℓg0

σ
.

40 kHz tb = 3 × 10−2 ms
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B.3 — 1.1 分

求气泡半径  以及将气泡与大气隔开的香槟液膜厚度 。

部分 C. 开启香槟

一瓶香槟中，  的总物质的量为 ，其中一部分溶解在体积为  的香

槟液体中，另一部分以气体形式存在于瓶塞下方体积为  的空间内（图 6 左）。  中

只含有 。  两相之间的平衡遵循亨利定律。假设开瓶时气态  的快速膨胀是绝热可逆

的。环境温度  和压强  保持不变。

图 6. 左：传统瓶颈：(1) 周围空气，(2) 软木塞，(3) 顶部气相空间，(4) 香槟液体。右：在两种不同

温度下开瓶时观察到的两种现象（改编自 [2]）。

C.1 — 0.4 分

给出  和  时瓶内气态  压强  的数值。

香槟生产中的另一个步骤（此处未作描述）使  取下列数值，后续问题中将使用这些数值：在

 时， ；在  时， 。

开瓶时，根据  的不同，可以观察到两种不同的现象（图 6 右）。

或者出现蓝色雾，这是由于形成了固态  晶体（但水的凝结受到抑制）；

或者出现灰白色雾，这是由于瓶颈周围空气中的水蒸气凝结。在后一种情况下，不形成 

固体晶体。

 固气相变的饱和蒸气压  满足：

其中  的单位为 ， 、 、 。

C.2 — 0.7 分

假设没有发生相变，分别给出  和  时，开瓶后膨胀结束时  气体温度 

的数值。

选出正确的陈述（可多选）：

1. 在  时，开瓶会出现灰白色雾。

2. 在  时，开瓶会出现蓝色雾。

a h

CO2 nT = 0.2 mol VL = 750 mL
VG = 25 mL VG

CO2 CO2 CO2

T0 P0 = 1 bar

T0 = 6∘C T0 = 20∘C CO2 Pi

Pi

T0 = 6∘C Pi = 4.69 bar T0 = 20∘C Pi = 7.45 bar

T0

CO2

CO2

CO2 P
CO2
sat

log10(
P

CO2
sat

P0
) = A −

B

T + C

T K A = 6.81 B = 1.30 × 103 K C = −3.49 K

T0 = 6∘C T0 = 20∘C CO2 Tf

T0 = 6∘C
T0 = 6∘C
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3. 在  时，开瓶会出现灰白色雾。

4. 在  时，开瓶会出现蓝色雾。

开瓶时，软木塞弹出。现在确定它所能达到的最大高度 。假设瓶颈对软木塞的摩擦力  为

，其中  为接触面积，  为待定常数。初始时，压力略大于摩擦力。软木塞的质量为

，直径为 ，最初嵌在瓶颈中的圆柱部分长度为 。软木塞离开瓶颈

后，可以忽略压力的合力。

C.3 — 1.3 分

给出外界温度为  时  的数值。

[1] Liger-Belair 等，Am. J. Enol. Vitic.，第 50 卷，第 3 期（1999）。

[2] Liger-Belair 等，Sc. Reports 7，10938（2017）。

通用数据表

常数 符号 数值 单位

真空中的光速

普朗克常数

约化普朗克常数

玻尔兹曼常数

阿伏伽德罗常数

摩尔气体常数

元电荷

万有引力常数

标准重力加速度

斯特藩–玻尔兹曼常数

真空磁导率（磁常数）

真空介电常数（电常数）

里德伯常数

电子质量

质子质量

中子质量

原子质量常数

电子伏特

题目译自官方英文原文。

答案

这里 ，  为数据表中给出的重力加速度。

T0 = 20∘C
T0 = 20∘C

Hc F

F = αA A α

m = 10 g d = 1.8 cm ℓ0 = 2.5 cm

T0 = 6∘C Hc

c 2.997 924 58 × 108 m ⋅ s−1

h 6.626 070 15 × 10−34 kg ⋅ m2 ⋅ s−1

ℏ =
h

2π
1.054 571 818 × 10−34 kg ⋅ m2 ⋅ s−1

kB 1.380 649 × 10−23 kg ⋅ m2 ⋅ s−2 ⋅ K−1

NA 6.022 140 76 × 1023 mol−1

R 8.314 462 618 153 24 kg ⋅ m2 ⋅ s−2 ⋅ mol−1 ⋅ K−1

e 1.602 176 634 × 10−19 A ⋅ s

G 6.674 30(15) × 10−11 m3 ⋅ kg−1 ⋅ s−2

g 9.806 65 m ⋅ s−2

σ 5.670 374 419 × 10−8 kg ⋅ s−3 ⋅ K−4

μ0 1.256 637 061 27(20) × 10−6 kg ⋅ m ⋅ A−2 ⋅ s−2

ϵ0 8.854 187 818 8(14) × 10−12 A2 ⋅ s4 ⋅ kg−1 ⋅ m−3

R∞ 1.097 373 156 815 7(12) × 107 m−1

me 9.109 383 713 9(28) × 10−31 kg

mp 1.672 621 925 95(52) × 10−27 kg

mn 1.674 927 500 56(85) × 10−27 kg

mu 1.660 539 068 92(52) × 10−27 kg

eV 1.602 176 634 × 10−19 kg ⋅ m2 ⋅ s−2

Δc = cℓ − c0 g0
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A.1

A.2

当  时，

A.3

模型 (2) 符合近似线性的生长规律：

A.4 浮力  方向向上；斯托克斯阻力  和可忽略的气泡重力方向向下。

由图 3 中的近似测量值求得。

A.5

A.6

B.1

B.2

B.3

.Pb = P0 +
2σ

a

.ac =
2σc0

P0(cℓ − c0)

cℓ = 4c0

.ac = 3.1 × 10−7 m = 0.31μm

,nc =
4πP0a

3

3RT0

, .a(1)(t) =√a2
0 +

2DRT0Δc

P0
t a(2)(t) = a0 +

KRT0Δc

P0
t

, .qa ≈ 2.4 × 10−4 m s−1 K ≈ 1.0 × 10−4 m s−1

4πρℓg0a
3/3 6πηav

,v(a) ≃
2ρℓg0a

2

9η
η ≈ 2.7 × 10−3 Pa s

.aHℓ ≃ (

27ηqaHℓ

2ρℓg0
)

1/3

≈ 4.5 × 10−4 m = 0.45 mm

, .
dcℓ

dt
= −

18πηKHℓNbfb

ρℓg0Vℓ
(cℓ − c0) τ =

ρℓg0Vℓ

18πηKHℓNbfb

.vf =√
2σ
ρℓh

.f0 =
1

2π
√

γP0S 2

mpV0

, .a ≈ 5.3 × 10−4 m = 0.53 mm h ≈ 3.8 × 10−6 m = 3.8μm
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C.1

C.2 使用本部分指定的替代压强：

正确的陈述为 1 和 4：  时出现灰白色雾，  时出现蓝色雾。

C.3

解答

A.1

杨–拉普拉斯定律给出弯曲液气界面两侧的压强差：

对于球形气泡，两个主曲率半径均为 。因此

浸没在液体中的气泡周围只有一个液气界面。

A.2

在气泡表面应用亨利定律，得到

当  时，气体扩散进入气泡，使其生长。因此临界条件满足

所以

对于过饱和液体，满足  的气泡会生长，而较小的气泡则趋于溶解。

当  时，

因此

, .Pi(6∘C) ≈ 4.81 bar Pi(20∘C) ≈ 7.76 bar

,Tf(6∘C) ≈ 195.4 K (−77.7∘C)

.Tf(20∘C) ≈ 184.4 K (−88.7∘C)

6∘C 20∘C

.Hc ≈ 7.7 m

Pb − P0 = σ(
1
R1

+
1
R2

).

a

.Pb = P0 +
2σ
a

cb = kHPb = kH (P0 +
2σ

a
) = c0 +

2σc0

P0a
.

cℓ > cb

cℓ − c0 =
2σc0

P0ac
,

.ac =
2σc0

P0(cℓ − c0)

a > ac

cℓ = 4c0

ac =
2σ

3P0
=

2(47 × 10−3)

3(1.0 × 105)
= 3.13 × 10−7 m.

.ac ≈ 0.31μm
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A.3

在题设近似  下，由理想气体状态方程得

因而

通过气泡表面流入的物质的量速率为

在  不变时，对理想气体表达式求导，得

化简为

对于短时间的生长实验，将主体液体的浓度视为常数，并取 。

对于模型 (1)，

在初始条件  下积分，得到

该模型预言生长速率逐渐减小，且半径渐近地按  变化。

对于模型 (2)，

所以

图 2 中的斜率近似恒定，支持模型 (2)。由图大致读出，  时 ，  时

，于是

在  时，

且 。因此

Pb ≃ P0

P0
4πa3

3
= ncRT0,

.nc =
4πP0a

3

3RT0

dnc

dt
= 4πa2j.

P0,T0

4πP0a
2

RT0

da
dt

= 4πa2j,

da

dt
=

RT0

P0
j.

cb ≃ c0

da

dt
=

DRT0(cℓ − c0)

P0a
.

a(0) = a0

.a(t) =√a2
0 +

2DRT0(cℓ − c0)

P0
t

t1/2

da

dt
=

KRT0(cℓ − c0)

P0
= qa,

.a(t) = a0 +
KRT0(cℓ − c0)

P0
t

t = 0 a = 40μm t = 0.95 s
a = 270μm

qa ≈
(270 − 40) × 10−6

0.95
≈ 2.4 × 10−4 m s−1.

20∘C

T0 = 293.15 K, c0 = kHP0 = 33 mol m−3,

cℓ − c0 ≃ 3c0 = 99 mol m−3
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于是

A.4

令  竖直向上。气泡所受的力为浮力

斯托克斯阻力

以及气泡的重力

以终端速度运动时，合力为零：

由于 ，

相邻气泡沿同一轨迹运动，其形成时间相差

因此，由它们的中心间距  可得

该速度近似对应于这两个气泡的平均半径。

利用图 3 中的标尺，由靠近右端的两个气泡大致得到

因此，

且

由图估算得

A.5

将上升的终端速度与恒定的径向生长速率联立：

K =
P0qa

RT0(cℓ − c0)
≈

105(2.4 × 10−4)

8.31446(293.15)(99)
.

.K ≈ 1.0 × 10−4 m s−1

uz

FB = ρℓ
4πa3

3
g0 uz,

FD = −6πηavuz,

W = −ρg
4πa3

3
g0 uz.

6πηav = (ρℓ − ρg)
4πa3

3
g0.

ρg ≪ ρℓ

.v(a) =
2(ρℓ − ρg)g0a

2

9η
≃

2ρℓg0a
2

9η

Δt =
1

fb
.

Δz

v ≃
Δz

Δt
= fbΔz,

a ≃ 0.24 mm, Δz ≃ 2.3 mm.

v ≃ 20(2.3 × 10−3) = 4.6 × 10−2 m s−1,

η ≃
2ρℓg0a

2

9fbΔz
=

2(103)(9.80665)(0.24 × 10−3)2

9(20)(2.3 × 10−3)
.

.η ≈ 2.7 × 10−3 Pa s
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消去时间，得到

从杯底到自由液面积分，得到

因此，保留初始半径的表达式为

当  时，

取 、 ，并使用上面估算的黏度，得到

A.6

在浓度衰减的时间尺度上，对气泡列采用准稳态描述。以均匀的主体浓度  描述液体，并在损失量平

衡中忽略仍在上升的气泡内气体总量的变化。

每个到达液面的气泡携带的物质的量为

在  可忽略的情况下，利用 A.5 的结果得到

随着液体中溶解气体的流失，模型 (2) 给出

因此

单位时间内产生  个气泡。由  守恒可得

因此

dz

dt
=

2ρℓg0

9η
a2,

da

dt
= qa.

dz
da

=
2ρℓg0

9ηqa
a2.

Hℓ =
2ρℓg0

27ηqa
(a3

Hℓ
− a3

0).

aHℓ = (a3
0 +

27ηqaHℓ

2ρℓg0
)

1/3

.

aHℓ ≫ a0

.aHℓ ≃ (

27ηqaHℓ

2ρℓg0
)

1/3

Hℓ = 0.10 m qa ≃ 2.4 × 10−4 m s−1

.aHℓ
≈ 4.5 × 10−4 m = 0.45 mm

cℓ(t)

nout =
4πP0

3RT0
a3
Hℓ

.

a0

nout =
4πP0

3RT0

27ηqaHℓ

2ρℓg0
=

18πηHℓP0

ρℓg0RT0
qa.

qa(t) =
KRT0

P0
(cℓ(t) − c0).

nout =
18πηKHℓ

ρℓg0
(cℓ − c0).

Nbfb CO2

Vℓ
dcℓ

dt
= −Nbfbnout,

.
dcℓ

dt
= −

18πηKHℓNbfb

ρℓg0Vℓ
(cℓ − c0)
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其解为

其中

按指数规律衰减的是超过  的那部分浓度。

B.1

在  内，回缩的孔缘扫过一个面积为下式的圆环：

液膜有两个液气表面，因此表面能的减少量为

根据题设的耗散规律，其中一半转化为动能：

新收集的液体质量为

由于孔缘速率保持不变，其动能增加量为

令两个表达式相等，得

所以

B.2

活塞向上位移  后，封闭气体的体积变为

对于可逆绝热压缩或膨胀，

因此

当  时，

按题意忽略活塞的重力，其运动方程为

cℓ(t) = c0 + [cℓ(0) − c0]e
−t/τ ,

.τ =
ρℓg0Vℓ

18πηKHℓNbfb

c0

dt

dA = 2πrvf dt.

−dEs = 2σdA.

dEk = σdA.

dm = ρℓhdA.

dEk =
1
2
v2

f dm =
1
2
ρℓhv

2
f dA.

1

2
ρℓhv

2
f = σ,

.vf =√
2σ

ρℓh

z

V = V0 + Sz.

PV γ = P0V
γ

0 .

P = P0(1 +
Sz

V0
)

−γ

.

|Sz| ≪ V0

P ≃ P0 (1 − γ
Sz

V0
).
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这是简谐运动，且

因此

B.3

对于气泡，

代入 B.2，得到

因此 ，且在  时频率达到最大。利用题给的  表达式，得

因此

取 ，

因此

最终的开口半径为

由于开口以恒定速率扩大，

所以

最后，由 B.1 得

mpz̈ = (P − P0)S = −
γP0S

2

V0
z.

ω2
0 =

γP0S
2

mpV0
.

.f0 =
1

2π
√

γP0S 2

mpV0

S = πr2, V0 =
4πa3

3
, mp =

8ρgr
3

3
.

f 2
0 =

1

4π2

γP0π
2r4

(8ρgr3/3) (4πa3/3)
=

9γP0r

128πρga3
.

f0 ∝ √r r = rc rc

f 2
max =

9γP0

128πρga3

2a2

√3
√

ρℓg0

σ
=

3√3 γP0

64πρga
√

ρℓg0

σ
.

.a =
3√3 γP0

64πρgf 2
max

√

ρℓg0

σ

fmax = 4.0 × 104 Hz

a =
3√3(1.3)(105)

64π(1.8)(4.0 × 104)2
√

103(9.80665)

47 × 10−3
= 5.33 × 10−4 m.

.a ≈ 0.53 mm

rc =
2

√3
a2
√

ρℓg0

σ
≈ 1.50 × 10−4 m.

vf =
rc

tb
, tb = 3 × 10−2 ms = 3 × 10−5 s,

vf ≈ 5.0 m s−1.
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于是

C.1

溶解态和气态  的物质的量分别为

由总物质的量守恒可得

因此，

取

在  时， ：

在  时， ：

这些均为绝对压强：

C.2

本部分中，题目指定使用以下替代压强：

对于理想气体的可逆绝热膨胀，

消去 ，并取最终压强为 ，得到

因此

且

h =
2σ

ρℓv
2
f

=
2σt2

b

ρℓr2
c

≈ 3.77 × 10−6 m.

.h ≈ 3.8μm

CO2

nL = kHPiVL, nG =
PiVG

RT0
.

nT = Pi (kHVL +
VG

RT0
).

.Pi =
nT

kHVL + VG/(RT0)

VL = 7.50 × 10−4 m3, VG = 2.50 × 10−5 m3.

6∘C T0 = 279.15 K

Pi =
0.2

(5.4 × 10−4)(7.50 × 10−4) + (2.50 × 10−5)/(8.31446 × 279.15)
≈ 4.81 × 105 Pa.

20∘C T0 = 293.15 K

Pi =
0.2

(3.3 × 10−4)(7.50 × 10−4) + (2.50 × 10−5)/(8.31446 × 293.15)
≈ 7.76 × 105 Pa.

, .Pi(6∘C) ≈ 4.81 bar Pi(20∘C) ≈ 7.76 bar

Pi(6∘C) = 4.69 bar, Pi(20∘C) = 7.45 bar.

PV γ = 常数, TV γ−1 = 常数.

V P0

.Tf = T0(
P0

Pi
)

(γ−1)/γ

Tf(6∘C) = 279.15(
1

4.69
)

0.3/1.3

≈ 195.4 K,
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为判断是否形成固态 ，先求出压强  下的升华平衡温度。令 ，得

所以

对于初始温度较低的酒瓶，

事实上，由给定的蒸气压表达式得到

在这一膨胀过程中，气体未达到固气饱和状态。根据题目给出的两种情形，会形成灰白色雾。

对于初始温度较高的酒瓶，

且

若膨胀过程不发生相变，  将处于过饱和状态，因此会形成固体晶体，产生蓝色雾。

因此

计算得到的  是题目要求的不发生相变时的假想温度；对于初始温度较高的酒瓶，固体的形成会改变实

际的热学演化过程。

C.3

使用题目指定的  时的压强：

设  为软木塞相对于初始位置的向上位移，并令

为其横截面积。

当  时，接触面积为

所以摩擦力为

初始时，压力的合力与摩擦力近似平衡：

软木塞的重力仅为 ，而初始压力的合力约为 ，因此在估算  时可以忽略重力。于是

Tf(20∘C) = 293.15(
1

7.45
)

0.3/1.3

≈ 184.4 K.

CO2 P0 P
CO2
sat = P0

0 = A −
B

Ts + C
,

Ts =
B

A
− C =

1300

6.81
+ 3.49 ≈ 194.4 K.

195.4 K > Ts.

P
CO2
sat (195.4 K) ≈ 1.09 bar > P0.

184.4 K < Ts,

P
CO2
sat (184.4 K) ≈ 0.422 bar < P0.

CO2

陈述 1 和 4 正确。

Tf

6∘C

Pi = 4.69 × 105 Pa.

x

S =
πd2

4

0 ≤ x ≤ ℓ0

A(x) = πd(ℓ0 − x),

Ffr(x) = απd(ℓ0 − x).

(Pi − P0)S ≃ απdℓ0.

0.098 N 94 N α
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参与快速膨胀的是最初位于顶部气相空间中的气体。在软木塞运动过程中，其体积和压强为

当软木塞离开瓶颈时，

内部气体所做的功为

得到

克服大气压力所做的功为

而摩擦耗散的能量为

软木塞离开瓶颈后，按题意忽略压力的合力。忽略空气阻力，剩余的机械能在最高点全部转化为重力势

能。从软木塞初始位置起计量 ，得

因此

代入数值得

且

因此

取合理精度，

若从软木塞刚离开瓶颈时的位置起测量高度，则应减去 ；舍入后的答案仍为 。

解答已与官方解答核对。

≈ 6.64 × 104 Pa.α ≃
(Pi − P0)d

4ℓ0

V (x) = VG + Sx, P(x) = Pi(
VG

VG + Sx
)

γ

.

Ve = VG + Sℓ0.

Wgas = ∫

ℓ0

0
P(x)S dx = ∫

Ve

VG

Pi(
VG

V
)

γ

dV ,

Wgas =
PiVG

γ − 1
[1 −(

VG

Ve
)

γ−1

].

Watm = P0Sℓ0,

Wfr = ∫

ℓ0

0
απd(ℓ0 − x) dx =

1

2
απdℓ2

0 ≃
1

2
(Pi − P0)Sℓ0.

Hc

mg0Hc = Wgas − Watm − Wfr.

Hc =
1

mg0
{

PiVG

γ − 1
[1 −(

VG

VG + Sℓ0
)

γ−1

]− P0Sℓ0 −
1

2
(Pi − P0)Sℓ0}.

S = 2.5447 × 10−4 m2, Ve = 3.1362 × 10−5 m3,

Wgas ≈ 2.570 J, Watm ≈ 0.636 J, Wfr ≈ 1.174 J.

Hc ≈
2.570 − 0.636 − 1.174

0.010(9.80665)
≈ 7.75 m.

.Hc ≈ 7.7 m

ℓ0 = 0.025 m 7.7 m
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