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Aufgabe 1: Wasserstoff und Galaxien

[

Diese Aufgabe untersucht die besonderen physikalischen Eigenschaften von Galaxien, etwa ihre
Dynamik und Struktur. Insbesondere erlautern wir, wie sich die Massenverteilung unserer Galaxie
von innen heraus messen lasst. Dazu konzentrieren wir uns auf Wasserstoff, ihren
Hauptbestandteil.

In dieser gesamten Aufgabe verwenden wir ausschlieBlich A, definiert durch A = h /2.
Teil A - Einfiihrung
Bohrsches Atommodell

Wir nehmen an, dass das Wasserstoffatom aus einem nichtrelativistischen Elektron der Masse m.
besteht, das ein ortsfestes Proton umkreist. In diesem gesamten Teil nehmen wir an, dass es sich
auf einer Kreisbahn bewegt.

A.1— 0.2 Punkte
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v des Elektrons auf einer Kreisbahn mit Radius 7.

Im Bohrschen Atommodell nehmen wir an, dass der Betrag des Drehimpulses L des Elektrons
quantisiert ist: L = nh, wobein > 0 eine ganze Zahl ist. Wir definieren

62

o= — ~7.27x103.
47rsohc

A.2 — 0.5 Punkte

Zeigen Sie, dass der Radius jeder Bahn durch r,, = n2r; gegeben ist, wobei 7; als Bohrscher
Radius bezeichnet wird. Driicken Sie 7 durch a, m., ¢ und kA aus und berechnen Sie seinen
Zahlenwert mit 3 signifikanten Stellen. Drlicken Sie v, die Geschwindigkeit auf der Bahn mit
Radius 71, durch & und c aus.

A.3 — 0.5 Punkte

Bestimmen Sie die mechanische Energie E,, des Elektrons auf einer Bahn mit Radius 7, in
Abhangigkeit von e, £¢, 71 und n. Bestimmen Sie E; im Grundzustand in Abhangigkeit von a, m.
und c. Berechnen Sie ihren Zahlenwert in eV.

Fein- und Hyperfeinstruktur des Wasserstoffs

Die seltene spontane Umkehr des Elektronenspins flihrt dazu, dass pro Wasserstoffatom im Mittel
einmal in 10 Millionen Jahren ein Photon emittiert wird. Diese Emission dient als Nachweis flr
Wasserstoff im Universum und ist daher von grundlegender Bedeutung fiir die Astrophysik. Wir
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untersuchen den fiir diese Emission verantwortlichen Ubergang in zwei Schritten.

Betrachten Sie zunachst die Wechselwirkung zwischen dem Elektronenspin und der
Relativbewegung von Elektron und Proton. Im Bezugssystem des Elektrons umkreist das Proton

das Elektron im Abstand 1. Dadurch entsteht ein Magnetfeld él.

A.4 — 0.5 Punkte

Bestimmen Sie den Betrag By von By am Ort des Elektrons in Abhangigkeit von g, e, , ¢ und
r1.

Zweitens erzeugt der Elektronenspin ein magnetisches Moment M. Sein Betrag ist

e
naherungsweise M, = ——h. Die Feinstruktur (F) hangt mit der Energiedifferenz A Ex zwischen
me

einem Elektron, dessen magnetisches Moment ./\71s parallel zu ]§1 ausgerichtet ist, und einem
Elektron, dessen M antiparallel zu El ausgerichtet ist, zusammen. Analog hangt die
Hyperfeinstruktur (HF) mit der Energiedifferenz A Exp zusammen, die sich aus der
Wechselwirkung bei paralleler bzw. antiparalleler Ausrichtung der magnetischen Momente von

m
Elektron und Proton ergibt. Es ist bekannt, dass nidherungsweise A Epr ~ 3.72—= A Er gilt,
m
P
wobei my, die Protonenmasse ist.

A.5 — 0.5 Punkte
Driicken Sie A Ey als Funktion von o und E aus.

Geben Sie einen Ausdruck fiir die Wellenlange Agr eines Photons an, das bei einem Ubergang
zwischen den beiden Zustanden der Hyperfeinstruktur emittiert wird, und geben Sie ihren
Zahlenwert mit zwei signifikanten Stellen an.

Teil B - Rotationskurven von Galaxien

Daten

e Kiloparsec: 1 kpc = 3.09 x 10 m
e Sonnenmasse: 1 Mg = 1.99 x 103 kg

Wir betrachten eine kugelformige Galaxie mit einem ortsfesten Punkt O als Zentrum. An einem
beliebigen Punkt P sei p = p(P) die Massendichte und ¢ = ¢(P) das zugehdrige
Gravitationspotential (d. h. die potentielle Energie pro Masseneinheit). Sowohl p als auch ¢

—
hangen nur von r = HOPH ab. Die Bewegung einer am Punkt P befindlichen Masse m unter dem
Einfluss des Feldes ¢ ist auf eine Ebene beschrankt, die O enthélt.

B.1 — 0.2 Punkte

Bestimmen Sie fiir eine Kreisbahn die Geschwindigkeit v, eines Objekts auf einer durch P
d
verlaufenden Kreisbahn in Abhangigkeit von r und _cp.
T

Abb. 1(A) zeigt eine Aufnahme der Spiralgalaxie NGC 6946 im sichtbaren Spektralbereich
(aufgenommen mit dem 0,8-m-Schulman-Teleskop am Mount Lemmon Sky Center in Arizona).
Die kleinen Ellipsen in Abb. 1(B) zeigen experimentelle Messwerte von v, fur diese Galaxie. Der
zentrale Bereich (r < 1 kpc) wird als Bulge bezeichnet. In diesem Bereich ist die

eulersolve.org/ipho/2025/ 2/56



Massenverteilung naherungsweise homogen. Die rote Kurve ist eine Vorhersage fur v, unter der
Annahme, dass das System im Bulge homogen und auBerhalb keplersch (<p('r) = —ﬁ/r mit
B > 0) ist, d. h., dass die gesamte Masse der Galaxie im Bulge konzentriert ist.

-
1

(B)

Ve [km/s]

1 11|111|l||11|p|||

18 kpc
Abb. 1: Galaxie NGC 6946: Aufnahme (A) und Rotationskurve (B).

B.2 — 0.5 Punkte

Leiten Sie aus der roten Rotationskurve in Abb. 1(B) die Masse M} des Bulges von NGC 6946 in
Einheiten der Sonnenmasse ab.

Der Vergleich des keplerschen Modells mit den experimentellen Daten liberzeugt Astronomen
davon, dass ein Teil der Masse auf dem Bild unsichtbar ist. Sie nehmen daher an, dass die
tatsachliche Massendichte der Galaxie durch

Cnm
pm(r) = ——— (1)

7 A
gegeben ist, wobei Cy,, > 0 und r,,, > 0 Konstanten sind.
B.3 — 1.8 Punkte

Zeigen Sie, dass das zur Massendichte aus Gl. 1 gehorende Geschwindigkeitsprofil vc,m(r) in der
Form

ko - arctan (TL )

m

'Uc’m (T) = kl - -

geschrieben werden kann. Driicken Sie k1 und ks durch C,,, 7 und G aus.

r 2
(Hinweise: / % dr = r — aarctan(r/a), und: arctan(z) ~ = — x3/3 firz < 1.)
0o a T

Vereinfachen Sie v¢m (1) fir r < 7y und fur 7 >> r4,.

Zeigen Sie, dass sich fur r > r,, die Masse Mm(r), die bei der Massendichte aus Gl. 1in einer
Kugel mit Radius r enthalten ist, vereinfacht und nur von C',,, und r abhéngt.

Schatzen Sie die tatsachlich im Bildausschnitt von Abb. 1(A) enthaltene Masse der Galaxie NGC
6946 ab.
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Teil C - Massenverteilung in unserer Galaxie

Fur eine Spiralgalaxie wird das Modell aus Gl. 1 abgeandert, und man nimmt ublicherweise an,
dass das Gravitationspotential durch

2
pa(r,z) = <P0111<L> exp —<i> :
Tro 20

gegeben ist, wobei z der Abstand von der galaktischen Ebene (definiert durch z = 0) ist, r < 7
nun den Abstand von der Achse bezeichnet und ¢y > 0 eine zu bestimmende Konstante ist.
und zg sind konstante GroBen.

C.1— 0.5 Punkte

Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fur z fur die vertikale Bewegung einer Punktmasse m in
einem solchen Potential unter der Annahme, dass r konstant ist. Zeigen Sie, dass die galaktische
Ebene fur 7 < rg eine stabile Gleichgewichtslage ist, indem Sie die Kreisfrequenz wq kleiner
Schwingungen um diese Ebene angeben.

Von nun an setzen wir z = 0.
C.2 — 0.6 Punkte

Bestimmen Sie, in welchem Bereich, 7 > r,,, oder r < r,,, das Modell aus Gl. 1 bei geeigneter
Definition von ¢ ein Potential der Form ¢ (7, 0) ergibt.

Unter dieser Bedingung hangt vc(r) nicht mehr von 7 ab. Dricken Sie es durch ¢ aus.

AuBerhalb des Bulges hangt der Geschwindigkeitsbetrag v. somit nicht vom Abstand zum
galaktischen Zentrum ab. Wie Astronomen werden wir diese Tatsache nutzen, um die
Massenverteilung der Galaxie von innen heraus zu messen.

Alle hier flir astronomische Beobachtungen betrachteten galaktischen Objekte, etwa Sterne oder
Nebel, bestehen hauptsachlich aus Wasserstoff. AuBerhalb des Bulges nehmen wir an, dass sie
sich auf Kreisbahnen um das galaktische Zentrum C' bewegen. S ist der Ort der Sonne und E
derjenige eines bestimmten galaktischen Objekts, das im Wasserstoffspektrum emittiert. In der
galaktischen Ebene betrachten wir eine Sichtlinie SE, die der Beobachtungsrichtung entspricht
und entlang des Einheitsvektors u,, verlauft (siehe Abb. 2).
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Abb. 2: Geometrie der Messung

Sei £ die galaktische Lange, die den Winkel zwischen SC' und S E angibt. Die Geschwindigkeit der
Sonne auf ihrer Kreisbahn mit Radius Re = 8.00 kpc wird mit v bezeichnet. Ein galaktisches
Objekt in E bewegt sich auf einer anderen Kreisbahn mit Radius R und Geschwindigkeit vg.
Mithilfe des Dopplereffekts an der zuvor untersuchten 21-cm-Linie lasst sich die relative
Radialgeschwindigkeit v,.g /g des Emitters FE bezlglich der Sonne S bestimmen: Sie ist die
Projektion von Ug — ¥ auf die Sichtlinie.

C.3 — 0.7 Punkte

Bestimmen Sie v, /g in Abhéngigkeit von £, R, R, und vg. Driicken Sie anschlieBend R durch
Ry, ve, £und v,g/g aus.

Mit einem Radioteleskop fliihren wir Beobachtungen in der Ebene unserer Galaxie in Richtung der
galaktischen Lange £ = 30° durch. Das verwendete Frequenzband enthalt die 21-cm-Linie mit
der Frequenz fy = 1.42 GHz. Die Ergebnisse sind in Abb. 3 dargestellt.
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Abb. 3: Elektromagnetisches Signal als Funktion der Frequenzverschiebung, gemessen im
Radiofrequenzbereich bei £ = 30° mithilfe von EU-HOU RadioAstronomy
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C.4 — 0.6 Punkte

In unserer Galaxie gilt vo = 220 km - s . Bestimmen Sie fiir die 3 in Abb. 3 beobachteten
Quellen die relative Radialgeschwindigkeit (mit 3 signifikanten Stellen) und den Abstand vom
galaktischen Zentrum (mit 2 signifikanten Stellen). Die Abstande sind als Vielfache von R
anzugeben.

C.5 — 0.6 Punkte

Markieren Sie in der Draufsicht unserer Galaxie (im Antwortfeld) die Positionen der in Abb. 3
beobachteten Quellen.

Was lieBe sich aus wiederholten Messungen bei unterschiedlichen Werten von £ ableiten?

Teil D - Tully-Fisher-Beziehung und MOND-Theorie

Die flache auBere Geschwindigkeitskurve von NGC 6946 in Abb. 1 ist eine gemeinsame
Eigenschaft von Spiralgalaxien, wie in Abb. 4 (links) zu sehen ist. Tragt man den auBeren
konstanten Geschwindigkeitswert v, o, als Funktion der gemessenen Gesamtmasse M jeder
Galaxie auf, ergibt sich eine interessante Korrelation, die als Tully-Fischer-Beziehung bezeichnet
wird, siehe Abb. 4 (rechts).
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Abb. 4. Links: Rotationskurven typischer Spiralgalaxien - Rechts: log; (Mot ) als Funktion von
log;(ve,00) auf linearen Skalen. Die farbigen Punkte entsprechen verschiedenen Galaxien und
verschiedenen Durchmusterungen. Die grline Linie stellt die Tully-Fischer-Beziehung dar, die sehr
gut mit der Ausgleichsgeraden der Daten (schwarz) Ubereinstimmt.

D.1 — 0.4 Punkte

Zeigen Sie unter der Annahme, dass der Radius R einer Galaxie nicht von ihrer Masse abhangt,
dass das Modell aus GI. 1 (Teil B) eine Beziehung der Form M, = nvz,oo ergibt, wobei v und n
anzugeben sind.

Vergleichen Sie diesen Ausdruck mit der Tully-Fischer-Beziehung, indem Sie vy berechnen.

Im Bereich extrem kleiner Beschleunigungen in der Gro3enordnung von ay = 10 0m.g2

schlagt die Theorie der modifizierten Newtonschen Dynamik (MOND) vor, das zweite Newtonsche

F’:m/L(aiO)&

zu modifizieren, wobei a = ||@|| der Betrag der Beschleunigung ist und die Funktion p durch

Gesetz durch

(z) = T definiert ist
/J,{I?—1+x eriniert Ist.

D.2 — 0.2 Punkte

Schatzen Sie anhand der Daten fiir NGC 6946 in Abb. 1im Rahmen der Newtonschen Theorie den
Betrag der Beschleunigung a,,, einer Masse in den auBeren Bereichen von NGC 6946 ab.

D.3 — 0.8 Punkte

Eine Masse m bewege sich mit der Geschwindigkeit v. o, auf einer Kreisbahn mit Radius 7 im
Gravitationsfeld einer ortsfesten Masse M.

Bestimmen Sie im Rahmen der MOND-Theorie fur a < a( den Tully-Fischer-Exponenten.

Berechnen Sie anhand der Daten fiir NGC 6946 und/oder des Tully-Fischer-Gesetzes ag, um zu
zeigen, dass MOND im richtigen Bereich wirksam ist.
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D.4 — 0.9 Punkte

Bestimmen Sie unter Beriicksichtigung der relevanten Félle v, () fur alle Werte von r in der
MOND-Theorie fiir das Gravitationsfeld einer homogen verteilten Masse M mit Radius Rp.

Allgemeines Datenblatt

Konstante Symbol Wert Einheit

Lichtgeschwindigkeit im c 9.097924 58 x 10° m sl
Vakuum
Planck-Konstante h 6.626 07015 x 10 kg -m?.s7!
Reduzierte PI k- h

edtizierte Flane h——  1.054571818 x 10~ kg - m? s
Konstante 21
Boltzmann-Konstante ks 1.380 649 x 1023 kg -m?.s 2. K!
Avogadro-Konstante Na 6.022 14076 x 102 mol !
Molare Gaskonstante R 8.314462618 153 24 kg -m?-s2.-mol ! . K1
Elementarladung e 1.602176 634 x 10~ A-s

i Il

Universelle G 6.67430(15) x 101 m3 . kgl 52
Gravitationskonstante
Normfallbeschleunigung g 9.806 65 m-s 2

tefan-Bolt -
Stefan-Boltzmann o 5.670374419 x 10~ kg s 3 K

Konstante

Vakuumpermeabilitat
(magnetische Lo 1.25663706127(20) x 107 kg -m-A2.572
Feldkonstante)

Vakuumpermittivitat

8.854 187 818 8(14 1012 2.4 . kol. ;3
(elektrische Feldkonstante) €0 (14) x A%.s" kg -m

oy
8

Rydberg-Konstante 1.097373156 815 7(12) x 107 m™!

Elektronenmasse me 9.1093837139(28) x 103! kg
Protonenmasse m, 1.67262192595(52) x 10727 kg
Neutronenmasse my, 1.67492750056(85) x 10727 kg
Atomare Massenkonstante ~ m,, 1.660 539 068 92(52) x 10727 kg
Elektronenvolt eV 1.602176634 x 10 1° kg -m?.s72

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

e A1
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e A2
) h —-11
Tn =1 71, P = :529X10 m, V] = ac|.
meac
e A3
e? 1 5 2
E,=—— E,=——m.,a°c® = —13.6eV|
8meorin? 2
e A4
[LoEQC
By —
! 47rr%
e AS
AEp = —40°E A TR 01
= 4o 9 = ——————————— . m|.
d - 37 mlatc
e B1
R
¢ dr |
e B.2
My ~ 1 x 10° Mg |.
e B.3
|k1 = 47GCpp, ke = 4nGChrm |,
47GC,, r
,qu(,r < ,rm) ~ \/u_ , ’Uc’m(’r > T'm) ~ \/47TGCm 9
3 Tm
M (r > ry) ~ 4xC)p,r, My ger mobitaung = 6.1 x 10" Mg |
e CA1
2 2
2= 2o ( D)o = 2 ()
Z To ) U
e C.2
> Ty, 0o = 47GCp, ve(r) = V 0 |
e C.3
R, Rovg sind
Urg/Ss = Vo ( R > sin Vo sin/ + UrE/S
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(Vp1,Vr2,v,3) = (6.33, 31.7, 54.9) kms™"

(R1, Ry, R3) = (0.95, 0.78, 0.67) Ry |

Sonne sind

(di,—,d2—,ds3 )
R

~ (0.0635, 0.272, 0.424)

(dl,—H d2,+7 d3,+)

Ro

~ (1.67, 1.46, 1.31)|

Mehrdeutigkeit bestehen bleibt.

e C.4 Nummeriert man die Maxima nach zunehmender Frequenzverschiebung:

e C.5 Markieren Sie auf der Sichtlinie £ = 30° beide Schnittpunkte mit jedem der drei Kreise
mit den Radien 0.95Rs, 0.78 Rs und 0.67 R . Die nahen und fernen Abstande von der

I

Wiederholte Messreihen bei verschiedenen galaktischen Langen lassen die
Wasserstoffverteilung und die Spiralstruktur erkennen, wobei diese Nah-Fern-

e D1
R . .
n= ek v =2, yrr ~ 3.7 (grafisch nahe bei 4) |
e D.2
@y~ 9.4 x10 T ms2|
e D.3
v‘cl,oo = GMay, YMOND = 4, ap~2x101%ms2|

Dies ist die relevante Beschleunigungsskala; die dargestellten Daten fir NGC 6946 allein
belegen die starkere Ungleichung a < ag nicht.

e D4

( — 7 1/2

GMr? 4aoR;

2R 1+4/1+ e , 0<r< Ry,
ve(r) =<
- —_— 1/2

GM - \/1 dagr? / -

\ 2r v GM ’ 0= b

Die stetige Fortsetzung ergibt v.(0)

L

Losung

= 0.

Fir die atomaren Zahlenwerte berechne ich o aus seiner Definitionsgleichung und den angegebenen

Konstanten:
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62

a=—— =7.29735 x 1073,
4meghce

Dieser Wert weicht geringfligig von der in der Aufgabenstellung angegebenen Naherung ab.
A1

Die anziehende Coulomb-Kraft liefert die Zentripetalkraft:

mv? e?
r Areor?
Daher gilt
2
v =
dmegmer
A.2

Die Bohrsche Quantisierungsbedingung ergibt
myv,r, = nh.

Quadrieren dieser Gleichung und Einsetzen der Kraftebeziehung aus A.1 liefert

2
Me€"T
n’h? = mzv%ri ="
471’8()
Folglich gilt
4megn’h? , h
Ty = =n
mee? meac
Somit ist
_ _ —11
r1 = =529 %x 107" m
cQC
Fir die Bahn im Grundzustand gilt
h
V1 = = .
meT1

Allgemeiner gilt v,, = ac/n. Da a < 1, ist die nichtrelativistische Naherung konsistent.

A.3

Wahlt man die elektrostatische potentielle Energie im Unendlichen gleich null, so gilt

e
U(r) =— .
(r) dmegr
Die Kraftebeziehung liefert
1 e’
K= —-mu?=
8meor

Damit ist die gesamte mechanische Energie

E=K+U=— .
87'('607’
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Beir, = n’ry gilt

E ¢
n— = 5 |
8meorin?
Insbesondere ist
ahe 1 5 9
Fi=——=|—7mea’c
27"1 2

Numerisch ergibt sich

E; = —2.17987 x 10 18J =[—-13.6€V|.

A.4

In der vorgegebenen Betrachtung im Bezugssystem des Elektrons umlauft das Proton dieses mit der
Geschwindigkeit v1 = ac. Seine Umlaufzeit und der aquivalente Strom sind

T:27T’/’1, ;_ €& _ en
1 T 271

Das Magnetfeld im Mittelpunkt einer kreisformigen Stromschleife ist

I
B, = £
27"1
Daher gilt
poeac
B, = ——
! 471'7‘%
A.5

Ein magnetischer Dipol in einem Feld hat die Energie
U= _Ms . Bl-

Die parallelen und antiparallelen Zustande haben somit die Energien —M sB1 bzw. +M Bj. Ihr
positiver Energieabstand ist

AEF — 2M,§Bl.
Mit dem in der Aufgabe angegebenen magnetischen Moment ergibt sich
eh poeac
ABp = 2= H0°°C,
me  4mr]
Mit poeoc? = 1 und e?/(4mey) = ahic folgt
202h?
AFEp = = 2m.o’c?.
mery]
Da E1 = —mea?c?/2, gilt
AEr = —40*E; |.
Fur das Hyperfeinstrukturphoton gilt
2mhe m
= AEHF ~ 3.72 < AEF.

>‘HF mp
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Somit ist

m™mph

Agp = ———— |
Y m2atc

Die numerischen Zwischenwerte lauten

AFEp ~ 2.898 x 10 %€V, Agp ~ 0.21116 m.

Auf zwei signifikante Stellen gerundet:

Agr = 0.21m =21 cm|.

B.1

Die Gravitationsbeschleunigung ist

— (i A
g= )

dr

Gleichsetzen mit der nach innen gerichteten Beschleunigung auf einer Kreisbahn ergibt

_”_z,z _ 9.
r dr
Daher gilt
d
Vv, = r—(’o .
dr
B.2

AuBerhalb eines kugelformigen Bulges liefert das Newtonsche Schalentheorem

GM,
o(r) =— + Konstante.
r
Daraus folgt
G M, rv?
== M,=—C.
r G

Ein geeigneter naherungsweise von der roten Kurve abgelesener Punkt ist

r ~ 10 kpc, ve ~ 20kms 1.

Damit ergibt sich

10 x 3.09 x 10%9)(2.0 x 10%)2
M, ~ ( ) ) _ 1.85 x 10% kg.
6.67430 x 10~
In Einheiten der Sonnenmasse sind dies ungefahr 9.3 x 108M@. Angesichts der grafischen

Genauigkeit gilt

My ~ 10° Mg |.

B.3

Die innerhalb des Radius r eingeschlossene Masse ist

r 332

My (r) = 471'/ pm(z)x? de = 4rCp, | ———— dz.
0 0 Tt @
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Mit dem angegebenen Integral folgt

M, (r) = 4nCyp, |r — ry arctan T )
r

m

Aufgrund der Kugelsymmetrie gilt

GM.
vim(r) = ﬁ = 4nGC), ll - 7a—marctatn<L)].

r r Tm

Der Vergleich mit der gesuchten Form ergibt

kl = 47TGCm, k2 = 47TGCm7“m .

Fir r < r,, setzen wir x = r/r,,. Dann ist

,_ arctanz . z-z%/3  a*
T o x 37
Daher gilt
Vem(r) =~ 4rGCm T
emit/) = 3 r,l

Die zentrale Rotationskurve steigt linear an, wie bei einer naherungsweise homogenen Dichte zu
erwarten ist.

Fir r > r,, gilt arctan(r/r,,) — 7/2, wéhrend r,,, /r — 0. Somit ist

Vem(T) \/ 47GC,y, = Voo s

und

2

Ve ool

G

Der abgebildete Durchmesser betragt ungefahr 18 kpc, sodass wir als einschlieBenden Radius 9 kpc

My (r) =~ 4nCpr =

ansetzen. Die beobachtete duBere Geschwindigkeit betragt ungefahr 170 km s~L. Damit ergibt sich
(1.70 x 10°)%(9 x 3.09 x 10'9%)

~ 41
6.67430 x 1011 ~ 1.20 x 10*" kg.

Min der Abbildung

Daher gilt

My, ger abbildung ~ 6.1 x 1010M® .

C1
Fur festes r lautet die vertikale Bewegungsgleichung

Opg
0z

mzZi=—m

Ableiten des vorgegebenen Potentials ergibt

. 2 0 T )
Z:L;Il — Jze %75
ZO To

Bei z = 0 verschwindet die Kraft. Fir kleine Schwingungen gilt |z| < zo, sodass
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_.2/52
e 2/ ~ 1,

Die linearisierte Gleichung lautet

2
s+ 2001 (1) 2,
2y r

Fur r < rg ist ihr Koeffizient positiv. Damit ist die Ebene eine stabile Gleichgewichtslage mit

2
o = \/%n(r_o) .
Zy r

C.2

Furr > r,, ergibt B.3
My (r) >~ 4nCpyr.
Der radiale Potentialgradient ist daher

dp  GMu(r) _ 4nGCu
S (UAPY .

dr r r

Integration und geeignete Wahl der additiven Konstante liefern

o(r) ~ 47GCp 1n<i>.

To

Damit lauten der gesuchte Bereich und der Koeffizient

> Tm, @0 = 47GCn)

In der Ebene gilt
Opa(r,0
v: = G( ) ®o

= = r— = y
¢ or r o
also
ve(r) = /o |
C.3

Sei T der LotfuBpunkt von C' auf der Sichtlinie. Aus der Geometrie folgt
CT = R sin /.
Die Projektion der Tangentialgeschwindigkeit der Sonne auf die Sichtlinie ist
1_}@ . ’&U = Vo sin /.
Die Tangentialgeschwindigkeit des Emitters steht senkrecht auf C'E. lhre Projektion auf die Sichtlinie
ist
CT R,
= ’UE
R R

Aus der flachen Rotationskurve folgt vy = v . Somit gilt

17E-&U:1)E sin 4.

vrp/s = (Vg — Ue) - Uy = | Vg (% — 1) sinf|.

Auflésen nach R ergibt
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Ryvg sin/

~ vesind +v,g5 |

c4

Entsprechend der beabsichtigten Konvention, die mit dem Antwortblatt Ubereinstimmt, verwenden wir
f=1Jo
fo

wobei positive Werte eine Entfernung vom Beobachter bezeichnen. Die abgedruckte f — fy-Achse hat

v, = +C

daher das entgegengesetzte Vorzeichen zur ublichen Frequenzverschiebung bei positiver
Fluchtgeschwindigkeit.

Die drei Maxima liegen ungefahr bei
Af; = 0.030 MHz, Afs = 0.150 MHz, A fs = 0.260 MHz.
Da
ve sinf = 220sin 30° = 110kms !,

wird die Radiusformel zu

R 110
Ro 110+ o,
wobei v, in km s 1 angegeben wird.

Quelle, nach zunehmender Frequenz Af( vy (kms™1), 3 R/Rg, 2 signifikante
des Maximums MHz) signifikante Stellen Stellen
1 0.030 +6.33 0.95
2 0.150 +31.7 0.78
3 0.260 +54.9 0.67

C.5

Zeichnen Sie im Diagramm des Antwortblatts den Beobachtungsstrahl von S aus so ein, dass er auf der
in Abb. 2 angegebenen Seite einen Winkel von 30° mit SC bildet. Zeichnen oder identifizieren Sie die
Kreise um C' mit den Radien

0.95R, 0.78Re, 0.67Re.

Jeder Kreis schneidet den Beobachtungsstrahl zweimal.

Zur quantitativen Angabe der Positionen sei d = SE. Der Kosinussatz ergibt
R?>=R2 +d* — 2R,d cos /.

Somit gilt

d. = Rocosl+ /R — Ry sin]

Bei £ = 30° betragt der kleinste Abstand der Sichtlinie vom Zentrum
CT = 0.50R,, ST = R cos30° = 0.866R.

Alle drei ermittelten Radien sind gréBer als CT" und kleiner als R, sodass beide Schnittpunkte von der
Sonne aus in Beobachtungsrichtung liegen.
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Mit den ungerundeten Radien aus C.4:

Quelle Nahe Positiond_/Rs Ferne Positiond/Rg

1 0.0635 1.67
2 0.272 1.46
3 0.424 1.31

Bewegt man sich von S aus entlang des Strahls, so treten die moglichen Positionen in folgender
Reihenfolge auf:
]-near, 2near, 3near, T, 3far, 2far, ]-far-

Das Spektrum bestimmt den galaktozentrischen Radius jeder Quelle, erlaubt aber keine
Unterscheidung zwischen ihrer nahen und ihrer fernen Position. Wiederholt man die Beobachtungen
bei verschiedenen galaktischen Langen, lassen sich wasserstoffreiche Strukturen kartieren und die
Spiralarme der Galaxie erkennen; um einzelne Nah-Fern-Mehrdeutigkeiten aufzulosen, sind zusatzliche
Informationen erforderlich.

DA

Im auBeren Bereich aus B.3 gilt
My, ~ 4nC,R, vl = 47GC,,.

Eliminieren von C,,, ergibt

R ,
Mot >~ 51’0,00‘

Flr einen massenunabhangigen Radius gilt

T]—G7 ’7_ °

Flr ein empirisches Potenzgesetz ergibt Logarithmieren

Mot Ve,00
lo — | = lo <—’) -+ Konstante.
€10 ( Mo ) YrF 10859 1 kms—1

Somit ist yrr die Steigung in Abb. 4.
Von der griinen Geraden lassen sich naherungsweise die Werte
(z,y) ~ (1.6,8.2), (2.8,12.6).

ablesen. Daraus folgt

12.6 — 8.2
— ~ 3.7
28 —-1.6

~

YTF =

Die beobachtete Skalierung liegt nahe an einem Gesetz mit der vierten Potenz und ist deutlich steiler
als die quadratische Vorhersage des Newtonschen Modells mit festem Radius.

D.2
Der Betrag der Beschleunigung auf einer Kreisbahn ist
v,

Ay = —.
r
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Mit einem auBeren beobachteten Punkt,
ve ~ 170kms™ !, r ~ 10 kpc,
ergibt sich

(1.70 x 105)2
™7 10 x 3.09 x 10

—19.4 x 107 ' ms2|.

D.3
Im tiefen MOND-Grenzfall a < a gilt

a\__aan _ a
H ay) 14+ajag  ag’

Die modifizierte Bewegungsgleichung im Newtonschen Gravitationsfeld von M wird zu

GMm a?
~m—.
7‘2 ao
Fir eine Kreisbahn gilt a = vioo/r, also
GM _ Vewo
72 agr?
Der Radius kiirzt sich heraus:
4 _
V0o = GMay |.
Folglich qilt
Ly

V= gt [ow=1)

Dies erklart auch, weshalb die asymptotische Kreisbahngeschwindigkeit vom Radius unabhangig ist.
Fur eine grafische Abschatzung von ag liefert Abb. 4 naherungsweise
Veoo ~ 100kms ™, M ~ 4 x 10° M.
Daher gilt
oo (1.0 X 10°)* ~1.9 %10 " ms2.
(6.67430 x 10 '1)(4 x 107)(1.99 x 10%)

Mit der Genauigkeit des Diagramms ergibt sich

2

ag ~ 2 X 107 %ms™

Dies entspricht der angegebenen Grof3enordnung 10 " ms~2. Der Vergleich mit D.2 ergibt
am/ao ~ 0.5: Die dargestellten Daten aus den duBeren Bereichen der Galaxie erfassen die MOND-
Beschleunigungsskala, belegen aber nicht a,,, < ag.

Fir eine asymptotisch konstante Geschwindigkeit von 170 km s~ ! lautet die strenge Bedingung fur den
tiefen MOND-Bereich
2

v
r> —= ~ 5kpe.
Qo
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Weiter auBen wird diese Ndherung zunehmend genauer. In der Ndhe des Ubergangs muss die
vollstandige Interpolationsfunktion verwendet werden, wie in D.4.

D.4

Die homogene Kugel hat die Dichte
B 3M
47TRZ’ .

P

Ihre eingeschlossene Masse ist

M(r/Rp)3, r <Ry,
M(<r):{M(/ ! r> R,

In der in der Aufgabe vorgegebenen Formulierung mit modifiziertem zweitem Newtonschem Gesetz
bleibt die Gravitationskraft newtonsch. Wir definieren ihren Betrag pro Einheit der Testmasse als

GMr

) T S R )
GM(< r) R} ’
W= = o
) r Z Rb'
7.2

Mit der vollstandigen Interpolationsfunktion gilt
a a?
— — la = .
N =K ag a-+ao

a’ — gna — gnyap = 0.

gn + 1/ g% + daogn

2

o) = [1 (o + )

Einsetzen liefert den in beiden Bereichen durchgehend gliltigen Ausdruck:

Daraus folgt

Die physikalische, nichtnegative Losung ist

a =

Da vg = ra, gilt

(- 1/2
G Mr? 4aoRg
ZRE’ 14+14/1+ GMr , 0<r <Ry,
ve(r) =<~
- 1/2
GM(1+ 1+4a0r2) / >R
, r > Ry.
ul 2r GM

Die beiden Ausdriicke stimmen bei 7 = R}, Gberein, und der Grenzwert im Zentrum ist v.(0) = 0.

Die Grenzfalle verdeutlichen den Verlauf der Rotationskurve:

eulersolve.org/ipho/2025/
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Bereich

Innen, r < Ry

Innen, r < Ry

AuBen, r > Ry

AuBen, r > Ry

Die Kurve beginnt somit bei null, verhalt sich hinreichend nahe am Zentrum wie r3/% und nahert sich
weit auBerhalb einer Konstante. Newtonsche Zwischenbereiche treten nur auf, wenn die
Oberflachenbeschleunigung der Kugel GM/R% hinreichend groBer als a ist.

Beschleunigungsbereich

gn > ao

gy < ap

gn > ag

gn < ao

Kreisbahngeschwindigkeit

GM
Ve 03 r
Rb
1/4
R;
GM
Ve ™
T

v, ~ (GMag)**

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen. Wo diese Losung von der offiziellen Losung abweicht, enthalt die

offizielle Losung einen Fehler oder Druckfehler.

Aufgabe 2: Cox' Uhr

[

eulersolve.org/ipho/2025/

eigentliche Uhrwerk.

Einheitsvektor u ,;
¢ alle Flussigkeiten inkompressibel sind und ihre Dichte mit p bezeichnet wird;
e keine Effekte der Oberflachenspannung beriicksichtigt werden;
¢ die Hohenabhangigkeit des Luftdrucks vernachlassigt wird;
¢ die Umgebungstemperatur T, raumlich konstant ist und alle Zustandsanderungen isotherm

verlaufen.

Wir untersuchen diese Vorrichtung. Dabei nehmen wir durchgehend an, dass

o das Schwerefeld der Erde § = —gi, homogen ist, mit g = 9.8 m - s~2 und dem

Im Jahr 1765 erfand der britische Uhrmacher James Cox eine Uhr, deren einzige Energiequelle die
Schwankungen des Luftdrucks sind. Cox' Uhr verwendete zwei GefaBe mit Quecksilber.

Anderungen des Luftdrucks bewirkten, dass Quecksilber zwischen den GefaBen strémte und sich
die beiden GefaBe relativ zueinander bewegten. Diese Bewegung diente als Energiequelle flir das
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Abb. 1. Kuinstlerische Darstellung von Cox' Uhr 1
Teil A - Ziehen an einem eingetauchten Rohr

Wir betrachten zunachst ein Wasserbad, das den Halbraum z < 0 einnimmt. Die Luft dartber
steht unter dem Druck P, = P,. Ein senkrechtes zylindrisches Rohr der Lange H = 1 m, der
Querschnittsfliche S = 10 cm? und der Masse m = 0.5 kg wird in das Bad eingetaucht. Das
untere Ende des Rohrs ist offen, das obere Ende geschlossen. Mit A bezeichnen wir die Hohe des
oberen Rohrendes und mit z, die Hohe des Wassers im Rohr. Die Wanddicke des Rohrs wird
vernachlassigt.

z Z Z
h

©

F

Abb. 2. Skizze des Rohrs in verschiedenen Anordnungen

Wir gehen von der Situation aus, in der das Rohr in Abb. 2 kein Gas enthalt und sein oberes Ende
auf Hohe der Badoberflache liegt: Mit anderen Worten gilt h = 0 und z, = 0 (Fall a).

AnschlieBend wird das Rohr langsam angehoben, bis sein unteres Ende die Badoberflache

erreicht. Die auf das Rohr ausgeubte Zugkraft wird mit F = Fi, bezeichnet.
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A.1— 0.2 Punkte

Geben Sie fiir die in Abb. 2 gezeigte Anordnung (Fall b) den Druck P,, im Wasser am oberen

Rohrende an. Geben Sie auBerdem die Kraft ﬁ' an, die erforderlich ist, um das Rohr in dieser
Position zu halten. Die Ausdriicke sind in Abhangigkeit von Py, p,m, S, h, g und 4, anzugeben.

Es werden drei Versuche durchgefuhrt. In jedem Versuch wird das Rohr ausgehend vom
Anfangszustand in Abb. 2(a) unter den in Tabelle 1 angegebenen Bedingungen angehoben.

Versuch Fliissigkeit T, (°C) p (kg-m™3) P,,. (Pa)

1 Wasser 20 1.00 x 10® 2.34 x 103
2 Wasser 80 0.97 x 10% 47.4 x 103
3 Wasser 99  0.96 x 10> 99.8 x 10°

Tabelle 1. Versuchsbedingungen und Zahlenwerte der physikalischen GroBen fir die einzelnen
Versuche

(Pt bezeichnet den Sattigungsdampfdruck des reinen Fluids)

In jedem Fall untersuchen wir den Verlauf der Kraft F', die aufgebracht werden muss, um das Rohr
in einer Hohe h im Gleichgewicht zu halten, wobei der AuBendruck auf
P, = Py = 1.000 x 10° Pa festgelegt ist. Zwei unterschiedliche Verhaltensweisen sind méglich

A.2 — 0.8 Punkte

Vervollstandigen Sie fir jeden Versuch die Tabelle auf dem Antwortblatt, indem Sie das erwartete
Verhalten und die Zahlenwerte fiir F},,, und fir h* (sofern zutreffend) angeben. Dabei sind F}, .«
und h* in den Abbildungen definiert, welche die beiden Verhaltensweisen veranschaulichen.

Experiment Behaviour (A or B?) h* (cm) F o (N)

1

2

3

Wenn wir das Wasser durch fllissiges Quecksilber ersetzen (dessen Eigenschaften unten
angegeben sind), wird Verhalten B beobachtet.

eulersolve.org/ipho/2025/ 22/56



Flissigkeit T, (°C) p (kg -m™>) Pi (Pa)
Quecksilber 20 13.5 x 103 0.163
A.3 — 0.3 Punkte

Geben Sie den relativen Fehler € an, der entsteht, wenn wir bei der Berechnung der maximalen
Kraft Fimax den Druck Ps,: gegeniiber Py vernachlassigen. Geben Sie den Zahlenwert von € an.

Teil B - Zweiteiliges Barometerrohr

Von nun an arbeiten wir mit Quecksilber (Dichte p = 13.5 X 103 kg - m %) bei der
Umgebungstemperatur T, = 20°C und setzen P,,; = 0.

Wir betrachten ein Rohr mit einem Vorratsgefal3 am oberen Ende, das als zwei Ubereinander
angeordnete Zylinder unterschiedlicher Abomessungen modelliert wird, wie in Abb. 3 gezeigt.

e Der untere Teil (weiterhin als Rohr bezeichnet) hat die Querschnittsflache .S; und die Hohe
H; = 80cm;

e der obere Teil (als Erweiterung bezeichnet) hat die Querschnittsflache S; > S; und die
Hohe Hp, = 20 cm.

Dieses zweiteilige Rohr wird in ein Flissigkeitsbad eingetaucht, das einen Halbraum einnimmt.

Z
o

Abb. 3. Skizze des zweiteiligen Barometerrohrs

Wie in Teil A wird das System so vorbereitet, dass das Rohr keine Luft enthalt. Wir kennzeichnen
die vertikale Position des Rohrs durch die Hohe h; des Ubergangs zwischen dem Rohr und der

Erweiterung. Die Hohe der Quecksilbersaule wird wiederum mit z, bezeichnet. Die Kraft }7’, die
aufgebracht werden muss, um das Rohr in der in Abb. 3 gezeigten Anordnung im Gleichgewicht
zu halten, lasst sich nun schreiben als

F = (my, + Mada)gt. (1)

wobei my;, die Gesamtmasse des zweiteiligen Rohrs (ohne Quecksilber) ist.
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B.1 — 0.3 Punkte

Markieren Sie auf dem Antwortblatt die Flache farbig, die dem Volumen des fllssigen
Quecksilbers entspricht, das fur den Term maqq in Gleichung (1) verantwortlich ist.

Die Masse mad4 hangt sowohl von der Hohe h; als auch vom Luftdruck P, ab. Nehmen Sie fiir die
nichste Frage an, dass der Luftdruck auf P, = Py = 1.000 x 10° Pa festgelegt ist. Ausgehend
von einem vollstandig eingetauchten System wird das Rohr langsam angehoben, bis sein unteres
Ende blindig mit der Oberflache des Flissigkeitsbads liegt.

B.2 — 1.4 Punkte

Skizzieren Sie den Verlauf der Masse m ,qq als Funktion von h; fir h; € [—Hj, H;|. Geben Sie im
Diagramm die Ausdricke fur die Steigungen der einzelnen Abschnitte sowie die analytischen
Werte von h; an allen Knickpunkten in Abhangigkeit von Py, p, g, Sy, St, Hp und H; an.
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Beim Anheben des Systems unter P, = P, = 10° Pa halten wir an, sobald sich die freie
Flussigkeitsoberflache in der Mitte der Erweiterung befindet. Der Wert von h; wird festgehalten.
AnschlieBend beobachten wir Anderungen der Masse maqq infolge von Luftdruckschwankungen,
die beschrieben werden durch

P,(t) = Py + Pi(t) (2)

wobei P, den Mittelwert bezeichnet und P; einen Storterm darstellt. Wir modellieren P; durch
eine periodische Dreiecksfunktion mit der Amplitude A = 5 x 102 Pa und der Periode 71 von 1
Woche.

Py (1)

MAAAAN
JVVVVVY

Abb. 4. Vereinfachtes Modell des Stérterms Py (t)

B.3 — 0.3 Punkte

Geben Sie fiir S; = 5 cm? und S, = 200 cm? einen Ausdruck fiir die Amplitude Am,qq der
zeitlichen Schwankungen der Masse m .44 an und berechnen Sie anschlieBend ihren Zahlenwert.
Nehmen Sie an, dass die Fliissigkeitsoberflache stets in der Erweiterung bleibt.

Teil C - Cox' Uhr

Der von Cox entwickelte tatsachliche Mechanismus ist komplex (Abb. 5). Wir untersuchen eine
vereinfachte Version, die in Abb. 6 dargestellt und nachfolgend beschrieben ist

e ein zylindrischer unterer Behalter mit einem Quecksilberbad;

e ein zweiteiliges Barometerrohr, das mit dem in Teil B untersuchten identisch und weiterhin
vollstandig luftleer ist, wird in das Bad eingetaucht;

e der Behalter und das zweiteilige Rohr hangen jeweils an einem Seil. Beide Seile (als
undehnbar und von vernachlassigbarer Masse angenommen) laufen Uber ein System idealer
Rollen und sind mit ihren Enden an gegenliberliegenden Seiten derselben Masse M
befestigt, die auf einer horizontalen Flache gleiten kann;

¢ das gesamte im System enthaltene Volumen an fliissigem Quecksilber betragt V, = 5 L.

Die Hohen, Querschnittsflachen und Massen der einzelnen Teile sind in Tabelle 2 angegeben. Die
Position der Masse M wird durch die Koordinate x ihres Schwerpunkts beschrieben. Wir
berticksichtigen Festkorperreibung zwischen der horizontalen Unterlage und der Masse M, ohne
zwischen Haft- und Gleitreibungskoeffizienten zu unterscheiden; der Betrag dieser Kraft beim
Gleiten wird mit Fs bezeichnet.

Zwei Anschlage begrenzen die Verschiebung der Masse M, sodass — X < z < X (mit X > 0)
gilt. Nehmen Sie an, dass der Wert von X gewahrleistet, dass
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e das untere Ende des zweiteiligen Rohrs weder den Boden des Behalters berlihrt noch aus
dem Flussigkeitsbad austritt;
e die Hohe zy der Quecksilbersaule stets innerhalb der oberen Erweiterung liegt.

Abb. 5. Tatsichliche Uhr von Cox 2 (ohne Quecksilber)

X
X X
= X
¥ W
O *Me Te
\.

)l

[(ORO)

oa
B

2]
M

_\

liquid mercury

Abb. 6. Skizze des Systems zur Modellierung der Uhr
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Kennzeichnung Bezeichnung Hohe Querschnittsflache Leermasse

Behilter H,=30cm S.=210cm? me
rohrenformiger Teil Gesamtmasse des

9 H,=80cm S;=5cm?
des Barometerrohrs Barometerrohrs: myy,
Erweiterung des

y Hy,=20cm S, = 200cm?

Barometerrohrs

Tabelle 2. Abmessungen und Bezeichnungen des Modellsystems

Das System entwickelt sich im Kontakt mit der Atmosphare, deren Druck wie in Abb. 4 schwankt
(weiterhin mit der Amplitude A = 5 X 102 Pa und der Periode 71 = 1 Woche). Zu Beginn, bei
t = 0, ruht die Masse M bei x = 0, und die von den beiden Seilen auf gegenliberliegenden
Seiten der Masse M ausgeiibten Zugkréfte gleichen sich aus, wahrend P;(0) = 0 gilt. Wir
definieren
5_Sb—l—Sc—StENSb—i—Sci 3)
SyS. A 55 A

wobei im letzten Ausdruck Sy < Sp, S, verwendet wird (was wir bis zum Ende der Aufgabe als
gultig annehmen).

C.1— 1 Punkt
Bestimmen Sie den Schwellenwert £*, sodass M fiir £ > £* unbegrenzt in Ruhe bleibt.

Nehmen Sie nur fiir die nachste Frage an, dass die Masse M voriibergehend bei x = X blockiert
ist.

C.2 — 1 Punkt

Geben Sie fiir P; = 0 einen Ausdruck fir die resultierende Seilkraft T = T, an, die in dieser
Position aufgrund der Zugkréafte in den beiden Seilen auf die Masse M wirkt, in Abhangigkeit von
P, g, X und den relevanten Querschnittsflachen.

Fur & < &€ konnen, erneut ausgehend von = 0 und P; = 0, fir ¢t > 0 zwei unterschiedliche
Verhaltensweisen beobachtet werden. Um sie zu unterscheiden, missen wir einen weiteren
Parameter einfihren

2(Sy — S¢) pgX _ 2pgX
A= ~ 4
Sh A A )

C.3 — 2 Punkte

Vervollstandigen Sie die Tabelle auf dem Antwortblatt, indem Sie die Bedingung angeben, unter
der das jeweilige Regime auftritt. Die Bedingungen sind als Ungleichungen fiir £ und/oder A
auszudriicken. Skizzieren Sie auBerdem die Verlaufe von x(t)/ X fir ¢t € [0, 37|, die mit dem
bereits eingezeichneten Verlauf von Py (t)/A Ubereinstimmen. Die Koordinaten besonderer
Punkte mUissen nicht angegeben werden.
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Condition for observation Graph of x(¢)/X
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In der tatsachlichen Uhr von Cox wird die vom Mechanismus bereitgestellte Energie mithilfe eines
Systems von Sperrklinken gespeichert und wie bei einer herkdommlichen Uhr zum Anheben eines
Gegengewichts genutzt. Im hier untersuchten vereinfachten Modell entspricht die von der Uhr
gewonnene Energie der Energie, die durch die von der horizontalen Flache auf die Masse M
ausgelbte Reibungskraft dissipiert wird. Von nun an nehmen wir an, dass das System so
dimensioniert ist, dass es in dem Regime arbeitet, in dem die Uhr Energie gewinnen kann.
AuBerdem nehmen wir an, dass der eingeschwungene Zustand erreicht ist. Wir bezeichnen mit W
die wahrend einer Periode 71 durch die Festkorperreibung dissipierte Energie, die allein durch Fs
und X ausgedriickt werden kann.

Bei ansonsten gleichen Bedingungen konnen F; und X so eingestellt werden, dass die Energie W
maximal wird; ihre jeweiligen Werte im optimalen Fall bezeichnen wir mit £, und X *.

C.4 — 1 Punkt

Bestimmen Sie unter den Annahmen Sy, >~ S. und S; < S, die Ausdriicke fur F; und X* als
Funktionen von p, g, S, und A. Geben Sie die entsprechende maximale Energie W * an und
berechnen Sie anschlieBend ihren Zahlenwert fir A = 5 x 102 Pa.

Mit Wf;r bezeichnen wir die Arbeit der Luftdruckkrafte, die dem System im optimalen Fall wahrend
einer Periode 1 zugefuhrt wird.

C.5 — 1.7 Punkte

Geben Sie W, an und berechnen Sie anschlieBend das Verhaltnis W* /W .. Es kann hilfreich

sein, den Verlauf des Systems in einem (P, V')-Diagramm darzustellen, wobei V' das Volumen
des Systems ist.

Bildnachweise:

[1]: Bruno Vacaro;
[2]: Victoria and Albert Museum, London.

28 /56



l Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

[

Antworten

Wir definieren

P
L= D=8+68. -8, q:)\—i—é.
Py 2
e A1
P, = Py — pgh|, F = (mg + pgSh)ii, |
. A2

Versuch Verhalten h* (cm), sofern zutreffend F .. (N)

1 A _ 14.7
2 A _ 14.4
3 B 2.13 5.10
e A3
SP.
£ = sat —1.55 x 1079 |

mg+5(P0 _Psat)

Wenn der Quecksilberdampfdruck vernachlassigt wird, wird die Kraft Gberschatzt.

¢ B.1 Schraffieren Sie das gesamte Quecksilber innerhalb des Rohrs und der Erweiterung
oberhalb der auBeren Badoberflache. In der dargestellten Anordnung gilt

Madd = p|Sthe + So(z¢ — ht)] |

e B.2
pSy(h: + Hy), —Hy < h; <0,
hy) — p(Sbe al Stht)) 0 S ht S L — Hb7
Madd (ht) = p[SsL — (Sy — S)hs], L —Hy<hy <L,
pStL, L S ht S Ht.

Die aufeinanderfolgenden Steigungen sind

pr, pr _p(Sb - St)7 0}

Die Knickpunkte liegen bei
|ht =0, L— Hy~0556m, L~0.756m|

e B.3

Amadd = % =1.02 kg .
9
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e C1

e C.2

Regime

1: Verbleib an einem
Anschlag

e C3,firé<2:

£ =2|
= 4pgSc(Sy—St) . 4pgSyS. _, -
T = e ™ ————— XUzl
S, +8.-5 " 8§45 "
Bedingung Beschreibung von z(t) /X

q > 1, aquivalent zu
E+2X>2

Zunéachst 0, dann rascher Anstieg auf +1 und
anschlieBender Verbleib dort.

Zunachst 0, dann Wechsel zwischen Plateaus bei
+1 und —1.

q < 1, dquivalent zu

2: wiederholte Hiibe £42) <2

Der erste positive Hub beginnt bei Pl/A = 5/2. Nachfolgende negative Hibe beginnen bei
P, /A = —q bei fallendem Druck und positive Hiibe bei P; /A = q bei steigendem Druck. Die
Grenze q = 1 ist ein Grenzfall; ideale Haftreibung erlaubt es der Masse, am Anschlag zu

verbleiben.

e C.4 Das ideale Grenzoptimum ist

N S.A N A
F; = ~ 5.25 N |, X" = — ~0.945mm|,
2 4pg
(A
wr =54 108 x1023|
2pg
e C5
S.A? w* 1
W}, = ~3.97 x 1072 ]|, —=—|
rg We 2
3
Losung
A1
Aus dem hydrostatischen Gleichgewicht folgt
dP B
dZ - pg'

Das Wasser steht mit dem Bad in Verbindung, in dem bei z = 0 der Druck P = P, herrscht. Solange
das Wasser mit dem geschlossenen oberen Ende in Kontakt bleibt, gilt folglich
Der Druck auf der AuBenseite des oberen Rohrendes erzeugt eine nach unten gerichtete Kraft Py.S,

wahrend das Wasser darunter eine nach oben gerichtete Kraft P,.S erzeugt. Die senkrechten Wande
tragen keine vertikale Druckkraft bei, und ihre Dicke wird vernachlassigt. Fur das Gleichgewicht muss

daher gelten
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F+ P,S — PyS —mg = 0.

Somit ist

F = (mg + pgSh)ii.|

A.2

Ein Dampfhohlraum entsteht, sobald der Druck am oberen Ende den Sattigungsdampfdruck erreicht:
PO _pgh* — Psat.

Daraus folgt

_ PO_Psat
rg

h*

Zuvor gilt F' = mg + pgSh. Nachdem sich ein Dampfhohlraum gebildet hat, bleibt sein Druck bei der
vorgegebenen Temperatur gleich Ps,t, sodass

F =mg+ S(Py — Pay).
Diese Ausdricke lassen sich zusammenfassen zu
F(h) = mg+ Smin{pgh, Py — P}, 0<h<H.
Damit gilt:

e Falls h* > H, tritt Verhalten A auf, und es gilt F},,, = mg + pgSH;
e falls h* < H, tritt Verhalten B auf, und es gilt Fy.x = mg + S(Py — Payy)-

Mit § = 103 m?, H = 1 m und mg = 4.90 N ergibt sich:

Versuch Berechnete Sattigungshohe Vergleich mit H Ergebnis
1 100000 — 2340 =9.97m Oberhalb von H = A; Fpayx = 14.7N
1000(9.8) P omax )
2 100000 = #7300 _ 5 53m  oberhalbvon B A; Fues — 14406 N ~ 14.4N
970(9.8) romax ' '
3 100000 — 99800 = 0.02126 m Unterhalb von H B; h* = 2.13cm, Fpax = 5.10N
960(9.8) ' ’ 1 oomax '

Beide Graphen beginnen bei Fy = mg = 4.90 N.

A.3

Fir Quecksilber lauten die tatsachliche maximale Kraft und ihr Naherungswert
Frax = mg+ S(Py — Paay), FY) = mg+ SP,.

Die Naherung Uberschatzt die Kraft um S Ps,¢. Bezogen auf die tatsachliche Kraft gilt

Frg(gx_FmaX SPsat
€= = .
Fmax mg+S(PO_Psat)
Numerisch ergibt sich
-3
€= 10 7(0.163) =1.55 x 1076,

0.5(9.8) + 10-3(100000 — 0.163)
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Dies entspricht ungefahr 0.000155%.
B.1

Die zusatzliche Last ist das Gewicht des Quecksilbers, das Uber die auBBere Badoberflache angehoben
wurde. Quecksilber unterhalb dieses Niveaus wird hydrostatisch vom Bad getragen.

Daher sind in der Abbildung auf dem Antwortblatt zu schraffieren:

e das Quecksilber im engen Rohr von der duBeren Badoberflache bis zum Ubergang zwischen Rohr
und Erweiterung;

e das gesamte Quecksilber in der Erweiterung, von ihrem Boden bis zu ihrer inneren freien
Oberflache.

Das Quecksilber unterhalb der auBeren Badoberflache darf nicht schraffiert werden. Fiir die
dargestellte Anordnung gilt

Madd = p[Stht + Sb(ze — ht)] .

Da der Druck oberhalb der inneren Oberflache null ist, gilt

P,
2y = —.
P9
Ein aquivalenter nutzlicher Ausdruck lautet daher
Sy P,
Madd = 2 — p(Sy — St)hy

wenn die freie Oberflache in der Erweiterung und der Ubergang oberhalb der duBeren Badoberfliche
liegt.

B.2
Wir flhren die barometrische Hohe ein:
Py 10°
T o9 (135 x 10°)(9.8)

Fur die gegebenen Abmessungen gilt

L = 0.75586 m.

O0<L—-Hy< L < H;.

Bis das obere Ende die Hohe L erreicht, bleibt das Rohr vollstandig geflillt. Danach bleibt die innere
freie Oberflache bei z; = L, wahrend das Rohr weiter angehoben wird.

Es gibt vier geometrisch unterschiedliche Intervalle.
1.—H, < h; <0.
Nur ein Abschnitt der Erweiterung mit der Hohe h; + Hj, liegt oberhalb des Bads:
Madd = pSp(ht + Hp).
Der Graph beginnt bei (—Hb, 0) mit der Steigung pSb.

2.0< h; <L — Hy.
Die gesamte Erweiterung und ein Abschnitt des engen Rohrs der Lange h; liegen oberhalb des
Bads und sind vollstandig mit Quecksilber gefullt:
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Madd = p(SpHp + Stht).

Der Graph steigt mit der kleineren Steigung p.S; weiter an.

3.L—Hy < h: <L.
Uber dem Quecksilber bildet sich ein Vakuum, wihrend seine Oberflache innerhalb der
Erweiterung auf der Hohe L bleibt:

Madd = P[Stht + Sp(L — ht)}-
Die Steigung betragt —p(Sy — St), der Graph féllt also ab.

4. L < h; < H,.
Die Erweiterung ist leer, und die innere freie Oberflache liegt im engen Rohr:

S, P,
Maqd = pSiL = tg 2.

Der Graph verlauft horizontal.

Der Graph ist stetig und hat die folgenden Eckpunkte und den folgenden Endpunkt:

h¢ Madd
—H, 0
0 pSyHy
L—Hy, p[SpHp+ Si(L — Hy)], das Maximum
L pSiL
H, pStL

Die horizontalen Koordinaten seiner drei Knickpunkte lauten

P, P,
07 _0 - Hba _O )
P9 Pg

numerisch 0, 55.6 cm und 75.6 cm.
B.3

In der vorgegebenen festen Position bleibt die freie Oberflache innerhalb der Erweiterung. Somit gilt
Sp[ Py + Py(1)]

Madd(t) = ; — p(Sp — St)hs.
Nur der erste Term andert sich, sodass die Amplitude betragt
Amaga = Sd .
Mit Sy = 200 cm? = 0.0200 m? folgt
Amada = %émo) = 1.02kg

Dies ist die Amplitude um den Mittelwert; die Differenz zwischen Hochst- und Tiefstwert betragt
2.04 kg. Die entsprechende Amplitude der Oberflachenhdhe ist

i = 3.78 mm,

P9
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also deutlich kleiner als der Abstand von 10 cm zwischen der Mitte der Erweiterung und ihrem
jeweiligen Ende.

CA1
Wir bestimmen zunichst die Differenz der Seilkrafte fur beliebige  und P;.

Mit zs bezeichnen wir die auBere Quecksilberoberflache und mit z. den Behalterboden. Aufgrund der
Seilanordnung bewirkt eine Verschiebung der Masse um x nach rechts:

e ein Anheben des Behalters um z;
e ein Absenken des Barometerrohrs um x.

Daher gilt
Ze = Zeo + h; = hy — .

Aus dem hydrostatischen Gleichgewicht folgt

P,
Zy) — Rg = —.
Pg
Das Quecksilber oberhalb der auBeren Oberflache hat die Masse
Sy P,

Maaa = p[Se(he — 25) + Sy(z¢ — hy)| = — p(Sy — S1)(hy — 2).

Da das Volumen der Rohrwande vernachlassigbar ist, lasst sich die Erhaltung der Quecksilbermenge
schreiben als

m
w — Sc(z,s - ZC) + add .
p
Mit m = Maqq — Mada,o folgt daraus
om
0z =T — .
s pSc
Subtrahiert man den anfanglichen Ausdruck fir m,qq von seinem aktuellen Wert, erhalt man
Sy P
sm =21 4 p(Sy — Si)(z + 5zs).
Folglich qilt
SpSe 2pS.(Sy — S
om = b Py + PSS ) x
(Sb+SC_St)g Sb+Sc—St

In einer ruhenden Anordnung betragt die Seilkraft auf der Rohrseite
Tin, = (M + Mada)9s
wahrend die Seilkraft auf der Behalterseite betragt
T, = (mc + pVy — Maaa)g-
Ihre anfangliche Differenz ist null. Die vorzeichenbehaftete Kraft auf M, positiv nach rechts, ist daher
T=Ty4—T.=2gdm.

Wir definieren
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S3S. o = 2p9(Sb—S)
Sy +S8,.— 8’ N Sy

Das resultierende Kraftgesetz lautet

K —

T =2K(P, + ax)|.

Flr die gegebenen Parameter gilt
F, = KA, aX = A

Bei x = 0 betragt der maximale Kraftbetrag wahrend des Luftdruckzyklus 2K A. Die Haftreibung kann
ihn wahrend des gesamten Zyklus ausgleichen, wenn

F,>2KA <+ ¢>2.

Somit lautet der gesuchte Schwellenwert

& =2|.

C.2

Setzen wir P; = 0 und z = X in das Kraftgesetz ein, erhalten wir

4pgS.(Sp — St)
Sb + Sc - St

T =

_
Xyl

Mit S; < Sp, S, folgt

4pg5yS. X

Tﬁ— U |
Sb+Sc v

Das positive Vorzeichen ist wesentlich: Eine Verschiebung nach rechts erzeugt eine zusatzliche Kraft
nach rechts. Das Gleichgewicht ist mechanisch instabil, sobald die Reibung die Masse nicht mehr
halten kann.

C.3

Fiir die Skizzen verwenden wir den Grenzfall langsamer Anregung durch den Luftdruck: Der Ubergang
zwischen den Anschlagen erfolgt schnell im Vergleich zur einwochigen Druckperiode. Die Anschlage
bringen das bewegte System zum Stillstand.

Wir schreiben

Pl T
PEa YT x
Dann gilt
Fs
—_— =2 A =¢.
KA 2P g =

Anfangs ist y = 0, und p steigt von null an. Die Bewegung nach rechts beginnt, sobald p den folgenden
Wert Uiberschreitet:
p= 9"

Da 8T/8x = 2Ka > 0 gilt, erhoht eine Bewegung nach rechts die antreibende Kraft. Die Masse
erreicht raschy = +1.

Am rechten Anschlag erfordert das Loslosen nach links
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Somit gilt
20+ AN < ¢ <= p<-— <A+§)
Wir definieren
§
=+ =
g=A+3

Fir g > 1 wird der Druck niemals niedrig genug, um die Masse vom Anschlag zu I6sen. Fiir ¢ < 1 I0st
sie sich in jedem Halbzyklus mit abnehmendem Druck. Die entsprechende Bedingung flir das Loslosen
am linken Anschlag lautet p > q.

Die beiden Regime sind daher:

Regime Bedingung Genaue Beschreibung der Skizze
1: dauerhafter £<2 Zeichnen Sie zunachst m/X = 0, gefolgt von einem raschen Anstieg
Verbleib am rechten £+ 2;\ <9 auf 4+1 auf dem ersten ansteigenden Druckast bei p = £/2. Fiihren Sie
Anschlag den Graphen bei 41 horizontal bis 37 fort.
. Beginnen Sie mit demselben anfanglichen Anstieg. Zeichnen Sie

2: wiederholte . . .

anschlieBend horizontale Plateaus bei +1 und —1, verbunden durch
Bewegung £<2 he Uberga h unt bald der fallende Druck

r rgange n nten a r n r = —
wischen den £42) <2 asche Ubergange nach unten, so er fallende Druck p q

. erreicht, und durch Ubergange nach oben, sobald der steigende Druck
Anschlagen .
p = q erreicht.

Um die Ubergange explizit zu positionieren, setzen wir s = t/7'1. Der erste positive Ubergang liegt bei

£

§=—.
8
Im zyklischen Regime liegen die negativen Ubergénge innerhalb des gefragten Intervalls bei

1 g 3 49 5 ¢
TR R IR
und die nachfolgenden positiven Ubergange liegen bei
q q
-, 24 —=.
4’ + 4

Damit ist die geforderte Skizze Uber drei Perioden vollstandig festgelegt.

s=1+

Bei ¢ = 1 wird die Losloseschwelle lediglich an einem Druckextremum beriihrt. Exakte ideale
Haftreibung kann die Masse am Anschlag halten; ein anhaltender zyklischer Betrieb wird durch die
strikte Ungleichung g < 1 gewahrleistet.

c4

Im eingeschwungenen zyklischen Regime bewegt sich die Masse wahrend jeder Periode von einem
Anschlag zum anderen und zurtick. lhre gesamte Gleitstrecke betragt 4.X, sodass

W=irx)

Mit Sy ~ S. und S; < S} gilt
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Die Bedingung fur den zyklischen Betrieb wird zu
E+220<2 <= F;<S(A—-2pgX).

Bei festem X nahert sich die Energie ihrem groBtmoglichen Wert, wenn sich F's dieser oberen
Schranke nahert. lhre Grenzkurve lautet

W(X) =4S.X(A — 2pgX).

Durch Differenzieren erhalten wir

dw
— = 45.(A — 4pgX).
b ( pgX)
Das Optimum liegt daher bei
X+ A o S A
"~ 4pg | 2
Aquivalent gilt
1
€0pt = ]-a )\opt = 5
Somit ist
* * vk SCA2
W*=4F; X" = .
2pg
Mit S, = 0.0210m? ergibt sich
0.0210(500
F! = % = 5.25N,
500
X* = . =9.45 x 10 *m,
4(13.5 x 107)(9.8)
und
0.0210(500)2
* = (500) =1.98 x 10727J|.

2(13.5 x 10%)(9.8)

Streng genommen liegen diese Werte auf der Grenzlinie des Umschaltens. Sie ergeben das ideale
Grenzmaximum, dem man sich von der Seite des zyklischen Betriebs nahert; flir einen zuverlassigen
Betrieb ist ein kleiner Abstand innerhalb dieser Grenze erforderlich.

C.5

Das flr die Arbeit des Luftdrucks relevante Volumen umfasst das oberhalb des Quecksilbers
eingeschlossene Vakuum. Das Flissigkeitsvolumen und das Materialvolumen der GefaBe sind konstant,
sodass
V= VFconstant + Vvam Vvac - Sb(ht + Hb - Zg).
Wir verwenden dieselbe Naherung wie in C.4:
S,=5.=8, S, = 0.
Aus der in C.1 hergeleiteten Erhaltungsbeziehung und den hydrostatischen Beziehungen folgt dann
P P
5z3:——1, 5zg:—1.
2pg 2pg
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Da 6h; = —x gilt, erhalten wir

V:Vref—sx—ipl.
2pg

Die dem System zugefihrte Arbeit des Luftdrucks ist
Wpr - — %Pa dV.
Einsetzen ergibt

W :S%Padx-l— S P,dP;.
2pg

Das zweite Integral verschwindet iber einen geschlossenen Zyklus. AuBerdem gilt P, fdac = 0. Daher
ist

Wpr:S%P]_dx.

Im Grenzoptimum gilt ¢ = 1. Der positive Hub erfolgt bei P; = +A mit Az = 2X*, wahrend der
negative Hub bei P; = —A mit Ax = —2X™ erfolgt. Folglich gilt

Wi = S[A(2X*) 4+ (—A)(—2X™)] = 4SAX".

Somit ist

S.A?
P9

W = =3.97x10727J|.

In einem Diagramm mit V" auf der horizontalen und P, auf der vertikalen Achse ist der Zyklus ein
Parallelogramm:

e An jedem festen Anschlag gilt dV /dP, = —S./(2pg), wodurch zwei parallele geneigte Aste
entstehen;

e ihr horizontaler Abstand betragt 25,X™;

e Hiibe bei konstantem Druck verbinden sie bei Py + A und Py — A;

e der Zyklus wird gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen, wodurch eine positive zugefiihrte Arbeit
entsteht, die seinem Flacheninhalt entspricht,

(24)(28,X*) = 45, AX*.

SchlieBlich gilt

W S.A%/(2p9) 1
W5 ScA?/(pg) 2|

Die andere Halfte wird wahrend der raschen Hube in kinetische Energie umgewandelt und dissipiert,
wenn das bewegte System an den Anschlagen zum Stillstand gebracht wird.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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Aufgabe 3: Champagner!

Warnung: UbermaBiger Alkoholkonsum ist gesundheitsschadlich, und der Konsum von Alkohol
unterhalb des gesetzlichen Mindestalters ist verboten.

Champagner ist ein franzosischer Schaumwein. Durch die Vergarung von Zucker entsteht
Kohlendioxid (CQO,) in der Flasche. Die Stoffmengenkonzentration von CO, in der flissigen
Phase ¢, und der Partialdruck Pco, in der Gasphase hangen tber ¢y = kuPco, zusammen.
Dieser Zusammenhang ist als Henry-Gesetz bekannt; kg wird als Henry-Konstante bezeichnet.

Daten

e Oberflichenspannung von Champagner o = 47 x 10 3 J - m 2

e Dichte der Flussigkeit py = 1.0 X 10° kg - m 3

e Henry-Konstante bei Ty = 20°C, kx(20°C) = 3.3 x 10 *mol - m % . Pa™*
e Henry-Konstante bei Ty = 6°C, kn(6°C) = 5.4 x 10 *mol - m % - Pa™*

e Atmospharendruck Py = 1bar = 1.0 x 10° Pa

e Die Gase sind ideal und haben einen Adiabatenexponenten vy = 1.3

Abb. 1. Ein mit Champagner geflilltes Glas.
Teil A. Keimbildung, Wachstum und Aufstieg von Blasen

Unmittelbar nach dem Offnen einer Champagnerflasche bei der Temperatur Tp = 20°C fiillen wir
ein Glas. Der Druck in der Flissigkeit betragt Py, und ihre Temperatur bleibt konstant bei Tj. Die
Konzentration ¢, des gelosten CO» libersteigt die Gleichgewichtskonzentration, und wir
untersuchen die Keimbildung einer CO,-Blase. Ihren Radius bezeichnen wir mit a und ihren
Innendruck mit P;,.

A.1— 0.2 Punkte
Driicken Sie den Druck Py, durch Py, a und o aus.

In der Flissigkeit hangt die Konzentration des gelésten CO5 vom Abstand zur Blase ab. In groBer
Entfernung nimmt sie wieder den Wert ¢y an; die Konzentration nahe der Blasenoberflache
bezeichnen wir mit ¢p. Nach dem Henry-Gesetz gilt c, = kuPp. AuBerdem nehmen wir in der
gesamten Aufgabe an, dass die Blasen ausschlieBlich CO4 enthalten.
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Da ¢y # ¢, diffundieren CO5-Molekiile aus Bereichen hoher in Bereiche niedriger Konzentration.
Wir nehmen zudem an, dass jedes Molekll aus der flliissigen Phase, das die Blasenoberflache
erreicht, in die Dampfphase uUbergeht.

A.2 — 0.5 Punkte

Drlicken Sie den kritischen Radius a., oberhalb dessen eine Blase voraussichtlich wachst, durch
Py, 0, cy und ¢g aus, wobei cg = kp Py ist. Berechnen Sie den Zahlenwert von a. fiir ¢, = 4cyp.

In der Praxis wachsen Blasen hauptsachlich aus bereits vorhandenen gasgeflillten Hohlraumen.
Betrachten Sie daher eine Blase mit dem Anfangsradius ag ~ 40 pm. Die Stoffmenge an CO,,
die pro Flachen- und Zeiteinheit an der Blasenoberflache tibertragen wird, wird mit j bezeichnet.
Fir 7 kommen zwei Modelle infrage.

. D : e - . N
e Modell (1) j = —(¢y — ¢y ), wobei D der Diffusionskoeffizient von CO5 in der Flussigkeit
a

ist.
e Modell (2) j = K(c¢ — cp), wobei K hier eine Konstante ist.

Experimentell ergibt sich flr den Blasenradius a(t) die in Abb. 2 dargestellte Zeitabhangigkeit.
Hier gilt ¢y ~ 4cgp, und da die Blasen groB genug sind, um sichtbar zu sein, kann der durch die
Oberflachenspannung verursachte Uberdruck vernachlassigt werden; somit gilt P, ~ P,.

A.3 — 1.2 Punkte

Driicken Sie die Stoffmenge n. des CO, in der Blase durch a, Py, T und die universelle
Gaskonstante R aus. Bestimmen Sie a(¢) firr beide Modelle. Geben Sie an, welches Modell die
experimentellen Ergebnisse in Abb. 2 erklart. Berechnen Sie je nach |hrer Antwort den Zahlenwert
von K oder D.

Abb. 2. Zeitliche Entwicklung des Radius einer CO2-Blase in einem Glas Champagner (nach [1]).

SchlieBlich I6sen sich die Blasen vom Glasboden und wachsen wahrend ihres Aufstiegs weiter.
Abb. 3. zeigt eine Blasenkette. Die Blasen dieser Kette haben denselben Anfangsradius und
werden mit einer konstanten Frequenz f;, = 20 Hz freigesetzt.
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Abb. 3. Eine Blasenkette. Fur das Seitenlayout wurde das Foto in die Horizontale gedreht (nach
(1.

Im hier untersuchten Geschwindigkeitsbereich ist die Widerstandskraft F' auf eine Blase mit dem
Radius a, die sich mit der Geschwindigkeit v in einer Fllssigkeit mit der dynamischen Viskositat n
bewegt, durch das Stokes-Gesetz F' = 67nav gegeben. Messungen zeigen, dass zu jedem
Zeitpunkt angenommen werden kann, dass sich die Blase mit ihrer Endgeschwindigkeit bewegt.

A.4 — 0.8 Punkte

Geben Sie die Ausdrlicke flr die wesentlichen Krafte an, die auf eine senkrecht aufsteigende
Blase wirken. Leiten Sie den Ausdruck fiir v(a) her. Schatzen Sie den Zahlenwert von 7 mithilfe
von py, go und GroBen ab, die Sie aus Abb. 3 abmessen.

da
Das quasistationare Blasenwachstum mit der Rate g, = —— gilt auch wahrend des

dt

Blasenaufstiegs.

A.5 — 0.5 Punkte

Driicken Sie den Radius a g, einer Blase beim Erreichen der freien Oberflache durch die
zurlickgelegte Hohe H,, die Wachstumsrate g, = % und gegebenenfalls benotigte Konstanten

aus. Nehmen Sie ag, > ao und ein konstantes g, an und geben Sie den Zahlenwert von a g, fur
H; = 10 cm und das zu Abb. 2 gehorige g, an.

Es gibt Ny, Keimbildungsstellen fiir Blasen. Nehmen Sie an, dass die Blasen mit einer konstanten
Frequenz f1, am Boden eines Champagnerglases entstehen (Hohe H/ bei einem Volumen V7),
wobei a( weiterhin vernachlassigbar ist. Vernachlassigen Sie die Diffusion von CO4 an der freien
Oberflache.

A.6 — 1.1 Punkte

Stellen Sie die Differentialgleichung fur cz(t) auf. Bestimmen Sie aus dieser Gleichung die
charakteristische Zeit 7 fiir die Abnahme der Konzentration des gelésten CO5 in der Flussigkeit.

Teil B. Schallemission einer platzenden Blase

Kleine Blasen sind beim Erreichen der freien Oberflache nahezu kugelformig. Sobald der
Fllssigkeitsfilm, der die Blase von der Luft trennt, ausreichend diinn geworden ist, bildet sich im
Film ein kreisformiges Loch mit dem Radius r, das sich, angetrieben durch die
Oberflachenspannung, sehr schnell 6ffnet (Abb. 4. links). Das Loch 6ffnet sich mit konstanter
Geschwindigkeit v (Abb. 4. rechts). Der Film auBerhalb des Randwulstes bleibt in Ruhe und hat
eine konstante Dicke h.
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Abb. 4. (Links) (a) Blase an der Oberflache: (1) Flissigkeit, (2) Luft beim Druck Py und (3) CO24
beim Druck Py, (8) und () Zuriickziehen des Flussigkeitsfilms, wobei der Randwulst dunkelblau
dargestellt ist, (6) Kollaps der Blase. (Rechts) Zurlickziehen des Flussigkeitsfilms zum Zeitpunkt ¢.
Oben: Skizze des durchlocherten Films in der Draufsicht. Unten: Querschnitt durch den Randwulst
und den sich zuriickziehenden Film. Wahrend d¢ nimmt der Randwulst benachbarte Flissigkeit
auf (gepunktet).

Aufgrund dissipativer Prozesse wird nur die Halfte der Differenz der Oberflachenenergie des
Randwulstes und der aufgenommenen Flissigkeit zwischen t und t + dt in kinetische Energie
umgewandelt. Wir nehmen auBerdem an, dass die Anderung der Oberfliche des Randwulstes
gegenuber derjenigen des Films vernachlassigbar ist.

B.1 — 1.1 Punkte

Driicken Sie v¢ durch pg, o und h aus.

B ;z X
r
—
mp Z
S 0
a

Abb. 5. (Links) Ein Helmholtz-Resonator. (Rechts) Eine Blase als Oszillator.

Wenn der Film platzt, baut sich der Innendruck ab und es wird Schall emittiert. Wir modellieren
diese Schallemission durch einen Helmholtz-Resonator: einen Hohlraum, der tUber eine enge
Hals6ffnung mit der Querschnittsflache S mit der Atmosphéare beim Druck Py verbunden ist (Abb.
5. links). Im Hals flihrt eine Masse m, aufgrund der auf sie wirkenden Druckkrafte Schwingungen
kleiner Amplitude aus, wahrend sich das Gas im Hohlraum adiabatisch ausdehnt oder
zusammengezogen wird. Die Gewichtskraft auf m,, ist gegenuber den Druckkraften
vernachlassigbar. Sei 1} das Volumen des Gases unterhalb der Masse m, fir P = P bei z = 0.
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B.2 — 1.1 Punkte

Geben Sie einen Ausdruck fiir die Schwingungsfrequenz fy von m, an. Hinweis: Fir e < 1 gilt
(1+e)*=1+ ae.

Das Helmholtz-Modell lasst sich auf eine Blase mit dem Radius a anwenden. Vj ist das Volumen
der geschlossenen Blase. Laut Literatur betragt die Masse des aquivalenten Kolbens

mp = 8pgr3/3, wobei r der Radius der kreisférmigen Offnung und p; = 1.8 kg - m * die Dichte
des Gases ist (Abb. 5. rechts). Wahrend des Platzens wachst r von 0 auf r., gegeben durch

_ 2 o [Pego
V3 o

Gleichzeitig steigt die Frequenz des emittierten Schalls bis zu einem Maximalwert von 40 kHz,

Te

und die Dauer des Platzens betragt t, = 3 x 10~2 ms.
B.3 — 1.1 Punkte

Bestimmen Sie den Radius a und die Dicke h des Champagnerfilms, der die Blase von der
Atmosphare trennt.

Teil C. Die Champagnerkorken knallen lassen

In einer Flasche betragt die gesamte Stoffmenge an COs nt = 0.2 mol. Es liegt entweder geldst
im Volumen V1, = 750 mL des fliissigen Champagners oder als Gas im Volumen Vg = 25 mL
unter dem Korken vor (Abb. 6. links). Vg enthalt ausschlieBlich CO5. Das Gleichgewicht
zwischen den beiden CO»2-Phasen folgt dem Henry-Gesetz. Wir nehmen an, dass die schnelle
Expansion des gasformigen CO32 beim Offnen der Flasche adiabatisch und reversibel verlauft. Die
Umgebungstemperatur Ty und der Umgebungsdruck Py = 1 bar sind konstant.

Abb. 6. Links: herkommlicher Flaschenhals: (1) Umgebungsluft, (2) Korken, (3) Kopfraum, (4)
flissiger Champagner. Rechts: Zwei Phanomene, die beim Offnen der Flasche bei zwei
verschiedenen Temperaturen beobachtet werden (nach [2]).

C.1— 0.4 Punkte

Geben Sie den Zahlenwert des Drucks P; des gasférmigen CQO, in der Flasche fir Ty, = 6°C und
T, = 20°C an.

Ein weiterer Schritt der Champagnerherstellung (hier nicht beschrieben) fihrt zu den folgenden
Werten von P;, die wir fiir die nachsten Fragen verwenden: P, = 4.69 bar bei T = 6°C und
P, = 7.45bar bei Ty = 20°C.
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Beim Offnen der Flasche kdénnen abhiangig von T|) zwei verschiedene Phanomene beobachtet
werden (Abb. 6. rechts).

e Entweder erscheint ein blauer Nebel aufgrund der Bildung fester CO4-Kristalle (wobei die
Kondensation von Wasser unterdriickt wird);

e oder es erscheint ein grauweifBBer Nebel aufgrund der Kondensation von Wasserdampf in der
Luft um den Flaschenhals. In diesem letzteren Fall bilden sich keine festen CO-Kristalle.

Fir den Sattigungsdampfdruck PS§?2 des Feststoff-Gas-Ubergangs von CO» gilt:

pLo: B
l sat _ A .
0810 < P, ) T+C

mitTinK, A =6.81, B=1.30 x 103K und C = —3.49K.

C.2 — 0.7 Punkte

Geben Sie den Zahlenwert der Temperatur Tt des CO3-Gases am Ende der Expansion nach dem
Offnen einer Flasche fiir Ty = 6°C und fiir Ty = 20°C an, falls kein Phaseniibergang
stattgefunden hatte.

Wahlen Sie die zutreffenden Aussagen aus (mehrere Aussagen sind maglich):

1. Bei Ty = 6°C erscheint beim Offnen der Flasche ein grauweiBer Nebel.
2. Bei Ty = 6°C erscheint beim Offnen der Flasche ein blauer Nebel.

3. Bei Ty = 20°C erscheint beim Offnen der Flasche ein grauweiBer Nebel.
4. Bei Ty = 20°C erscheint beim Offnen der Flasche ein blauer Nebel.

Beim Offnen der Flasche wird der Korken herausgeschleudert. Wir bestimmen nun die maximale
Hohe H., die er erreicht. Nehmen Sie an, dass die vom Flaschenhals auf den Korken ausgetibte
Reibungskraft F' durch F' = acA gegeben ist, wobei A die Kontaktflache und « eine zu
bestimmende Konstante ist. Anfangs ubersteigt die Druckkraft die Reibungskraft geringfligig. Die
Masse des Korkens betragt m = 10 g, sein Durchmesser d = 1.8 cm und die Lange des
zylindrischen Teils, der anfangs im Flaschenhals steckt, £9p = 2.5 cm. Sobald der Korken den
Flaschenhals verlassen hat, konnen Sie die resultierende Druckkraft vernachlassigen.

C.3 — 1.3 Punkte

Geben Sie den Zahlenwert von H. an, wenn die AuBentemperatur Ty = 6°C betragt.
[1] Liger-Belair et al, Am. J. Enol. Vitic., Vol. 50, No. 3 (1999).

[2] Liger-Belair et al., Sc. Reports 7, 10938 (2017).

Allgemeines Datenblatt

Konstante Symbol Wert Einheit
Licht hwindigkeit i
iehtgesehwindigiert im c 2.997924 58 x 10° m-st
Vakuum
Planck-Konstante h 6.626 07015 x 10 kg -m?.s7!
Reduzierte Planck- 5 h 1054571818 x 10~ kg -m?2-s1
Konstante 2
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Konstante
Boltzmann-Konstante
Avogadro-Konstante
Universelle Gaskonstante
Elementarladung

Universelle
Gravitationskonstante

Normfallbeschleunigung

Stefan-Boltzmann-
Konstante

Vakuumpermeabilitat
(magnetische
Feldkonstante)

Vakuumpermittivitat

Rydberg-Konstante
Masse des Elektrons
Masse des Protons

Masse des Neutrons
Atomare Massenkonstante

Elektronenvolt

Antworten

e A1

e A2

Flr ¢, = 4c qilt

eulersolve.org/ipho/2025/

(elektrische Feldkonstante)

Symbol

Mo

€0

Wert
1.380649 x 10~
6.022 14076 x 10%
8.314 462618153 24
1.602176634 x 10~ 1°

6.67430(15) x 10~
9.806 65

5.670374419 x 1078

1.256 637 061 27(20) x 10~

8.854 187818 8(14) x 102

1.097 373156 815 7(12) x 107
9.109 383 713 9(28) x 103!
1.672 621 925 95(52) x 10~%7
1.674927 500 56(85) x 107
1.660 539 068 92(52) x 1027
1.602176 634 x 10719

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

2
P=P+ 2|
a
20’60
ac=——|
¢ Py(cp — ¢o)

ac=31x10"m = 0.31 pum|

Einheit
kg -m?.s 2. K!
mol !
kg-m2-s2.mol ! .K-!

A-s

Hier ist Ac = ¢; — ¢g, und g ist die im Datenblatt angegebene Fallbeschleunigung.
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e A3

o 47TP()CL3
M= "3RT, |
9DRT,Ac KRT,Ac
o= o IR [y FEE

Modell (2) beschreibt das naherungsweise lineare Wachstum:

Qo ~ 2.4 X 10 4ms!

, K~10x10*ms |

o A.4 Die Auftriebskraft 4mp,goa® /3 wirkt nach oben; die Stokes-Reibungskraft 67nav und
die vernachlassigbare Gewichtskraft der Blase wirken nach unten.

) 2
v(a) ~ 2L

: n~2.7x103Pas
91
aus naherungsweisen Messungen anhand von Abb. 3.
e AS
27ng. H, \ /°
ap, ~ (M) ~4.5%x 10 *m = 0.45mm|.
2p190
e AG
deg — 18mKH Ny f (co — ¢o) _ pegoVi
dt pegoVe ¢ i 18K Hy Ny, fv ’
e B.1
v 20
£ = :
peh
e B.2
1 vPyS?
fo= 3 .
m\ mpVo
e B.3
a~53x10"*m=0.53mm]|, h~38x10%m=38um|

e Ci1

P,(6°C) ~ 4.81 bar

: P;(20°C) ~ 7.76 bar|.

e C.2 Mit den fur diesen Teil vorgegebenen Ersatzwerten der Drlicke:

T:(6°C) ~ 195.4K (—77.7°C)

Y

T:(20°C) ~ 184.4K (—88.7°C)].

Die zutreffenden Aussagen sind 1 und 4: grauweiBer Nebel bei 6°C, blauer Nebel bei 20°C.
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e C3
H.~7.7Tm]|

Losung
A1

Das Young-Laplace-Gesetz beschreibt den Drucksprung an einer gekriimmten Flissigkeits-Gas-

1 1
honeo(ho L)

Grenzflache:

R, R,
Bei einer kugelformigen Blase sind beide Hauptkrimmungsradien gleich a. Somit gilt
20
Pb = PO —|— — |
a

Die eingetauchte Blase ist von einer einzigen Flissigkeits-Gas-Grenzflache umgeben.
A.2

Das Henry-Gesetz an der Blasenoberflache liefert

20’00
P()a .

2
Cb:kHPb:kH(Po-F?o-) =cy+

Gas diffundiert in die Blase und lasst sie wachsen, wenn ¢y, > ¢y, ist. Fur den Schwellenwert gilt daher

20¢
Ct —Co = Poa, )
also
B 20¢
e Py(ce — o) |

In einer Ubersattigten Fllssigkeit wachsen Blasen mit a > a., wahrend kleinere Blasen dazu neigen,
sich aufzulosen.
Mit ¢, = 4cy gilt

200 2(47x 107%)

a, = = =3.13 x 10 " m.
3Py 3(1.0 x 10°)

Daher

ac ~ 0.31 pm |.

A3

Unter der angegebenen Naherung P}, ~ P, ergibt die ideale Gasgleichung

P, 47a®

= ’I"LCRT(),

und damit
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B 47rP0a3
"= T3RT, |

Der Stoffmengenstrom durch die Blasenoberflache betragt
dn.
dt
Durch Differenzieren des Ausdrucks aus der idealen Gasgleichung bei konstanten Py, 1| folgt

= 47a?j.

was sich vereinfacht zu
da B RT, .
dt P, J:

Fir das kurze Wachstumsexperiment nehmen wir die Konzentration im Fllssigkeitsinneren als konstant

an und verwenden ¢p 2~ ¢p.

Fiir Modell (1) gilt
da o DRT()(C( — Co)

E Pya

Integration mit a(0) = a ergibt

Py

2DRT —

Dies sagt eine abnehmende Wachstumsrate und asymptotisch eine tl/z—Abhéngigkeit voraus.

Fur Modell (2) gilt

% B KRT()(C@—C()) B
at P, — e

also

KRTy(c, — o) ;

a(t) = ao + P,

Abbildung 2 zeigt eine naherungsweise konstante Steigung und stltzt damit Modell (2). Liest man
ungefahr a = 40 pym beit = 0 und a = 270 um beit = 0.95 s ab, erhalt man

(270 —40) x 10°°

Qo ~ 005 ~24x10*ms™ .

Bei 20°C gilt
Ty = 293.15K, co = kxPy = 33molm 3,
und ¢z — ¢co =~ 3co = 99 molm 3. Daher
B Poga . 10°(2.4x 10°%)
RTy(cp —cg)  8.31446(293.15)(99)

Somit

K~10x10 *ms™!|
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A4

Sei u, senkrecht nach oben gerichtet. Es wirken die Auftriebskraft

4ma®
FB = Py 3 go Uz,
die Stokes-Reibungskraft
Fp = —6mavu,,
und die Gewichtskraft der Blase
4ma®
W = _pg 3 go u;.
Bei der Endgeschwindigkeit verschwindet ihre Summe:
Ara®
6mnav = (pe — pg) 590

Da pg < py, gilt

2(pe — a’> 2 2
’U(CL) — (p[ pg)gO ~ pegoa )

9 9
Benachbarte Blasen folgen derselben Bahn mit einem Altersunterschied von
1
At = —.
fv
Aus dem Abstand Az ihrer Mittelpunkte folgt daher
Az
v~y — = f Az
At fb )

wobei die Geschwindigkeit naherungsweise beim mittleren Radius des Blasenpaars ausgewertet wird.
Mit dem MaBstab in Abb. 3 ergeben sich fir die beiden Blasen nahe dem rechten Ende ungefahr
a ~ 0.24mm, Az~ 2.3mm.

Folglich gilt

v~ 20(2.3x1073) =4.6 x 10 2ms ™,
und

2p,90a° 2(103)(9.80665)(0.24 X 10_3)2

T fAz 9(20)(2.3 x 1073) '

Dies liefert die grafische Abschatzung

n~2.7x 103 Pas|

A.5

Wir kombinieren die Endgeschwindigkeit des Aufstiegs mit der konstanten radialen Wachstumsrate:
dz  2psgo0 , da

dt ~ 9ny @ a e

Durch Eliminieren der Zeit folgt
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dz _ 2pu90 o
da  9Ing.

Integration vom Boden bis zur freien Oberflache ergibt

2
Pego (a/3H€ ag)

Z p—
27ngq,

Der Ausdruck unter Beibehaltung des Anfangsradius lautet somit
1/3
(5, 2TngaH, Y
ag, = \ay + —F/—— .
2pe90
Mitag, > ag 9ilt

Qr ~ 2777QaHé 1/3
=\ " 2p190 '

Mit Hy = 0.10m, q, ~ 2.4 X 10 *ms ™! und der oben abgeschitzten Viskositit ergibt sich

ag, ~4.5x10"*m = 0.45mm |

A.6

Wir verwenden die quasistationare Beschreibung der Blasenkette auf der Zeitskala der

Konzentrationsabnahme. Die Flussigkeit wird durch eine rdumlich einheitliche Konzentration ¢,(t) in

ihrem Inneren beschrieben, und Anderungen der Gasmenge in den noch aufsteigenden Blasen werden

in der Verlustbilanz vernachlassigt.

Jede Blase, die die Oberflache erreicht, transportiert die Stoffmenge

3RT, H¢

Das Ergebnis aus A.5 liefert bei vernachlassigbarem a
A7 Py 2Tnq.H, - 18mnH Py

Nout =

Nout = = q
*" 7 3RTy  2p490 pegoRTy
Wahrend die Flussigkeit gelostes Gas verliert, ergibt Modell (2)
KRT,
t) = ce(t) —co).
4(t) = —p (ce(t) — co)
Daher
18m™K Hy
Pows = —— (ce — co)
Pe9o
Pro Zeiteinheit werden IV}, f}, Blasen freigesetzt. Die Erhaltung der Stoffmenge an CO5 ergibt
dey
WE = _Nbfbnout7
also

dey _ 18m K Hy Ny fv (C . )
di pegoVe SR

Die Losung lautet
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ce(t) = co + [ce(0) — CO}e_t/T,

wobei

. pegoVe
187T7’]KH[Nbfb i

Die Uberschusskonzentration gegeniiber ¢y nimmt also exponentiell ab.

B.1

Wihrend dt Uberstreicht der sich zuriickziehende Randwulst eine Kreisringflache von
dA = 27rve dt.

Der Film besitzt zwei Fllssigkeits-Gas-Oberflachen, sodass die Abnahme der Oberflachenenergie
betragt:

—dE, = 20dA.
Nach der angegebenen Dissipationsregel wird die Halfte davon in kinetische Energie umgewandelt:
dE\ = ocdA.
Die neu aufgenommene Masse betragt
dm = p,h dA.

Da die Geschwindigkeit des Randwulstes konstant bleibt, betragt die Zunahme seiner kinetischen
Energie

1 1
dE, = Ev% dm = Epghv% dA.

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke ergibt

1
—prhvy = o,
29( £
also
20
Vf = —
peh
B.2

Eine Auslenkung z des Kolbens nach oben andert das eingeschlossene Gasvolumen auf

V=Vy+ S=z.
Fur eine reversible adiabatische Kompression oder Expansion gilt
PV7T = POVOV.
Somit
Sz\ 7
P=PFP|1+ — .
’ ( Vo )

Fir |Sz| < Vj gilt
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Wenn die Gewichtskraft des Kolbens wie vorgegeben vernachlassigt wird, lautet seine
Bewegungsgleichung

PyS?
myi=(P—P)S=-122_
Vo
Dies ist eine harmonische Schwingung mit
2 'YPOS2
(UO - .
mpVO
Daher
fo = L[ BS?
07 on m,Vy
B.3

Fir die Blase gilt

47a’ 8,13
2 g
S =mr?, 0= 5 mp = —g—
Einsetzen in B.2 ergibt
9 1 yPym?rt 9vPor

 4m? (8p,r3/3) (4ma3/3)  128mpyad’

Somit gilt fp o \/F, und die maximale Frequenz tritt bei » = r. auf. Mit dem gegebenen Ausdruck fur
2o P 20 [pge _ 3V39Py [ peso
T 128mpgad (/3 o 647pga o
. 3v3vPy [ pego
647Tpgf1%1ax g .
Mit frax = 4.0 X 104 Hz ergibt sich

C 3VB(1.3)(109) \/ 103(9.80665)
¢ San(18)40x 1092 | 47 x 107

r. folgt

Daher

—=5.33x 10 ‘m.

Also

la ~ 0.53 mm|

Der endgiiltige Offnungsradius betragt

r. = 5_a2 PLgo 1.50 x 10 * m.
3 o

Da sich die Offnung mit konstanter Geschwindigkeit erweitert, gilt

v = :— t, =3 x 10 2ms = 3 x 10 55,
b

also
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Vf R 5.0ms .

SchlieBlich ergibt B.1

h=:2%::2d§z377xur%n
PeVg PeTe
Somit
h~3.8umj|
C1

Die Stoffmengen des geldsten beziehungsweise gasformigen CO4 betragen

PV,
ng = kHPiVLv ng = RTG .
0

Die Erhaltung der gesamten Stoffmenge ergibt

Vg
— P kgVy, + =2 ).
ny (HL+RTO)

Folglich

nr

j . .
kuVi 4+ Vg /(RTy)

Wir verwenden
Vi, = 7.50 x 10 4 m?, Vo = 2.50 x 10° m?.
Bei 6°C, Ty = 279.15 K:
P = - y 0.2 - ~ 4.81 x 10° Pa.
(5.4 x 107 %)(7.50 x 10%) + (2.50 x 107°)/(8.31446 x 279.15)

Bei 20°C, Ty = 293.15K:

0.2
P = - - - ~ 7.76 x 10° Pa.
(3.3 x 107%)(7.50 x 10™*) 4 (2.50 x 107°)/(8.31446 x 293.15)

Dies sind Absolutdricke:

P;(6°C) ~ 4.81bar|, P;(20°C) =~ 7.76 bar|.

c.2

Fur diesen Teil gibt die Aufgabe die folgenden Ersatzwerte der Driicke vor:
P;(6°C) = 4.69 bar, P;(20°C) = 7.45 bar.

Fur die reversible adiabatische Expansion eines idealen Gases gilt

PV7 = konstant, TV7~! = konstant.

Durch Eliminieren von V' und mit dem Enddruck P, folgt

& (v=1)/v
P i

ﬂ:%(

Somit
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0.3/1.3
T:(6°C) = 279'15(T69) ~195.4K,

und

1 03/13
T;(20°C) = 293.15 (7_45) ~ 184.4K.

Um festzustellen, ob sich festes CO,, bildet, bestimmen wir die Temperatur des

Sublimationsgleichgewichts bei Py. Setzen wir PSSSZ = P, so gilt

B
—A—
0 T, + C’
also
B 1300
s= 7 —C = m+3.49~ 1944 K.

Fur die anfangs kalte Flasche gilt

1954K > T,.

Tatsachlich liefert der angegebene Ausdruck fir den Dampfdruck

PE02(195.4K) ~ 1.09 bar > P,.

sat
Das Gas erreicht wahrend dieser Expansion keine Sattigung beziiglich der festen Phase. Gemal den
angegebenen Alternativen bildet sich grauweiBer Nebel.

Fir die anfangs warmere Flasche gilt
184.4K < Tj,

und

PE02(184.4K) ~ 0.422 bar < P,.

sat

Die Expansion ohne Phaseniibergang wiirde libersattigtes CO4 erzeugen, sodass sich feste Kristalle
bilden und blauer Nebel entsteht.

Daher

Die Aussagen 1 und 4 sind richtig.

Die berechneten Werte von T} sind die gesuchten hypothetischen Temperaturen ohne
Phasenlbergang; bei der warmen Flasche verandert die Feststoffbildung den tatsachlichen
Temperaturverlauf.

C.3
Wir verwenden den vorgegebenen Druck bei 6°C:
P, = 4.69 x 10° Pa.

Sei x die Verschiebung des Korkens aus seiner Anfangslage nach oben, und sei

wd?
S=

seine Querschnittsflache.

Fir 0 < o < /£ betragt die Kontaktflache
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A(z) = nd(lo — z),
sodass die Reibungskraft gegeben ist durch
Fr(z) = and({y — x).
Anfangs halt die resultierende Druckkraft der Reibung nahezu das Gleichgewicht:
(P, — Py)S ~ ardly.

Die Gewichtskraft des Korkens betragt nur 0.098 N, verglichen mit einer anfanglichen resultierenden
Druckkraft von etwa 94 N, sodass sie bei der Abschatzung von a vernachlassigt werden kann. Daher
(P, — Py)d

o~ 4—£0 ~ 6.64 x 104 Pa.

An der schnellen Expansion ist das Gas beteiligt, das sich anfangs im Kopfraum befindet. Sein Volumen
und sein Druck wahrend der Bewegung des Korkens sind

Va 7
|%4 = Vg + Sz, P =Pl — .
(@) = Vo + Sz (@) (VG+S:1:>
Wenn der Korken den Flaschenhals verlasst, gilt
Ve = Vg + S4,.

Die vom Gas im Inneren verrichtete Arbeit betragt

4o Ve V. Y
Woas = / P(z)Sdx = / Pi<—G> dv,
0 Vo 14

woraus folgt

Die Arbeit gegen den Atmospharendruck betragt
Watm = PoSto,
und die durch Reibung dissipierte Energie betragt

to
Wi = / ard(ly — z)dz = %omdﬂ% o~ %(Pi — Py)Sy.
0

Nach dem Austritt des Korkens wird die resultierende Druckkraft wie gefordert vernachlassigt. Wenn
der Luftwiderstand vernachlassigt wird, ist am hochsten Punkt die gesamte verbleibende mechanische
Energie in potenzielle Energie im Schwerefeld umgewandelt. Wird H, von der Anfangslage des Korkens
aus gemessen, gilt

mgoH. = Wgas — Watm — W

y—1
o (Y
Ve + S4y

S = 2.5447 x 10~ m?, Ve = 3.1362 x 10~° m?,

Daher

H, — 1 J RPVg
mgo | v—1

— P,Sty — %(Pi - Po)seo}.

Numerisch ergibt sich
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und

w.

gas X 2570, Wan ~0.636J, Wi ~ 1.174J.

Somit

_ 2.570—-0.636 —1.174

0.010(9.80665)

Auf eine sinnvolle Genauigkeit gerundet:

(e 77m]

Wird die Hohe von der Position des Korkens beim Verlassen des Flaschenhalses aus gemessen, ist
£y = 0.025 m abzuziehen; das gerundete Ergebnis bleibt 7.7 m.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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