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题目 1：温室效应

2021 年，真锅淑郎和克劳斯·哈塞尔曼因在地球气候建模以及准确预测人类工业活动引起的全球变暖

方面的工作，共同获得了当年诺贝尔物理学奖的一半。本题将考察一个由温室效应引起全球变暖的简

单模型。温室气体改变了地球大气对地球红外辐射的透射或吸收等光学性质，导致地球平均温度升

高。

处于不同温度的所有物体都会发出热辐射。量  表示温度为  的物体在波长  与 

之间单位面积的热辐射功率。根据普朗克黑体辐射理论，有

其中， ， 。  取最大值时对应的波长由

关系式 （维恩位移定律）给出。事实上，利用式 (1) 可以证明， ，其中无量纲

量  是形如  的方程的非平凡根；在下面的一项任务中，你需要求出函数 。黑体在

所有波长上单位面积的总辐射功率由斯特藩–玻尔兹曼定律给出，即 ，其中

。此外，根据基尔霍夫辐射定律，在热平衡时，若物体吸收某一特定波

长入射辐射的一定比例，则该物体在同一波长发出的辐射也等于相应黑体辐射的同一比例。

本题始终假设太阳是温度等于其平均表面温度  的黑体。太阳半径为

，地球与太阳之间的平均距离为 。用  表示太阳辐射

到地球处垂直于辐射方向的单位面积上的光谱功率。该量对所有波长的积分，即 ，

称为太阳常数。

本题假设地球处于热平衡状态，且其表面各点温度相同。在本题所有部分中，请先用题目给定的数

据，以参数表达式的形式表示所求物理量，再求出保留三位有效数字的数值。所需单位已在答题纸上

注明。

A. 将地球视为黑体

在本部分中，将地球表面视为黑体，并忽略地球大气。

部分 任务 分值

A-1 求太阳常数 。 0.6 分

A-2 求地球温度 。 0.6 分

A-3 求函数 。 0.4 分

A-4 计算  的数值，并由此  值求出  的值。 0.4 分

A-5 求太阳和地球的 。 0.2 分

u(λ,T )dλ T λ λ + dλ

u(λ,T ) =
2πhc2

λ5

1

exp( hc
λkBT

)− 1
, (1)

hc = 1.24 × 103 eV ⋅ nm kB = 8.62 × 10−5 eV/K u(λ,T )

λmaxT = b b = hc
xmkB

xm f(x) = 0 f(x)

U(T ) = σT 4

σ = 5.67 × 10−8 W/m2K4

TS = 5.77 × 103 K

RS = 6.96 × 108 m d = 1.50 × 1011 m ~uS(λ)

S0 = ∫

~uS(λ)dλ

S0

TE

f(x)

xm xm b

λmax
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图 1 绘出了函数  和  随  的变化曲线，其中  是一个无量纲系数，用于对 

进行缩放，使两个峰值相等。

部分 任务 分值

A-6 确定 。 0.8 分

图 1 - （红色）和 （蓝色）随  的变化曲线

B. 温室效应

在本部分中，我们引入一个简单模型，将地球大气视为地表上方距离很小的一层薄层，从而可以忽略

大气层面积与地球表面积的差异（见图 2）。在下文中，假设地球和太阳的热辐射主要在各自的

 附近的波长发出。还假设“大气层”对从上方或下方入射的可见光–紫外线辐射反射其中的

，其余部分全部透射。假设大气不反射任何红外辐射，但会吸收红外辐射中的 ，并透射

其余部分。这种行为称为温室效应，它会改变地球的平均温度。另一方面，地球表面对可见光–紫外

线辐射反射其中的 ，吸收其余部分以及全部红外辐射。

γ~uS(λ) u(λ,TE) λ γ ~uS(λ)

γ

u(λ,TE) γ~uS(λ) λ

λmax

rA = 0.255 ε

rE

eulersolve.org/ipho/2024/ 2 / 34



图 2 - 地球与大气之间的热流

部分 任务 分值

B-1 假设  且 ，计算地球温度  和大气温度 。 1.0 分

现在假设 。在这种情况下，“地球 + 大气”组成的整体系统反射太阳辐射的比例有所不同，该

比例称为“反照率”，用  表示。

部

分
任务 分值

B-2 用  和  表示反照率 。然后假设 （且 ），计算其数值。 1.6 分

B-3

a) 用 、 、  和  表示地球温度。

b) 利用给定数据和计算得到的反照率，求使地球达到当前平均温度  所对应的 

的数值。

1.0 分

B-4 求 ，并确定当  增加百分之一时，地球温度升高多少。
0.8

分

假设  且 。这些数值来自实际数据，可能与你在前面各项任务中得到的结

果不同。现在假设从地球向大气持续传递非辐射（例如对流）热流 ，其中  为

常量。量  是单位面积的传热功率。

部分 任务 分值

B-5 用 、 、 、  和  计算  和 。 1.6 分

ε = 1 rE = 0 TE TA

rE ≠ 0

α

rE rA α rE = 0.102 rA = 0.255

σ α S0 ε

TE = 288 K ε

dTE
dε

ε

TA = 245 K TE = 288 K

JNR = k(TE − TA) k

JNR

TE TA σ α S0 ε k
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部分 任务 分值

B-6

a) 将 B-5 部分中得到的方程对  求导，求出  和  满足的两个代数方程。

b) 利用这些方程，求出  的值增加百分之一所引起的地球温度变化的数值。

1.0 分

题目译自官方英文原文。

答案

将全球平均吸收太阳辐射通量定义为

增加百分之一按  理解。数值结果均使用未舍入的中间值计算。

A-1

A-2

A-3

A-4

A-5

A-6

B-1

ε
dTA
dε

dTE
dε

ε

Q =
(1 − α)S0

4
.

Δε = 0.01ε

S0 = σT 4
S(

RS

d
)

2

= 1.35 × 103 W m−2.

TE = (

S0

4σ
)

1/4

= TS√
RS

2d
= 278 K.

f(x) = 5(1 − e−x) − x.

xm = 4.97, b =
hc

xmkB
= 2.90 × 10−3 m K.

λmax,S =
b

TS
= 502 nm, λmax,E =

b

TE
= 10.4 μm.

γ = (

d

RS
)

2

(

TE

TS
)

5

=
1

4
√

RS

2d
= 1.20 × 10−2.

TE = [

(1 − rA)S0

2σ
]

1/4

= 307 K,

TA = [

(1 − rA)S0

4σ
]

1/4

= 258 K.
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B-2

B-3(a)

B-3(b)

B-4

此温度变化为一阶近似结果；精确的有限变化量为 。

B-5

B-6(a) 令 ， ，则

B-6(b)

此温度变化为一阶近似结果；精确的有限变化量为 。

解答

A-1

由斯特藩–玻尔兹曼定律，太阳的总辐射功率为：

根据辐射功率守恒，这一光度分布在半径为  的球面上。因此，

代入数值得

α = rA +
rE(1 − rA)2

1 − rArE
= 0.313.

TE = [

(1 − α)S0

4σ(1 − ε/2)
]

1/4

.

ε = 2 −
(1 − α)S0

2σT 4
E

= 0.809.

dTE

dε
=

TE

4(2 − ε)
= 60.4 K, ΔTE ≃ 0.489 K.

0.491 K

ε =
σT 4

E − Q

σ(T 4
E − T 4

A)
= 0.849,

k =
(σT 4

E − Q)(2T 4
A − T 4

E)

(T 4
E − T 4

A)(TE − TA)
= 0.365 W m−2 K−1.

X = dTE/dε Y = dTA/dε

(4σT 3
E + k)X − (4εσT 3

A + k)Y = σT 4
A,

−(4εσT 3
E + k)X + (8εσT 3

A + k)Y = σ(T 4
E − 2T 4

A).

X = 61.7 K, Y = 47.8 K, ΔTE ≃ 0.524 K.

0.527 K

LS = 4πR2
SσT

4
S .

d

S0 =
LS

4πd2
= σT 4

S(
RS

d
)

2

.
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同样的几何衰减关系适用于每个波长：

A-2

用  表示地球半径。地球以其投影面积  截获太阳光，而其整个表面  都发出热辐射。

对于处于平衡的黑体地球，

于是

因此，

A-3

在  固定时，引入

对普朗克定律取对数后求导，得

在有限波长处的极大值点，该导数为零，因此

所以，一个合适的函数为

代数根  对应于 ，而不是有限波长处的极大值。所需的根为非零正根。

A-4

例如，可以用牛顿法求出非零根：

从  开始迭代，得

由于 ，

利用给定常量，

S0 = 1353.076 … W m−2 = .1.35 × 103 W m−2

~uS(λ) = (

RS

d
)

2

u(λ,TS).

RE πR2
E 4πR2

E

πR2
ES0 = 4πR2

EσT
4
E .

TE = (

S0

4σ
)

1/4

= TS√
RS

2d
= 277.920 … K.

.TE = 278 K

T

x =
hc

λkBT
.

1

u

∂u

∂λ
=

1

λ
[−5 +

xex

ex − 1
].

5 =
x

1 − e−x
.

.f(x) = 5(1 − e−x) − x

x = 0 λ → ∞

xn+1 = xn −
5(1 − e−xn) − xn

5e−xn − 1
.

x0 = 5

xm = 4.965114 … .

xm = hc/(λmaxkBT )

λmaxT =
hc

xmkB
= b.
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因此，

普朗克函数在波长区间的两个端点均趋于零，而此点是其唯一的有限正波长驻点，因此该点为最大值点。

A-5

分别对两个天体应用维恩位移定律，

于是

太阳的辐射峰位于可见光波段，而地球的辐射峰位于红外波段。

A-6

在最大值处， ，且指数函数的自变量等于 。因此，

因此，按单位波长计的光谱功率峰值与  成正比。

图中两条曲线的峰高相等，要求

由此得

由 A-2，

因此，

B-1

在 B 部分中，题目给出的光谱近似将太阳辐射视为可见光–紫外线辐射，将地球和大气的热辐射视为红外

辐射。大气不吸收太阳辐射。根据基尔霍夫定律，大气的红外发射率等于 ，因此大气层的每一面都发出

通量为  的辐射。地球的红外发射率为一。

此处 ， 。地表吸收的全球平均太阳辐射通量为

b =
1.24 × 103

(4.965114 …)(8.62 × 10−5)
nm K = 2.897244 … × 10−3 m K.

.xm = 4.97, b = 2.90 × 10−3 m K

λmax,S =
b

TS
= 502.122 … nm,

λmax,E =
b

TE
= 10.4247 … μm.

.λmax,S = 502 nm, λmax,E = 10.4 μm

λmax = b/T xm

umax(T ) =
2πhc2

b5(exm − 1)
T 5.

T 5

γ(
RS

d
)

2

umax(TS) = umax(TE),

γ = (

d

RS
)

2

(

TE

TS
)

5

.

(

TE

TS
)

4

=
1

4
(

RS

d
)

2

.

γ =
TE

4TS
=

1

4
√

RS

2d
= .1.20 × 10−2

ε

εσT 4
A

ε = 1 rE = 0

( )
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大气平衡要求

因为大气吸收地球向上发出的辐射，同时向两个方向发出辐射。

地表的平衡方程为

联立上述方程，得

因此，

B-2

将入射太阳辐射功率归一化为一。大气直接反射其中的 。经地表一次反射后逃逸到太空的比例为

在地表与大气之间每多往返一次，剩余的反射功率就乘以 。

将所有贡献相加，得

等价地，

代入给定反射率，得

所有未被反射的太阳辐射功率都由地表吸收。

B-3

(a) 定义

在没有非辐射热输运时，地表和大气的平衡方程为

Q1 =
(1 − rA)S0

4
.

σT 4
E = 2σT 4

A,

Q1 + σT 4
A = σT 4

E .

σT 4
A = Q1, σT 4

E = 2Q1.

TA = [

(1 − rA)S0

4σ
]

1/4

= ,258 K

TE = [

(1 − rA)S0

2σ
]

1/4

= .307 K

rA

(1 − rA)rE(1 − rA).

rArE

α = rA + rE(1 − rA)2
∞

∑

n=0

(rArE)n

= rA +
rE(1 − rA)2

1 − rArE
.

1 − α =
(1 − rA)(1 − rE)

1 − rArE
.

α = 0.313124 … , .α = 0.313

Q =
(1 − α)S0

4
.

Q + εσT 4
A = σT 4

E ,

εσT 4
E = 2εσT 4

A.
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对于 ，第二个方程给出

代入第一个方程，得

所以

此表达式还可连续延拓至 。

(b) 整理得到吸收率，

未经舍入的通量为

于是

B-4

保持  和  不变。对 B-3 的结果取对数后求导，得

因此，

在 B-3 的平衡状态下，

对于百分之一的相对增加，

在一阶近似下，

作为比较，直接计算有限变化量得

ε > 0

T 4
A =

T 4
E

2
.

Q = σT 4
E (1 −

ε

2
).

TE = [

(1 − α)S0

4σ(1 − ε/2)
]

1/4

.

ε = 0

ε = 2(1 −
Q

σT 4
E

) = 2 −
(1 − α)S0

2σT 4
E

.

Q = 232.348778 … W m−2, σ(288 K)4 = 390.079395 … W m−2.

ε = 0.808710 … , .ε = 0.809

S0 α

1

TE

dTE

dε
=

1

8(1 − ε/2)
=

1

4(2 − ε)
.

.
dTE

dε
=

TE

4(2 − ε)

dTE

dε
= 60.4387 … K = .60.4 K

Δε = 0.01ε.

ΔTE ≃
dTE

dε
Δε =

0.01εTE

4(2 − ε)
= .0.489 K

ΔT finite
E = TE [(

2 − ε

2 − 1.01ε
)

1/4

− 1] = .0.491 K
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B-5

计入向上的非辐射热通量

地表损失这部分能量，而大气获得这部分能量。两者的平衡方程变为

为简洁起见，记

将两个能量平衡方程相加，可消去内部传热项：

右侧为逃逸到太空的辐射：透过大气的地表辐射与大气向上发出的辐射之和。解得

式 (3) 给出

因此，

当 ，  时，

因此，

由此得到的热通量为

在规定的向上方向上为正。

B-6

(a) 当  改变时，保持 、  和  不变，并允许两个温度均发生变化。令

对式 (2) 求导，得

所以

对式 (3) 求导，得

JNR = k(TE − TA).

Q + εσT 4
A = σT 4

E + k(TE − TA), (2)

εσT 4
E + k(TE − TA) = 2εσT 4

A. (3)

E = σT 4
E , A = σT 4

A.

Q = (1 − ε)E + εA.

.ε =
E − Q

E − A
=

σT 4
E − Q

σ(T 4
E − T 4

A)

k(TE − TA) = ε(2A − E).

k =
εσ(2T 4

A − T 4
E)

TE − TA
=

(σT 4
E − Q)(2T 4

A − T 4
E)

(T 4
E − T 4

A)(TE − TA)
.

TE = 288 K TA = 245 K

E = 390.079395 … W m−2, A = 204.290135 … W m−2.

.ε = 0.849, k = 0.365 W m−2 K−1

JNR = 15.7 W m−2,

ε S0 α k

X =
dTE

dε
, Y =

dTA

dε
.

σT 4
A + 4εσT 3

AY = 4σT 3
EX + k(X − Y ).

(4σT 3
E + k)X − (4εσT 3

A + k)Y = σT 4
A.
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于是

(b) 为给出显式的参数表达式，定义

并沿用 、 。方程组的行列式为

消去 ，得

类似地，

利用 B-5 中的平衡值，

对于 ，

因此，

取 ，保持  相同，求解原始非线性平衡方程，得到有限变化量

解答已与官方解答核对。

题目 2：离子囚禁与原子冷却

近几十年来，原子和离子的囚禁与冷却一直是令物理学家着迷的课题，这一领域的研究成果已多次获

得诺贝尔奖。在本题的第一部分，我们将探讨一种称为“保罗阱”的离子囚禁技术。沃尔夫冈·保罗和

汉斯·德默尔特因这项工作共同获得了 1989 年诺贝尔物理学奖的一半奖金。接下来，我们将研究多

普勒冷却技术。1997 年诺贝尔物理学奖授予朱棣文、克洛德·科恩-塔努吉和威廉·丹尼尔·菲利普

斯，以表彰他们“发展了利用激光冷却和囚禁原子的方法”，多普勒冷却技术正是该奖项新闻公报中提

及的研究成果之一。

A. 保罗阱

众所周知，仅靠静电场无法使带电粒子处于稳定平衡。因此，要为离子建立稳定平衡点，需要采用更

为精巧的技术。保罗阱就是其中一种。

考虑一个半径为 、具有均匀正线电荷密度  的带电圆环。在圆环中心放置一个质量为  的正点电

荷 。

σT 4
E + 4εσT 3

EX + k(X − Y ) = 2σT 4
A + 8εσT 3

AY .

−(4εσT 3
E + k)X + (8εσT 3

A + k)Y = σ(T 4
E − 2T 4

A).

p = 4σT 3
E , q = 4σT 3

A,

E = σT 4
E A = σT 4

A

D = (p + k)(2εq + k) − (εq + k)(εp + k) = ε(2 − ε)pq + k[(1 − ε)p + εq].

Y

X =
εqE + k(E − A)

D
.

Y =
(p + k)(E − 2A) + (εp + k)A

D
.

X = 61.7352 … K, Y = 47.7734 … K.

Δε = 0.01ε

ΔTE ≃ XΔε = (61.7352 …)(0.01)(0.84897597 …) K.

.ΔTE ≃ 0.524 K

εnew = 1.01ε k

.ΔT finite
E = 0.527 K

R λ m

Q
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图 1 - 线电荷密度为 、半径为  的均匀带正电圆环：坐标原点位于圆环中心。

A-

1

a) 在笛卡尔坐标系  中，求带电圆环在其中心附近产生的电场，保留至 、  和

 的一阶项。

b) 对于存在稳定平衡的方向，求带电粒子在圆环中心附近做小振动的角频率。

1.5

分

为了在所有方向上囚禁电荷 ，我们希望施加交变电场，以产生动态平衡。设线电荷密度为

，其中 、  和  均可调节。忽略辐射效应。这样，粒子在圆环中心附近沿垂

直于圆环平面的方向发生小位移时，其运动方程为：

A-2 用已知参数表示  和 。 0.4 分

我们希望通过以下简化假设求出方程 (1) 的近似解： 、  和 。在这些假设

下，可以证明该方程的解可分为两部分： ，其中  是缓慢变化的分量，  是

平均值为零、振幅很小的快速变化分量。换句话说，在  振动几个周期的时间内，可以认为 

保持不变（见图 2）。

λ R

(x, y, z) x/R y/R

z/R

Q

λ = λ0 + u cos Ωt λ0 u Ω

z̈ = (+k2 + aΩ2 cos Ωt)z (1)

a k

a ≪ 1 Ω ≫ k aΩ2 ≫ k2

z(t) = p(t) + q(t) p(t) q(t)

q(t) p(t)
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图 2 - 带电粒子运动方程的一个典型解：  描述整体运动，  表示围绕这一轨迹的小振动。右

侧椭圆内为该轨迹局部的放大图。

A-3

a) 利用上述近似，求出  的运动方程，用 、  和  表示。

b) 根据该函数应具有的性质选取适当的初始条件，求解此方程。

1.8 分

A-4

a) 利用快速变化分量的平均效应，求出  的有效运动方程。

b) 研究平衡点的稳定性，并求出稳定平衡的条件。

1.5 分

设 ， 。我们希望用这一装置囚禁一个质量为氢原子 100 倍的单电

离原子。

A-5 计算 。设 ，估算使该离子运动稳定所需的最低频率。使用题末给出的数据。 0.4 分

B. 多普勒冷却

有时需要冷却被囚禁的原子或离子。设一个质量为  的被囚禁原子具有两个能级，能级差为

。处于低能级的电子可以吸收一个光子并跃迁到高能级，但经过一段时间  后，它们会返

回低能级，并发射一个频率主要位于  范围内的光子。

B-1 利用海森堡不确定性原理求 。 0.5 分

根据类似的推理，当我们用激光照射被囚禁的原子时，若激光的角频率  位于区间

 内，原子就可能吸收光子。设激光频率  略低于 。对于某一特定装置，在原

子参考系中，原子吸收光子的速率如图 3 所示。被吸收的光子随后沿随机方向重新发射。为简化起

见，我们只考虑一维问题，即假设原子只能沿  方向运动，激光同时从左、右两侧照射原子。在原子

参考系中，由于原子的运动，光的频率会升高或降低。由于原子的速度  很小，我们只保留  的

一阶项，忽略所有高阶项。此外， ，因此原子吸收光子后速度几乎不变。同时，与

 相比，多普勒效应引起的频率变化很小，因此图 3 中的  函数可以用下面的线性函数近

似：

其中，  是单位时间内吸收的光子数，  是  时  的值，  是曲线在  处切线的斜率。重

新发射的光子的频率几乎等于入射光子的频率，但它沿  正方向或负方向发射的概率相等。实际上，

在此处所保留的近似阶次内，这两个频率相同。注意，我们是在原子参考系中考虑整个过程的。

p(t) q(t)

q(t) a Ω p

p(t)

λ0 = 8 × 10−9 C/m R = 10 cm

k a = 0.04

m

E0 = ℏωA τ

[ωA − Γ,ωA + Γ]

Γ

ωL

[ωA − Γ,ωA + Γ] ωL ωA

x

v v/c
m ≫ ℏωA/c2

ωA − ωL s

s(ω) = sL + α(ω − ωL)

s sL ω = ωL s α ωL

x
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图 3 - 某一特定阱中光子吸收速率随频率的变化：与原子两个能级之差对应的频率用  表示，略低

于它的激光频率用  表示。

B-

2

a) 设被囚禁原子在实验室参考系中的速度为 。在原子参考系中，计算分别从两个方向入

射的光子与原子碰撞的速率（记为  和 ），以及各方向的动量吸收速率（记为  和

）。

b) 求实验室参考系中原子受到的有效力，将其表示为 、 、  和  的函数。设

，

1.7

分

我们希望求出利用这一技术能够达到的最低温度。假设某个原子的速度恰好降为零，就在此刻，它吸

收一个光子（从任一方向入射），然后以几乎相同的频率，随机沿两个方向之一重新发射光子。设这

一过程每隔  时间发生一次。

B-

3
考虑这一过程的两种可能结果中原子的末动量，计算原子吸收的平均功率。

1.0

分

B-

4

利用任务 B-2 中求得的力计算输出功率。然后，求平衡时  的平均值。利用气体动理论知

识估算原子的温度。

0.8

分

B-

5

对质量为氢原子 100 倍的原子，估算这一温度。设 、

，且 。

0.4

分

氢原子的质量：

电子的电荷量：

真空介电常数：

玻尔兹曼常数：

普朗克常数：

题目译自官方英文原文。

ωA

ωL

v = vx
s+ s− π+

π−

v kL = ωL/c ℏ α

sL ≪ αωL

τ

v2

ωL = 2 × 1016 rad/s

τ = 5 × 10−9 s α = 4

mH = 1.674 × 10−27 kg

e = 1.602 × 10−19 C

ε0 = 8.854 × 10−12 F/m

kB = 1.381 × 10−23 J/K

ℏ = 1.055 × 10−34 J ⋅ s
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答案

A-1(a):

A-1(b): 圆环平面内的所有方向均稳定，其角频率为

 方向不稳定。

A-2:

A-3(a): 。

A-3(b): 。在一个快速振动周期内将  视为常量时，适当的初始条件

为 、 。

A-4(a):

A-4(b): 在所述近似下，稳定囚禁要求

轴向慢振动的角频率为 。

A-5:

估算的阈值为

应选择高于此阈值的频率。

B-1: 线宽的量级为 ；采用通常的寿命半宽定义，

E ≃
λ

4ε0R2
(−x x̂ − y ŷ + 2z ẑ).

ωx = ωy = √

Qλ

4ε0mR2
.

z

a =
Qu

2ε0mR2Ω2
, k = √

Qλ0

2ε0mR2
.

q̈ ≃ aΩ2p cos Ωt

q(t) ≃ −ap(t) cos Ωt p

q(0) = −ap q̇(0) = 0

p̈ + (

a2Ω2

2
− k2

)p = 0.

a2Ω2 > 2k2.

√a2Ω2/2 − k2

k ≃ 2.1 × 105 s−1.

Ωth ≃ 7.4 × 106 rad/s, fth ≃ 1.2 MHz.

Γ ∼ 1/τ

Γ ≃
1

2τ
.
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B-2(a): 用  表示沿  方向传播的光子，并令  为带符号的  方向动量传递速率。则

B-2(b):

B-3:

B-4: 以正值表示的能量移除速率为

平衡时，

B-5:

解答

A-1(a)

圆环位于  平面内，所带总电荷为 。根据库仑定律，它在对称轴上产生的电场为

当  时，

反射对称性和旋转对称性要求中心附近的一般线性电场具有以下形式：

轴向结果给出 。中心附近没有电荷，因此由高斯定律可得

所以，

A-1(b)

在圆环平面内，由牛顿第二定律可得

+ +x π± x

s± = sL ∓ αωL
v

c
,

π± = ±ℏkL [sL ∓ (sL + αωL)
v

c
].

Fx = −2αℏk 2
Lv.

Pin =
ℏ2k 2

L

mτ
.

Pout = 2αℏk 2
Lv

2.

⟨v2⟩ =
ℏ

2αmτ
, T =

ℏ

2αkBτ
.

T ≃ 1.9 × 10−4 K = 0.19 mK.

xy 2πRλ

Ez(0, 0, z) =
1

4πε0

2πRλ z

(R2 + z2)3/2
.

|z| ≪ R

Ez(0, 0, z) ≃
λ

2ε0R
2
z.

Ex = Cx, Ey = Cy, Ez = Dz.

D = λ/(2ε0R
2)

∇ ⋅ E = 2C + D = 0.

E ≃
λ

4ε0R2
(−x x̂ − y ŷ + 2z ẑ).
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这些都是简谐振动方程。因此，平面内各个方向的振动角频率相同，均为

沿轴向，

当  时，此力指向远离中心的方向，因此轴向平衡不稳定。

A-2

将随时间变化的线电荷密度代入轴向运动方程，得

与方程 (1) 比较可得

这里  是无量纲量，  的单位为时间的倒数。

A-3(a)

将  代入运动方程：

在一次快速振动过程中，  近似保持不变。由于  的振幅很小、 ，且 ，快速变化分量的

主导阶方程为

A-3(b)

积分时将  视为常量，得到

快速振动分量不能包含随时间持续增长的漂移项，因此 。其平均值必须为零，这要求 。所

以

将  固定时，对应的初始条件为

 的振幅为局部慢变位移的  倍，与  一致。在这一近似阶次下，忽略涉及  缓慢变化的修正。

A-4(a)

在一个驱动周期内对完整方程取平均，并在该周期内将  视为常量。由于

mẍ = −
Qλ

4ε0R2
x, mÿ = −

Qλ

4ε0R2
y.

ωx = ωy = √

Qλ

4ε0mR2
.

mz̈ =
Qλ

2ε0R
2
z.

Q,λ > 0

z̈ =
Q

2ε0mR2
(λ0 + u cos Ωt)z.

k2 =
Qλ0

2ε0mR2
, a =

Qu

2ε0mR2Ω2
.

a k

z = p + q

p̈ + q̈ = k2p + k2q + aΩ2p cos Ωt + aΩ2q cos Ωt.

p q a ≪ 1 aΩ2 ≫ k2

q̈ ≃ aΩ2p cos Ωt.

p

q(t) = −ap cos Ωt + C1t + C2.

C1 = 0 C2 = 0

q(t) ≃ −ap(t) cos Ωt.

p

q(0) = −ap, q̇(0) = 0.

q a a ≪ 1 p

p

⟨q⟩ = 0, ⟨cos Ωt⟩ = 0, ⟨cos2 Ωt⟩ =
1

2
,
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得到

利用 ，可得

因此，

尽管  与  相比很小，此处仍必须保留它：交变电场对平均运动的贡献仅为  阶。

A-4(b)

定义

若 ，慢变位移将发生振动：

而完整的近似运动

保持有界。因此，轴向稳定性条件为

对于 ，该条件为

低于这一阈值时，慢变运动方程具有指数增长的解。取等号时， ，因此非零的慢变速度会导致无界漂

移；等号情形不能实现囚禁。

为完整起见，横向运动方程为

采用相同的平均方法，对于其慢变分量 ，得到

 方向也完全相同。在此近似下，这些方向均稳定，因此轴向条件就给出了在三个方向上均实现囚禁所需

的条件。

A-5

该离子的参数为

于是

p̈ = k2p + aΩ2⟨q cos Ωt⟩.

q = −ap cos Ωt

⟨q cos Ωt⟩ = −
ap

2
.

p̈ = (k2 −
a2Ω2

2
)p.

k2 aΩ2 a2Ω2

ω2
s =

a2Ω2

2
− k2.

ω2
s > 0

p(t) = A cosωst + B sinωst,

z(t) ≃ p(t) (1 − a cos Ωt),

a2Ω2 > 2k2.

a > 0

Ω >
√2 k

a
.

p̈ = 0

ẍ = −(

k2

2
+

aΩ2

2
cos Ωt)x.

X

Ẍ + (

k2

2
+

a2Ω2

8
)X = 0,

y

Q = e, m = 100mH = 1.674 × 10−25 kg, R = 0.10 m.
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因此，

对于给定的 ，估算的阈值角频率为

对应的普通频率为

所以，

所选频率必须高于这一估算阈值。在阈值处，

这与所假定的尺度分离一致。

B-1

激发态的特征寿命为 。能量–时间不确定性关系给出的估算为

将特征能量半宽取为 ，得到

对于由有限寿命决定的线宽，通常的估算因而为

不确定性原理能够可靠给出的是量级关系 ；数值因子取决于线宽的定义方式。

B-2(a)

用  标记沿  方向传播的光子，用  标记沿  方向传播的光子。对于以速度  运动的原子，一阶

多普勒频移给出

与原子同向传播的光子发生红移；与原子反向传播的光子发生蓝移。

题目给出的函数  已经规定了原子参考系中的吸收速率。将这些频率代入，得到

k = √

(1.602 × 10−19)(8 × 10−9)

2(8.854 × 10−12)(1.674 × 10−25)(0.10)2
= 2.079 × 105 s−1.

k ≃ 2.1 × 105 s−1.

a = 0.04

Ωth =
√2 k

a
= 7.351 × 106 rad/s.

fth =
Ωth

2π
= 1.170 × 106 Hz.

Ωth ≃ 7.4 × 106 rad/s, fth ≃ 1.2 MHz.

Ωth

k
≃ 35,

aΩ2
th

k2
= 50,

τ

ΔE τ ≳
ℏ

2
.

ΔE ≃ ℏΓ

Γτ ≳
1

2
.

Γ ≃
1

2τ
.

Γ ∼ 1/τ

+ +x − −x v

ω′
+ = ωL (1 −

v

c
), ω′

− = ωL (1 +
v

c
).

s(ω)

s+ = sL + α(ω′
+ − ωL) = sL − αωL

v

c
,

s− = sL + α(ω′
− − ωL) = sL + αωL

v

c
.
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于是，

每个被吸收光子的带符号动量为 。将  定义为带符号的  方向动量传递速率，则

展开并仅保留  的一阶项，得到

B-2(b)

在原子参考系中，由于两个发射方向等概率，重新发射的光子的平均动量为零。因此平均力为

在这里采用的近似下，原子参考系中吸收与发射的能量相等。因此，在计算平均力时忽略反冲，一个完整

循环在该参考系中的净能量传递为零。变换到实验室参考系后，纵向力在所保留的近似阶次内不变。

利用 ，得到

激光频率位于吸收曲线的上升侧，因此 。所以该力与速度方向相反，使动能减小。

B-3

设入射光子沿  方向传播，其动量大小为

原子的初始动量为零。由动量守恒可得以下两种等概率的结果：

发射方向 原子的末动量 末动能 概率

沿  方向，与入射方向相同

沿  方向，与入射方向相反

因此，每个吸收–发射循环中动能的平均增加量为

沿  方向传播的入射光子给出的平均能量增加量相同。由于每隔  完成一个循环，

B-4

阻尼力使原子机械能变化的速率为

s± = sL ∓ αωL
v

c
.

±ℏω′
±/c π± x

π+ =
ℏω′

+

c
s+, π− = −

ℏω′
−

c
s−.

v/c

π+ = ℏkL [sL − (sL + αωL)
v

c
],

π− = −ℏkL [sL + (sL + αωL)
v

c
].

F ′
x = π+ + π− = −

2ℏωL

c2
(sL + αωL)v.

sL ≪ αωL

Fx ≃ −
2αℏω2

L

c2
v = −2αℏk 2

Lv.

α > 0

+x

pγ = ℏkL.

+x 0 0 1/2

−x 2pγ 2p2
γ/m 1/2

⟨ΔK⟩ =
1

2
(0) +

1

2

(2pγ)2

2m
=

p2
γ

m
.

−x τ

Pin =
⟨ΔK⟩

τ
=

ℏ2k 2
L

mτ
.

Fxv = −2αℏk 2
Lv

2.
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因此，以正值表示的输出功率，即能量移除速率，为

热平衡时，平均冷却功率与反冲加热功率相平衡：

约去公因子，得到

本题将运动限制在一维，因此由能量均分定理可得

所以，

在这一模型中，原子质量和激光波数在平衡温度的表达式中相消。

B-5

代入给定数值，

因此，

对于给定的质量 ，相应的速度方差为

解答已与官方解答核对。

题目 3：黑寡妇脉冲星

在已观测到的恒星中，双星占相当大的比例。其中一颗或两颗恒星可能是以很高的角速度自转并发射

电磁波的中子星；这样的恒星称为脉冲星。有时，伴星是一团膨胀的气体，这些气体逐渐落到中子星

上，使其质量增加（图 1-a）。这样，中子星逐渐吞噬其伴星的一部分质量。因此，人们将这种中子

星比作黑寡妇蜘蛛（或红背蜘蛛），即交配后吃掉配偶的雌蜘蛛。落向黑寡妇的气体受热，产生可观

测到的辐射。质量最大的中子星往往是黑寡妇，它们是检验基础物理的天然实验室。图 1-b 显示了伊

朗国家天文台的 3.4 米光学望远镜拍摄的中子星 PSR J2215+5135 的伴星图像。在这幅图像中看不

到中子星，所观测到的光来自它的伴星。

Pout = 2αℏk 2
Lv

2.

2αℏk 2
L ⟨v2⟩ =

ℏ2k 2
L

mτ
.

⟨v2⟩ =
ℏ

2αmτ
.

1

2
m⟨v2⟩ =

1

2
kBT .

T =
ℏ

2αkBτ
.

T =
1.055 × 10−34

2(4)(1.381 × 10−23)(5 × 10−9)
= 1.9098 × 10−4 K.

T ≃ 1.9 × 10−4 K = 0.19 mK ≃ 190 μK.

m = 1.674 × 10−25 kg

⟨v2⟩ = 1.58 × 10−2 m2/s2, vrms ≃ 0.126 m/s.
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图 1 - (a) 从伴星落向中子星的气体 - (b) 中子星 PSR J2215+5135 的伴星

A. 双星系统

考虑一个简单模型，将黑寡妇及其伴星表示为两个质点，质量分别为  和 ，它们绕共同质心做

圆周运动。为研究该系统的动力学，考虑一个旋转坐标系，在该坐标系中两个天体均静止。取质心为

坐标原点。假设两个质点位于  轴上、分处原点两侧，相距 ，且  位于  轴负半轴上。在运动

平面内的任意一点 ，单位试探质量的有效势  为两个质点的引力势与离心势之和。

A-1 用 、 、  和  表示 。 1.0 分

A-2 假设 ，定性画出函数  的图像。 0.7 分

假设（仅在 A-3 中） ，且  周围包裹着密度极低的稀薄气体。这些气体的质量微不

足道，忽略其引力效应。如果气体包层的尺寸超过某一特定限度，气体就会溢流到  上。假设溢流

发生在  轴上的  处。

A-3 求  的数值，保留两位有效数字。可以使用计算器。 0.5 分

设两颗恒星绕共同质心运动的周期为 。假设物质以极小的速率  从  流向 。这

一速率如此之小，以至于在每个公转周期内，两颗恒星之间的距离可以视为不变。然而，经过很长一

段时间后，两颗恒星之间的距离会发生变化，而运动仍保持为圆周运动。

A-4 用 、 、 、  和  表示  和  的变化率。 0.6 分

从  脱离的气体形成一个绕  旋转的盘，并因摩擦而升温（图 1-a）。随着气体损失能量，它

沿螺旋轨迹向内靠近 ，最终落到其表面。在稳态下，物质以恒定速率  从  流入盘，再从盘

落到  上。与此同时，受热的盘以黑体形式发出热辐射。该盘形成于非常靠近中子星的位置，因此

在分析盘的运动时，可以忽略恒星  的引力。同时，忽略气体的热容。

A-5 用 、 、  和 （斯特藩–玻尔兹曼常量）表示盘在距恒星  中心  处的温度。 1.0 分

在双星系统 PSR J2215+5135 中，中子星的质量为 ，伴星的质量为

，其中  为太阳质量。公转周期为 ，斯特藩–玻

尔兹曼常量为 ，引力常量为 。

假设流向中子星的质量流率为 。

A-6 计算盘在半径  处的温度，以开尔文为单位。 0.5 分

假设在一次突然爆发后，恒星  将其一部分质量以极高速度抛出双星系统，其质量变为 。设爆

发后  相对于  的速度大小为 。

M1 M2

x a M1 x

(x, y) φ(x, y)

M1 M2 G a φ(x, y)

M1 > M2 φ(x, 0)

M2 = M1/3 M2

M1

x x = x0

x0

a

P dM1/dt = β M2 M1

β M1 M2 G a a P

M2 M1

M1 β M2

M1

M2

β M1 G σ M1 r

MNS = 2.27M⊙

MS = 0.33M⊙ M⊙ = 1.98 × 1030 kg P = 4.14 hr

σ = 5.67 × 10−8 W/m2K4 G = 6.67 × 10−11 m3/kg s2

β = ṀNS = 9 × 10−10 M⊙ yr−1

r =
a

10

M1 M ′
1

M ′
1 M2 v′
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A-

7

用 、 、  和  表示使新双星系统保持束缚的  的最大值。假设爆发是各向同性的，

要使双星系统保持束缚，  的最小值是多少？

0.7

分

B. 恒星稳定性分析

本部分研究单颗恒星的稳定性。考虑一颗由某种特定物质构成的恒星，该物质的状态方程为

，其中  和  为常量。设  和  分别为距恒星中心  处的压强和密度。恒星中心

的压强和密度分别为  和 。在 B 部分的所有题目中，对所有矢量均取向外为正方向。

B-

1
用  以及常量  和  表示恒星中心附近的引力加速度 。

0.2

分

B-

2

推导确定平衡时  的（微分）方程，并将其写成如下形式：

。求函数  和 。

0.6

分

B-

3
构造一个具有长度量纲、形式为  的量 。

0.4

分

B-

4

将 B-2 中的（微分）方程改写为如下形式：  其中

， 。求函数  和 。

0.3

分

B-

5
对于 ，可得 。求 。

0.6

分

假设某颗恒星的  随  变化的关系由图 2 中的曲线给出。

图 2 -  的图像

M ′
1 M2 G a v′

M ′
1

p = Kργ K γ p(r) ρ(r) r

pc ρc

r G ρc g(r)

ρ(r)
d

dr
[h1(ρ, r)

dρ

dr
] + h2(r)ρ = 0 h1 h2

r0 = Glpmc ρ
n
c r0

d

dx
[A1(u,x)

du

dx
] + A2(x)u(x) = 0,

x =
r

r0
u =

ρ

ρc
A1(u,x) A2(x)

γ = 2 u(x) =
f(x)

x
f(x)

du

dx
x

du

dx
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B-

6

利用图 2 中曲线在  附近的行为，求 ，保留 3 位有效数字。如有必要，可使用所提

供的直尺。

0.8

分

为分析系统的稳定性，假设恒星略微偏离其平衡态：原先在半径  处处于平衡的球壳，现在的半径为

；类似地，参数 、  和  分别变为 、  和 。为方便起见，只考虑恒星中心附近较小的 ，此时

可以假设 ，其中 。

B-

7
用  和  表示  和 ，保留到  的一阶。

0.9

分

B-

8

对平衡半径为  的球层应用牛顿运动方程，用 、 、 、  和  表示 （  表示在

 不变时，  对  的导数）。

0.6

分

B-

9
用  和题目给出的常量表示 。求稳定平衡所需的  的最小值，并求恒星振动的角频率。

0.6

分

题目译自官方英文原文。

答案

记 ，设两颗恒星的位置为  和 。

A-1

可相差一个加性常数。

A-2 共有三个严格凹的分支，每个分支各有一个极大值。在  两侧，以及当 

时，势均趋于 。采用通常的标记，极大值位置的顺序为

其高度满足

A-3

A-4

A-5 利用局部轨道能量的释放和盘的双面辐射，

A-6

x = 0 γ

r
~r g p ρ ~g ~p ~ρ r

~r = r(1 + ε(t)) ε(t) ≪ 1

ρ g ~ρ ~g ε

r ~g ~ρ K γ
∂ ~ρ

∂~r

d2~r

dt2

∂ ~ρ

∂~r
t ~ρ ~r

ε
d2ε

dt2
γ

M = M1 + M2 x1 = −aM2/M x2 = aM1/M

φ(x, y) = −
GM1

√(x + aM2/M)2 + y2
−

GM2

√(x − aM1/M)2 + y2
−

GM

2a3
(x2 + y2)

x1,x2 x → ±∞
−∞

xL3
< x1 < 0 < xL1

< x2 < xL2
,

φ(L1) < φ(L2) < φ(L3) < 0.

.
x0

a
= 0.36

, .ȧ = 2βa(
1

M2
−

1

M1
) Ṗ = 6πβ√

a3

GM
(

1

M2
−

1

M1
)

.T (r) = (

GM1β

8πσr3
)

1/4

.T (a/10) ≃ 8.9 × 103 K
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A-7 逃逸速度的临界值为

束缚轨道要求 。对于各向同性抛射，

任一条件取等号时，均对应临界的抛物线逃逸情形。

B-1

B-2 一种方便的归一化选择为

B-3

B-4

B-5

B-6

B-7

B-8

,v
′
crit = √

2G(M ′
1 + M2)

a

v′ < v′
crit

.M ′
1 >

M1 − M2

2

.g(r) ≃ −
4π

3
Gρcr

, .h1(ρ, r) = Kγr2ργ−2 h2(r) = 4πGr2

, .l = −
1

2
, m =

1

2
, n = −1 r0 =

√

pc

Gρ2
c

, .A1(u,x) = γx2uγ−2 A2(x) = 4πx2

.f(x) =
sin(√2πx)

√2π

.γ ≃ 1.67

, .~ρ = ρ(1 − 3ε) + O(ε2) ~g = g(1 − 2ε) + O(ε2)

.
d2~r

dt2
= ~g − Kγ~ργ−2 ∂ ~ρ

∂~r
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B-9

临界值为 ，当  时有回复振动，取等号时处于临界状态。振动的角频率

为

解答

A-1

设 。由质心条件和两星间距可得

因此

若双星的角速度为 ，对任一恒星应用牛顿运动方程可得

单位试探质量的引力势是两个质点引力势的和。在匀速旋转参考系中，向外的离心加速度由下列势产生：

因此，

A-2

在  轴上，

图像的准确描述如下：

在  和  处有向下发散的竖直奇点：从每颗恒星的任一侧接近时，势均趋于 。

当  为很大的正值或负值时，

因此两个外端都下降至 。

被两颗恒星分隔出的三个区间中，每个区间恰有一个极大值。

为证明最后一点，在质点以外的位置，

.ε̈ +
4πGρc

3
(3γ − 4)ε = 0

γcrit = 4/3 γ > 4/3

.ω = √

4πGρc

3
(3γ − 4)

M = M1 + M2

M1x1 + M2x2 = 0, x2 − x1 = a,

x1 = −
M2

M
a, x2 =

M1

M
a.

Ω

Ω2 =
GM

a3
.

φcf = −
1

2
Ω2(x2 + y2).

.φ(x, y) = −
GM1

√(x + aM2/M)2 + y2
−

GM2

√(x − aM1/M)2 + y2
−

GM

2a3
(x2 + y2)

x

φ(x, 0) = −
GM1

|x − x1|
−

GM2

|x − x2|
−

1

2
Ω2x2.

x = x1 x = x2 −∞

x

φ(x, 0) ∼ −
1

2
Ω2x2,

−∞
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因此，每个分支均严格凹。其导数在从一端到另一端的过程中由正变负，因而有一个极大值。

将左侧、内部和右侧的极大值点分别记为 。由于 ，较重的恒星更靠近原点，并且

因此，内部极大值点位于原点右侧：

左侧外部极大值最高，右侧外部极大值次之，内部极大值最低：

采用 A-1 中选取的加性常数，整条曲线均为负值，与横轴没有交点。其纵轴截距为

A-3

气体首先通过内部平衡点  流向 ，该点处有效力为零。沿两星连线，该点是  的极大值点；

在二维有效势中，它是一个鞍点。

此处

因此

记 ，则两星之间的条件  变为

位于  内的根为

因此，保留两位有效数字，

A-4

将质量转移视为保守过程：  损失的全部质量都到达 ，且不存在外力矩。在质点模型中，忽略自转

以及暂时储存在物质流中的角动量。因此

且轨道角动量守恒。

对于圆轨道双星，

d2φ

dx2
= −

2GM1

|x − x1|3
−

2GM2

|x − x2|3
− Ω2 < 0.

L3,L1,L2 M1 > M2

dφ

dx x=0
=

GM1

|x1|2
−

GM2

x2
2

> 0.

∣
xL3

< x1 < 0 < xL1
< x2 < xL2

.

φ(L1) < φ(L2) < φ(L3).

.φ(0, 0) = −
GM

a
(

M1

M2
+

M2

M1
)

L1 M1 φ(x, 0)

M1 =
3

4
M, M2 =

1

4
M,

x1 = −
a

4
, x2 =

3a

4
.

z = x0/a ∂φ/∂x = 0

3/4

(z + 1/4)2
−

1/4

(3/4 − z)2
− z = 0.

−1/4 < z < 3/4

z = 0.360743 … .

.
x0

a
= 0.36

M2 M1

Ṁ1 = β, Ṁ2 = −β, Ṁ = 0,

L =
M1M2

M
a2Ω = M1M2√

Ga

M
.

eulersolve.org/ipho/2024/ 27 / 34



取其对数导数，

因此

由开普勒关系可得

由于  为常量，

于是

当物质从较轻的恒星流向较重的恒星时，间距和周期均增大。

A-5

采用薄盘模型，假设盘中物质沿近似圆形的开普勒轨道运动，径向动能可忽略，且物质穿过一个环带时损

失的轨道机械能在当地辐射出去。

圆轨道条件为

因此，气体的单位质量机械能为

考虑位于  与  之间的环带，其中 。物质从其外缘进入，从其内缘离开。当质量流率为 

时，释放的功率为

盘的两面均辐射。两面的环带总面积为

忽略热量储存，并令局部能量释放等于黑体辐射，得

故

0 =
L̇

L
=

β

M1
−

β

M2
+

1

2

ȧ

a
.

.ȧ = 2βa(
1

M2
−

1

M1
)

P = 2π√
a3

GM
.

M

Ṗ

P
=

3

2

ȧ

a
= 3β(

1

M2
−

1

M1
).

.Ṗ = 6πβ√
a3

GM
(

1

M2
−

1

M1
)

v2 =
GM1

r
.

e(r) =
1

2
v2 −

GM1

r
= −

GM1

2r
.

r r + dr dr > 0 β

dL = β[e(r + dr) − e(r)] =
GM1β

2r2
dr.

dA = 2(2πr dr) = 4πr dr.

4πr dr σT 4 =
GM1β

2r2
dr.

.T (r) = (

GM1β

8πσr3
)

1/4
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特别地， 。

A-6

总质量和周期为

由开普勒关系可得

因此

利用 ，

代入 ，

由此得

或

A-7

爆发是突然发生的，因此爆发后瞬间两星间距仍为 。当高速抛射的物质离开后，剩余两颗恒星的相对轨

道能量为

束缚的二体轨道要求 。因此

极限速度为

取等号时，轨道为抛物线，并非束缚轨道。

如果抛射在爆发恒星的静止参考系中是各向同性的，则不存在反冲。剩余两颗恒星的瞬时速度均不变。因

此，它们的相对速率仍为原来的圆轨道速率：

T ∝ r−3/4

M = (2.27 + 0.33)(1.98 × 1030) = 5.148 × 1030 kg,

P = 4.14(3600) = 14904 s.

a = (

GMP 2

4π2
)

1/3

= 1.24548 × 109 m.

r =
a

10
= 1.24548 × 108 m.

1 yr ≃ 3.156 × 107 s

β =
9 × 10−10(1.98 × 1030)

3.156 × 107
≃ 5.65 × 1013 kg s−1.

M1 = 2.27(1.98 × 1030) kg

T = [

(6.67 × 10−11)(2.27 × 1.98 × 1030)(5.65 × 1013)

8π(5.67 × 10−8)(1.24548 × 108)3
]

1/4

.

T ≃ 8.86 × 103 K,

.T ≃ 8.9 × 103 K

a

E ′ =
1

2
μ′v′2 −

GM ′
1M2

a
, μ′ =

M ′
1M2

M ′
1 + M2

.

E ′ < 0

v′2 <
2G(M ′

1 + M2)

a
,

.v′
crit = √

2G(M ′
1 + M2)

a

( )
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代入束缚条件可得

即

等价地，抛出的质量必须小于双星原有总质量的一半：

所述最小值是一个临界阈值；取等号时恰好发生临界逃逸。

B-1

由球对称性，只有半径  内所包含的质量对该处的引力场有贡献。在中心附近， ，因此

取向外的加速度为正，

因此

B-2

流体静力学平衡要求

内部所包含的质量满足

因此，

利用 ，

由 ，

因此，所求的密度方程为

v′2 = Ω2a2 =
G(M1 + M2)

a
.

M1 + M2 < 2(M ′
1 + M2),

.M ′
1 >

M1 − M2

2

M1 − M ′
1 <

M1 + M2

2
.

r ρ ≃ ρc

m(r) ≃
4π

3
ρcr

3.

g(r) = −
Gm(r)

r2
≃ −

4π

3
Gρcr.

.g(r) ≃ −
4π

3
Gρcr

dp

dr
= ρg.

g = −
Gm(r)

r2
,

dm

dr
= 4πr2ρ.

d

dr
(r2g) = −4πGr2ρ.

g = (1/ρ) dp/dr

d

dr
(

r2

ρ

dp

dr
) + 4πGr2ρ = 0.

p = Kργ

dp

dr
= Kγργ−1 dρ

dr
.
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所以，一组可行的选择为

将两个函数同乘一个非零常数，可得到等价的方程。

B-3

相关量纲为

要求  具有量纲 ，可得

解得

故

由于 ，还可方便地写成

B-4

将

代入 B-2 中的方程：

由于 ，除以  得

于是

中心处的条件为

后一个条件由正则性和球对称性得到。

.
d

dr
(Kγr2ργ−2 dρ

dr
) + 4πGr2ρ = 0

, .h1 = Kγr2ργ−2 h2 = 4πGr2

[G] = L3M −1T −2, [pc] = ML−1T −2, [ρc] = ML−3.

Glpmc ρ
n
c L

−l + m + n = 0, 3l − m − 3n = 1, −2l − 2m = 0.

l = −
1

2
, m =

1

2
, n = −1.

.r0 =
√pc

√Gρc
=
√

pc

Gρ2
c

pc = Kρ
γ
c

r2
0 =

Kρ
γ−2
c

G
.

r = r0x, ρ = ρcu,
dρ

dr
=

ρc

r0

du

dx

Kγργ−1
c

d

dx
(x2uγ−2 du

dx
) + 4πGr2

0ρcx
2u = 0.

Gr2
0ρc = Kρ

γ−1
c Kρ

γ−1
c

.
d

dx
(γx2uγ−2 du

dx
) + 4πx2u = 0

, .A1(u,x) = γx2uγ−2 A2(x) = 4πx2

u(0) = 1, u′(0) = 0,
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B-5

对于 ，方程化为

令 。则

对于 ，

记 ，通解为

中心处  有限，要求 。归一化条件  随后给出 。因此

且

具有物理意义的密度分布在其第一个零点  处终止。

B-6

本题回到一般的 。在中心附近，由正则性可作展开

代入无量纲平衡方程，取  阶项，得

故

若  为所绘  随  变化曲线在原点处的斜率，则

图 2 中曲线在原点处的切线斜率约为

因此

这与  一致。

γ = 2

d

dx
(x2u′) + 2πx2u = 0.

u = f/x

x2u′ = xf ′ − f,
d

dx
(x2u′) = xf ′′.

x > 0

f ′′ + 2πf = 0.

k = √2π

f = A sin(kx) + B cos(kx).

u = f/x B = 0 u(0) = 1 Ak = 1

,f(x) =
sin(√2πx)

√2π

u(x) =
sin(√2πx)

√2πx
.

x = √π/2

γ

u(x) = 1 + cx2 + O(x4), u′(x) = 2cx + O(x3).

x2

6γc + 4π = 0.

u′(x) = −
4π

3γ
x + O(x3).

s u′ x

s = u′′(0) = −
4π

3γ
, γ = −

4π

3s
.

s ≃ −2.51.

.γ ≃
4π

3(2.51)
≃ 1.67

γ = 5/3
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B-7

跟踪一个特定的物质壳层。当它从  移动到

时，其质量守恒。由于中心附近相邻壳层具有相同的尺度因子，

薄壳层的质量守恒给出

因此

于是

运动壳层内部所包含的质量也守恒。因此，

从而得到

这里  为负，与规定的向外为正的约定一致。

B-8

向外的压强加速度为

加入引力后，牛顿运动方程为

对受扰动物质使用同一状态方程，

得到

故

B-9

在固定时刻，  与中心附近壳层的标记  无关。因此

r

~r = r(1 + ε).

d~r = (1 + ε) dr.

4πr2ρ dr = 4π~r2 ~ρ d~r,

~ρ =
ρ

(1 + ε)3
= ρ(1 − 3ε) + O(ε2).

.~ρ ≃ ρ(1 − 3ε)

~g = −
Gm(r)

~r2
=

g

(1 + ε)2
,

.~g ≃ g(1 − 2ε)

g

−
1
~ρ

∂~p

∂~r
.

d2~r

dt2
= ~g −

1
~ρ

∂~p

∂~r
.

~p = K~ργ,

∂~p

∂~r
= Kγ~ργ−1 ∂ ~ρ

∂~r
.

.
d2~r

dt2
= ~g − Kγ~ργ−2 ∂ ~ρ

∂~r

ε r
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且

因此，B-8 中的压强项按如下关系缩放：

在未受扰动的平衡态中，

结合 ，可得

保留到一阶，

于是

由于  是原壳层的标记，为常量，

利用中心附近的结果 ，

要使加速度具有回复作用，  的系数必须为正。因此

所以临界值为

取等号时，在这一阶近似下没有回复力；当  时，存在随时间增长的扰动。当  时，运动

为简谐运动，其角频率为

从图像得到的数值  位于稳定范围内。

解答已与官方解答核对。

~ρ(~r, t) = (1 + ε)−3ρ(
~r

1 + ε
),

∂ ~ρ

∂~r
= (1 + ε)−4 dρ

dr
.

Kγ~ργ−2 ∂ ~ρ

∂~r
= Kγργ−2 dρ

dr
(1 + ε)2−3γ.

Kγργ−2 dρ

dr
= g.

~g = g(1 + ε)−2

d2~r

dt2
= g [(1 + ε)−2 − (1 + ε)2−3γ

].

(1 + ε)−2 = 1 − 2ε,

(1 + ε)2−3γ = 1 + (2 − 3γ)ε.

d2~r

dt2
= g(3γ − 4)ε.

r

d2~r

dt2
= rε̈.

g/r = −4πGρc/3

.ε̈ = −
4πGρc

3
(3γ − 4)ε

−ε

γ >
4

3
.

.γcrit =
4

3

γ < 4/3 γ > 4/3

.ω = √

4πGρc

3
(3γ − 4) = √4πGρc(γ −

4

3
)

γ ≃ 1.67
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