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Soru 1: Sera Etkisi

[
2021 yilinda Syukuro Manabe ve Klaus Hasselmann, Dinya'nin iklimini modelleme ve insanlarin

enddstriyel faaliyetlerinden kaynaklanan ktiresel isinmayi dogru bicimde éngérme konusundaki
calismalari nedeniyle Nobel Fizik Od(ilii'niin yarisina layik gériildiler. Bu soruda, sera etkisine bagl
kiresel iIssnmanin basit bir modelini inceleyecegdiz. Sera gazlari, Diinya atmosferinin Dinya'dan
yayilan kizildtesi 1sinimi gegirme veya sogurma ile ilgili optik 6zelliklerini degistirerek gezegenin
ortalama sicakliginin yiikselmesine neden olur.

Farkli sicakliklardaki tim cisimler isil iginim yayar. u(\, T')d niceligi, T' sicakhigindaki bir cismin A
ile A + d) dalga boylari arasinda birim alan basina yaydidi isil isinim gliclinii gosterir. Planck'in
kara cisim i1sinimi kuramina gore

2mhc? 1
5 )
burada hc = 1.24 x 103 eV - nm ve kg = 8.62 x 107° eV /K degerlerindedir. u(), T)
fonksiyonunun maksimumuna karsilik gelen dalga boyu, A.x 1 = b bagintisindan (Wien kayma
he

yasasl) bulunur. Nitekim denklem (1) kullanilarak b = P oldugu gosterilebilir; burada boyutsuz

T niceligi, f(:z:) = 0 bigimindeki bir denklemin agikar olmayan kokiidir; asadidaki gorevlerden

u(A,T) =

birinde f(ac) fonksiyonunu bulmaniz istenmektedir. Bir kara cismin tim dalga boylarinda birim alan
basina yaydigi toplam isinim giicl, Stefan-Boltzmann yasasiyla U(T) = oT* olarak verilir; burada
o=5.67x10"8 W/m2K4 degerindedir. Ayrica Kirchhoff'un isinim yasasina gore, 1sil dengede
belirli bir dalga boyunda tzerine gelen isinimin belli bir oranini soguran bir cisim, ayni dalga
boyunda kara cisim isiniminin ayni orani kadar isinim yayar.

Bu soru boyunca Giines'in, ortalama yiizey sicakligi olan Ts = 5.77 x 103 K sicakliginda bir kara
cisim oldugunu varsayin. Giines'in yarigapi Rg = 6.96 x 108 m, Diinya ile Glines arasindaki
ortalama uzaklik ise d = 1.50 x 10! m degerindedir. Dlnya tGzerinde 1sinim dogrultusuna dik
birim alana gelen Gunes isiniminin spektral gucunu ﬂs()\) ile gOsteriyoruz. Bu niceligin tim dalga
boylari Gzerinden integrali, yani Sg = fﬂs()\)d)\, Glines sabiti olarak adlandirilir.

Bu soruda Dtinya'nin isil dengede oldugunu ve ylizeyinin tim noktalarinda ayni sicakliga sahip
oldugunu varsayin. Sorunun tiim boéllimlerinde, istenen niceligi dnce soruda verilen veriler
cinsinden parametrik bigcimde ifade edin, ardindan sayisal degerini ¢ anlaml basamakla bulun.
Gerekli birimler cevap kagidinda belirtilmigtir.

A. Kara Cisim Olarak Diinya

Bu bolimde Diinya'nin ylzeyini bir kara cisim olarak ele alin ve Diinya'nin atmosferini ihnmal edin.
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Boliim Gorev Puan

A-1 Gunes sabiti So'l bulun. 0.6 puan
A-2 Diinya'nin sicakhdi Tg'yi bulun. 0.6 puan
A-3 f(x) fonksiyonunu bulun. 0.4 puan
A-4 x,,'nin sayisal degerini hesaplayin ve bu z,,, dederinden b'nin degerini bulun. 0.4 puan
A-5 Glines ve Dinya igin Apax'1 bulun. 0.2 puan

Sekil 1'de yig () ve u(\, Tx) fonksiyonlar A'ya bagli olarak cizilmistir; burada =, iki tepe
degderinin esit olmasini saglayacak sekilde '&s()\)'yl yeniden dlgeklendiren boyutsuz bir katsayidir.

Boliim Gorev Puan

A-6 ~'yi belirleyin. 0.8 puan

Sekil 1-u(A, Tg) (kirmizi) ve yas(\) (mavi) fonksiyonlarinin A'ya baglh grafigi
B. Sera Etkisi

Bu boliimde, Diinya atmosferinin Dlinya ylizeyinin biraz lizerinde ince bir tabaka olarak
modellendigi basit bir model sunuyoruz; boylece atmosfer tabakasinin alani ile Diinya ylizeyinin
alani arasindaki fark ihmal edilebilir (bkz. sekil 2). Bundan sonra, Diinya ve Glnes'ten yayilan isil
isinimin biylk kisminin, her birinin kendi A, degerine yakin dalga boylarinda yayildigini varsayin.
Ayrica "atmosfer tabakasinin” yukaridan veya asagidan gelen goriiniir-morotesi isinimin

rao = 0.255 oranindaki kismini yansittigini ve geri kalanini tamamen gegirdigini varsayin.
Atmosferin kizilotesi isinimin higbir kismini yansitmadigini, ancak kizilotesi isinimin € oranindaki
kismini sogurdugunu ve geri kalanini gegirdigini varsayin. Sera etkisi olarak bilinen bu davranis,
Dinya'nin ortalama sicakligini degistirir. Dinya'nin ylizeyi ise goriiniir-morotesi isinimin rg
oranindaki kismini yansitir ve bu isinimin geri kalanini ve kizilétesi isinimin tamamini sogurur.
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ATMOSPHERE

Infrared
heat
adiation

Sekil 2 - Dunya ile atmosfer arasindaki isi akiglari

Boliim Gorev Puan
By € = 1 ve rg = 0 oldugunu varsayarak Diinya'nin sicakligi Tg'yi ve atmosferin 1.0
sicakh@i T’ 'y1 hesaplayin. puan

Simdi rg # 0 oldugunu varsayin. Bu durumda “Diinya + atmosfer” birlesik sistemi, Glines
isiniminin “albedo” olarak adlandirilan ve « ile gosterilen farkli bir oranini yansitir.

Boliim Gorev Puan
5 Albedo a'yi g ve 7 A cinsinden belirleyin. Ardindan rg = 0.102 (ve 7o = 0.255) 1.6
oldugunu varsayarak sayisal degerini hesaplayin. puan

a) Dlnya'nin sicakligini o, o, Sy ve € cinsinden ifade edin.

1.0
B-3
b) Verilen verileri ve hesaplanan albedoyu kullanarak, Diinya'nin giinimuizdeki puan
ortalama sicakligi olan Ty = 288 K degerini veren €'nun sayisal degerini bulun.
B-4 %'nu bulun ve ¢ yuzde bir arttiginda Diinya'nin sicakliginin ne kadar artacagini 0.8
belirleyin. puan

Ty = 245 K ve T = 288 K oldugunu varsayin. Bu dederler gercek verilerden elde edilmistir ve
onceki gorevlerde buldugunuz sonuglardan farklh olabilir. Simdi Diinya'dan atmosfere dogru

Jxr = k(Tg — T'4) seklinde isinim digi (6rnegin taginimla gergeklesen) bir isi akiginin siirdigin
varsayin; burada k bir sabittir. Jxgr niceligi, birim alan basina aktarilan gigtdr.

Boliim Gorev Puan
. 1.6
B-5 eve k'yiTg, Ty, o, a ve Sy cinsinden hesaplayin.
puan
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Boliim

B-6
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Gorev

dTy dTg ,
== Ve —='nun

a) Bolum B-5'te elde edilen denklemlerin £'na gore tlirevini alarak,

sagladigi iki cebirsel denklemi bulun.

b) Bu denklemleri kullanarak, €'nun degerindeki ylizde birlik artis sonucunda
Diinya'nin sicakliginda meydana gelen degdisimin sayisal degerini bulun.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Kuresel ortalamasi alinmis sogurulan Gunes isinimi akisini soyle tanimlayalim:

2 5
= () (=) L/ Bs 90102
Rs Ts 4V 2d

Puan

1.0
puan

- (1—a)So
Q=-"—1—.
Yiizde birlik artis, Ae = 0.01¢ olarak alinmistir. Sayisal sonuglarda yuvarlanmamig ara degerler
kullaniimistir.

e A-1

4 Rs 2 3 —2

SO = O'TS 7 =1.35 x 10° Wm ~“.

e A-2

So 1/4 Rsg

Tg = | — =Ts4/ — =278 K.
B (40) 5V 24

e A-3

flz)=5(1-e®) -~
e A-4

hc _3
xm = 4.97, b= =2.90x 10 mK.
mka
e A-5
A —b—502nm A = b—104m
max,S — TS — ) max,E — T - -4 pIm.

e A-6

4/37



e B-3(a)

e B-3(b)

e B-5

e B-6(b)
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[(1—74)8,]*
Ty = [L2ra)So | gpr i
- 20 -
[(1—7a)80 7"
Ty = [ LS ek
L 40- -
TE(l - TA)2
1 —7rarE
(1 — Oé)So 1/4
Ty =
4o(1 —¢/2)
1—a)S
fog_ ai 0 _ 0.809
20‘TE
dTs Tg
_ — 604K, ATy ~ 0.489 K.
de 4(2 —¢) z

Sicaklik degisimi birinci mertebeden elde edilen sonugtur; tam sonlu degisim 0.491 K'dir.

aTﬁ1 - Q

E= —
o(Tg — Ty)

= 0.849,

(0T — Q)(2T; — T)

(Tg — T3)(Te — Ta)

—0.365 Wm 2K

e B-6(a) X = dTx/de ve Y = dTa/de olmak lzere,

(40TE + k)X — (4e0T} + k)Y = 0T},

—(4e0TE + k)X + (8eoTR + k)Y = o(Tg — 2T%).

| X =61.7K,

Y = 478K,

ATg ~ 0.524 K. |

Sicaklik degisimi birinci mertebeden elde edilen sonugtur; tam sonlu degisim 0.527 K'dir.
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Coziim
A-1
Gunes'in yaydigi toplam gui¢ Stefan—Boltzmann yasasindan bulunur:

Ls = 4nR30Ty.

Isinim glictiniin korunumu geredi, bu 1sinim glicl d yarigaplh bir kiirenin yiizeyine dagdilir. Dolayisiyla,

Ls . Rs\’
So=—+=0Tc| — ] .
0T Tn US(d)

Degerler yerine konuldugunda

Sy =1353.076... Wm 2 =1.35 x 103 Wm2|.

Ayni geometrik seyrelme her dalga boyunda gecerlidir:

is(\) = (%)211()\,%).

A-2

Diinya'nin yarigapini Ry ile gosterelim. Diinya, Glines isigini izdliglim alani WR% Uzerinden alirken,
47TR]23 alanh ylzeyinin tamami isil isinim yayar.

Kara cisim olarak ele alinan Diinya dengedeyken,

TR%S, = AnRgoTy.

Boylece
So 1/4 Rg
Tg = | — =Ts4/ — =277.920... K.
B (40) SV 24
Dolayisiyla,
Ty = 278 K|
A-3
Sabit 1" i¢in su degiskeni tanimlayalim:
~ he
T NepT

Planck yasasinin logaritmik tlrevi alindiginda

1 Ou 1 ze®

——— = —|-5+ .

u OA A er —1
Sonlu bir dalga boyundaki maksimumda bu tlirev sifir olur, dolayisiyla

x
1—e’

Buna gore uygun bir fonksiyon
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x = 0 cebirsel kok, sonlu bir dalga boyundaki maksimuma degil, A — oo durumuna karsilik gelir.
Aranan kok pozitif ve sifirdan farklidir.

A-4
Sifirdan farkh kok, ornegin Newton yontemiyle elde edilebilir:
5(1—e ™) —zp

Tn+l = Tn —

He Tn — 1
o = Hile baglanirsa
T, = 4.965114.. ...

Ty = he/(ApaxksT) oldugundan,

AT =T _y

rmkB

Verilen sabitler kullanildiginda,

3

b= 1.24 X 10 nmK = 2.897244 ... x 10~ mK.

(4.965114...)(8.62 x 107°)
Dolayisiyla,

z,, = 4.97, b=290x 10 mK|

Planck fonksiyonu dalga boyu araliginin her iki ucunda sifira yaklasir ve bu nokta onun sonlu, pozitif
dalga boylarindaki tek duragan noktasidir; dolayisiyla maksimumdur.

A-5

Wien kayma yasasl her bir cisme uygulandiginda,

b
)\maX7S — ?S - 502-122 .« . Ilm,

b
Amax,E = T_E =10.4247... M.

Boylece

Amax,s = 502 nm, Amax,E = 10.4 pm|.

Gunes'in tepe noktasi gorunir bolgede, Dinya'nin tepe noktasi ise kizilotesi bolgededir.
A-6
Maksimumda Amax = b/T olur ve Ustel fonksiyonun argiimani z,,'ye esittir. Dolayisiyla,

27hc?

= 75,
b5 (e*m — 1)

Umax (T')

Boylece birim dalga boyu basina spektral gliciin tepe degeri T ile orantilidir.

Cizilen iki tepenin ylksekliklerinin esit olmasi icin

R 2
7(78) umax(TS) - umaX(TE)7

olmalidir; buradan
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A-2'den,
Dolayisiyla,

B-1

B bolumuinde belirtilen spektral yaklagim, Gunes isinimini gortinir-morotesi, Dinya ve atmosferden
yayilan isil iginimi ise kizilotesi olarak ele alir. Atmosfer, Glines isinimini sogurmaz. Kirchhoff yasasina
gore atmosferin kizildtesi yayma katsayisi €'na esittir; dolayisiyla her bir ylizu E,‘O'Tj;l akisi yayar.
Dunya'nin kizilotesi yayma katsayisi birdir.

Burada € = 1 ve rg = 0'dir. Ylizeyde sogurulan Glines isinimi akisinin kiiresel ortalamasi

(1 — TA)S() .

Q1= 1

Atmosferin dengede olmasi igin
oTg = 20T§,
olmalidir; ¢clinkli atmosfer, Dinya'nin yukari dogru yaydigi isinimi sogurur ve her iki yonde i1sinim yayar.
Ylzeyin enerji dengesi
Q1+ 0Ty = oTg.
Denklemler birlestirildiginde,
oTE = Qy, oTs = 2Q;.

Dolayisiyla,
- 1/4
Ty = [(14&] —[258 K],
g
1 p)S, 144
Ty = {(2&] _ 307K\
o
B-2

Gelen Gunes isinimi gliclini bire normalize edelim. Atmosfer bunun 75 oranindaki kismini dogrudan
yansitir. Yizeyden bir kez yansidiktan sonra uzaya kagan kisim

(1 —ra)re(l —ra).
Ylzey ile atmosfer arasindaki her ek gidis donuste, kalan yansimis glic 7ATg ¢arpani ile carpilr.

Tum katkilar toplandiginda,
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o
a=ry+rp(l—ra)?) (rare)"

n=0
1— 2
=17A+ —TE( TA) .
1-— TATE
Esdeger olarak,
) B (1 —74)(1 —7g)
—a = .

1 —rprg
Verilen yansitma katsayilariyla,
a=0313124..., [a=0313]
Yansitilmayan Gunes isinimi gliciinin tamami yuzey tarafindan sogurulur.
B-3
(a) Su tanimi yapalim:

B (1—-a)Soy
@=12%

Isinim disi 1s1 aktarimi olmadiginda yiizeyin ve atmosferin enerji dengeleri
Q +eoTy = 0Ty,
eaTél = 260’T:.

€ > 0 icin ikinci denklemden

T4
Ti= 2.
AT 9
Birinci denklemde yerine konuldugunda,
Q=oTs (1 — i)
2
Boylece
(1-a)8 1"
Tg = | ————— .
40(1 —¢/2)

Bu ifade, € = 0 durumuna da stirekli bigimde uzanir.

(b) Sogurma katsayisi i¢in yeniden dizenlendiginde,

e =2 1_i :2_m.
ol 20T

Yuvarlanmamig akilar

Q = 232.348778 ... Wm 2, o(288 K)* = 390.079395. ..

Boylece

e = 0.808710..., e = 0.809|.

B-4

So ve a'yi sabit tutalim. B-3'teki sonucun logaritmik tiirevi alindiginda
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Wm2.

9/37



1 dTg 1 1

Te de  8(1—¢/2) 4(2—¢)

Dolayisiyla,
dTgy Tg
de  4(2—¢) |
B-3'teki denge durumunda,
dT
=L —60.4387... K =[60.4 K|
de
Yuizde birlik bagil artis icin,
Ae = 0.01e.
Birinci mertebede,
T .01eT;
ATy ~ B A, 00LeTs  roeai]
de 4(2 —¢)

Karsilastirma igin, sonlu degisim dogrudan hesaplandiginda

B 1/4
_2=¢ V" 4| —[0a9iK]|
2 —1.01¢e

Yukar yonli iginim digi akiy1 hesaba katalim:
JNR = k(Tg — Ta).
Ylizey bu enerjiyi kaybederken atmosfer kazanir. Denge denklemleri su hale gelir:
Q +eoTy = oTg + k(Ts — Th), (2)
eoTy + k(Te — Ta) = 2¢0T}. (3)

ATéinite — TE

B-5

Kisalik icin sdyle yazalim:
E = oTy, A =oTy.
iki enerji dengesi toplandiginda sistem igindeki isi aktarimi elenir:
Q=(1—-¢)E+cA.

Sag taraf, uzaya kagan isinimdir: atmosferden gegen yizey isinimi ile atmosferin yukari dogru yaydigi
Isinimin toplami. Cozulduglinde,

E =

-Q oTg —Q
~A (T -1} |

| &

Denklem (3)'ten
k(Tg — Ty) = e(2A — E).
Dolayisiyla,

Tl T (Ol QeI T
 Ts-Ta  (TE-TH(Te—Ta)

Ty = 288 Kve T’y = 245 K igin,
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E =390.079395... Wm 2, A =204.290135... Wm 2.
Dolayisiyla,

e = 0.849, k=0.365Wm 2K !|

Elde edilen 1si akisi

JNr = 15.7 Wm 2,
olup belirtilen yukari yonde pozitiftir.
B-6

(a) € degisirken Sy, a ve k'yi sabit tutalim ve her iki sicakligin da degismesine izin verelim. Su tanimlari
yapalim:
dT; dT
X==E  y==2
de de
Denklem (2)'nin tirevi alindiginda
0T +4e0TY = 40TEX + k(X - Y).

Boylece

46T3 + k)X — (4eoT? + k)Y = oT}.
E A A

Denklem (3)'lin turevi alindiginda
oTp + 40T X + k(X —Y) = 20T 4 + 8¢0T}Y.

Boylece

—(4e0TE + k)X + (8¢0T} + k)Y = o(Tg — 2T}%).

(b) Acik bir parametrik ifade vermek icin
p:4aTE3, q:4chA3,
tanimlarini yapalim ve &£ = ché, A= O'T&l tanimlarini koruyalim. Sistemin determinanti
D= (p+k)(2eq+k) — (cq+k)(ep+ k) =e(2 — e)pg+ k[(1 — &)p + eq].
Y elendiginde

eqE + k(E — A)
5 :

X —

Benzer sekilde,

(p+k)(E—2A)+ (ep+k)A
5 )

Yy —

B-5'teki denge degderleri kullanildiginda,
X =61.7352... K, Y =47.7734... K.
Ae = 0.01¢ igin,
ATy ~ XAe = (61.7352...)(0.01)(0.84897597 . ..) K.
Dolayisiyla,

ATg ~ 0.524 K|
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Baslangigtaki dogrusal olmayan denge denklemleri ayni k ile €., = 1.01¢ igin ¢oziildigiinde sonlu
degdisim elde edilir:

ATfnite = 0.527 K |.

Gozlm, resmi ¢ozumle kargilastirlarak kontrol edildi.

Soru 2: iyonlarin Tuzaklanmasi ve Atomlarin Sogutulmasi

[
Son birkag on yilda atomlarin ve iyonlarin tuzaklanmasi ve sogutulmasi, fizikgiler igin ilgi ¢ekici bir
konu olmus ve bu alandaki ¢calismalar bircok Nobel 6ddiltine layik gorilmustir. Bu sorunun ilk
bélimiinde, iyonlari tuzaklamak icin kullanilan ve "Paul tuzagi" olarak bilinen bir teknigi
inceleyecegiz. Wolfgang Paul ve Hans Dehmelt, bu ¢calismalari nedeniyle 1989 Nobel Fizik
Odiilii'niin yarisini paylasmistir. Ardindan, Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji ve William Daniel
Phillips'e "atomlari lazer 1si1giyla sogutma ve tuzaklama ydntemlerini gelistirmelerinden dolay:"
verilen 1997 Nobel Fizik Odlilii'niin basin agiklamasinda anilan calismalardan biri olan Doppler
sogutma teknigini inceleyecegiz.

A. Paul Tuzagi

Elektrostatik alanlarla yuklu bir parcacik igin kararli bir denge olusturmanin mimkin olmadigi
bilinmektedir. Bu nedenle, iyonlar igin kararli bir denge noktasi olusturmak daha gelismis teknikler
gerektirir. Paul tuzagi bu tekniklerden biridir.

Yarigap! R olan, diizgiin dagilmis pozitif dogrusal yiik yogunlugu A olan bir yiik halkasini ele alalim.
Kiitlesi m olan pozitif bir () noktasal yiku, halkanin merkezine yerlestirilmistir.

-

Sekil 1 - Diizgiin dagilmis dogrusal yiik yogunlugu A ve yarigapi R olan pozitif yiikli bir halka:
koordinat sisteminin baslangi¢ noktasi halkanin merkezindedir.

A-  a) Kartezyen koordinatlarda (m, Y, z), yukli halkanin merkezinin yakininda olusturdugu 1.5
1 elektrik alani /R, y/ R ve z/ R cinsinden birinci mertebeye kadar elde ediniz. puan
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b) Kararli dengenin bulundugu dogrultularda, ylkli pargacigin halkanin merkezi
cevresindeki kiiclk salinimlarinin agisal frekansini bulunuz.

Q yukinu tim dogrultularda tuzaklamak igin, de@isken alanlar uygulayarak dinamik bir denge
olugturmak istiyoruz. Yik yogunlugunun A = A + w cos {2t oldugunu ve burada Ao, u ve €2
dederlerinin ayarlanabildigini varsayiniz. Isinim etkilerini ihmal edecegiz. Bu durumda, halkanin
merkezinden halka duzlemine dik dogrultudaki kiiguk yer degistirmeler igin hareket denklemi su
bicimde olacaktir:

2 = (+k% + aQ? cos Qt)z (1)
A-2 a ve k'yi bilinen parametreler cinsinden yaziniz. 0.4 puan
Su basitlestirici varsayimlari yaparak Denklem (1)'in yaklasik bir ¢ézimunu elde etmek istiyoruz:
a <1, Q> kveaQ? > k2. Buvarsayimlarla, bu denklemin ¢6zUmunln iki kisma ayrilabilecegi
gosterilebilir: z(t) = p(t) + q(t); burada p(t) yavas degisen bir bilesen, g(t) ise ortalama degeri

sifir olan, kigiik genlikli ve hizli degisen bir bilegsendir. Bagka bir deyisle, g(t)'nin birkag salinimi
boyunca p(t) sabit kabul edilebilir (bkz. Sekil 2).

VA

Sekil 2 - YUkIu pargacigin hareket denklemi igin tipik bir ¢oziim: p(t) genel hareketi verirken g(t)
bu yoriingenin gevresindeki kiiglik salinimlari temsil eder. Sagdaki elips, bu yoriingenin bir kisminin
blyutulmus gorinumudur.

a) Yukarida belirtilen yaklagimlari kullanarak g(t)'nin hareket denklemini a, €2 ve p

cinsinden bulunuz.
A- 1.8

3 uan
b) Bu fonksiyonun sahip olmasi gereken 6zelliklere karsilik gelen uygun baslangi¢ P

kosullarini dikkate alarak bu denklemin ¢ozimunu bulunuz.
a) Hizli degisen bilesenin ortalama etkisini kullanarak p(t) igin etkin bir hareket denklemi
A-  elde ediniz. 1.5

4 puan
b) Denge noktasinin kararlligini inceleyiniz ve kararli denge kosulunu bulunuz.

Ao =8x107"° C/m ve R = 10 cm oldugunu varsayiniz. Bu diizenegi, hidrojen atomundan 100
kat daha agir, tek iyonlagsmis bir atomu tuzaklamak icin kullanmak istiyoruz.

eulersolve.org/ipho/2024/ 13/37



k'yi hesaplayiniz. a = 0.04 oldugunu varsayarak bu iyonun hareketini kararl hale

A-
getirmek igin gereken en kuguk frekansi tahmin ediniz. Sorunun sonunda verilen verileri

puan
kullaniniz.

B. Doppler Sogutmasi

Tuzaklanmig bir atomu veya iyonu sogutmak gerekebilir. Kutlesi m olan tuzaklanmis bir atomun,
aralarindaki enerji farki Ey = hw olan iki enerji diizeyine sahip oldugunu varsayiniz. Alt
dizeydeki elektronlar bir foton sogurarak Ust diizeye gegebilir; ancak 7 suresinin ardindan alt
dlizeye doner ve frekansi agirlikli olarak [wA —I',wa + F] araliginda olan bir foton yayarlar.

B-1 Heisenberg belirsizlik ilkesini kullanarak I''yi bulunuz. 0.5 puan

Benzer bir akil yuriitmeyle, tuzaklanmis atoma lazer 1181 gonderdigimizde, lazerin agisal frekansi
w1, [wA —I',wa + I‘] araligindaysa atom fotonu sogurabilir. Lazer isiginin wr, frekansinin wy 'dan
biraz kiiguk oldugunu varsayiniz. Belirli bir dizenek i¢in, atomun referans sisteminde bir atomun
foton sogurma hizi Sekil 3'te verilmistir. Sogurulan foton daha sonra rastgele bir yonde yeniden
yayilir. Basitlik i¢in problemi bir boyutta ele aliyoruz; yani atomlarin yalnizca  dogrultusunda
hareket edebildigini ve lazer 1s1§inin onlara hem soldan hem de sagdan geldigini varsayiyoruz.
Atomlarin hareketi nedeniyle, atomun referans sisteminde 1s1gin frekansi daha yuksek veya daha
dlsuktir. Atomlarin v hizi gok kiigiik oldugundan, yalnizca v/c mertebesindeki terimleri dikkate
aliyor ve daha yuksek mertebeli tim terimleri ihmal ediyoruz. Ayrica m > th/c2 oldugundan,
atomun hizi fotonu sogurduktan sonra neredeyse degismez. Bunun yani sira, Doppler etkisinden
kaynaklanan frekans degisimi wa — wr,'ye kiyasla o kadar kuguktur ki Sekil 3'teki grafikte s'yi
veren fonksiyon asagidaki dogrusal fonksiyonla yaklasik olarak ifade edilebilir:

s$(w) = sy + a(w — wr)
Burada s birim zamanda sogurulan foton sayisi, st,, w = wy, i¢in §'nin degeri ve o, egriye wr,'de
teget olan dogrunun egimidir. Yeniden yayilan fotonun frekansi, gelen fotonun frekansina hemen
hemen esittir; ancak foton pozitif veya negatif  yonunde esit olasilikla yayilir. Aslinda burada ele
alinan mertebeye kadar bu iki frekans aynidir. Tim streci atomun referans sisteminde ele
aldigimiza dikkat ediniz.
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S (Rate of photon absorption)

SL,

i Wy, W

Sekil 3 - Belirli bir tuzak igin frekansin fonksiyonu olarak foton sogurma hizi: atomun iki enerji
dizeyi arasindaki enerji farkina karsilik gelen frekans way ile, lazerin bundan biraz daha kuguk olan
frekansi ise wr, ile gosterilmistir.

a) Tuzaklanmis atomun laboratuvar referans sisteminde v = v, hiziyla hareket ettigini
varsayiniz. Atomun referans sisteminde, iki yonden her birinden gelen fotonlarin atomlarla
carpisma hizini (s, ve s_ ile gosterilen) ve her yondeki momentum sodurma hizini (7, ve

1.7
7_ ile gosterilen) hesaplayiniz.
2 puan

b) Laboratuvar referans sisteminde atoma etki eden etkin kuvveti v, k, = wL/c, hve o
'nin fonksiyonu olarak belirleyiniz. s, < awr, oldugunu varsayiniz.

Bu teknikle ulasilabilecek en dusuk sicakhigi bulmak istiyoruz. Belirli bir atomun hizinin tam olarak
sifira diguruldigini ve tam o anda (iki yonden herhangi birinden gelen) bir fotonu sogurdugunu
ve fotonu hemen hemen ayni frekansla, iki yonden herhangi birinde rastgele yeniden yaydigini
varsayiniz. Bu surecin her 7 zaman araliginda bir kez gergeklestigini varsayiniz.

B-  Boyle bir slirecin ardindan ortaya ¢ikabilecek iki sonug i¢in atomun momentumunu dikkate 1.0
g alarak, atom tarafindan sogurulan ortalama glicii hesaplayiniz. puan

B-2 gorevinde hesaplanan kuvveti dikkate alarak digari aktarilan giici hesaplayiniz.

0.8
- Ardindan, dengede v2'nin ortalama degerini hesaplayiniz. Gazlarin kinetik teorisi
uan
hakkindaki bilgilerinizi kullanarak atomlarin sicaklidini tahmin ediniz. P

B-  Hidrojen atomundan 100 kat daha agir bir atom icin bu sicaklidi tahmin ediniz. 0.4
5 wr, = 2 x 106 rad/s, 7 =5 X 107? s ve a = 4 oldugunu varsayiniz. puan
hidrojen atomunun kiitlesi: my = 1.674 x 10~%7 kg

elektronun yiiki: e=1.602x107"C

boslugun elektriksel gegirgenligi: € = 8.854 x 1012 F/m

Boltzmann sabiti: kg =1.381 x 1072 J/K

Planck sabiti: h=1.055x1037J.s
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l Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

[

Cevaplar

A-1(a):

A

~ m(—mfc—yy—l—%i).

e A-1(b): Halkanin diizlemindeki tim dogrultularda denge kararlidir ve

Wy = W, = @A
7Y\ degmR?

z dogrultusunda denge kararsizdir.

o A-2:

o — Qu k Qo
260mR292 ’ 2€0mR2 '

e A-3(a):|§ ~ a’pcos Q|

e A-3(b):|q(t) ~ —ap(t) cos Qt|. Hizl bir gevrim boyunca p sabit kabul edildiginde, uygun

baslangic kosullari ¢(0) = —ap, ¢(0) = 0 olur.

a’Q?
p‘+( > —kz)pzo.

e A-4(b): Belirtilen yaklagim ¢ercevesinde kararli tuzaklama i¢in gereken kosul

e A-4(a):

a’Q? > 2k>.

Yavas eksenel hareketin agisal frekansi \/a2ﬂ2/2 — k2 olur.

e A-5:

kE~21x10°s L

Tahmin edilen esik degerleri

Qin ~ 7.4 x 10° rad/s, fin ~ 1.2 MHaz.

Bu esigin tzerinde bir frekans seginiz.

e B-1: Cizgi genisliginin dlgedi I' ~ 1 /7 olur; 6mre bagl yari genisligin geleneksel tanimi
kullanildiginda,
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e B-2(a): +, +x yonunde ilerleyen fotonlari gostersin ve m, isaretli  momentumu aktarim
hizlari olsun. O halde

v
S+ = SL :FOéCULZa

v
7+ = +hky, [SL F(sL+ awL)z].

e B-2(b):
F, = —2ahkL2'v.
e B-3
Py, = h kg :
mr

e B-4: Enerjinin disar aktarilma hizinin pozitif degeri

Py = 2ahk€ v2.

Dengede,

() = r—_"

-~ 2amrt’ - 2akpT

T~19x%x10*K =0.19 mK.

Coziim
A-1(a)

Halka xy diizleminde bulunur ve toplam 27w R\ yiikin( tasir. Coulomb yasasina gore simetri ekseni
Uzerindeki elektrik alani

1 2R\ 2z
E.(0,0,2) = .
(0,0,2) dmeg (R? + 22)3/2
2] < Rigin,
A
E.(0,0,z2) ~ z.
( ) 2€0R2

Yansima ve donme simetrileri, merkezin yakinindaki genel dogrusal alanin su bigimde olmasini gerektirir:
E, =Cz, E, = Cy, E,= Dz
Eksen {izerinde elde edilen sonug D = \/(2eqR?) verir. Merkezin yakin gevresinde yiik
bulunmadigindan Gauss yasasi
V-E=2C+D=0.

sonucunu verir. Dolayisiyla,

A

E ~ W(—xx—yy—l—Zzz).
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A-1(b)

Duzlemde Newton'un ikinci yasasi

QX )

i ,r2 T T g R

denklemlerini verir. Bunlar harmonik salinici denklemleridir. Dolayisiyla diizlemdeki her dogrultuda agisal

frekans aynidir:
QA
Wp =Wy = 4| ———.
‘ Y 450mR2

O\

- 250R2 =

@, A > 0icin bu kuvvet merkezden uzaklagsma yoniindedir; dolayisiyla eksenel denge kararsizdir.

mi = V.

Eksen boyunca,

mz

A-2

Zamana bagl yik yogunlugu eksenel hareket denkleminde yerine konuldugunda

Q

Z=—
260mR2

elde edilir. Denklem (1) ile karsilastirildiginda

k2 — Q)‘O a— QU
250mR2 ’ 280mR292 .

(Ao + ucos Qt)z.

bulunur. Burada a boyutsuzdur ve k'nin birimi zamanin tersidir.
A-3(a)
Hareket denkleminde z = p + q yazalim:
P+ 4= k* + k g+ aQ®pcos Ot + aN?q cos Q.

Hizli bir salinim boyunca p yaklasik olarak sabittir. g'nun genligi kiiglik oldugundan, a < 1 ve
aQ? > k? oldugundan, hizli degisen hareketi basat mertebede veren denklem

j ~ aQ’pcos Ot.

A-3(b)
integrasyon sirasinda p sabit tutuldugunda
q(t) = —apcosQt + Cit + Cs.

elde edilir. Hizli salinan bir bilesen, zamanla biriken bir striiklenme iceremez; dolayisiyla C; = 0 olur.
Ortalamasi sifir olmalidir; bu da Cy = 0 olmasini gerektirir. Boylece

q(t) ~ —ap(t) cos Q.

p sabit tutuldugunda, buna karsilik gelen baslangi¢ kosullari
q(0) = —ap,  4(0) =0.
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g'nun genligi, o andaki yavas yer degistirmenin a katidir; bu, @ < 1 ile tutarhdir. p'nin yavas degisimini
iceren duzeltmeler bu mertebede ihmal edilir.

A-4(a)

Tam denklemin, slirlict alanin bir periyodu boyunca ortalamasini alalim ve bu periyot boyunca p'yi sabit
kabul edelim.

(@ =0, (cosQt)=0, (cos?Qt) = %

oldugundan,
P = Ek*p 4+ aQ?(gcos Q).
elde edilir. ¢ = —ap cos 2t kullanildiginda,
(gcos Q) = ——.

Dolayisiyla,

k2, aQ2‘ye kiyasla kuguk olsa da burada korunmalidir: degisken alan, ortalama harekete yalnizca a’Q?
mertebesinde katkida bulunur.

A-4(b)

Su tanimi yapalim:

wg > ( ise yavas yer degdistirme salinim yapar:
p(t) = A coswst + Bsinwst,
ve yaklasik toplam hareket,
z(t) ~ p(t) (1 — acos Qt),

sinirli kalr. Dolayisiyla eksenel kararlilik kosulu

a’Q? > 2k,

a > 0igin bu kosul

V2k

a

Q>

bicimindedir. Bu esigin altinda, yavas hareket denkleminin Ustel olarak blyuyen bir ¢ozimu vardir. Esitlik
durumunda p = 0 olur; dolayisiyla sifirdan farkl bir yavas hareket hizi, sinirsiz siiriklenmeye yol acar;
esitlik, hapsedilme saglamaz.

Tamlik agisindan enine hareket denklemi

L k2 a0? O
T = — 5 + 5 COoS z.

Ayni ortalama alma islemi, bunun yavas bileseni X icin
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. k2 GQQQ
X — X =0,
+(2 + & )

sonucunu verir ve y igin de ayni sonug gegerlidir. Bu dogrultular, kullanilan yaklagim ¢ergevesinde

kararlidir; dolayisiyla eksenel kosul, tUi¢ dogrultunun timinde tuzaklama igin gereken kosulu saglar.

A-5
lyon igin
Q =e, m = 100my = 1.674 x 102 kg, R =0.10 m.
Boylece
. % 10~19)(8 % 10~
b= \/2(8.854i1x62(l)§12;?1.67)i8>< 1;025))(0.10)2 = 2.07910° s
Dolayisiyla,

k~21x10°s L

Verilen a = 0.04 igin tahmin edilen esik agisal frekansi

2
Qi = ﬂ = 7.351 x 10° rad/s.
a

Buna karsilik gelen normal frekans

Qi

— —1.170 x 10% Hz.
27

fin =

Boylece,

Qin ~ 7.4 x 10° rad/s, fin ~ 1.2 MHz.

Tahmin edilen bu esigin Uzerinde bir frekans gereklidir. Esikte,

QZ
% ~ 35, ~ —th g

k2
olur; bu da varsayilan dl¢ek ayrimiyla tutarhdir.

B-1

Uyarilmis durumun karakteristik dmri 7'dur. Enerji-zaman belirsizligi tahmini

h
AET 2 —.
2
Karakteristik enerji yari genigligi AE ~ kI olarak alindiginda
1
'r> —.
2

elde edilir. Sonlu 6mur tarafindan belirlenen bir genislik i¢in aligilmig tahmin bu nedenle

1

_E.

r

Belirsizlik ilkesinden ¢ikan saglam sonug, I' ~ 1/7' Olgegidir; sayisal carpan, ¢izgi genisliginin nasil
tanimlandigina baghdir.
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B-2(a)

-+, +x yonunde ilerleyen fotonlari; — ise —x yonunde ilerleyen fotonlari gostersin. v hiziyla hareket
eden bir atom i¢in birinci mertebeden Doppler kaymalari

v v
wﬁr:wL(l——), w'_:wL<1—|——).
c c
Atomla ayni yonde ilerleyen bir foton kirmiziya kayar; zit yonde ilerleyen bir foton ise maviye kayar.

Verilen s(w) fonksiyonu, atomun referans sistemindeki sogurma hizini zaten belirtmektedir. Bu
frekanslardaki degerleri hesaplandiginda

, v
s =8, + a(w, —wy) = sp, — awy,—,
c

v
s- =sL+aw —wn)=sy +awr—.

Boylece,

v
S+ = S, + awr,—.
C

Sogurulan her fotonun isaretli momentumu *=hw’, /c olur. 4., isaretli £ momentumu aktarim hizlari
olarak tanimlandiginda,

T = S+, T = =

Cc c

ifadeler acilip yalnizca v/c cinsinden birinci mertebeli terimler korundugunda,

7, = hkL [sL — (sL+ OCCUL)%}

m_ = —hkg, [SL + (sp + awL)E].
c

B-2(b)

Atomun referans sisteminde, iki yayllma yonu esit olasilikl oldugundan, yeniden yayilan fotonun
ortalama momentumu sifirdir. Bu nedenle ortalama kuvvet

2hwr,

Fi=m, +m_ =— = (s1, + awr,)v.

Burada kullanilan yaklasim gergevesinde, atomun referans sisteminde sogurulan ve yayilan enerjiler
esittir. Dolayislyla ortalama kuvvet hesaplanirken geri tepme ihmal edildiginde, tamamlanan ¢evrimde
bu referans sistemindeki net enerji aktarimi sifirdir. Laboratuvar referans sistemine donisim
yapildiginda, korunan mertebeye kadar boyuna kuvvet degismez.

s1, < awri, kullanilarak

2ahw? 5
F, ~ V= —2ohkiv.

elde edilir. Lazer frekansi, sogurma edrisinin ylikselen tarafinda yer alir; dolayisiyla o > 0 olur. Bu
nedenle kuvvet hiza zit yondedir ve kinetik enerjiyi azaltir.

B-3

Gelen foton +x yonilinde ilerlesin ve momentumunun biydkliga

eulersolve.org/ipho/2024/ 21/37



olsun. Atomun baslangigtaki momentumu sifirdir. Momentumun korunumu, esit olasilikli iki sonug verir:

Yayilma yonii Atomun son momentumu  Son kinetik enerji  Olasilik
+a yonilinde, gelen fotonla ayni yonde 0 0 1/2
—x yoninde, gelen fotona zit yonde 2p, 2p3/m 1/2

Boylece, her sogurma-yayilma ¢evrimindeki ortalama kinetik enerji kazanimi

1 1 (2p,)° P}
AK) = —(0 — —
< ) 2()+2 2m m

—x yonunde ilerleyen bir gelen foton da ayni ortalama enerji kazanimini saglar. Her 7 stiresinde bir tam
cevrim gerceklestiginden,

(AK) _ Bk}
T mr

Pin:

B-4
Sonum kuvvetinin atomun mekanik enerjisini degistirme hizi
Fov= —2ahk:L21J2.

Dolayisiyla, enerjinin disari aktariima hizi anlamina gelen pozitif ¢ikis gucu

Pout — 20[th’02.

Isil dengede, ortalama sogutma glicl geri tepmeden kaynaklanan isinmayi dengeler:

hzkf
20hk (v?) = :
mT
Ortak garpanlar sadelestirildiginde
h
(v*) = :
2amTt

Problem, hareketi bir boyutla sinirlar; bu nedenle enerjinin esit paylasimi ilkesi
1

1
— 2 — —
5 ”l('v > = 5 kBI .

sonucunu verir. Dolayisiyla,

_h
- 2akpT

Bu modelde atom kiitlesi ve lazerin dalga sayisi, denge sicakhgi ifadesinde sadelesir.
B-5
Verilen degerler kullanildiginda,

1.055 x 1034
T — a —1.9098 x 10 * K.
2(4)(1.381 x 10723)(5 x 107?)

Dolayisiyla,
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T~19x10*K =0.19mK ~ 190 uK.

Belirtilen m = 1.674 x 10~2° kg kiitlesi icin buna karsilik gelen hiz varyansi
(v?) =1.58 x 1072 m?/s?, vy =~ 0.126 m/s.

Cozum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 3: Karadul Pulsari

[
Gézlenen yildizlarin 6nemli bir bélimd cift yildiz sistemlerinde bulunur. Yildizlardan biri ya da her
ikisi, yliksek acisal hizla doénen ve elektromanyetik dalgalar yayan notron yildizlari olabilir; bu tir
yildizlara pulsar denir. Bazen es yildiz, nétron yildizinin (zerine yavas yavas diserek onun kutlesini
artiran genis bir gaz kitlesidir (Sekil 1-a). Bdylece bir nétron yildizi, es yildizinin kitlesinin bir
bélimini zamanla yutar. Bu nedenle nétron yildizi, ¢iftlesmeden sonra esini yiyen disi bir drimcek
olan karadula (ya da kirmizi sirtli 6riimcege) benzetilmistir. Karadulun lzerine diisen gazin
1sinmasi, gdzlenebilen bir isinim Uretir. En agir nétron yildizlari cogunlukla karadullardir ve temel
fizigin sinanmasi icin dogal laboratuvarlar olarak islev gériirler. Sekil 1-b, iran Ulusal Gézlemevi'nin
3.4 metrelik optik teleskobuyla ¢ekilmis, PSR J2215+5135 nétron yildizinin eginin gorintdsind
gostermektedir. Bu géruintlide herhangi bir ndtron yildizi goérilmemektedir ve gbzlenen igik onun
esinden kaynaklanmaktadir.

Sekil 1 - (a) Es yildizdan ndtron yildizinin tzerine digen gazlar - (b) PSR J2215+5135 ndtron
yildizinin esi

A. Bir Cift Yildiz Sistemi

Karadulun ve es yildizinin, kutle merkezleri cevresinde dairesel yoriingelerde hareket eden iki
noktasal kiitle M; ve M, ile temsil edildigi basit bir model ele alin. Bu sistemin dinamigini
incelemek igin, iki cismin durgun oldugu donen bir koordinat sistemi kullanin. Koordinat sisteminin
baslangic noktasini kiitle merkezinde secin. iki noktasal kiitlenin, baslangi¢ noktasinin iki yaninda
x ekseni Uzerinde, birbirlerinden a uzaklikta bulundugunu ve Mj'in negatif x ekseninde yer
aldigini varsayin. Hareket dlizlemindeki herhangi bir (a:, y) noktasinda, birim deneme kutlesi igin
etkin potansiyel 90(:13, y), iki noktasal kutlenin kutlegekim potansiyelleri ile merkezkag
potansiyelinin toplamidir.

A-1  o(z,y)'yi My, My, G ve a cinsinden yazin. 1.0 puan

A-2  M; > M, oldugunu varsayarak go(x, 0) fonksiyonunun grafigini nitel olarak ¢izin. 0.7 puan
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Yalnizca A-3 sorusu igin My = M, /3 oldugunu kabul edin ve M5 'nin ¢ok distik yogunluklu,
seyrek bir gazla gevrili oldugunu varsayin. Bu gazin kiitlesi 6nemsizdir ve kitlegekim etkilerini
ihmal ediyoruz. Bu gaz zarfinin boyutu belirli bir siniri asarsa gaz, M7 'in lizerine tasar. Tagmanin x
eksenindeki £ = ¢ noktasindan gergeklestigini kabul edin.

T
A-3 —O‘nln sayisal degerini iki anlamli basamakla bulun. Hesap makinesi kullanabilirsiniz. 0.5 puan
a

Yildizlarin kiitle merkezleri ¢cevresindeki dolanim periyodu P olsun. Kiitlenin M5'den M;'e, ¢ok
kiiglik bir dM; /dt = B hiziyla aktigini varsayin. Bu hiz o kadar kiiguktir ki her bir dolanim
periyodu boyunca iki yildiz arasindaki uzaklik sabit kabul edilebilir. Ancak uzun bir stre sonra,
hareket dairesel kalirken iki yildiz arasindaki uzaklik degisir.

A-4 @ ve P'nin degisim hizlarini 8, My, M3, G ve a cinsinden hesaplayin. 0.6 puan

M>'den ayrilan gaz, M cevresinde donen bir disk olusturur ve siirtiinme nedeniyle isinir (Sekil 1-
a). Gaz enerji kaybettikge M;'e dogru iceriye sarmal gizerek ilerler ve sonunda onun lizerine
duser. Kararli durumda kiitle, M>'den diske ve diskten M 'in lizerine sabit 8 hiziyla akar. Ayni
zamanda isinan disk, bir kara cisim gibi isil isinim yayar. Bu disk nétron yildizina ¢ok yakin
olustugundan, diskin hareketinin analizinde M5 yildizinin kiitlegekim etkisi ihmal edilebilir. Gazin 1si
kapasitesini de ihnmal edin.

A- Diskin, M7 yildizinin merkezinden r uzakliktaki sicakligini 8, M1, G ve o (Stefan- 1.0
5 Boltzmann sabiti) cinsinden belirleyin. puan

PSR J2215+5135 ¢ift yildiz sisteminde notron yildizinin kiitlesi Mns = 2.27 Mg ve es yildizinin
kitlesi Ms = 0.33 M 'dir; burada Mg = 1.98 X e kg, Glines'in kitlesidir. Dolanim periyodu
P = 4.14 hr, Stefan-Boltzmann sabiti ¢ = 5.67 x 10~® W/m2K* ve kiitlegekim sabiti

G = 6.67 x 10~ m? /kg s?'dir.

NGtron yildizina kitle akis hizinin 8 = MNS =9x1071 Mg yr_1 oldugunu varsayin.

a
A-6 Diskinr = 1—0 yarigapindaki sicakhgini kelvin cinsinden hesaplayin. 0.5 puan

Ani bir patlamadan sonra M yildizinin, kiitlesinin bir bolimini gok yiiksek hizla gift yildiz
sisteminin digina firlattigini ve kitlesinin Ml’ oldugunu varsayin. Patlamadan sonra M{'in Ms'ye
gore hizinin biiylikligi v’ olsun.

A Yeni gift yildiz sisteminin bagl kalmasini saglayan en biiyiik v degerini M|, M>, G ve a o
cinsinden belirleyin. Patlamanin izotropik oldugunu varsayarsaniz, gift yildiz sisteminin '
puan

bagl kalmasi igin Mj'in en kiiglik degeri nedir?
B. Bir Yildizin Kararlihginin Analizi

Bu boliimde tek bir yildizin kararliligini inceliyoruz. K ve +y sabit olmak tizere, hal denklemi

p = Kp" olan belirli bir tir madde igeren bir yildiz ele alin. p(r) ve p(r), sirastyla yildizin
merkezinden 7 uzakliktaki basing ve yogunluk olsun. Yildizin merkezindeki basing ve yogunluk
sirasiyla p. ve p¢'dir. B bolumunin tim sorularinda digari yonelen tum vektorleri pozitif alin.

B-  Yildizin merkezine yakin yerlerde kiitlegekim ivmesi g(7)'yi r ile G ve p, sabitleri 0.2
1 cinsinden belirleyin. puan
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B- Dengede p(r)'yi belirlemek icin bir (diferansiyel) denklem tiretin ve su bigimde yazin: 06
d d '
2 o [hl(p, r)d—p] + ha(r)p = 0. hy ve hs fonksiyonlarini bulun. puan
7 7
B- B oG (=B . . . .o 0.4
3 ro = G'p"p? bigiminde, uzunluk boyutuna sahip bir 7o niceligi olusturun. ouan
B-2 sorusundaki (diferansiyel) denklemi su bi¢cimde yeniden yazin:
B- d du r 0.3
— | A (u,z)— | + Ay(z)u(xz) =0, buradaz = — veu = L Ai(u,z) ve
4 dzx dr 70 De puan
As(z) fonksiyonlarini bulun.
B- - f(z) o 0.6
5 7 =2igin u(z) = bulunur. f(z)'i belirleyin. puan
_du . .
Belirli bir yildiz i¢in Iz 'in z'in fonksiyonu olarak Sekil 2'deki egriyle verildigini varsayin.
a3
X
\ 0.2 0.4 0,6 0.8 1.0 1.2 14
-0.2 \\\
\\
\\\\
-0:4 A%
\\.
\
du ;
dx \ /
-0 %
\
\\
\\
\\\
-0.8 ‘\\
\ e
\\ //
\\\ 7_’_/
-1.0 e
. du . .
Sekil 2 - —'in grafigi
dr
B-  Sekil 2'deki egrinin £ = 0 noktasi yakinindaki davranisini kullanarak ~'y1 3 anlamli 0.8
6 basamakla bulun. Gerekirse verilen cetveli kullanin. puan
Sistemin kararliligini analiz etmek icin yildizin denge durumundan az miktarda saptigini
varsaylyoruz: dengede yarigapi r olan kiiresel kabugun artik 7 yaricapina sahip oldugunu, benzer
bicimde g, p ve p parametrelerinin de sirasiyla g, p ve p degerlerine degistigini varsayiyoruz.
Kolaylik olmasi igin, yalnizca yildizin merkezi yakinindaki kiigiik 7 degerlerini ele alacagiz; bu
bolgede 7 = 7(1 4 &(t)) oldugunu varsayabiliriz; burada e(t) < 1'dir.
B- | . . . N 0.9
. p ve g'yi p ve g cinsinden, €'da birinci mertebeye kadar bulun. puan
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2~

7
Denge yarigcapi 7 olan kiresel tabaka icin Newton'un hareket denklemini kullanarak W

5 5 5 0.6
0 )
8 Vig p K, yve 6_'? cinsinden bulun (8_[”) ile, sabit t'de p'nun #'ye gére tiirevini puan
T 7
kastediyoruz.)
d%e . ) o . o o
B- _dt2 'yi € ve soruda verilen sabitler cinsinden elde edin. Kararl denge i¢in y'nin en kiguk 0.6

. uan
degderini ve yildizin saliniminin agisal frekansini bulun. P

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar
M = M; + M yazalim ve yildizlarin konumlari 1 = —a,Mz/M ve 9 = a,Ml/M olsun.

e A-1

o g) = — GM, B G, ~GM
T VarapMP Y e ah /Mty 2

(z* + %)

keyfi bir toplamsal sabit diginda.

e A-2 Her birinde bir maksimum bulunan, kesinlikle konkav lg¢ dal vardir. Potansiyel, 1, Z5'nin
her iki yaninda ve x — +o00 iken —o0'ye gider. Aligilmis adlandirmayla maksimumlarin
siralamasi

zr, <z <0<z, <z <7TP,,
bigcimindedir ve ylkseklikleri
¢(L1) < p(L2) < ¢(L3) <O0.
bagintisini sadlar.

e A-3

Zo _ 0.36|.

1 1 . 3 [ 1 1
2= 280 [ — — — P = 6784/ _ .
4 IBa(Mg Ml) ™5\ Gar (Mg Ml)

A-5 Yerel yorlinge enerijisi salinimi ve her iki ylizeyden yayilan isinim kullanildiginda,

T(r) = ( GMlﬁ) gl

>

8mors

T(a/10) ~ 8.9 x 10° K|.
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e A-7 Kacis hizi esigi

v..., =
crit a

=

p \/2G(M1,+M2)

olup bagli bir yériinge igin v’ < v’ ., gerekir. izotropik kitle atimi igin,

M, — M,
5 b

M >

Her iki kosulda da esitlik, sinirdaki parabolik kacis durumuna karsilik gelir.

e B-1
g(r) ~ —%WGPJ -
e B-2 Uygun bir normalizasyon segimi soyledir:
hi(p,7) = Kyr?p' 2|, ho(r) = 4nGr?
e B-3
l:—%, m:%, n=—1| ro = é);g
e B-4
A (u, ) = yziu? 2|, Ay(z) = 4mz?
e B-5
B sin(v/27 )
flz) = N
e B-6
v~ 1.67
e B-7
p=p(1-3e)+0(?)}  |§=g(1—2¢)+0(?)
e B-8
;l—z;" - 7/37‘2%
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e B-9

ArGp,

€+ (3y —4)e =0|.

Kritik deger | Yerit = 4/3 ['tlr; v > 4/3 icin geri cadirici kuvvetin yol actigi salinimlar,

esitlikte ise sinirda bir davranis goruldr. Bu salinimlarin agisal frekansi

w= \/471'?/)6 (3y—4)|

seklindedir.

L

Cozum

A-1

M = M + M> olsun. Kiitle merkezi kosulu ve yildizlar arasindaki uzaklik
Mz, + Moxs = 0, To — X1 = Q,

bagintilarini verir; dolayisiyla

M2 Ml
T =——a, 9 = —a.
M M
Cift yildiz sisteminin agisal hizi {2 ise, yildizlardan herhangi biri i¢in Newton denklemi
0% = GM.
ald

sonucunu verir.

Birim deneme kditlesi basina kitlecekim potansiyeli, iki noktasal kitlenin potansiyellerinin toplamidir.

Dlzgun dodnen referans sisteminde, digari yonelen merkezkag ivmesi
L2, 2 2
Pef = _EQ (ZB +y )

potansiyelinden elde edilir. Dolayisiyla,

GM, G M, GM
e(z,y) = — - — 5@ +y
V(@ +al,/M)?+y? /(e —aM/M)?+y* 20

A-2

x ekseni lizerinde,

Grafik taslaginin kesin bir betimlemesi soyledir:

e T = I Vvex = ITy'de asadl yonll dusey tekillikler vardir: potansiyel her bir yildiza her iki yandan

yaklasirken —oo'ye gider.
e Bilylk pozitif veya negatif = dederlerinde,

1
pl2,0) ~ —5 0%,
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dolayisiyla her iki dig u¢ da —oo'ye iner.
e Yildizlarin ayirdigi G¢ araligin her biri tam olarak bir maksimum igerir.

Son noktayi gostermek igin, kutlelerin bulundugu noktalar disinda,

d*p 2G M, 2G M, 5
—_ _ Q2 <o.
dzx? lz— =z |z —x5?

Dolayisiyla her dal kesinlikle konkavdir. Turevi, iki ucu arasinda pozitiften negatife degiserek bir
maksimum verir.

Soldaki, icteki ve sagdaki maksimumlari sirasiyla L3, L1, Lo ile gosterelim. My > M, oldugundan daha
agir yildiz baglangi¢ noktasina daha yakindir ve

d M M:
_90 = G ! — G 2 >0
dz | =g |12 z3

Bu nedenle igteki maksimum, baslangi¢ noktasinin sagindadir:
xL3<£U1<O<:EL1 <z <ZTL,.

Soldaki dis maksimum en yliksek, sagdaki dis maksimum ikinci en yuksek, icteki maksimum ise en
dusuktar:

@(L1) < p(La) < @(L3).

A-1'de secilen toplamsal sabitle egrinin tamami negatiftir ve yatay ekseni kesmez. Dlsey ekseni kestigi

degder
GM ([ M; Mo
0,0) = — .
o0,0 = - S (14 22
seklindedir.
A-3

Gaz, M'e dogdru ilk olarak etkin kuvvetin sifir oldugu i¢ denge noktasi L;'den gecger. Bu nokta, yildizlari
birlestiren dogru boyunca go(:n, 0)'|n bir maksimumu ve iki boyutlu etkin potansiyelin bir eyer noktasidir.

Burada

M, = EM My = lM

4’ 4
oldugundan
a 3a
Ir1 = —Z, ro = T

z = mo/a yazildiginda, yildizlar arasindaki 8<p/3w = 0 kosulu

3/4 B 1/4 _.—0

(z+1/4)2 (3/4—2)?

halini alir.

—1/4 < z < 3/4 araligindaki kok
z=10.360743....

degerindedir. Boylece iki anlamh basamakla,
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20 _ 0.36]
a

A-4

Kitle aktarimini korunumlu kabul edelim: M5 'nin kaybettigi kiitlenin tamami M 'e ulasir ve dis tork
yoktur. Noktasal kutle modelinde, 6z donme ve akista gegici olarak depolanan agisal momentum ihmal
edilir. Boylece

My = 3, My = —f, M =0,
olur ve yorungesel agisal momentum korunur.

Dairesel yorungeli bir ¢ift yildiz sistemi igin,

L=—a“0 = MM\ —.
M R\
Bu ifadenin logaritmik tlirevi alinirsa,
L 1
L Ml M2 2 a
Dolayisiyla
1 1
a=2Ba|— — —
Mo M,y
Kepler bagintisi
as
P =2 G

sonucunu verir. M sabit oldugundan,
P 3 1 1
P_3a _gg( L 1)
P 2a My M,

Boylece

g \/aS 11
=60\ G \ 35, ~ 35 ) |

Kitle daha hafif yildizdan daha agir yildiza aktiginda hem aralarindaki uzaklik hem de periyot artar.

A-5

Yorungelerin yaklasik olarak dairesel Kepler yoriingeleri oldugu, radyal kinetik enerjinin ihmal edildigi ve
madde bir halkadan gegerken kaybettigi yoriingesel mekanik enerjinin yerel olarak isinimla yayildigi ince
bir disk kullanalim.

Dairesel yorunge kosulu

v = .
r

seklindedir. Dolayisiyla gazin birim kitle basina mekanik enerjisi

1, GM, GM,
e(r) = =v* — = — :
2 T 2r
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olur.

dr > 0 olmak lzere, r ile r + dr arasinda bir halka ele alalim. Madde, halkanin dis kenarindan girer ve
ic kenarindan gikar. S kiitle akis hizinda agida ¢ikan glc

GM.p

52 dr.

dL = ﬁ[e(r +dr) — e(r)} =

olur.
Diskin her iki yiizeyi de 1sinim yayar. iki ylizeyin toplam halka alani
dA = 2(2nrdr) = 4nrdr.

seklindedir. Isi depolanmasini ihmal edip yerel enerji salinimini kara cisim iginimina esitlersek,

GM,pB

ArrdroT? = dr.
2r2
Buradan
1/4
Ty = (SMEY |
8mors

Ozellikle, T o< r—3/41tir.
A-6
Toplam kutle ve periyot soyledir:

M = (2.27 +0.33)(1.98 x 10*°) = 5.148 x 10*" kg,
P = 4.14(3600) = 14904 s.

Kepler bagintisi

GMP2\ 3
a= ( y ) = 1.24548 x 10° m.
T

sonucunu verir. Dolayisiyla
r= -2 —=1.24548 x 10° m.
10

1yr ~ 3.156 x 107 s kullanildiginda,
9 x 107'°(1.98 x 10%)

- 3.156 x 107
My = 2.27(1.98 x 10*°) kg igin,

~ 5.65 x 1013 kgs1.

[(6.67 x 10711)(2.27 x 1.98 x 10%)(5.65 x 10%) "/*
8m(5.67 x 1078)(1.24548 x 108)3 '

T

Bu ifade
T ~ 8.86 x 10° K,
ya da

T ~ 8.9 x 10° K|.

sonucunu verir.
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A-7

Patlama ani oldugundan, hemen sonrasinda yildizlar arasindaki uzaklik a olarak kalir. Hizla firlatilan
madde uzaklastiktan sonra, geriye kalan yildizlarin bagil yoriinge enerijisi
g Ly GMIM MM
2 a ’ Mll + M,
seklindedir.

Bagl bir iki cisim yoriingesi icin E/ < 0 gerekir. Boylece
2G(M/] + Ms
UI2 < ( 1 )
a

9

olur ve sinir hiz

v

, \/2G(M1’ + M)

crit —
a

seklindedir. Esitlik durumunda yorunge paraboliktir ve bagh degildir.

Kitle atimi, patlayan yildizin durgun oldugu referans sisteminde izotropikse geri tepme olmaz. Geriye
kalan iki yildizin da anlik hizlari degismez. Dolayisiyla bagil siiratleri, baslangigtaki dairesel yoriinge
sUrati olarak kalir:

o2 — 0242 — G(M, + M)
a

Baglilik kosulunda yerine konuldugunda
M + My < 2(M] + M),
ya da

My — M,

M > 5

elde edilir.

Esdeder olarak, ¢ift yildiz sisteminin baslangigtaki toplam kutlesinin yarisindan azi disari atilabilir:
M; + M,

—

Belirtilen en kiiguk deger kritik bir esiktir; esitlik, sinirda kagis verir.

Ml—M1,<

B-1

Kiresel simetri geregi, r yarigapindaki kiitlegekim alanina yalnizca bu yarigapin igcinde kalan kutle katki
saglar. Merkez yakininda p >~ p. oldugundan

4
m(r) ~ —p.rs.
3
Disari yonelen ivme pozitif alinirsa,
Gm(r) A7
glr) = —— 53— = =5 Gper

Dolayisiyla
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B-2

Hidrostatik denge

dp
dr P
kosulunu gerektirir. iceride kalan kiitle
Gm(r) dm 9
g=— , — =Adarp.
r2 dr

bagintilarini saglar. Dolayisiyla,

i (r2g) = —4nGr?p.
dr

g9 = (1/p) dp/dr kullanildiginda,

dr \ p dr
p = Kp? bagintisindan,
dp _1dp
— = Kyp" 'L,
dr P dr

Dolayisiyla aranan yogunluk denklemi

d 9 ~_odp
Il y—2 17 2
T(K'yrp T)+47rG7’p—0.

seklindedir. Boylece gecerli bir segim

hy = Kyr’p' 72|, hy = 47Gr?|.

olur. Her iki fonksiyonu da ayni sifirdan farkl sabitle carpmak esdeger bir denklem verir.
B-3
ilgili boyutlar soyledir:

G] = L*M ‘T2, [pe] = ML'T 2, [pe] = ML 3.
G'p™p™nin L boyutuna sahip olmasi kosulu

—l+m+n=0, dl—m—-3n=1, -2l —2m = 0.

denklemlerini verir. Cozlldiginde,

Buradan

p. = Kp! oldugundan,
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bigiminde yazmak da yararlidir.
B-4
dp _ pc du

r=ToZ, P = PcU, ar  dz
0

ifadelerini B-2'deki denklemde yerine koyalim:

K'ypzldi <w2u72%) + 4nGrip.z’u = 0.
x x

Grip. = Kpl " oldugundan, Kp] e bslmek

sonucunu verir. Boylece

Ar(u, ) = yz?u 2|, As(z) = 4mz?|

Merkezdeki kosullar

u(0) = 1, u'(0) =0,
seklindedir; ikinci kosul duizglinlik ve kiresel simetriden kaynaklanir.
B-5
v = 2 i¢in denklem

— (z%u') + 27zu = 0.
bigimine indirgenir.
u = f/x olsun. O halde

z?u =xf — f, i(azzu') =zf”.
dx
z > 0igin,
f" +2nf =0.
k= \/ﬂ yazarsak genel ¢6zim
f = Asin(kz) + Bcos(kx).

seklindedir. w = f/x'in merkezde sonlu olmasi B = 0 gerektirir. Ardindan %(0) = 1 normalizasyonu
Ak = 1 verir. Dolayisiyla

B sin(v/27 )
fz) = v |

sin(v/2m z)

u(x) = Vora
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Fiziksel yogunluk profili, ilk sifiri olan = \/7r_/2 noktasinda sona erer.
B-6
Bu soru igin genel 7y degerine donelim. Merkez yakininda duizgunlik,
u(z) = 1+ cz® 4+ O(z?), u'(z) = 2cx + O(z?).
acihimina izin verir.

Boyutsuz denge denkleminde yerine konuldugunda, 2 mertebesinde,

6yc 4 47 = 0.
elde edilir. Buradan
47
/ 3
u(r) =——x+ O(x
() = 5@+ 0
Cizilen u/'niin z'e baglilik egrisinin baslangi¢ noktasindaki egimi s ise,
4 4
"
s=u (0) = ——— = ——.
Sekil 2'de baslangi¢ noktasindaki tegetin egimi yaklasik olarak
s ~ —2.51.
degderindedir. Boylece
4
v o167
3(2.51)

Bu, v = 5/3 ile tutarldir.

B-7

Belirli bir maddesel kabugu izleyelim. Kabuk r'den
F=r(l+e¢).

yarigapina hareket ederken kutlesi korunur. Merkez yakinindaki komgu kabuklara da ayni dlgek ¢arpani
uygulandigindan,

dir = (1+¢)dr.
ince bir kabuktaki kiitlenin korunumu
drr?pdr = 4Ani?p dF,

bagintisini verir; boylece

p= ﬁ = p(1 — 3¢) + O(e?).
Dolayisiyla
p~p(l—3e)|
Hareket eden kabugun iginde kalan kitle de korunur. Dolayisiyla,
. Gm(r) ¢
I=TT R T At
olur ve
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g~ g(1—2¢)|

elde edilir. Burada g, disari yonun pozitif alinmasi kuraliyla tutarli olarak negatiftir.

B-8

Basingtan kaynaklanan disari yonlu ivme

1o
p oF
seklindedir. Kitlegekimini ekleyince Newton denklemi
> _ 10p
w9 e
olur.
Perturbe edilmis madde icin ayni hal denklemini,
p=Kp’,
kullanarak
% = Kvﬁ”‘l%.
elde ederiz. Buradan
d?7 . -2 0p
a2 g— nqp b7

B-9

Sabit bir anda €, merkez yakinindaki kabugu tanimlayan r'den bagimsizdir. Dolayisiyla

i N -3 r
plrt) = o) (1 ):
ve
By e
85_(1+6) dr’

Bu nedenle B-8'deki basing terimi su sekilde olgeklenir:

Kvﬁ”‘z% = K7P7_2%(1 +e)*.

Pertlirbe edilmemis dengede,

5 d
Kryp? 2d—p =9
T
Bu, § = g(1 + )2 ile birlikte
d*7
EZ =g[l+e) - (1+e)>¥].

sonucunu verir.
Birinci mertebeye kadar,

(1+¢e)?=1-2¢,
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(1+e)>™ =14+ (2-37)e.

Boylece
9~
% = g(3y—4)e.
r, baslangictaki kabugu tanimladigi ve sabit oldugu igin,
d*r
7o) = Te.
Merkez yakinindaki g/r = —47Gp../3 sonucu kullanilarak,
£=— 47r§pc (3y —4)e|
Geri ¢agirici bir ivme igin —e'u garpan katsayi pozitif olmalidir. Dolayisiyla
.
3
Bu nedenle kritik deger
4
Yerit = 3

olur.

Esitlik durumunda bu mertebede geri ¢agirici kuvvet yoktur; v < 4/3 icin blyuyen bir pertiirbasyon

vardir. v > 4/3 igin hareket harmoniktir ve

w= \/4”pr (3y—4) = \/47erc <,y_ %

)t

Grafikten elde edilen v ~ 1.67 degeri kararli aralikta yer alir.

Cozum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.
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