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Problema 1: El efecto invernadero
[
En 2021, Syukuro Manabe y Klaus Hasselmann recibieron la mitad del Premio Nobel de Fisica por
su trabajo en la modelizacion del clima terrestre y la prediccion precisa del calentamiento global
causado por las actividades industriales humanas. En este problema, examinaremos un modelo
sencillo del calentamiento global debido al efecto invernadero. Los gases de efecto invernadero
alteran las propiedades dpticas de la atmdsfera terrestre en cuanto a la transmision o absorcién
de la radiacion infrarroja de la Tierra, lo que provoca un aumento de la temperatura media del
planeta.

Todos los objetos, a distintas temperaturas, emiten radiacion térmica. La cantidad u(A, T)d\
indica la potencia de radiacion térmica por unidad de area de un objeto a temperatura 1" entre las
longitudes de onda Ay A + d\. Segun la teoria de Planck de la radiacion del cuerpo negro,
tenemos

21hc? 1
5 9
A exp( A£§T> -1
enlaque hc = 1.24 x 10 eV - nmy kg = 8.62 x 10~° eV /K. La longitud de onda

correspondiente al maximo de u (A, T') se obtiene de la relacion AmaxT’ = b (ley de
desplazamiento de Wien). En efecto, utilizando la ecuacién (1), se puede demostrar que

u(A\,T) =

b= xZZB , donde la cantidad adimensional x,, es la raiz no trivial de una ecuacién de la forma
f(z) = 0; en una de las siguientes tareas se pide hallar la funcién f(x). La potencia total radiada
por unidad de area de un cuerpo negro en todas las longitudes de onda viene dada por la ley de
Stefan—Boltzmann como U(T) = oT*, donde o = 5.67 x 10~ W/m?K*. Ademas, segun la ley
de radiacion de Kirchhoff, en equilibrio térmico, un cuerpo que absorbe una determinada fraccién
de la radiacion incidente a una longitud de onda especifica emite esa misma fraccién de la

radiacidon del cuerpo negro a esa misma longitud de onda.

A lo largo de este problema, suponga que el Sol es un cuerpo negro a su temperatura superficial
media de Ts = 5.77 X 10° K. El radio del Sol es Rs = 6.96 x 103 m y la distancia media entre
la Tierray el Soles d = 1.50 x 10" m. Denotamos por g(\) la potencia solar espectral que
incide sobre una unidad de area en la Tierra perpendicular a la direccion de la radiacién. La
integral de esta cantidad sobre todas las longitudes de onda, es decir, Sy = fﬂs()\)d)\, se
denomina constante solar.

En este problema, suponga que la Tierra esta en equilibrio térmico y tiene la misma temperatura
en todos los puntos de su superficie. En todas las partes del problema, exprese la cantidad
solicitada en forma paramétrica en funcion de los datos proporcionados en el problemay, a
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continuacién, halle su valor numérico con tres cifras significativas. Las unidades requeridas se
indican en la hoja de respuestas.

A. La Tierra como cuerpo hegro

En esta parte, considere la superficie terrestre como un cuerpo negro y desprecie la atmdsfera

terrestre.
Parte Tarea Puntos
A-1 Halle la constante solar, S. 0.6 pt
A-2 Halle la temperatura de la Tierra, Tg. 0.6 pt
A-3 Halle la funcién f(z). 0.4 pt
A-4 Calcule el valor numérico de x,, vy, a partir de este valor x,,, halle el valor de b. 0.4 pt
A-5 Halle Anax para el Sol y la Tierra. 0.2 pt

En la figura 1 se representan las funciones yiig(A) y (A, Tg) en funcién de A, donde -y es un
coeficiente adimensional que permite reescalar ﬁs()\) de modo que los valores de los dos
maximos coincidan.

Parte Tarea Puntos

A-6 Determine . 0.8 pt

Figura 1 - Grafica de u(\, Tg) (rojo) y yiéig(A) (azul) en funcién de A
B. El efecto invernadero

En esta parte, introducimos un modelo sencillo en el que la atmdsfera terrestre se modeliza como
una capa delgada situada a poca distancia por encima de la superficie terrestre, de modo que se
puede despreciar la diferencia entre el drea de la capa atmosférica y el drea de la superficie
terrestre (véase la figura 2). En lo que sigue, suponga que la mayor parte de la radiaciéon térmica
de la Tierra y del Sol se emite a longitudes de onda préximas a la Amax de cada uno. Suponga

también que la «capa atmosférica» refleja una fraccion ro = 0.255 de la radiacion visible-
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ultravioleta incidente desde arriba o desde abajo, y transmite por completo el resto. Suponga
que la atmosfera no refleja ninguna parte de la radiacion infrarroja; sin embargo, absorbe una
fraccion € de la radiacion infrarroja y transmite el resto. Este comportamiento, conocido como
efecto invernadero, modifica la temperatura media de la Tierra. La superficie terrestre, por su
parte, refleja una fraccién rg de la radiacién visible-ultravioleta y absorbe el resto de esta
radiacion y toda la radiacion infrarroja.

ATMOSPHERE

Infrared
heat

Figura 2 - Flujos térmicos entre la Tierra y la atmdsfera

Parte Tarea Puntos

e Suponga que € = 1y rg = 0, y calcule la temperatura de la TierraTg y la 0
temperatura de la atmdsfera T'a. s

Suponga ahora que g 7# 0. En este caso, el sistema conjunto «Tierra + atmdsfera» refleja una
fraccién diferente de la radiacién solar, denominada «albedo» y denotada por a.

Parte Tarea Puntos

Determine el albedo, &, en funciéon de 7g y 7. A continuacidn, calcule su valor
B-2 .. . 1.6 pt
numeérico suponiendo que rg = 0.102 (y 7, = 0.255).

a) Exprese la temperatura de la Tierra en funcién de o, , Sy y €.

B-3 1.0 pt
b) Utilizando los datos proporcionados y el albedo calculado, halle el valor numérico >

de € que conduce a la temperatura media actual de Ty = 288 K de la Tierra.

Halle L& y determine cuanto aumenta la temperatura de la Tierra si € aumenta un

B-4 de 0.8 pt
uno por ciento.
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Suponga que Ty = 245 Ky Ty = 288 K. Estos valores proceden de datos reales y pueden
diferir de los resultados que haya obtenido en las tareas anteriores. Suponga ahora que se
mantiene un flujo térmico no radiativo (por ejemplo, convectivo) JNr = k(TE = TA) desde la
Tierra hacia la atmdsfera, donde k es una constante. La cantidad Jngr es la potencia transmitida
por unidad de area.

Parte Tarea Puntos
B-5 Calcule e y k en funcion de Tg, T, 0, oy Sp. 1.6 pt
a) Derivando las ecuaciones obtenidas en la parte B-5 con respecto a ¢, halle las dos
. . . dTy  dTg
ecuaciones algebraicas que satisfacen —= y ——.
B-6 1.0 pt

b) Utilice estas ecuaciones para hallar el valor numérico del cambio de temperatura
de la Tierra como resultado de un aumento del uno por ciento en el valor de €.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Definimos el flujo solar absorbido promediado sobre todo el planeta como

. (1—0()50
Q="——

Se interpreta un aumento del uno por ciento como Ae = 0.01¢. Los resultados numéricos utilizan
valores intermedios sin redondear.

o A-1
+f Rs\? 3 2
e A-2
Sp\ V4 Rs
Tg = (E) =Ts %—278K.
e A-3
f@) =5(1—e")—a
e A-4
hc _3
x,, = 4.97, b= =290 x 10 ° mK.
TmkB
e A-5

b b
)\max,S = T_S = 502 nm, Amax,E = T_E =10.4 jyann
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e B-3(a)

e B-3(b)

0.491 K.
e B-5
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d 2 Tk > 1 Rs -2
! <RS> <Ts ) 4V 2d
1_ S 1/4
Ty = | LS 1™ apr i
i 20 |
"1—_r0S. 14
Ty — [ Q=S gk
i 40 i
re(1 —7a)?
o = 741\ _+_ —_— = ()-E;:l;;.
1-— TATE
o [(1=a)S, 1/
P 40(1 = €/2)
]_ _
5:2—ﬂ:0.809.
20T§1
— —60.4K ATy ~ 0.489 K.
= T3 60.4 K, 5 ~ 0.489

El cambio de temperatura es el resultado de primer orden; el cambio finito exacto es

aTﬁ1 -Q

e i 2
o(Tg — Ty)

= 0.849,

T E Qe T
(Tg — Tx)(Te — Ta)

—0.365 Wm 2K L.

e B-6(a) Con X = dTg/deceY = dTy/de,

(40T2 + k)X — (4e0T} + k)Y = 0T},

—(4e0Tg + k)X + (8¢aT} + k)Y = (T — 2T%).
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e B-6(b)

X=617K, Y =478K, ATs~0524K.

El cambio de temperatura es el resultado de primer orden; el cambio finito exacto es
0.527 K.

L

Solucion

A-1

La potencia total radiada por el Sol se obtiene de la ley de Stefan—-Boltzmann:
Ls = 4nR30Ty.

La conservacion de la potencia radiada distribuye esta luminosidad sobre una esfera de radio d. Por

consiguiente,
Lg 4f Rs ?
Sy = =ols| — | .
T dma S( d )

Sy =1353.076... Wm 2 =[1.35 x 10> Wm 2|

Al sustituir los valores se obtiene

La misma dilucidon geométrica se aplica a cada longitud de onda:

as(\) = <%)2U(>\,TS)-

A-2

Sea Ry el radio de la Tierra. La Tierra intercepta la luz solar sobre su area proyectada wR2, mientras
gue toda su superficie 477R% emite radiacién térmica.

Para una Tierra considerada como un cuerpo negro en equilibrio,

wR%S, = 4w R%0Ts.

Asi,
So 1/4 Rg
T = — =Tgy/ — =277.920... K.
E ( 40) 5V 24
Por tanto,
Tg =278 K|
A-3
Para un valor fijo de 7', introducimos
. hc
~ AkpT

La derivacién logaritmica de la ley de Planck da

1(9u_1 5+ ze®
u O\ A er — 1|
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En un maximo a una longitud de onda finita, esta derivada se anula, de modo que
T

= —m.
1—e*®

Por lo tanto, una funcién adecuada es

f(z) =5(1—e ") —z|

La raiz algebraica x = 0 corresponde a A — 00, y no a un maximo a una longitud de onda finita. La

raiz buscada es positiva y distinta de cero.

A-4

La raiz distinta de cero se puede obtener, por ejemplo, mediante el método de Newton:
5(1 —e ™) —xp

Tn+l = Tnp —

oe T — 1

Partiendo de ©g = 5, se obtiene

T, =4.965114....
Como &, = he/(AmaxksT),

Nl = —S b,

T kg
Utilizando las constantes proporcionadas,
b= L24 X 10° nmK = 2.897244 ... x 10> mK.

(4.965114...)(8.62 x 107°)

Por tanto,

Tm = 4.97, b=290x 103 mK|

La funcién de Planck tiende a cero en ambos extremos del intervalo de longitudes de onda, y este es su
Unico punto estacionario finito y positivo, por lo que es el maximo.

A-5

Aplicando la ley de desplazamiento de Wien a cada cuerpo,

Amaxs = — = 502.122... nm,

S

b
)‘max,E i
E

= 10.4247... pm.

Asi,

Amax,s = 902 nm, Amax,E = 10.4 ym |,

El maximo solar se encuentra en el intervalo visible, mientras que el maximo terrestre se encuentra en
el infrarrojo.

A-6

En el maximo, Ap.x = b/T y el argumento de la exponencial es igual a x,,. Por tanto,

2mhc?

—  _T°.
b5(ezm — 1)

Umax (1) =
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Asi, el maximo de la potencia espectral por unidad de longitud de onda es proporcional a T'°.

La igualdad de las alturas de los dos maximos representados requiere
Rg\’
7(7) Umax(T5) = Umax(TE),
lo que da

De A-2,

Por consiguiente,

Ty 1 [Rs
i 2d

1.20 x 1072|.

4Ty 4
B-1

En la parte B, la aproximacién espectral indicada considera la radiacidn solar como visible-ultravioleta y
la emisidn térmica de la Tierra y de la atmdsfera como infrarroja. La atmdsfera no absorbe radiaciéon
solar. Segun la ley de Kirchhoff, su emisividad infrarroja es igual a €, por lo que cada cara emite un flujo
50T1‘§. La emisividad infrarroja de la Tierra es igual a la unidad.

Aqui, e = 1y rg = 0. El flujo solar absorbido en la superficie, promediado sobre todo el planeta, es

o (1 - rA)SO
Q=7
El equilibrio atmosférico requiere
Ty = 20T},

porque la atmdsfera absorbe la emision ascendente de la Tierra y emite en ambas direcciones.
El balance en la superficie es

Q1+ O'T: = oT}g.
Combinando las ecuaciones,

O'T4 = Ql, O'Té = 2Q1

Por tanto,
1 S 1/4
Ty = {%] _[258 K],
1—74)So 1"
Ts = l%} —[307K]|
B-2

Normalizamos la potencia solar entrante a la unidad. La atmdsfera refleja inmediatamente una fraccion
r . La fraccidn que escapa al espacio tras una reflexidon en la superficie es
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(1 —7ra)re(l —ra).
Cada recorrido adicional de ida y vuelta entre la superficie y la atmdsfera multiplica la potencia
reflejada restante por rATE.

Sumando todas las contribuciones,

o0
oz—rA—i—rE 1—1’A2 E rArE

n=0
reg(l —7r
1 —rarg
De forma equivalente,
{— o (l—rA)(l—rE)‘

1 —rarg
Con las reflectividades dadas,
a=0.313124..., |a=0.313]
Toda la potencia solar que no se refleja es absorbida por la superficie.
B-3
(a) Definimos

_ (1—a)So
Q=—1—

Sin transporte de calor no radiativo, los balances de la superficie y de la atmdsfera son
Q + €0’T§ = aTé,
eoTs = 250T1;1.

Para e > 0, la segunda ecuacién da

4
T4 = Ty
AT
Sustituyendo en la primera ecuacion,
€
Q=T (1-3)

Por lo tanto,

Esta expresién también se extiende de forma continuaae = 0.

(b) Despejando la absortividad,

1—
coof1- 9 )y (=05

aTé1 20Tﬁ1
Los flujos sin redondear son

Q = 232.348778 ... Wm 2, o(288 K)* = 390.079395... Wm 2.
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Asi

1

e =0.808710..., e = 0.809|.

B-4

Mantenemos fijos Sy y a. La derivacién logaritmica del resultado de B-3 da
1 dIg 1 1

Te de  8(1—¢/2) 4(2—¢)

Por tanto,
dTg _ Tg
de  4(2—-¢)|
En el equilibrio de B-3,
dTj
=F _—60.4387... K =[60.4 K]
de
Para un aumento relativo del uno por ciento,
Ae = 0.01e.
A primer orden,
ATy ~ dﬂAs = % =10.489 K |.
de 4(2 —¢)

A modo de comparacion, la evaluacién directa del cambio finito da

B 1/4
_2=¢ " 4| —[0491K]|
2 _1.0lc

ATEf)inite _ TE

B-5
Incluimos el flujo no radiativo ascendente
JNR = k(TE — TA).

La superficie pierde esta energia, mientras que la atmdsfera la gana. Sus ecuaciones de equilibrio
pasan a ser

Q +eoTy = oTg + k(Te — Ta),
eoTy + k(Tg — Ty) = 2e0T}.
Por brevedad, escribimos
E = oTg, A=oTy.
Al sumar los dos balances energéticos, se elimina la transferencia interna de calor:
Q=(1—-¢)E+¢€A.

El miembro derecho es la radiacidon que escapa al espacio: la radiacion de la superficie transmitida mas

la emisidn atmosférica ascendente. Despejando,

_E-Q Ty -Q
E-A oTi-TH|

€

La ecuacioén (3) da
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K(Tg — Th) = £(24 — E).

Por tanto,

_ €0(2T{ —Tg)  (oTg — Q)(2T; — Ty)
Te — Ta (TE — TH)(Ts — Ta)

ParaTg = 288 Ky Th = 245 K,
E =390.079395... Wm 2, A =204.290135... Wm 2.

Por consiguiente,

e = 0.849, k=0.365 Wm 2K |

El flujo de calor resultante es
Jxg = 15.7Wm ™2,

que es positivo en el sentido ascendente estipulado.
B-6
(a) Cuando varia €, mantenemos fijos Sy, a y k, y permitimos que cambien ambas temperaturas.
Definimos

dTi dT’

xX==F y = 2-A
de de
Derivando la ecuacién (2), se obtiene
0T} + 4eoT}Y = 40T3X + k(X - Y).

Por lo tanto,

(40T2 + k)X — (4e0T} + k)Y = 0T},

Derivando la ecuacién (3), se obtiene
0Ty +4eoTg X + k(X —Y) = 20T, + 8eoT,Y.
Asi,

—(4e0TE + k)X + (8¢0T3 + k)Y = o(Tyg — 2T}).

(b) Para dar una expresién paramétrica explicita, definimos
p = 40T%, q = 40T},
y conservamos F = O'Té, A= UT:. El determinante del sistema es
D= (p+k)(2eq+k)— (eq+k)(ep+ k) =¢e(2—¢)pg+ k[(1 — e)p+ eq].

Al eliminar Y, se obtiene

eqE + k(E — A)
- .

De forma analoga,

(p+k)(E—2A)+ (ep+ k)A.

Y —
D
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Utilizando los valores de equilibrio de B-5,

X =61.7352... K, Y =47.7734... K.

Para Ae = 0.01¢,

ATg ~ XAe = (61.7352...)(0.01)(0.84897597 .. .) K.

Por tanto,

ATy ~ 0.524 K|.

Al resolver los balances no lineales originales para €., = 1.01¢, con el mismo k, se obtiene el cambio

finito

ATt — 0,527 K|.

La solucidon se comprobd con la solucién oficial.

Problema 2: Atrapamiento de iones y enfriamiento de atomos

[

En las ultimas décadas, el atrapamiento y el enfriamiento de atomos e iones han sido un tema
fascinante para los fisicos, y se han concedido varios premios Nobel por trabajos en este campo.
En la primera parte de este problema, exploraremos una técnica para atrapar iones conocida
como «trampa de Paul». Wolfgang Paul y Hans Dehmelt recibieron la mitad del Premio Nobel de
Fisica de 1989 por este trabajo. A continuacion, investigaremos la técnica de enfriamiento
Doppler, uno de los trabajos citados en el comunicado de prensa del Premio Nobel de Fisica de
1997, concedido a Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji y William Daniel Phillips «por el
desarrollo de métodos para enfriar y atrapar atomos con luz laser».

A. La trampa de Paul

Se sabe que no es posible crear un equilibrio estable para una particula cargada mediante
campos electrostaticos. Por tanto, crear un punto de equilibrio estable para iones requiere
técnicas mas sofisticadas. La trampa de Paul es una de estas técnicas.

Consideremos un anillo de carga de radio R con una densidad lineal de carga positiva y uniforme
. En el centro del anillo se coloca una carga puntual positiva () de masa m.
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Figura 1 - Un anillo cargado positivamente con una densidad lineal de carga uniforme A y radio R:
el origen del sistema de coordenadas se encuentra en el centro del anillo.

a) En coordenadas cartesianas (:r, Y, z), obtenga el campo eléctrico debido al anillo

cargado en las proximidades de su centro, hasta primer orden en a:/R, y/R y z/R. 15

b) Halle la frecuencia angular de las pequefias oscilaciones de la particula cargada
alrededor del centro del anillo en las direcciones en las que existe un equilibrio estable.

Para atrapar completamente la carga (), queremos aplicar campos alternos que produzcan un
equilibrio dindmico. Suponga que la densidad de carga es A = g + w cos §2t, donde Ao, u y (2
son ajustables. Despreciaremos los efectos radiativos. Entonces, la ecuacion de movimiento para
pequefios desplazamientos respecto al centro del anillo, en la direccidon perpendicular al plano del
anillo, sera:

3 = (+k% + aQ? cos Qt)z (1)
A-2 Exprese ay k en funcion de los pardametros conocidos. 0.4 pt

Queremos obtener una solucién aproximada de la ecuacion (1) utilizando las siguientes hipdtesis
simplificadoras: a << 1, Q > ky af2? > k2. Con estas hipdtesis, se puede demostrar que la
solucién de esta ecuacion puede separarse en dos partes: z(t) = p(t) + q(t), donde p(t) es una
componente que varia lentamente y q(t) es una componente de pequeina amplitud que varia
rapidamente y tiene un valor medio nulo. En otras palabras, se puede suponer que p(t)
permanece constante durante unas pocas oscilaciones de g(t) (véase la figura 2).
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Figura 2 - Una solucion tipica de la ecuacién de movimiento de la particula cargada: p(t) describe
el movimiento global y q(t) representa pequefas oscilaciones alrededor de esta trayectoria. La
elipse de la derecha muestra una ampliacidn de una parte de esta trayectoria.

a) Utilizando las aproximaciones indicadas anteriormente, halle la ecuacidon de movimiento
para g(t) en funcién de a, Q y p.

A- 1.8
3 - - . . L . t
b) Halle la solucién de esta ecuacion considerando condiciones iniciales apropiadas que
correspondan a las propiedades requeridas de esta funcion.
a) Utilice el efecto medio de la componente que varia rdpidamente y obtenga una ecuacion
A de movimiento efectiva para p(t). 15
4 . . I . I t
b) Investigue la estabilidad del punto de equilibrio y halle la condicién para que el equilibrio
sea estable.

Suponga que A\g = 8 X 107° C/my R = 10 cm. Queremos utilizar este dispositivo para atrapar
un dtomo ionizado una sola vez, cuya masa es 100 veces la de un dtomo de hidrégeno.

A-  Calcule k. Suponga que a = 0.04 y estime la frecuencia minima necesaria para estabilizar 0.4
5 el movimiento de este ion. Utilice los datos proporcionados al final del problema. pt

B. Enfriamiento Doppler

Puede ser necesario enfriar un 4tomo o ion atrapado. Suponga que un dtomo atrapado de masa
m tiene dos niveles de energia con una diferencia de energia Eg = hwa . Los electrones del nivel
inferior pueden absorber un fotdn y pasar al nivel superior, pero, después de un tiempo T,
volveran al nivel inferior y emitiran un fotén cuya frecuencia estara predominantemente dentro del
intervalo [wa — I',wa + T

B-1 Utilice el principio de incertidumbre de Heisenberg para hallar I". 0.5 pt

Mediante un razonamiento similar, cuando iluminamos el 4tomo atrapado con luz laser, si la
frecuencia angular del laser, wy,, se encuentra en el intervalo [wA — I wp + F], el &tomo puede
absorber el fotdn. Suponga que la frecuencia wy, de la luz laser es ligeramente inferior a wy . Para
un dispositivo concreto, la tasa de absorcion de fotones por un atomo en el sistema de referencia
del atomo se muestra en la figura 3. El fotdn absorbido se reemite después en una direccion
aleatoria. Para simplificar, consideramos el problema en una dimensidn, es decir, suponemos que
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los 4tomos solo pueden moverse en la direccién x y que la luz laser incide sobre ellos tanto desde
la izquierda como desde la derecha. En el sistema de referencia del 4tomo, la luz tiene una
frecuencia mayor o menor debido al movimiento de los atomos. Como la velocidad v de los
atomos es muy pequefia, solo incluimos términos de orden v/cy despreciamos todos los
términos de orden superior. Ademas, se cumple m > th/c2, de modo que la velocidad del
atomo apenas cambia tras absorber el fotdn. Asimismo, el cambio de frecuencia debido al efecto
Doppler es tan pequefio en comparacién con ws — wy, que la funcién de s en el diagrama de la
figura 3 puede aproximarse mediante la siguiente funcién lineal:

s$(w) = s + a(w — wr,)

donde s es el nimero de fotones absorbidos por unidad de tiempo, sy, es el valor de s para

w = wrL, Y @ es la pendiente de la recta tangente a la curva en wr,. La frecuencia del fotdn
reemitido es casi igual a la del fotdn incidente, pero se emite con igual probabilidad en el sentido
positivo o negativo de la direccién x. De hecho, hasta el orden considerado aqui, las dos
frecuencias son idénticas. Observe que estamos considerando todo el proceso en el sistema de

referencia del atomo.

S (Rate of photon absorption)

SL

/L
>
r f'4 (UL wA

la frecuencia correspondiente a la diferencia de energia entre los dos niveles atémicos se indica
mediante wa, y la frecuencia ligeramente menor del laser se indica mediante wr..

a) Suponga que el &tomo atrapado se mueve con una velocidad v = v,, en el sistema del
laboratorio. En el sistema de referencia del 4tomo, calcule la tasa de colisién de los fotones
incidentes desde cada uno de los dos sentidos con los dtomos (denotadas por s,y s_) yla 17
5 tasa de absorcion de cantidad de movimiento en cada sentido (denotadas por . y 7). ot
b) Determine la fuerza efectiva sobre el 4tomo en funcién de v, k1, = wL/c, hya,enel
sistema de referencia del laboratorio. Suponga que s1, < awr,,

eulersolve.org/ipho/2024/

Figura 3 - La tasa de absorcién de fotones en funcion de la frecuencia para una trampa concreta:
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Respuestas

e A-1(a):

eulersolve.org/ipho/2024/

masa del dtomo de hidrégeno:
carga de un electrén:
permitividad del vacio:
constante de Boltzmann:

constante de Planck:

proceso ocurre una vez cada T unidades de tiempo.

mp = 1.674 x 10 2" kg
e=1.602x10"1C

g0 = 8.854 x 1072 F/m
kp = 1.381 x 1072 J/K
h=1.055x1037J.s

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

cinética de los gases, estime la temperatura de los 4tomos.

instante, absorbe un fotdn (incidente desde cualquiera de los dos sentidos) y lo reemite

B- Considerando la cantidad de movimiento del &tomo después de dicho proceso para los dos
3 resultados posibles, calcule la potencia media absorbida por el 4tomo.

Considere la fuerza calculada en la tarea B-2 y calcule la potencia de salida. A continuacién,
calcule el valor medio de v?2 en el equilibrio. Utilizando sus conocimientos de la teoria

B-  Estime esta temperatura para un dtomo cuya masa es 100 veces la de un dtomo de
5 hidrégeno. Suponga que wy, = 2 X R rad/s, 7 =5 X 1077 yoa=4.

E ~

A
4€0R2

(—zx—yy +222).

e A-1(b): Todas las direcciones del plano del anillo son estables, con

condiciones iniciales apropiadas son ¢(0) = —ap, ¢(0) = 0.

Queremos hallar la temperatura mas baja que puede alcanzarse mediante esta técnica. Suponga
que la velocidad de un dtomo concreto se ha reducido exactamente a cero y que, en ese mismo

1.0
pt

0.8
pt

0.4
pt

Wy = W, = QA
vy 4€0mR2 -

La direccion z es inestable.

o A-2:
_ Qu _ QAo
a=—", =4 —.
2eomR2Q)2 2eomR?

e A-3(a):|q ~ aQ2p cos Qt|.
e A-3(b):|q(t) ~ —ap(t) cos Qt|. Si se considera p constante durante un ciclo rapido, las

aleatoriamente en cualquiera de los dos sentidos, con casi la misma frecuencia. Suponga que este
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e A-4(a):

o A-5:

El umbral estimado es

a?0)?
j?'+( 5 —k2)p:0.

a’Q? > 2k%.

La frecuencia angular axial lenta es 1/a2Q2/2 — k2.

kE~21x10°s L

e A-4(b): El atrapamiento estable requiere, dentro de la aproximacién indicada,

Qi ~ 7.4 x 108 rad/s,

ftnh ~ 1.2 MHz.

e B-2(b):

En el equilibrio,

eulersolve.org/ipho/2024/

Elija una frecuencia superior a este umbral.

debida al tiempo de vida,

1

'~ —.
2T

v

S+ = SL :FawLZ7

e B-1: La escala de la anchura de linea es I" ~ 1/7; utilizando la semianchura convencional

e B-2(a): Sea + la etiqueta de los fotones que se propagan en el sentido +x, y sean 74 las
tasas de transferencia de cantidad de movimiento en x, con signo. Entonces

w4+ = +hky, [SL == (sL + awL)

v

)

F, = —2ahkf’0.
o Rk}
m mT

e B-4: La tasa positiva de extraccion de energia es

P, = 2ahksz2.

B 20kpT

h

T~19x%x10*K =0.19 mK.
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Solucion
A-1(a)

El anillo se encuentra en el plano xy y tiene una carga total 2 RA. Por la ley de Coulomb, su campo
eléctrico sobre el eje de simetria es

1 2TR\ 2z
E.(0,0,z2) = .
(0,0, 2) Trey (B2 3 22)3
Para |z] < R,
E.(0,0,z2) ~ 2.

2€0R2

Las simetrias de reflexion y de rotacion exigen que el campo lineal general cerca del centro tenga la
forma

E, =Cxz, E, = Cy, E, = Dz-.

El resultado axial da D = )\/(280R2). No hay carga en las proximidades del centro, por lo que la ley de
Gauss da

V-E=2C+ D =0.

Por consiguiente,

E ~ 4EjR2 (—xf{ —yy + 2z2).
A-1(b)
La segunda ley de Newton en el plano da
. QA " QA
mi = —maz, my = — 1o R V.

Estas son ecuaciones de un oscilador arménico. Por tanto, todas las direcciones del plano tienen la
misma frecuencia angular,

QA
We =Wy = 450mR2 ’
A lo largo del gje,
. QX
mz = ———2.
2€0R2

Para @, A > 0, esta fuerza apunta alejandose del centro, de modo que el equilibrio axial es inestable.
A-2

Al sustituir la densidad de carga dependiente del tiempo en la ecuacién axial, se obtiene

. Q
7= ——"—(Ao+ ucost)z.
250mR2 ( 0 )
La comparacién con la ecuacién (1) da
QAo Qu

B = N0 S R
2egmR? “ 2egmR2Q2
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Aqui a es adimensional y k tiene unidades de inverso de tiempo.
A-3(a)
Sustituimos z = p + g en la ecuacién de movimiento:
P+ 4= Kk* + k g+ aQ®pcos Ot + aQ?qcos Q.

Durante una oscilacion rapida, p es aproximadamente constante. Como q tiene una amplitud pequefia,
a < 1yaQ? > k?, la ecuacion dominante de la variacién rapida es

d ~ aQ2?p cos Nt.

A-3(b)
Manteniendo p constante durante la integracién, se obtiene
q(t) = —apcos Qt + Cit + Cs.

Una componente que oscila rapidamente no puede contener una deriva secular, de modo que C; = 0.
Su valor medio debe ser nulo, lo que exige C's = 0. Por tanto,

q(t) ~ —ap(t) cos Q2.

Para p fija, las condiciones iniciales correspondientes son
q(0) = —ap, 4(0) = 0.

La amplitud de g es a veces la del desplazamiento lento local, en consonancia con a < 1. En este
orden se desprecian las correcciones que implican la variacion lenta de p.

A-4(a)

Promediamos la ecuacion completa a lo largo de un periodo de excitacién, considerando p constante
durante ese periodo. Puesto que

(g) =0, (cos Q) =0, (cos? Qt) = %,

obtenemos
P = k*p + a?(gcos Q).
Utilizando ¢ = —ap cos (¢,
(gcos Q) = ——.

Por tanto,

Aunque k2 es pequefio en comparacion con aﬂz, debe conservarse aqui: el campo alterno solo
contribuye al movimiento medio en el orden a?$)2.

A-4(b)

Definimos
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Si wg > 0, el desplazamiento lento oscila:
p(t) = Acoswst + Bsinwst,
y el movimiento aproximado completo,
z(t) ~ p(t) (1 — acos Qt),

permanece acotado. Por tanto, la condicion de estabilidad axial es

a’Q? > 2k

Paraa > 0, esto equivale a

Q- \/2k‘
a

Por debajo de este umbral, la ecuacidn lenta tiene una soluciéon que crece exponencialmente. En el
caso de igualdad, p = 0, de modo que una velocidad lenta no nula produce una deriva no acotada; la
igualdad no proporciona confinamiento.

Para completar el andlisis, la ecuacion transversal es

. k2 a)?
P=—| —+ —cost |x.
2 2

El mismo procedimiento de promediado da, para su componente lenta X,

) B2 g202
X+ (7 + 3 )X =0,

y de manera idéntica para y. Estas direcciones son estables dentro de la aproximacion, de modo que la
condicion axial proporciona el requisito para el atrapamiento en las tres direcciones.

A-5
El ion tiene
Q =e, m = 100myg = 1.674 x 10> kg, R =0.10 m.
Asi,
. \/ (1.602 x 10 19)(8 x 109) 070 % 10761
2(8.854 x 107 '2)(1.674 x 102°)(0.10)2
Por tanto,

E~21x10°s 1.

Para el valor especificado a = 0.04, la frecuencia angular umbral estimada es

2k
Oy = Y25 _ 7351 4 108 rad /s.

La frecuencia ordinaria correspondiente es
Q
Fn = =2 1,170 x 10° Ha.
2

Por tanto,

Qi ~ 7.4 x 10% rad/s, fin ~ 1.2 MHz.
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Se requiere una frecuencia superior a este umbral estimado. En el umbral,

Qth afy,
s K2

en consonancia con la separacion de escalas supuesta.

= 50,

B-1

El estado excitado tiene un tiempo de vida caracteristico 7. La estimacion basada en la incertidumbre
energia-tiempo es
h
AET 2 —.
2
Al identificar la semianchura energética caracteristica como AFE ~ AI', se obtiene

1
'r =z —.
TS

Para una anchura determinada por el tiempo de vida finito, la estimacién habitual es, por tanto,

1
'~ —.
2T

La conclusidn robusta del principio de incertidumbre es la escala I' ~ 1/7'; el factor numérico depende
de cdmo se defina la anchura de linea.

B-2(a)

Sea + la etiqueta de los fotones que se propagan en el sentido +x, y — la de los fotones que se
propagan en el sentido —x. Para un atomo que se mueve con velocidad v, los desplazamientos
Doppler de primer orden dan

w;:wL(l—E), wL:wL(1+£).
c c

Un fotdn que viaja en el mismo sentido que el &tomo experimenta un desplazamiento al rojo; uno que
viaja en sentido contrario experimenta un desplazamiento al azul.

La funcion proporcionada s(w) ya especifica la tasa de absorcion en el sistema del atomo. Al evaluarla
en estas frecuencias, se obtiene

, v
si =8y, + a(w, —wy) = s, — awy,—,
c

v
s_ = sp+alw —w) = sL +oawr—.

Asi,

v
S+ = 8, + awy,—.
C

Cada foton absorbido tiene una cantidad de movimiento con signo hw’, /c. Definiendo 7. como las
tasas de transferencia de cantidad de movimiento en x, con signo,

hw'

c

+

T =

8+, m_ = — S_.

Al desarrollar y conservar Unicamente los términos de primer orden en v/c,
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7, = hkL [sL — (sL+ och)%},

w_ = —hkg, [SL + (s, + awL)E].
c

B-2(b)

En el sistema del 4tomo, la reemision tiene una cantidad de movimiento media nula porque los dos
sentidos de emisidn son igualmente probables. Por tanto, la fuerza media es

B 2hwr,

/
F,=n, 4+m_ = =2

(s, + awr,)v.

Dentro de la aproximacion utilizada aqui, las energias absorbida y emitida son iguales en el sistema del
atomo. Por tanto, el ciclo completo tiene una transferencia neta de energia nula en ese sistema cuando
se desprecia el retroceso al calcular la fuerza media. La transformacién al sistema del laboratorio deja
la fuerza longitudinal inalterada hasta el orden conservado.

Utilizando s1, < awr,, obtenemos

2ahw? 5
F, ~ T V= —2ahk;v.

La frecuencia del lIdser se encuentra en el flanco ascendente de la curva de absorcion, de modo que
a > 0. Por tanto, la fuerza se opone a la velocidad y extrae energia cinética.

B-3

Supongamos que el fotdn incidente se propaga en el sentido +x y que el médulo de su cantidad de
movimiento es
by = hkL

El 4tomo tiene inicialmente una cantidad de movimiento nula. La conservacion de la cantidad de
movimiento da los dos resultados igualmente probables:

Cantidad de movimiento final = Energia cinética

Sentido de emision i . Probabilidad
del atomo final
En el sentido +z, el sentido de
L . 0 0 1/2
incidencia
En el sentido —x, opuesto al sentido 9
! 2p% /m
de incidencia 2Py pW/ 1/2

Asi, la ganancia media de energia cinética por ciclo de absorcién-emisién es

1 1 (2p,)2 Pl
AK) = —(0)+ ——2 27,
< > 2()+2 2m m

Un fotdn incidente que viaja en el sentido —x produce la misma ganancia media de energia. Como hay
un ciclo completo cada T,

(AK) _ h?kg

T mT

Pin:
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B-4
La tasa a la que la fuerza de amortiguamiento modifica la energia mecanica del 4tomo es
Fov= —2ahk:fv2.

Por tanto, la potencia de salida positiva, entendida como la tasa de extraccién de energia, es

Pout = 20_’hk€’v2 .

En el equilibrio térmico, la potencia media de enfriamiento compensa el calentamiento por retroceso:

h2k?
20hkf (v?) = L
mT
Al cancelar los factores comunes, se obtiene
h
(v*) = :
2amTt

El problema restringe el movimiento a una dimensién, de modo que la equiparticién da

1 1
§m<’02> = EkBT
Por consiguiente,
T_ h
 2akpT’

La masa atémica y el nimero de onda del laser se cancelan en la temperatura de equilibrio de este
modelo.
B-5
Utilizando los valores dados,
1.055 x 1034

T = =1.9098 x 10 * K.
2(4)(1.381 x 10723)(5 x 1079)

Por tanto,

T~19x10*K =0.19mK ~ 190 uK.

Para la masa especificada m = 1.674 x 1072 kg, la varianza de la velocidad correspondiente es

(v?) =1.58 x 102 m?/s?,  wmms ~ 0.126 m/s.

La solucién se comprobd con la solucion oficial.

Problema 3: Pulsar viuda negra

[
Un numero considerable de las estrellas observadas forman sistemas binarios. Una de las
estrellas, o ambas, pueden ser estrellas de neutrones que giran con una elevada velocidad
angular y emiten ondas electromagnéticas; estas estrellas se denominan pulsares. En ocasiones,
una estrella companera es una extensa masa de gas que cae gradualmente sobre la estrella de
neutrones y provoca un aumento de su masa (Figura 1-a). De este modo, una estrella de
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neutrones engulle poco a poco una parte de la masa de su estrella compafiera. Por esta razén, se
ha comparado la estrella de neutrones con una viuda negra (o arafia de espalda roja), una arafia
hembra que se come a su pareja después del apareamiento. El calentamiento del gas que cae
sobre la viuda negra genera radiacion que puede observarse. Las estrellas de neutrones mas
masivas suelen ser viudas negras y sirven como laboratorios naturales para poner a prueba la
fisica fundamental. La Figura 1-b muestra una imagen de la companfera de la estrella de neutrones
PSR J2215+5135, tomada con el telescopio dptico de 3.4 metros del Observatorio Nacional de
Irén. En esta imagen no se puede ver ninguna estrella de neutrones, y la luz observada procede
de su companera.

Figura 1 - (a) Los gases de la estrella compafiera que caen sobre la estrella de neutrones - (b) La
compafiera de la estrella de neutrones PSR J2215+5135

A. Un sistema binario

Considere un modelo sencillo en el que la viuda negra y su estrella compafiera se representan
mediante dos masas puntuales M; y M> que describen drbitas circulares alrededor de su centro
de masas. Para estudiar la dindmica de este sistema, considere un sistema de coordenadas en
rotaciéon en el que los dos cuerpos estén en reposo. Tome el centro de masas como origen del
sistema de coordenadas. Suponga que las dos masas puntuales se encuentran sobre el eje x, a
ambos lados del origen, separadas por una distancia a, y que M7 se encuentra en el semieje x
negativo. En un punto arbitrario (z, y) del plano del movimiento, el potencial efectivo ¢(x, y) para
una masa de prueba unitaria es la suma de los potenciales gravitatorios de las dos masas
puntuales mas el potencial centrifugo.

A-1  Escriba ¢(z,y) en funcién de M1, M3, Gy a. 1.0 pt

A-2  Suponiendo que M7 > Mo, represente cualitativamente la funcion cp(w, 0). 0.7 pt

Suponga (solo para el apartado A-3) que My = M7 /3 y que M, esté rodeada por un gas
enrarecido de muy baja densidad. La masa de este gas es insignificante y despreciamos sus
efectos gravitatorios. Si el tamafio de esta envoltura gaseosa supera cierto limite, el gas se
desbordara hacia M. Suponga que el desbordamiento se produce a través de = x sobre el
eje x.

- Zo . C -
A-3 Halle el valor numérico de —, con dos cifras significativas. Puede utilizar la calculadora. 0.5 pt
a
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Sea P el periodo de revolucién de las estrellas alrededor de su centro de masas. Suponga que la
masa fluye de M2 a M a una tasa muy pequefia de dMl/dt = [3. Esta tasa es tan pequefia que,
durante cada periodo de revolucidn, puede suponerse que la distancia entre las dos estrellas es
constante. Sin embargo, al cabo de un tiempo prolongado, la distancia entre las dos estrellas
cambia, mientras que el movimiento sigue siendo circular.

A-4  Calcule las tasas de variacion de a 'y P en funcion de 8, M1, M2, Gy a. 0.6 pt

El gas que se separa de M, forma un disco que gira alrededor de M; y se calienta debido al
rozamiento (Figura 1-a). A medida que el gas pierde energia, se desplaza en espiral hacia M; y
finalmente cae sobre ella. En régimen estacionario, la masa fluye a una tasa constante 3, de M, al
disco y del disco a M. Al mismo tiempo, el disco caliente emite radiacion térmica como un
cuerpo negro. Este disco se forma muy cerca de la estrella de neutrones, por lo que puede
despreciarse la atraccion gravitatoria de la estrella M al analizar el movimiento del disco.
Desprecie también la capacidad calorifica del gas.

A-  Determine la temperatura del disco a una distancia r del centro de la estrella M; en 1.0
5 funcion de B, M1, G y o (constante de Stefan-Boltzmann). pt

En el sistema binario PSR J2215+5135, la masa de la estrella de neutrones es Myg = 2.27 My y
la masa de su estrella compafiera es Mg = 0.33 M, donde M, = 1.98 x 103" kg es la masa
del Sol. El periodo de revolucion es P = 4.14 hr, la constante de Stefan-Boltzmann es

o =5.67 x 1078 W/m?K*y la constante de gravitacién es G = 6.67 x 107! m3 /kgs?.

Suponga que la tasa de flujo de masa hacia la estrella de neutrones es
B=Mns =9 x 101 Mgyr.

a
A-6 Calcule la temperatura del disco al radio r = 0 en kelvin. 0.5 pt

Suponga que, tras una explosidn repentina, la estrella M expulsa parte de su masa fuera del
. . o . ! s
sistema binario a una velocidad muy elevada, y su masa pasa a ser M. Sea v’ el médulo de la
. ! s .7
velocidad de M, con respecto a M2 después de la explosion.

A Determine el valor méximo de v', en funcién de M7, Ms, G y a, que permite que el nuevo "
sistema binario permanezca ligado. Suponiendo que la explosidn es isétropa, ¢cudl es el t
p

valor minimo de Ml' para que el sistema binario permanezca ligado?

B. Analisis de la estabilidad de una estrella

En esta parte estudiamos la estabilidad de una estrella aislada. Considere una estrella que
contiene un tipo especifico de materia con la ecuacion de estado p = K p7, donde K y 7 son
constantes. Sean p(r) y p(r) la presién y la densidad a una distancia r del centro de la estrella,
respectivamente. La presién y la densidad en el centro de la estrella son p.. y p., respectivamente.
En todos los apartados de la parte B, tome como positivos todos los vectores dirigidos hacia

fuera.
B-  Determine la aceleracion gravitatoria g(r) cerca del centro de la estrella en funcién de r y 0.2
1 de las constantes G y p,. pt
= Deduzca una ecuacion (diferencial) para determinar p(r) en el equilibrio y escribala de la 0.6
) d d )
2 siguiente forma: g [hl(p, r)d—p] + ha(r)p = 0. Halle las funciones hj y has. pt
T T
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B- 0.4

3 Construya una magnitud r de la forma rg = Glpznpg que tenga dimensiones de longitud. ot
Reescriba la ecuacion (diferencial) del apartado B-2 de la siguiente forma:

B- d du 7 )
— |A(u,z)— | + Ay(z)u(z) = 0,donde x = — yu = P Halle las funciones 0-3

4 dz dx 70 Pe pt
Al(u, 113) y A2 (x)

B- 43 0.6

g  Paray =2 se obtiene u(z) = & Determine f(z). ot

du
Suponga que, para una estrella determinada, P como funcion de z, viene dada por la curva de
T

la Figura 2.
X
\ 0,2 0.4 0,6 0.8 1.0 12 114
-02b \
\
\\
\\\
-0:4 \\,
\
\\
du \
dx /
-0:6 %
\
\\
N
\\
\\
-0.8 \\
\\\ ///
N Ba8E%s:
-1.0 T
. e du
Figura 2 - Grafica de —
dr
B-  Utilice el comportamiento de la curva de la Figura 2 en las proximidades del punto x = 0 0.8
6 para hallar 7y con 3 cifras significativas. Utilice la regla proporcionada si es necesario. pt

Para analizar la estabilidad del sistema, suponemos que la estrella se desvia ligeramente de su
estado de equilibrio: suponemos que la capa esférica que estaba en equilibrio al radio r tiene
ahora un radio 7; de manera analoga, los parametros g, py p han cambiadoa g, py p,
respectivamente. Por comodidad, solo consideraremos valores pequefios de 7, cerca del centro
de la estrella, para los que podemos suponer que # = (1 + £(t)), donde £(t) < 1.

Halle py g en funcién de py g a primer orden en €. ‘
p
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Utilizando la ecuacion de movimiento de Newton para la capa esférica cuyo radio de

5 ilibri hall i funcion de g, p, K 8ﬁ(P % tend la derivad 00
equilibrio es r, halle — en funcion de g, p, K, —— (Por ——= entendemos la derivada
8 . dt? 9P Y o7 or pt
de p con respecto a 7 a t constante.)
2¢
B- Obtenga W en funcion de € y de las constantes dadas en el problema. Halle el valor 06
9 minimo de -y para que el equilibrio sea estable y la frecuencia angular de oscilacién de la pt

estrella.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Escribamos M = M + Ma, y sean las posiciones estelares x1 = —aMa/M y x2 = aMy/M.

e A-1

GM; GM, GM, ,
p(z,y) = — - — -5 @@ +y)
V(e+aMy/M)?+y® /(e —aMy/M)?+y* 20

salvo una constante aditiva.

e A-2 Hay tres ramas estrictamente cdncavas, cada una con un maximo. El potencial tiende a
—00 a ambos lados de x1, 2, y cuando £ — F00. Con las denominaciones habituales, los
maximos aparecen en el orden

zp, <1 <0<z, <z2 < 7L, ,
y sus alturas satisfacen
¢(L1) < p(L2) < ¢(L3) <O0.

20 _ 0.36].
a

. 1 1 . /| a® 1 1
a—2ﬁa(ﬁ2—ﬁl) P—Gﬂﬂ GM(MQ_Ml)

e A-5 Utilizando la liberacion local de energia orbital y la radiacion de ambas caras,

o) - (S22}

=

8mwors

T(a/10) ~ 8.9 x 10° K |.
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parabdlico.

e B-1

eulersolve.org/ipho/2024/

y una 4rbita ligada requiere v/ < v

e A-7 El umbral de velocidad de escape es

r_
Yerit = \/

2G(M! + M>)

=

a

I
crit*

Para una eyeccion isétropa,

M >

M, — M,
5 |

e B-2 Una normalizacion conveniente es

La igualdad en cualquiera de las dos condiciones corresponde al caso limite de escape

B sin(v/27 )

V2r

4
g(r) = ——-Gper|;
hi(p,r) = Kyr?p’ 72|, hy(r) = 4nGr?|.
1 1 [ D
= — — = — = ——-1 = .
l 2 ) m 2 9 n 9 To Gpg
Ai(u,x) = 73:211,7_2 | As(z) = Arz?|.
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e B-9

G
gy P

(3y —4)e =0|.

El valor critico es |Yerit = 4/3|, con oscilaciones restauradoras para vy > 4/3 y

comportamiento marginal en el caso de igualdad. Su frecuencia angular es

w= \/47erc (3y—4)|

3

\

Solucion

A-1

Sea M = M, + M. La condicién del centro de masas y la separacién dan
Mizq + Myxs = 0, To — X1 = Q,

de modo que

Mo M,
= ——a, Ty = —a.

M M

Si la velocidad angular del sistema binario es 2, la ecuacion de Newton para cualquiera de las dos
estrellas da

GM

2 _
Q_?,

a
El potencial gravitatorio por unidad de masa de prueba es la suma de los potenciales de las dos masas
puntuales. En el sistema de referencia que gira uniformemente, la aceleracidn centrifuga dirigida hacia
fuera se obtiene del potencial

1
v = 5 (@ + 1),

Por consiguiente,

p(z,y) = - - — (@ +y)|
V(@+ay/M)?? +2 /(v —aM/M)?+y*> 20

A-2

Sobre el eje z,

o(z,0) = — — — —0%%
Una descripcidén precisa del esbozo es la siguiente:

e Hay singularidades verticales hacia abajoen * = x; y € = x5: el potencial tiende a —oo desde
ambos lados de cada estrella.
e Para valores grandes de x, positivos o negativos,

1
ol2,0) ~ —5 0%,
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por lo que ambos extremos exteriores descienden hacia —oo.
e Cada uno de los tres intervalos separados por las estrellas contiene exactamente un maximo.

Para demostrar el Ultimo punto, fuera de las masas,

d*p 2G M, 2G M, 5
—_ _ Q2 <o.
dzx? lz— =z |z —x5?

Por tanto, cada rama es estrictamente cdncava. Su derivada cambia de positiva a negativa entre sus
dos extremos, lo que da lugar a un maximo.

Denotemos los maximos izquierdo, interior y derecho por L3, L1, Lo, respectivamente. Como
M; > M,, la estrella mas masiva estd mas cerca del origen, y

d M M:
_90 = G ! — G 2 >0
dz | =g |12 z3

Por tanto, el maximo interior se encuentra a la derecha del origen:
xL3<£U1<O<:EL1 <z <ZTL,.
El maximo exterior izquierdo es el mas alto, le sigue el maximo exterior derecho, y el maximo interior es
el mas bajo:
¢(L1) < ¢(La) < ¢(Ls3).
Con la constante aditiva elegida en A-1, toda la curva es negativa y no corta el eje horizontal. Su
interseccién con el eje vertical es

QD(Oa 0) - a

GM ( M, +M2
My M;)|

A-3

El gas pasa primero hacia M a través del punto de equilibrio interior L, donde la fuerza efectiva se
anula. Este punto es un maximo de cp(ac, 0) a lo largo de la recta que une las estrellas y un punto de
silla del potencial efectivo bidimensional.

En este caso,

M, = %M, M, = %M,
de modo que
a 3a
Ir1 = —Z, ro = T
Escribiendo z = x/a, la condicion Op/dz = 0 entre las estrellas se convierte en
3/4 B 1/4 _.—0

(z+1/4)2 (3/4—2)?
Laraizen —1/4 < z< 3/4es
z=0.360743....

Asi pues, con dos cifras significativas,

o _0.36]
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A-4

Consideremos que la transferencia es conservativa: toda la masa que pierde M> llega a M1, y no hay
momento de fuerzas externo. En el modelo de masas puntuales, se desprecian la rotacién propia vy el
momento angular almacenado temporalmente en la corriente de materia. Por tanto,

Ml:ﬂv MQ:_/B7 M:07

y el momento angular orbital se conserva.

Para un sistema binario circular,

M1M2 2 Ga
L= Q= MM\ —
M VM
Tomando su derivada logaritmica,
L
L M1 M2 2 a
Por tanto,
1 1
a=20a|— — —
M, My
La relacion de Kepler da
P—am/-L
—"Vem

Como M es constante,

P 34 1 1
=22 =38 — - — ).
P 2a ﬂ<M2 Ml)

Asi pues,

Tanto la separacion como el periodo aumentan cuando la masa fluye de la estrella menos masiva a la
mas masiva.

A-5

Utilicemos un disco delgado con érbitas keplerianas casi circulares, energia cinética radial despreciable
y radiacién local de la energia mecénica orbital perdida mientras la materia atraviesa una corona
circular.

La condicion de oérbita circular es
9 GM,

v = .
r

La energia mecanica del gas por unidad de masa es, por consiguiente,

1 4, GM; GM;
e(r) = =v* — = — :
2 T 2r
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Consideremos una corona circular entre 7y 7 + dr, donde dr > 0. La materia entra por su borde
exterior y sale por su borde interior. Con una tasa de flujo de masa (3, la potencia liberada es

dL = ﬁ[e(r +dr) — e(r)} = Gé\:[;ﬂ

Ambas caras del disco emiten radiacidn. Su area anular conjunta es
dA = 2(2nrdr) = 4nrdr.

Despreciando el almacenamiento de calor e igualando la liberacién local de energia a la radiacion de

dr.

cuerpo negro,
GM,p

Anr dr oT* = 5 dr.
r
De aqui,
1/4
T(r) = (EME) T
8mors

En particular, T o< P34,

A-6
La masa total y el periodo son

M = (2.27 +0.33)(1.98 x 10*°) = 5.148 x 10*" kg,
P = 4.14(3600) = 14904 s.

La relacion de Kepler da

GMP?
a =
472

1/3
) — 1.24548 % 10° m.

Por tanto,

r= -2 — 1924548 x 10% m.
10

Utilizando 1 yr ~ 3.156 x 107 s,
9 x 107'°(1.98 x 10%)

S0 < 107 ~ 5.65 x 10" kgs .
. X

B =

Con M; = 2.27(1.98 x 10°) kg,

_ [(6.67 x 1071)(2.27 x 1.98 x 10*°)(5.65 x 10'%) 1/

T
87(5.67 x 10~8)(1.24548 x 108)3

Esto da
T ~ 8.86 x 10° K,

o bien

T ~ 8.9 x 10° K|.
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A-7

La explosidn es repentina, por lo que la separaciéon inmediatamente después sigue siendo a. Una vez
que el material expulsado a gran velocidad se ha alejado, la energia orbital relativa de las estrellas
restantes es
B = l,u/v/2 - GM{M? Nl _ JMII‘ZW2
2 a ’ Mll + Mo

Una 6rbita ligada de dos cuerpos requiere E’ < 0. Asi pues,

!/

p _ 2G(M; + M)
v <
a

)

y la velocidad limite es

2G(M] + My)

a

I —_—
crit —

v

En el caso de igualdad, la érbita es parabdlica y no esta ligada.

Si la eyeccidn es isotropa en el sistema de referencia en reposo de la estrella que explota, no hay
retroceso. Las velocidades instantaneas de ambas estrellas restantes no cambian. Por tanto, su

velocidad relativa sigue siendo la velocidad de la drbita circular original:
G(M; + M,
v? = Q%% = ( ) .
a

Al sustituir en la condicién de ligadura se obtiene

M + My < 2(M] + M>),

o bien
M; — M:
2
De forma equivalente, puede expulsarse menos de la mitad de la masa total original del sistema binario:
M; + M.
M, — M| < %

El minimo indicado es un umbral critico; la igualdad corresponde al escape marginal.
B-1
Por simetria esférica, solo la masa encerrada dentro del radio r contribuye al campo gravitatorio en ese
punto. Cerca del centro, p ~ p., de modo que

47

m(r) o —per.

3

Tomando como positiva la aceleracion dirigida hacia fuera,

Gm(r A7
g(r) = —# ~ —?Gpcr.
r

Por tanto,

4m
g(r) ~ —?Gpcr .
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B-2

El equilibrio hidrostatico requiere

dp
ar P9
La masa encerrada satisface
Gm(r) dm 9
g:——r2 , W:LLWT p-
Por consiguiente,
i(7°2g) = —4nGr?p.
dr
Utilizando g = (1/p) dp/dr,
d (r? dp 9
% (75) +47Gr°p = 0.

A partirde p = Kp7,

dp 1 dp
— = K~p" " —.
dr P dr

La ecuacidn requerida para la densidad es, por tanto,

Asi pues, una eleccion vélida es

hi = K’yrzp"’_2 , he = 4nGr2|.

Multiplicar ambas funciones por la misma constante no nula da una ecuacién equivalente.
B-3

Las dimensiones pertinentes son

Gl = I*M7'T2, [p) = ML'T,  [p] = ML
Exigir que Glpznpg tenga dimension L da
—l+m+n=0, dl—m—-3n=1, -2l —2m = 0.
Al resolver,
= 1L m = 1 n=-—1
2’ 2’
De aqui,

’]"‘0 = \/E = pC
VG Pe Gp?

Como p, = Kp/, también resulta util escribir
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B-4
Sustituimos

_ _ dp _ pc du
= To%, p = peth dr 7y dx

en la ecuacién de B-2:
d du
Ko ' 220222 ) +47Grip.z’u = 0.
VP, dz ( dz oPc

Como Gr2p, = KpJ ', al dividir por KpJ ' se obtiene

d 9 du
-_ 7_2— 4 2 —=
dw(’yacu da:)+ mxu = 0|
Asi pues,
Ay (u, ) = yz?u 2, Ay(z) = 4mz?|

Las condiciones en el centro son
u(0) =1, u'(0) =0,
la segunda de las cuales se deduce de la regularidad y la simetria esférica.
B-5
Para v = 2, la ecuacién se reduce a

di(mzu') + 27z’ = 0.
T

Seau = f/z. Entonces

d
%(mzu/) — :Ef”.

2’ =af ~ §,
Paraxz > 0,
f"+2nf=0.
Escribiendo k = \/ﬂ, la solucién general es
f = Asin(kz) + Bcos(kx).

Que u = f/x sea finita en el centro exige B = 0. La normalizacién u(0) = 1 da entonces Ak = 1. Por

tanto,
o) — sin(v/27 z)
y
u(z) = sin(v/27 ) .

V2rzx

El perfil fisico de densidad termina en su primer cero, z = 71-/2.
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B-6

Para este apartado, volvamos al caso de 7y general. Cerca del centro, la regularidad permite el

desarrollo

u(z) = 1+ cz® 4+ O(z?), v/ (z) = 2cz + O(z?).

Al sustituir en la ecuacidn adimensional de equilibrio se obtiene, a orden x2,

6yc + 47 = 0.
De aqui,
u'(z) = —4—7T33 + O(z?)
3y
Si s es la pendiente en el origen de la curva representada de u’ en funcién de z, entonces
s=1u"(0) = —g—:, v = —i—:.
La tangente en el origen de la Figura 2 tiene una pendiente aproximada de
s ~ —2.51.
Asi pues,
v~ L ~ 1.67|.
3(2.51)

Esto es compatible cony = 5/3.
B-7

Sigamos una capa material concreta. Su masa se conserva al desplazarse desde r hasta

F=r(l+e¢).
Como el mismo factor de escala se aplica a las capas centrales vecinas,
di = (1+¢)dr.

La conservacion de la masa de una capa delgada da
4r? pdr = 4ni?p dF,

de modo que

p= ﬁ = p(1 - 3¢) + O(c?).
Por tanto,
p=~p(l—3e)|
La masa encerrada por la capa en movimiento también se conserva. Por consiguiente,
. Gm(r) g
I=" TR T arer
lo que da

g~g(l—2e)|
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Aqui g es negativa, de acuerdo con la convencidn prescrita de tomar como positivo el sentido hacia
fuera.

B-8

La aceleracién debida a la presién y dirigida hacia fuera es

19
p or’
Al afiadir la gravedad, la ecuacién de Newton es
d?7 . 1op
a9 G
Utilizando la misma ecuacién de estado para la materia perturbada,
p=Kp’,
obtenemos
% = Kvﬁ”‘l%-
De aqui,
2 ~
=i Kvﬁ”% .
B-9

A tiempo fijo, € es independiente de la coordenada r que identifica cada capa central. Por tanto,

are) = @+ o) (s )

1+4¢
y
9p 4 dp
— =(14¢) " —.
or ( ) dr
Por consiguiente, el término de presién de B-8 varia segun
0p dp
K ~y—2 I — K y—2 1 2—37.
1 e 1" (L)
En el equilibrio no perturbado,
dp
Kyp'?— =g.
yp dr g
Junto con § = g(1 + )2, esto da
d*7 ~ ~
) =gl(1+e¢) 2 _(1+¢)? 3’7}.

A primer orden,
(1+e)?=1-2¢,
(14+6)*3 =14 (2 - 3y)e.

Asi pues,
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d2F

proie 9(3y —4)e.

Como 7 identifica la capa original y es constante,

d’F

— =TE.

dt?
Utilizando el resultado cerca del centro g/r = —4nGp,/3,

4rG

€= ——pc(3'y —4)e|.
3
Para que la aceleracidn sea restauradora, el coeficiente que multiplica a —e debe ser positivo. Por
tanto,
- 4
Y 3
El valor critico es, por consiguiente,
4
Yerit = 5 .

En el caso de igualdad no hay fuerza restauradora a este orden; para v < 4/3, existe una perturbacion
creciente. Para «y > 4/3, el movimiento es arménico con

w:\/MTGPC(3'y—4): A7 Gp, <'y—§> .

El valor deducido de la grafica, v >~ 1.67, se encuentra en el intervalo estable.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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