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题目 1：土壤胶体的表征

胶体科学可用于表征土壤颗粒，因为其中许多颗粒可视为微米尺度的胶体颗粒。例如，可以利用布朗

运动（胶体颗粒的无规则运动）测量颗粒的大小。

部分 A. 胶体颗粒的运动（1.6 分）

我们分析质量为  的胶体颗粒的一维布朗运动。其速度  的运动方程为：

其中，  为摩擦系数，  为水分子随机碰撞产生的力，  为外力。在部分 A 中，我们假设

。

A.1 — 0.8分

设一个水分子在  时与颗粒碰撞，给予颗粒冲量 ，此后 。若碰撞前 ，则

在  时， 。用  及式(1)中必要的参数求出  和 。

在后续各题中，你可以在答案中使用 。

A.2 — 0.8分

实际上，水分子接连不断地与颗粒碰撞。设第  次碰撞在时刻  给予颗粒冲量 ，在  且

 的条件下求出 。同时，给出对于指定的 ，所需考虑的  的范围所满足的不等式。在

答题纸上，无须在  的表达式中注明这一范围。

部分 B. 有效运动方程（1.8 分）

以上结果表明，若 ，则可将颗粒速度  和  视为不相关的随机量。在此基础上，

我们引入一个理论模型，近似描述一维布朗运动。在该模型中，速度每隔时间  随机改变一

次，即

其中 ，  为随机量。它满足

其中参数  依赖于 。这里  表示  的期望值。也就是说，若无限次抽取随机数 ，其平均值

将为 。

现在考虑  时颗粒的位移 ，其中  为整数。

B.1 — 1.0分

用 、  和  求出  和 。

M v(t)

Mv̇ = −γv(t) + F(t) + Fext(t), (1)

γ F(t) Fext(t)

Fext(t) = 0

t = t0 I0 F(t) = 0 v(t) = 0

t > t0 v(t) = v0e
−(t−t0)/τ I0 v0 τ

τ

i ti Ii t > 0

v(0) = 0 v(t) t ti

v(t)

|t − t′| ≫ τ v(t) v(t′)
δ (≫ τ)

v(t) = vn (tn−1 < t ≤ tn), (2)

tn = nδ (n = 0, 1, 2, ⋯) vn

⟨vn⟩ = 0, ⟨vnvm⟩ = {

C (n = m),
0 (n ≠ m),

(3)

C δ ⟨X⟩ X X

⟨X⟩

t = Nδ Δx(t) = x(t) − x(0) N

C δ t ⟨Δx(t)⟩ ⟨Δx(t)2⟩
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B.2 — 0.8分

量  称为均方位移（MSD）。它是布朗运动的一个特征可观测量，而布朗运动对应于

 的极限情形。由此可以证明  且 。求出  和  的值。

部分 C. 电泳（2.7 分）

这里讨论电泳，即带电颗粒在电场作用下的输运。将质量为 、电荷量为  的胶体颗粒悬浮

液置于横截面积为  的狭窄通道中（图1(a)）。忽略颗粒间的相互作用，以及壁面、流体、其中的离

子和重力的影响。

图1：部分 C 的装置。

施加沿  方向的匀强电场  后，颗粒发生输运，其浓度 （单位体积内的颗粒数）变得不均匀

（图1(b)）。撤去  后，这种不均匀性逐渐消失。这是颗粒布朗运动的结果。若  不均匀，向右

运动和向左运动的颗粒数可能不同（图1(c)）。这会产生颗粒通量 ，即在  处沿  轴方向、

单位时间内通过单位横截面积的平均颗粒数。已知该通量满足

其中  称为扩散系数。

现在为简化讨论，假设一半颗粒的速度为 ，另一半为 。令  表示速度为  的颗粒在

单位时间内从左向右穿过  处单位横截面积的数量。速度为  的颗粒若要在时间间隔  内穿过

，就必须位于图1(c)的阴影区域内。由于  很小，在该区域内有

。

C.1 — 0.5分

从 、 、  和  中选取必要的量，表示 。

对于速度 ，定义与  对应的量 。于是有 。根据

式(3)，有 。

C.2 — 0.7分

从 、 、  和  中选取必要的量，求出 。利用该结果和式(4)，用  和  表示

，并用  和  表示 。

现在讨论渗透压  的作用。渗透压由  给出，其中  为阿伏伽德罗常数，

为气体常数，  为温度，  为玻尔兹曼常数。考虑在电场  作用下形成的不均匀浓度分布

（图1(b)）。由于  随  变化，  也随之变化。于是，由  和  产生的力必

须与电场  作用于颗粒上的总力平衡（图2）。这里考虑很小的 ，使得在此范围内可将  视

为常量，同时 。

⟨Δx(t)2⟩

δ → 0 C ∝ δα ⟨Δx(t)2⟩ ∝ tβ α β

M Q (> 0)

A

x E n(x)

E n(x)

JD(x) x x

JD(x) = −D
dn

dx
(x), (4)

D

+v −v N+(x0) +v

x0 +v δ

x0 δ

n(x) ≃ n(x0) + (x − x0) dn
dx

(x0)

v δ n(x0) dn
dx

(x0) N+(x0)

−v N+(x0) N−(x0) JD(x0) = ⟨N+(x0) − N−(x0)⟩

⟨v2⟩ = C

C δ n(x0) dn
dx

(x0) JD(x0) C δ

D D t ⟨Δx(t)2⟩

Π Π = n
NA

RT = nkT NA R

T k = R
NA

E

n(x) x Π(x) Π(x) Π(x + Δx)

E Δx n(x)

n(x + Δx) − n(x) ≃ Δx dn
dx

(x)
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图2：力的平衡。

C.3 — 0.5分

用 、 、 、  和  表示 。

现在讨论通量的平衡。除了布朗运动产生的通量  外，还有电场产生的通量 。它由下式

给出：

其中  是颗粒在电场驱动下的终端速度。

C.4 — 0.5分

为求出 ，使用式(1)，并令 。由于  存在涨落，我们考虑 。假设

，并利用 ，求出 ，进而得到 。

C.5 — 0.5分

通量平衡条件为 。用 、  和  表示扩散系数 。

部分 D. 均方位移（2.4 分）

假设我们观测了水中一个孤立的球形胶体颗粒的布朗运动，其半径为 。图3给出了每隔

 测量一次的  方向位移  的直方图。摩擦系数由  给出，其中水的黏度为

，温度为 。

图3：位移直方图。

0 0 0 2 4 11 15

n(x) T Q E k dn
dx (x)

JD(x) JQ(x)

JQ(x) = n(x)u, (5)

u

u Fext(t) = QE v(t) ⟨v(t)⟩

⟨v(0)⟩ = 0 ⟨F(t)⟩ = 0 ⟨v(t)⟩ u = limt→∞⟨v(t)⟩

JD(x) + JQ(x) = 0 k γ T D

a = 5.0μm

Δt = 60 s x Δx γ = 6πaη

η = 8.9 × 10−4 Pa ⋅ s T = 25 ∘C

Δx (μm) −10 −9 −8 −7 −6 −5 −4

Ncount
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35 44 58 68 59 50 26

15 5 4 3 0 1 0

D.1 — 1.0分

不利用  是阿伏伽德罗常数这一事实，根据图3的数据估算  的值，保留两位有效数字。气体常

数为 。不要使用《总则》中给出的玻尔兹曼常数  的数值。对于阿伏伽德罗常

数，你得到的数值可能与《总则》中给出的不同。

现在将部分 B 的模型推广到电场  作用下电荷量为  的颗粒运动。式(2)中的颗粒速度  应替

换为 ，其中  满足式(3)，  为式(5)中所考虑的终端速度。

D.2 — 0.8分

用 、  和  表示均方位移 。求出  很小和很大时的近似幂律，以及发生这一变化的特征

时间 。在双对数坐标中画出均方位移的示意图，标出  的大致位置。

接下来考虑游动的微生物（图4(a)），为简化起见，仅讨论一维情形（图4(b)）。这些微生物是半径

为  的球形颗粒。它们以  或  的速度游动，每隔时间  随机选择一次符号，各次选择之

间互不相关。观测到的运动是游动引起的位移与球形颗粒布朗运动引起的位移的叠加。

图4：(a) 微生物的运动。(b) 其一维情形。

D.3 — 0.6分

图5给出了这些微生物的均方位移 ，如虚线所示，在  较小、较大和处于中间范围时呈现

不同的幂律。求出各时间范围内的幂律，并从 、 、  和  中选取必要的量加以表示。

Δx (μm) −3 −2 −1 0 1 2 3

Ncount

Δx (μm) 4 5 6 7 8 9 10

Ncount

NA NA

R = 8.31 J/K ⋅ mol k

E Q v(t)

v(t) = u + vn (tn−1 < t ≤ tn) vn u

u D t ⟨Δx(t)2⟩ t

t∗ t∗

a +u0 −u0 δ0

⟨Δx(t)2⟩ t

D u0 δ0 t
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图5：微生物的均方位移。

部分 E. 水的净化（1.5 分）

这里讨论通过加入电解质使胶体状土壤颗粒凝聚，从而净化含有这些颗粒的水。颗粒通过范德华力和

静电力相互作用，后者包含表面电荷及其周围带相反电荷的离子层的影响（这些离子及其形成的层分

别称为反离子和双电层；见图6(a)）。因此，当颗粒间距为  时（图6(b)），相互作用势能为

其中  和  为正常量，  为水的介电常数，  为双电层的厚度。假设离子的电荷量为 ，则有

其中  为离子的摩尔浓度。

图6：(a) 胶体颗粒的表面电荷和反离子。(b) 间距  的定义。

E.1 — 1.5分

向悬浮液中加入氯化钠（NaCl）会使胶体颗粒凝聚。求凝聚所需的 NaCl 最低浓度 。只需考虑两个

颗粒，忽略热涨落，即令式(1)中的 ，并假设颗粒在给定势能对应的力作用下瞬间达到终端

速度。

题目译自官方英文原文。

d

U(d) = −
A

d
+

Bϵ(kT )2

q2
e−d/λ, (6)

A B ϵ λ ±q

λ =√
ϵkT

2NAq2c
, (7)

c

d

c

F(t) = 0
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答案

A.1

A.2

若观测的是观测时刻发生碰撞后的瞬时速度，则应包含 。

B.1

B.2

C.1

C.2

C.3

C.4

C.5

D.1

D.2

当  时，均方位移近似为 ，双对数图中的斜率为 。当  时，均方位移近似

为 ，斜率为 。

v0 =
I0

M
, τ =

M

γ
.

v(t) =
1

M
∑

0<ti<t

Iie
−(t−ti)/τ , 0 < ti < t.

ti = t

⟨Δx(t)⟩ = 0, ⟨Δx(t)2⟩ = Cδt.

α = −1, β = 1.

N+(x0) ≃
v

2
n(x0) −

v2δ

4

dn

dx
(x0).

JD(x0) = −
Cδ

2

dn

dx
(x0), D =

Cδ

2
, ⟨Δx(t)2⟩ = 2Dt.

dn

dx
(x) =

QE

kT
n(x).

⟨v(t)⟩ =
QE

γ
(1 − e−t/τ

), u =
QE

γ
.

D =
kT

γ
.

NA ≃ 5.6 × 1023 mol−1.

⟨Δx(t)2⟩ = 2Dt + u2t2, t∗ =
2D

u2
.

t ≪ t∗ 2Dt 1 t ≫ t∗

u2t2 2
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D.3 定义 。对于图示的三个明显不同的区间，有 ，且

对应的双对数图斜率分别为 。

E.1 临界浓度为

其中，对于 NaCl，  为元电荷的大小。当  时，初始间距很大的颗粒会发生凝聚。恰

在  时，题设的无噪声、过阻尼动力学处于临界状态：颗粒间距渐近趋于一个有限值。

解答

A.1

在极短的碰撞时间内对运动方程积分，得到冲量—动量关系。当碰撞持续时间趋于零时，摩擦力的冲量趋

于零，因此

由于颗粒最初静止，

碰撞后，力  和  均为零。因此

其解为

与给定形式比较可得

A.2

运动方程是线性的。每次碰撞都产生瞬时速度增量 ，随后该增量以弛豫时间  衰减。因此，由叠加

原理可得

只有初始时刻之后、观测时刻之前的碰撞有贡献：

在碰撞瞬间，速度发生大小为  的跃变。若  表示该次碰撞刚结束时的速度，则应包含上端点。

ts = 2D/u2
0 ts ≪ δ0

⟨Δx(t)2⟩ ≃
⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

2Dt, t ≪ ts,
u2

0t
2, ts ≪ t ≪ δ0,

(2D + u2
0δ0)t ≃ u2

0δ0t, t ≫ δ0.

1, 2, 1

ccrit =
8B2ϵ3(kT )5

exp(4)NAA2q6
,

q c > ccrit

c = ccrit

M[v(t+
0 ) − v(t−

0 )] = I0.

v0 = v(t+
0 ) =

I0

M
.

F Fext

M
dv

dt
= −γv,

v(t) =
I0

M
exp [−

γ

M
(t − t0)].

v0 =
I0

M
, τ =

M

γ
.

Ii/M τ

v(t) =
1

M
∑

0<ti<t

Ii exp [−
t − ti

τ
].

0 < ti < t.

Ii/M v(t)
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B.1

在第  个时间间隔内，位移为 。因此，在  时，

其期望值为

对于二阶矩，

由于不同时间间隔内的速度不相关，交叉项为零。因此

B.2

对于固定的正观测时间，布朗运动在扩散极限下必须具有有限且非零的均方位移。由于

当  时，乘积  必须趋于一个有限且非零的常数。因此

剩余的时间依赖关系为线性关系：

所以，

这是有效模型的连续极限，描述的是远长于微观弛豫时间  的时间尺度上的运动。

C.1

向右运动的颗粒若最初位于  与  之间，就会在接下来的时间间隔  内穿过 。该区域内一半

的颗粒向右运动。将单位面积对应的颗粒数除以 ，得

利用题设的线性近似，

得到

因此，

n vnδ t = Nδ

Δx(t) = δ
N

∑

n=1

vn.

⟨Δx(t)⟩ = δ
N

∑

n=1

⟨vn⟩ = 0.

⟨Δx(t)2⟩ = δ2
N

∑

n=1

N

∑

m=1

⟨vnvm⟩

= δ2NC

= Cδt.

⟨Δx(t)⟩ = 0, ⟨Δx(t)2⟩ = Cδt.

⟨Δx(t)2⟩ = Cδt,

δ → 0 Cδ

C ∝ δ−1.

⟨Δx(t)2⟩ ∝ t.

α = −1, β = 1.

τ

x0 − vδ x0 δ x0

δ

N+(x0) =
1

2δ
∫

x0

x0−vδ

n(x) dx.

n(x) ≃ n(x0) + (x − x0)n′(x0),

N+(x0) ≃
1

2δ
[vδ n(x0) −

(vδ)2

2
n′(x0)].
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这一近似要求浓度在距离  内变化缓慢。

C.2

类似地，向左运动的颗粒来自  区域，因此

相减并取平均，得

与菲克定律  比较，得到

代入 B.1 的结果，得

C.3

考虑横截面积为 、厚度为  的薄层。它受到沿  正方向的电场力为

渗透压产生的合力为

由力的平衡可得

温度均匀时， ，因此

于是

浓度梯度为正，与带正电颗粒沿电场方向聚集相符。

C.4

对式(1)取期望值，利用恒定的外加力和 ，得到

N+(x0) ≃
v

2
n(x0) −

v2δ

4
n′(x0).

vδ

x0 < x < x0 + vδ

N−(x0) =
1

2δ
∫

x0+vδ

x0

n(x) dx

≃
v

2
n(x0) +

v2δ

4
n′(x0).

JD(x0) = ⟨N+(x0) − N−(x0)⟩

= −
δ

2
⟨v2⟩n′(x0)

= −
Cδ

2
n′(x0).

JD = −Dn′

D =
Cδ

2
.

⟨Δx(t)2⟩ = 2Dt.

A Δx x

FE = n(x)AΔxQE.

FΠ = AΠ(x) − AΠ(x + Δx) ≃ −AΔx
dΠ

dx
.

n(x)QE =
dΠ

dx
.

Π = nkT

dΠ

dx
= kT

dn

dx
.

dn

dx
(x) =

QE

kT
n(x).

⟨F(t)⟩ = 0
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满足  的解为

因此终端速度为

C.5

平衡时，扩散通量与电场引起的漂移通量相互抵消：

代入 C.3 和 C.4 的结果，

因此

这就是联系扩散与摩擦的爱因斯坦关系。

D.1

以表中列出的位移作为直方图各组的代表值，测量总次数为

位移平方的加权和为

因此，在  内的均方位移估计值为

根据 C.2，

摩擦系数为

将  代入爱因斯坦关系，得到

M
d⟨v⟩

dt
= −γ⟨v⟩ + QE.

⟨v(0)⟩ = 0

⟨v(t)⟩ =
QE

γ
(1 − e−γt/M

) =
QE

γ
(1 − e−t/τ

).

u = lim
t→∞

⟨v(t)⟩ =
QE

γ
.

−D
dn

dx
+ nu = 0.

−D
nQE

kT
+ n

QE

γ
= 0.

D =
kT

γ
.

Ntot = ∑

j

Nj = 400.

∑

j

Nj(Δxj)
2 = 2536μm2.

Δt = 60 s

ˆ⟨Δx2⟩ =
2536

400
μm2 = 6.34 × 10−12 m2.

D =
ˆ⟨Δx2⟩

2Δt
=

6.34 × 10−12

120
= 5.2833 × 10−14 m2 s−1.

γ = 6πaη

= 6π(5.0 × 10−6)(8.9 × 10−4)

= 8.3881 × 10−8 kg s−1.

k = R/NA
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因此

取 ，

保留两位有效数字，

这里既未使用  的公认值，也未使用  的数值。

D.2

计入终端漂移后，位移为

随机部分的均值为零，二阶矩为 。因此，漂移与随机位移之间的交叉项平均为零：

因此，

当两项贡献相等时发生转变：

由此得到

极限情形下的幂律为

这里“  很小”是相对于有效扩散模型而言，此时已忽略微观弛豫过程，并已建立终端漂移。

为精确描述题目要求的双对数示意图，定义

则

D =
RT

NAγ
,

NA =
RT

γD
=

2RTΔt

γ ˆ⟨Δx2⟩
.

T = 298.15 K

NA =
8.31(298.15)

(8.3881 × 10−8)(5.2833 × 10−14)
= 5.5907 × 1023 mol−1.

NA ≃ 5.6 × 1023 mol−1.

NA k

Δx(t) = ut + δ
N

∑

n=1

vn.

2Dt

⟨Δx(t)2⟩ = u2t2 + 2ut δ∑
n

⟨vn⟩ + δ2
∑

n,m

⟨vnvm⟩

= u2t2 + 2Dt.

⟨Δx(t)2⟩ = 2Dt + u2t2.

2Dt∗ = u2t2
∗,

t∗ =
2D

u2
.

t ≪ t∗ : ⟨Δx(t)2⟩ ≃ 2Dt,

t ≫ t∗ : ⟨Δx(t)2⟩ ≃ u2t2.

t

s =
t

t∗
, Y =

⟨Δx(t)2⟩

2Dt∗
.

Y = s + s2.
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在  较小时，图线沿着斜率为  的直线渐近线  延伸，在  附近平滑地向上弯曲，在  较大时

趋于斜率为  的渐近线 。两条渐近线交于 ，而实际曲线经过 。因此，在弯

曲处标出 。在该点，

D.3

将位移写为热运动与游动两部分贡献之和：

假设热运动与游动方向的选择相互独立，且两部分贡献的均值均为零。因此

当  时，在观测时间间隔内，游动方向可视为不变。因此

于是

两项在以下时间尺度上相当：

因此，在  时，热扩散占主导；在  时，游动产生弹道运动区间。

对于长时间情形，考虑  个完整的游动时间间隔，令 。用  表示第  个时间间隔内独

立选择的符号。则

由于 ，且当  时 ，

在  时，末尾一个不完整的时间间隔不会改变这一主导行为。因此，长时间下的均方位移为

等价地，长时间下的扩散系数为

要出现图中那样充分展开的中间区间，各时间尺度必须满足

这也意味着 。因此，观测到的三个渐近关系为

s 1 Y = s s = 1 s

2 Y = s2 (s,Y ) = (1, 1) (1, 2)

t = t∗

⟨Δx(t∗)2⟩ =
8D2

u2
.

Δx(t) = ΔxB(t) + ΔxS(t).

⟨Δx(t)2⟩ = 2Dt + ⟨ΔxS(t)2⟩.

t ≪ δ0

ΔxS(t) ≃ ±u0t, ⟨ΔxS(t)2⟩ ≃ u2
0t

2.

⟨Δx(t)2⟩ ≃ 2Dt + u2
0t

2 (t ≪ δ0).

ts =
2D

u2
0

.

t ≪ ts ts ≪ t ≪ δ0

N t = Nδ0 sj = ±1 j

ΔxS(t) = u0δ0

N

∑

j=1

sj.

⟨sj⟩ = 0 j ≠ ℓ ⟨sjsℓ⟩ = 0

⟨ΔxS(t)2⟩ = u2
0δ

2
0N

= u2
0δ0t.

t ≫ δ0

⟨Δx(t)2⟩ ≃ (2D + u2
0δ0)t.

Deff = D +
u2

0δ0

2
.

2D

u2
0

≪ δ0.

u2
0δ0 ≫ 2D
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当热扩散不可忽略时，应保留完整的长时间系数 。

E.1

定义正的能量尺度

则

且

使间距增大的力为 。在瞬间达到终端速度的假设下，每个颗粒的速度与其所受的力成正比。对于

摩擦系数均为  的两个相同颗粒，

因此，只要 ，颗粒就会相互靠近。

要使初始间距很大的颗粒在没有热涨落的情况下相互靠近并最终接触，其间就不能存在排斥区域或有限间

距处的稳定平衡。因此，临界条件是  的区域消失。

将导数改写为

令 。决定其符号的函数为

其导数为

因此，它在  处取得全局最大值，且

由此，对于所有间距都有  的充要条件为

临界屏蔽长度为

时间范围 ⟨Δx(t)2⟩ 双对数图斜率

t ≪ 2D/u2
0 2Dt 1

2D/u2
0 ≪ t ≪ δ0 u2

0t
2 2

t ≫ δ0 u2
0δ0t 1

2D + u2
0δ0

K =
Bϵ(kT )2

q2
.

U(d) = −
A

d
+ Ke−d/λ,

U ′(d) =
A

d2
−

K

λ
e−d/λ.

−U ′(d)

γ

ḋ = −
2

γ
U ′(d).

U ′(d) > 0

U ′(d) < 0

U ′(d) =
A

d2
[1 −

Kλ

A
(

d

λ
)

2

e−d/λ
].

z = d/λ > 0

f(z) = z2e−z.

f ′(z) = ze−z(2 − z),

z = 2

fmax = 4e−2.

U ′(d) ≥ 0

Kλ

A
4e−2 ≤ 1.

λcrit =
exp(2)A

4K
=

exp(2)Aq2

4Bϵ(kT )2
.
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在这一阈值处，势能的两个驻点合并于

此处  和  均为零。

增大盐浓度会减小 。将  代入式(7)，

因此，

对于 NaCl，离子均为一价，因此  为元电荷的大小。每种离子的浓度均等于 NaCl 的摩尔浓度；式(7)中

的因子  已计入两种离子的贡献。若各参数采用国际单位制，结果的单位为 。

当  时，对于任意正间距均有 ，确定性运动会使一对最初分离的颗粒相互接触。当

 时，从足够大的间距开始相互靠近的一对颗粒会被困在  的外侧局部极小值处。

对于等号成立的情形，需要作出一个精确的限定。当  时，在  附近有

因此，颗粒从较大间距一侧以过阻尼方式靠近时，需要无限长的时间才能达到该间距。所以，  是临界

阈值，或者说是使初始间距很大的颗粒发生凝聚的浓度集合的下确界；在这一理想化动力学下，要真正越

过该间距并达到接触，必须满足 。

解答已与官方解答核对。

题目 2：中子星

我们将讨论大原子核的稳定性，并从理论和实验两方面估算中子星的质量。

部分 A. 原子核的质量与稳定性（2.5 分）

由  个质子和  个中子组成的原子核，其静止能量  小于这些质子和中子（以下统称为

核子）的静止能量之和，两者之差为结合能 ，其中  为真空中的光速。忽略微小的修正，

可以将结合能近似表示为以下形式，其中包括系数为  的体积项、系数为  的表面项、系数为

 的库仑能项和系数为  的对称能项。

其中  为质量数，  为核子质量。计算时取 、 、

 和 （  电子伏特）。

A.1 — 0.9 分

在  的条件下，求使平均每个核子的结合能  最大的 。

dcrit = 2λcrit,

U ′(dcrit) U ′′(dcrit)

λ λcrit

ccrit =
ϵkT

2NAq2λ2
crit

=
ϵkT

2NAq2
[

4Bϵ(kT )2

exp(2)Aq2
]

2

.

ccrit =
8B2ϵ3(kT )5

exp(4)NAA
2q6

.

q

2 mol m−3

c > ccrit U ′(d) > 0

c < ccrit U

c = ccrit dcrit

U ′(d) ∝ (d − dcrit)
2

ccrit

c > ccrit

Z N m(Z,N)c2

B(Z,N) c

aV aS

aC asym

m(Z,N)c2 = AmNc
2 − B(Z,N), B(Z,N) = aVA − aSA

2/3 − aC
Z 2

A1/3
− asym

(N − Z)2

A
, (1)

A = Z + N mN aV ≈ 15.8 MeV aS ≈ 17.8 MeV

aC ≈ 0.711 MeV asym ≈ 23.7 MeV MeV = 106

Z = N B/A A
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A.2 — 0.9 分

在  固定的条件下，使  最大即可确定最稳定原子核的原子序数 。对于

，利用式 (1) 计算 。

A.3 — 0.7 分

质量数  较大的原子核会通过裂变分裂为较轻的原子核，以使总静止质量能量最小。为简化起见，

在原子核的多种分裂方式中，我们考虑将一个  原子核分裂为两个相同原子核的方式。当满足

以下能量关系时，这一过程便可发生，

将这一关系写为

求 ，保留两位有效数字。

部分 B. 作为巨型原子核的中子星（1.5 分）

对于质量数足够大的原子核，若其质量数 ，其中  为阈值，则引力所产生的结合能足够

大，使这些原子核能够保持稳定而不发生核裂变。

B.1 — 1.5 分

我们假设，当  足够大时，  且 ，并且在加上引力结合能后，式 (1) 仍然成立。引力

产生的结合能为

其中  和  分别为原子核的质量和半径， 。

对于 ，求以 MeV 为单位的 ，保留一位有效数字。然后忽略表面项，估算

，保留一位有效数字。计算时取  和 ，其中

， 。

部分 C. 双星系统中的中子星（6.0 分）

有些中子星是脉冲星，会以固定周期规律地发射电磁波，为简便起见，这里将其称为“光”。中子星常

与白矮星组成双星系统。考虑图 1 所示的星体位置关系：从中子星 N 发往地球 E 的光脉冲经过双星

系统中白矮星 W 的附近。如下文所述，通过测量这些受星体引力影响的脉冲，可以准确估算 W 的质

量，进而估算 N 的质量。

图 1：以连接 N 与 E 的直线为  轴的星体位置关系。(a) 对应 ，(b) 对应 。

C.1 — 1.0 分

如下图所示，在恒定的重力加速度  下，设置高度差为  的两个高度位置 I 和 II。在 I、II

以及自由下落系统  中放置相同的钟，分别记为钟-I、钟-II 和钟- 。

A B(Z,A − Z) Z ∗

A = 197 Z ∗

A

(Z,N)

m(Z,N)c2 > 2m(Z/2,N/2)c2.

Z 2/A > Cfission
aS

aC
,

Cfission

A > Ac Ac

A N = A Z = 0

Bgrav =
3

5

GM 2

R
,

M = mNA R = R0A
1/3 R0 ≃ 1.1 × 10−15 m = 1.1 fm

Bgrav = agravA
5/3 agrav

Ac mNc
2 ≃ 939 MeV G = ℏc/M 2

P

MPc
2 ≃ 1.22 × 1022 MeV ℏc ≃ 197 MeV ⋅ fm

x xN < 0 xN > 0

g Δh(> 0)

F F
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思想实验的设置。

假设一位观察者与钟-  一起运动，且初始时  与钟-I 位于同一高度，速度为零。由于这些钟完全

相同，它们记录的时间间隔相等，即 。随后让  自由下落，并在  的参考系中进行分

析，将该参考系视为惯性系。在此参考系中，钟-II 以速度  经过钟- ，因此可以通过洛伦兹变换确

定钟-II 的时间膨胀。当钟-  上经过时间  时，钟-II 上经过的时间为 。

用  表示 ，保留到  的一阶，其中  为引力势之差，引力势即单位质量的

引力势能。

C.2 — 1.8 分

在引力势  下，虽然局部光速为 ，但时间延缓会改变在无穷远处观测到的有效光速 。当

 时，保留到  的一阶，  可表示为

其中包含了 C.1 中未涉及的空间畸变效应。注意，光的传播路径可以近似为直线。

如图 1 (a) 所示，我们沿中子星 N 到地球 E 的光传播路径选取  轴，并将光路上距离白矮星 W 最

近的点设为 。设 N 的  坐标为 ，E 的  坐标为 ，W 与光路之间的距离

为 。

估算质量为  的白矮星导致的、从 N 到 E 的光到达时间的变化 ，并忽略以下小量的高阶

项，将答案化为简洁形式： 、  和 。如有需要，可使用以

下公式。

（  表示自然对数）

C.3 — 1.8 分

如下图所示，假设双星系统中的 N 和 W 在轨道平面内绕质心  沿偏心率为零的圆形轨道运动。设

 为从轨道平面量起、到由  指向 E 的方向的轨道倾角，  为 N 与 W 之间的距离，  为白矮

星的质量。以下假设 。

双星系统。

F F

ΔτF = ΔτI F F

v F

F ΔτI ΔτII

ΔτI ΔτII Δϕ/c2 Δϕ = gΔh

ϕ c ceff

ϕ(r = ∞) = 0 ϕ/c2 ceff

ceff ≈ (1 +
2ϕ

c2
)c

x

x = 0 x xN(< 0) x xE(> 0)
d

MWD Δt

d/|xN | ≪ 1 d/xE ≪ 1 GMWD/(c2d) ≪ 1

∫

dx

√x2 + d2
=

1

2
log(

√x2 + d2 + x

√x2 + d2 − x
)+ C.

log

G

ε G L MWD

ε ≪ 1
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我们在远离 N 的 E 上观测来自 N 的光脉冲。到达 E 的光路随 N 和 W 的位置关系而随时间变化。

到达 E 的脉冲时间间隔的延迟，在  时达到最大值 ，在  时达到最小值

（相应的位置关系见图 1 (b)）。

与 C.2 中一样，忽略小量的高阶项，计算  并将结果化为简洁形式。注意，假设除

W 以外的其他天体引力所导致的延迟，在  中相互抵消。

C.4 — 0.8 分

下图给出了一个双星系统中观测到的时间延迟随轨道相位  的变化，该系统中 ，

。以太阳质量  为单位估算 ，并给出  的结果，保留一位有效

数字。这里可以使用近似关系 。

观测到的时间延迟  随轨道相位  的变化；轨道相位用于确定 N 和 W 在轨道上的位置（见 C.3

中的图）。

C.5 — 0.4 分

在中子星双星系统中，两颗星通过发射引力波释放能量和角动量，最终碰撞并合。为简化起见，我们

只考虑半径为 、角速度为  的圆周运动。忽略相对论效应时，有 ，其中常数  既不依

赖于 ，也不依赖于 。求  的值。

C.6 — 0.2 分

C.5 中双星系统发射的引力波，其振幅正比于 。下图定性地给出了两颗星碰撞前观测到的引力

波的四种不同时间波形。从 (a) 到 (d) 中选出最恰当的波形。

引力波的观测数据波形。

题目译自官方英文原文。

xN ≃ −L Δtmax xN ≃ L

Δtmin

Δtmax − Δtmin

Δtmax − Δtmin

φ L ≈ 6 × 106 km

cos ε ≈ 0.99989 M⊙ MWD MWD/M⊙

GM⊙/c3 ≈ 5 μs

Δt φ

R ω ω = χRp χ

ω R p

R2ω2
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答案

A.1:

A.2: ，因此整数原子序数为 。

A.3:

B.1: ，这里采用下文讨论的总结合能为正的

判据。

C.1:

C.2:

C.3:

C.4: ，即 。

C.5:

C.6: ：随着两颗星接近碰撞，振幅和频率均增大。

解答

A.1

当  时，对称项为零。平均每个核子的结合能变为

将  视为连续变量，

当  小于  所给出的值时，此导数为正；大于该值时，此导数为负，因此该驻点为极大值

点：

因此

与  为整数这一条件相符的、最接近的允许偶数质量数为 。

A.2

固定  时， ，因此 。只有库仑项和对称项依赖于 ：

A =
2aS
aC

≈ 50.

Z ∗ =
A

2 + aC
2asym

A2/3
= 78.55 … 79

Cfission =
21/3 − 1

1 − 2−2/3
≈ .0.70

agrav ≈ , Ac ≈6 × 10−37 MeV 4 × 1055

.ΔτII ≈ ΔτI (1 −
Δϕ

c2
)

.Δt ≈
2GMWD

c3
ln(

4xE|xN |

d2
)

.Δtmax − Δtmin ≈
2GMWD

c3
ln(

1 + cos ε

1 − cos ε
) ≈

4GMWD

c3
ln(

2

ε
)

MWD

M⊙
≈ 0.5 MWD ≈ 0.5M⊙

.p = −
3

2

(b)

Z = N = A/2

B

A
= aV − aSA

−1/3 −
aC

4
A2/3.

A

d

dA
(

B

A
) =

aS

3
A−4/3 −

aC

6
A−1/3 =

2aS − aCA

6A4/3
.

A A = 2aS/aC

A =
2aS
aC

=
2(17.8)

0.711
= 50.07 … .

.A ≈ 50

Z = N A = 50

A N = A − Z N − Z = A − 2Z Z
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取最大值的条件为

整理得

所以

这是极大值，因为

对于 ，

由于它关于  的函数为开口向下的二次函数，最优整数就是最接近的整数：

A.3

核子总数守恒，因此自由核子的静止能量项相互抵消。裂变在能量上有利的条件为

体积项和对称项的总量保持不变。两个子核的表面项之和为

它们的库仑项之和为

因此，

释放的能量为正的条件变为

由此得到

B(Z,A − Z) = 常数 − aCZ
2A−1/3 −

asym

A
(A − 2Z)2.

∂B

∂Z
= −2aCZA

−1/3 +
4asym

A
(A − 2Z) = 0.

4asymA = Z (8asym + 2aCA
2/3
),

.Z ∗ =
A

2 +
aC

2asym
A2/3

∂ 2B

∂Z 2
= −2aCA

−1/3 −
8asym

A
< 0.

A = 197

Z ∗ =
197

2 +
0.711

2(23.7)
1972/3

= 78.553 … .

Z

.Z ∗ = 79

2B(Z/2,N/2) − B(Z,N) > 0.

−2aS(A/2)2/3 = −aS21/3A2/3,

−2aC
(Z/2)2

(A/2)1/3
= −aC2−2/3 Z 2

A1/3
.

2B(Z/2,N/2) − B(Z,N) = −aS(21/3 − 1)A2/3 + aC(1 − 2−2/3)
Z 2

A1/3
.

Z 2

A
>

21/3 − 1

1 − 2−2/3

aS

aC
.

.Cfission =
21/3 − 1

1 − 2−2/3
= 0.702414 … ≈ 0.70
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从物理上说，当库仑斥力能的减少超过新增表面积所需的能量时，裂变便成为有利过程。

B.1

将给定的质量和半径代入引力结合能，得到

因此

利用所给常数，

保留一位有效数字，

对于  和 ，库仑项为零，对称项为 。按题意忽略表面项，

即

将这一有限阈值理解为相对于  个自由中子开始形成束缚态的临界值，则条件为

因此，

计算过程中保留  未经舍入的数值，

因此

这一结合阈值与严格的分裂为两个液滴的裂变比较之间的区别，在这里至关重要：当  且忽略表面项

时，  等于 ，对任意  均为正，因此按分裂为两个液滴进

行比较得不到有限的阈值。

C.1

在自由下落高度  的过程中，在所要求的精度下，由牛顿力学中的能量守恒可得

所以

Bgrav =
3

5

G(mNA)2

R0A1/3
=

3Gm2
N

5R0
A5/3.

agrav =
3Gm2

N

5R0
=

3

5

ℏc

R0
(

mNc
2

MPc2
)

2

.

agrav =
3

5

197 MeV fm

1.1 fm
(

939

1.22 × 1022
)

2

= 6.3656 × 10−37 MeV.

.agrav ≈ 6 × 10−37 MeV

Z = 0 N = A −asymA

Btot(A) = (aV − asym)A + agravA
5/3,

Btot

A
= −7.9 MeV + agravA

2/3.

A

Btot > 0.

A > Ac, Ac = (

asym − aV

agrav
)

3/2

.

agrav

Ac = (

7.9

6.3656 × 10−37
)

3/2

= 4.3721 × 1055.

.Ac ≈ 4 × 1055

Z = 0

Btot(A) − 2Btot(A/2) (1 − 2−2/3) agravA
5/3 A

Δh

1

2
v2 = gΔh = Δϕ,
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在自由下落观察者的瞬时惯性系中，钟-II 以速率  运动。由狭义相对论的时间膨胀关系，

利用题目规定的时钟比较关系 ，并展开到一阶，

因此，

位置较低的钟走得较慢。

C.2

在位置  处，到白矮星的距离为

白矮星在该处产生的引力势为

由给定的弱场表达式可得

没有白矮星时的传播时间为 。从沿同一直线路径的实际传播时间中减去这一时间，得到

所给原函数的一种等价形式为 。因此，保留到引力势的一阶，

对于 ，

对于  且 ，通过有理化可避免相消：

v2 = 2Δϕ.

v

ΔτII = ΔτF√1 −
v2

c2
.

ΔτF = ΔτI

ΔτII = ΔτI√1 −
2Δϕ

c2

≈ ΔτI (1 −
Δϕ

c2
).

.ΔτII ≈ ΔτI (1 −
Δϕ

c2
)

x

r(x) = √x2 + d2,

ϕ(x) = −
GMWD

√x2 + d2
.

1

ceff
≈

1

c
(1 −

2ϕ

c2
).

(xE − xN)/c

Δt = ∫

xE

xN

(

1

ceff
−

1

c
)dx

≈ −
2

c3
∫

xE

xN

ϕ(x) dx

=
2GMWD

c3
∫

xE

xN

dx

√x2 + d2
.

ln(x + √x2 + d2)

Δt ≈
2GMWD

c3
ln

xE +√x2
E + d2

xN +√x2
N + d2

.
⎛

⎜

⎝

⎞

⎟

⎠

xE ≫ d

xE +√x2
E + d2 ≈ 2xE.

xN < 0 |xN | ≫ d
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因此，

这是一个正的引力传播延迟。对数项无量纲，  具有时间量纲。

C.3

在两次合的位置，将间距  投影到视线上可得

以及

在任一次合的位置，均有

由于地球距离双星很远，在所保留的精度下，两种位置关系中可以采用相同的 。C.2 中尚未假设 

为负时的积分结果给出

因此

而

两式相减，  和  均被消去：

对于 ，

因此，所求的小角度形式为

这里  以弧度为单位。在所述近似范围内，小倾角下的对数增长对应于光从越来越靠近白矮星的位置经

过。

C.4

从图中读出近似值

xN +√x2
N + d2 =

d2

√x2
N + d2 + |xN |

≈
d2

2|xN |
.

.Δt ≈
2GMWD

c3
ln(

4xE|xN |

d2
)

GMWD/c3

L

xN = −L cos ε 在延迟最大时,

xN = +L cos ε 在延迟最小时.

d = L sin ε, √x2
N

+ d2 = L.

xE xN

Δt ≈
2GMWD

c3
ln(

2xE

L + xN

).

Δtmax ≈
2GMWD

c3
ln(

2xE

L(1 − cos ε)
),

Δtmin ≈
2GMWD

c3
ln(

2xE

L(1 + cos ε)
).

xE L

.Δtmax − Δtmin ≈
2GMWD

c3
ln(

1 + cos ε

1 − cos ε
)

ε ≪ 1

1 − cos ε ≈
ε2

2
, 1 + cos ε ≈ 2.

.Δtmax − Δtmin ≈
2GMWD

c3
ln(

4

ε2
) =

4GMWD

c3
ln(

2

ε
)

ε
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因此，可测得的变化范围约为

图示延迟中的任意常数偏移都不会影响这一差值。

利用给定的倾角，

于是由 C.3 得到

因此，

保留一位有效数字，

给定的间距  在最大延迟与最小延迟之差中被消去了。

C.5

设两颗星的质量为 ，间距为 。牛顿力学中的两体圆周运动满足

质量固定时，任一颗星的轨道半径  都是  的恒定倍数。因此，

与  比较，

C.6

随着双星损失轨道能量，其轨道半径减小。由 C.5，

所以轨道频率增大，引力波的频率也随之增大。

由给定的振幅依赖关系可得

因此，随着  减小，振幅也增大。所需波形的包络不断扩大，振荡越来越密集：

解答已与官方解答核对。

Δtmax ≈ +22 μs, Δtmin ≈ −23 μs.

Δtmax − Δtmin ≈ 45 μs.

ln(
1 + cos ε

1 − cos ε
) = ln(

1.99989

0.00011
) ≈ 9.808.

45 μs ≈ 2 (5 μs)
MWD

M⊙
(9.808).

MWD

M⊙
≈

45

98.08
≈ 0.46.

, .
MWD

M⊙
≈ 0.5 MWD ≈ 0.5M⊙

L

M1,M2 r

ω2r3 = G(M1 + M2).

R r

ω ∝ r−3/2 ∝ R−3/2.

ω = χRp

.p = −
3

2

ω ∝ R−3/2,

振幅 ∝ R2ω2 ∝ R2R−3 = R−1.

R

.波形 (b)
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题目 3：水与物体

本题研究水与物体相互作用所引起的、与表面张力有关的现象。部分 A 讨论运动，而部分 B 和 C 讨

论静态情形。

如有需要，可以使用以下结论：若函数  满足微分方程 （  为正常数），则其通

解为 ，其中  和  为任意常数。

部分 A. 水滴的合并（2.0 分）

如图 1 所示，考虑超疏水材料表面上两个静止的球形水滴，即材料与水之间存在很强的排斥力。

最初，将两个相同的球形水滴相邻放置在该表面上；随后，这两个水滴相互接触后合并，形成一个较

大的球形水滴，并突然向上跳起。

A.1 2.0 分

合并前两个水滴的半径  均为 。水的密度  为 。表面张力  为

。

合并前后的表面能之差  中有比例为  的部分转化为跳起水滴的动能。在下列假设下，求合并后

水滴向上跳起的初速度 ，结果保留两位有效数字：

合并前后，水的总体积守恒。

图 1：两个水滴的合并及合并后水滴的跳起。

部分 B. 竖直放置的平板（4.5 分）

将一块平板竖直浸入水中。图 2(a) 和图 2(b) 分别展示了平板材料为亲水性（具有吸引作用）和疏水

性时的水面形状。忽略平板的厚度。

平板表面位于  平面内，远离平板处的水平水面位于  的  平面内。水面形状与  坐标无

关。设  为  平面内水面上某点  处水面与水平面之间的夹角。这里，  从  轴正向

量起，并以逆时针方向为正。设平板与水面的接触点  处的  为 。下文中，  由平板

材料的性质确定。

水的密度  为常数，水的表面张力  处处相同。重力加速度常量为 。假设大气压强  始终均

匀。下面分步求出水面的形状。注意，表面张力的单位既可以是 ，也可以是 。

y(x) y′′(x) = ay(x) a

y(x) = Ae√ax + Be−√ax A B

a 100μm ρ 1.00 × 103 kg/m3 γ

7.27 × 10−2 J/m2

ΔE k

v

k = 0.06

yz z = 0 xy y

θ(x) xz (x, z) θ(x) x

(x = 0) θ(x) θ0 θ0

ρ γ g P0

J/m2 N/m
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图 2：竖直浸入水中的平板。(a) 亲水性平板的情形；(b) 疏水性平板的情形。

B.1 0.6 分

考虑图 2(a) 所示的亲水性平板情形。注意，水中的压强  满足：当  时， ；当 

时， 。用 、 、  和  表示高度  处的压强 。

B.2 0.8 分

考虑从水中截取的一块水体，其形状如图 3(a) 中的阴影部分所示。它在  平面内的截面如图 3(b)

中的斜线阴影区域所示。设  和  分别为该水体与空气之间的分界面（水面）左、右边缘的坐

标。

求压强作用于该水体所产生的合力沿水平方向的分量（  分量），按沿  轴的单位长度计，记为

，用 、 、  和  表示。注意，  对该水体产生的水平合力为零。

图 3：在水面处截取的水体形状。(a) 鸟瞰图及 (b) 截面图。

B.3 0.8 分

作用在该水体上的表面张力与 B.2 中讨论的力  平衡。分别将左、右边缘处水面与水平面之间的夹

角定义为  和 。用 、  和  表示 。

B.4 0.8 分

P z > 0 P < P0 z = 0

P = P0 ρ g z P0 z P

xz

z1 z2

x y

fx ρ g z1 z2 P0

fx
θ1 θ2 γ θ1 θ2 fx

eulersolve.org/ipho/2023/ 25 / 32



水面上任意一点  均满足下式：

确定指数 ，并用  和  表示常量 。注意，无论平板材料是亲水性还是疏水性，该方程都成立。

B.5 1.5 分

对于 B.4 中的式 (1)，假设水面的变化缓慢，即 ，因而可以将  按  展开至

二阶。然后，将所得方程对  求导，得到  满足的微分方程。求解此微分方程，并用  和

 表示  时的 。注意，为了便于观察，图 2 和图 3 在竖直方向上作了夸张处理，并不满足

条件 。

部分 C. 两根杆之间的相互作用（3.5 分）

由同一种材料制成的两根相同的杆 A 和 B 平行漂浮在水面上，它们到  轴的距离相同（图 4）。

图 4：漂浮在水面上的两根杆 A 和 B。

C.1 1.0 分

在杆 B 与水面的接触点处，定义  坐标  和 ，以及角度  和 ，如图 5 所示。求杆 B 沿 

轴单位长度所受力的水平分量 ，用 、 、 、 、 、  和  表示。

图 5：漂浮在水面上的两根杆的竖直截面图。

C.2 1.5 分

(x, z)

1

2
(

z

ℓ
)

a

+ cos θ(x) = 常数. (1)

a γ ρ ℓ

|z′(x)| ≪ 1 cos θ(x) z′(x)
x z(x) tan θ0

ℓ x ≥ 0 z(x)

|z′(x)| ≪ 1

y

z za zb θa θb y

Fx θa θb za zb ρ g γ
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定义  平面内两杆中点处水面的  坐标为 。在不使用 、 、  和  的情况下，表示 C.1 中

求得的力 。

C.3 1.0 分

设  为水面与杆 B 左侧接触点的  坐标。利用 B.5 中得到的微分方程，用  和  表示两根杆

A 和 B 的中点处的水面高度坐标 。可以使用 B.4 中引入的常量 。

题目译自官方英文原文。

答案

水平力的正方向为  方向。  和  均为沿  方向单位长度上的力，单位为 。

A.1

B.1

B.2

B.3

B.4

对于平板处的弯月面，式 (1) 右侧的常数为 。

B.5，在小斜率近似下：

C.1

C.2

当  时，B 所受的力指向 A。

xz z z0 θa θb za zb

Fx

xa x xa za

z0 ℓ

+x fx Fx y N/m

v =√
3kγ

ρa
(2 − 22/3

) = 0.23 m/s 向上.

P(z) = P0 − ρgz.

fx =
ρg

2
(z2

2 − z2
1).

fx = γ (cos θ1 − cos θ2).

a = 2, ℓ =
√

γ

ρg
.

1

z′′(x) =
z(x)

ℓ2
, z(x) = −ℓ tan θ0 e

−x/ℓ, x ≥ 0.

Fx = γ (cos θb − cos θa) +
ρg

2
(z2

b − z2
a).

Fx = −
ρg

2
z2

0.

z0 ≠ 0
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C.3，在小斜率近似下：

解答

A.1

设合并后水滴的半径为 。由体积守恒可得

因此，合并后水滴的质量为

表面能等于表面张力乘以表面积。因此，表面能的减少量为

根据题设，其中比例为  的部分转化为平动动能，故

于是，

代入 ，得到

以及

保留两位有效数字，初速度为

B.1

在流体静力平衡状态下，向上的压力与重力平衡，因此

由于  为常数，且 ，积分得到

特别地，  上方水中的压强低于大气压强，与题述一致。

B.2

在整个封闭边界上施加均匀压强 ，产生的合力为零。因此，可以用表压进行计算：

z0 =
za

cosh(xa/ℓ)
=

2za
exa/ℓ + e−xa/ℓ

.

R

4πR3

3
= 2

4πa3

3
, R = 21/3a.

m = ρ
4πR3

3
=

8π

3
ρa3.

ΔE = γ (2 ⋅ 4πa2 − 4πR2
)

= 4πγa2
(2 − 22/3

).

k

1

2
mv2 = kΔE.

v2 =
3kγ

ρa
(2 − 22/3

).

a = 1.00 × 10−4 m

m = 8.3776 × 10−9 kg, ΔE = 3.7694 × 10−9 J,

v = 0.23236 … m/s.

v = 0.23 m/s 向上.

dP

dz
= −ρg.

ρ P(0) = P0

P(z) = P0 − ρgz.

z = 0

P0
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与空气接触的表面上的表压为零。设  为该水体底部的共同高度。左侧竖直面上的压力指向  方向，

右侧面上的压力指向  方向。底面不产生水平力。

按沿  方向的单位长度计，

故

对于图示的亲水性弯月面， ，因此该压力指向  方向。

B.3

在每个边缘处，表面张力沿切线方向拉向该水体外侧。其单位长度上的水平分量分别为

水平方向的平衡要求

因此，

B.4

令 B.2 和 B.3 中的表达式相等，得

整理得到

由于两个边缘可以沿水面任意选取，故

与式 (1) 比较可得

长度  称为毛细长度。推导中允许  取任一符号，因此它既适用于上升的弯月面，也适用于下降的弯月

面。

在远离平板处，  且 。因此 ，平板处水面满足的精确关系为

p(z) = P(z) − P0 = −ρgz.

z∗ +x

−x

y

fx = ∫

z1

z∗

p(z) dz − ∫

z2

z∗

p(z) dz

= −ρg∫
z1

z2

z dz

=
ρg

2
(z2

2 − z2
1).

fx =
ρg

2
(z2

2 − z2
1).

z1 > z2 > 0 −x

−γ cos θ1 在左边缘处, +γ cos θ2 在右边缘处.

fx − γ cos θ1 + γ cos θ2 = 0.

fx = γ (cos θ1 − cos θ2).

ρg

2
(z2

2 − z2
1) = γ (cos θ1 − cos θ2).

ρg

2γ
z2

1 + cos θ1 =
ρg

2γ
z2

2 + cos θ2.

ρg

2γ
z2 + cos θ(x) = C.

a = 2, ℓ =
√

γ

ρg
.

ℓ z

z → 0 θ → 0 C = 1
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B.5

水面的切线满足

对于用函数图像表示的水面，

在题设近似  下，将其展开至二阶，得到

代入式 (1)，保留到这一阶，得

求导得

对于非平坦的水面轮廓，由此得到

根据连续性，该方程也可延拓至孤立的驻点。平坦水面  同样满足此方程。

通解为

当  时  的边界条件要求 。在平板处，

所以 。因此，

对于亲水性平板， ，故 。对于疏水性平板， ，故 。在这两种情形中，水面都以

 为特征长度，按指数规律趋近于 。近似的自洽性要求 。

C.1

杆 B 所受的水平力有两个来源：接触线处的表面张力和作用于杆上的压力。

表面张力将杆拉向相邻的自由液面。因此，其水平合力为

对于压力，减去均匀的大气压强，因为它在杆的封闭表面上产生的合力为零。润湿表面上剩余的压强为

。

z2

2ℓ2
+ cos θ(x) = 1.

tan θ(x) = z′(x).

cos θ(x) =
1

√1 + [z′(x)]2
.

|z′(x)| ≪ 1

cos θ(x) = 1 −
1

2
[z′(x)]2 + O([z′(x)]4).

z2

2ℓ2
+ 1 −

1

2
(z′)2 = C.

zz′

ℓ2
− z′z′′ = 0.

z′′ =
z

ℓ2
,

z = 0

z(x) = Aex/ℓ + Be−x/ℓ.

x → +∞ z(x) → 0 A = 0

z′(0) = tan θ0 = −
B

ℓ
,

B = −ℓ tan θ0

z(x) = −ℓ tan θ0 e
−x/ℓ, x ≥ 0.

θ0 < 0 z > 0 θ0 > 0 z < 0
ℓ z = 0 |tan θ0| ≪ 1

Fγ,x = −γ cos θa + γ cos θb.

p(z) = −ρgz
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曲面所受压力的水平分量，可通过在其竖直投影面上对压强积分求得。设  为杆底部的高度。左侧润湿

面产生沿  方向的分量，右侧润湿面产生沿  方向的分量：

重力没有水平分量。将这两项相加，得

C.2

B.4 中的水面关系式分别适用于两杆之间的水面和外侧的水面。两者的积分常数不一定相等。

在 B 的外侧，远处的水面在  处变为水平。因此

在两根相同的杆之间，由于关于  的镜像对称性，中点处的水面水平。该处 ，因此内侧水面

满足的关系为

由于 ，C.1 中的力可以写成

代入可得

故

杆 B 位于  的正半轴一侧，因此负号表示指向杆 A 的吸引力。当  时，力为零。这一结果不需要

采用小斜率近似。

C.3

现在将 B.5 中的小斜率方程应用于两杆之间的水面：

将其解写成双曲函数形式，得

由对称性可得 ，因而要求 。由于 ，有 ，因此

在与杆 B 内侧的接触点处，  且 。于是，

z∗

+x −x

Fp,x = ∫

za

z∗

(−ρgz) dz − ∫

zb

z∗

(−ρgz) dz

=
ρg

2
(z2

b − z2
a).

Fx = γ (cos θb − cos θa) +
ρg

2
(z2

b − z2
a).

z = 0

z2
b

2ℓ2
+ cos θb = 1.

x = 0 z = z0

z2
a

2ℓ2
+ cos θa = 1 +

z2
0

2ℓ2
.

ρg = γ/ℓ2

Fx = γ [(cos θb +
z2
b

2ℓ2
)−(cos θa +

z2
a

2ℓ2
)].

Fx = γ [1 −(1 +
z2

0

2ℓ2
)].

Fx = −
γz2

0

2ℓ2
= −

ρg

2
z2

0.

x z0 = 0

z′′ =
z

ℓ2
.

z(x) = C1 cosh(x/ℓ) + C2 sinh(x/ℓ).

z′(0) = 0 C2 = 0 z(0) = z0 C1 = z0

z(x) = z0 cosh(x/ℓ).

x = xa z = za
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所以

这一高度与间距的关系在小斜率近似下成立。

解答已与官方解答核对。

za = z0 cosh(xa/ℓ),

z0 =
za

cosh(xa/ℓ)
=

2za

exa/ℓ + e−xa/ℓ
.
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