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Soru 1: Toprak Kolloidlerinin Karakterizasyonu

[
Kolloid bilimi, toprak pargaciklarini karakterize etmek icin yararlidir; ¢linkii bunlarin birgogu

mikrometre boyutunda kolloidal parcaciklar olarak ele alinabilir. Ornegin, parcacik boyutlarini
olcmek icin Brown hareketinden (kolloidal pargaciklarin rastgele hareketinden) yararlanilabilir.

Boliim A. Kolloidal pargaciklarin hareketleri (1.6 puan)

Kitlesi M olan bir kolloidal pargacigin bir boyutlu Brown hareketini inceliyoruz. Pargacigin v(t) hizi
icin hareket denklemi soyledir:

Mb = —yv(t) + F(t) + Fext(t), (1)

Burada «y surtiinme katsayisi, F(t) su molekdlleriyle rastgele ¢arpismalardan kaynaklanan kuvvet
ve Fext(t) bir dis kuvvettir. Bolim A'da Fext(t) = 0 oldugunu varsayiyoruz.

A.1— 0.8 puan

Bir su molekdiliiniin t = to aninda pargacikla garpisarak ona I itmesini aktardigini ve sonrasinda
F(t) = 0 oldugunu diisiiniin. Garpismadan énce v(t) = Oise, t > ¢ icin v(t) = voe~¢4)/7
olur. Iy ve Denklem (1)'deki gerekli parametreleri kullanarak v, ve 7'yu belirleyin.

Bundan sonraki cevaplarinizda 7'yu kullanabilirsiniz.
A.2 — 0.8 puan

Gergekte su molekdlleri pargacikla art arda carpisir. ¢. carpismanin ¢; aninda I; itmesini aktardigini
varsayin ve t > 0 ve v(0) = 0 kosullari altinda v(t)'yi belirleyin. Ayrica, verilen bir ¢ igin dikkate
alinmasi gereken t; araligini belirten esitsizligi yazin. Cevap kagidinda, v(t) ifadesinde bu araligi
belirtmeniz gerekli degildir.

Boliim B. Etkin hareket denklemi (1.8 puan)

t — t'| > 7 oldugunda pargacik hizlari v(t) ve v(t')'nin birbiriyle
korelasyonsuz rastgele nicelikler olarak ele alinabilecegini gosterir. Buna dayanarak, bir boyutlu

Simdiye kadarki sonuglar,

Brown hareketini yaklasik olarak betimlemek igin hizin her § (>> 7') zaman araliginda rastgele
degistigi bir kuramsal model tanimliyoruz; yani,

v(t) =vn  (teo1 <t <tn), (2)
buradat, =nd (n =0,1,2,---) ve v, rastgele bir niceliktir. Bu nicelik,
_ _ C (n = m)a
<Un> =0, <Unvm> = {0 (n £ m), (3)

bagintilarini saglar; burada C, §'ya bagl bir parametredir. (X), X'in beklenen degerini gosterir.
Baska bir deyisle, sonsuz kez rastgele X sayilari segerseniz, ortalama (X) olacaktir.
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Simdi bir N tam sayisi igin ¢ = INJ anindaki pargacik yer degistirmesini, Az(t) = z(t) — z(0),
ele aliyoruz.

B.1— 1.0 puan
C, § ve t'yi kullanarak (Ax(t)) ve (Ax(t)?)'yi belirleyin.
B.2 — 0.8 puan

(Az(t)?) niceligine ortalama kare yer degistirme (MSD) denir. Bu nicelik, § — 0 sinir durumuna
karsilik gelen Brown hareketinin karakteristik bir gozlenebiliridir. Buradan, C' o< ¢ ve
(Az(t)?) o tP oldugunu gésterebiliriz. o ve B'nin degerlerini belirleyin.

Boliim C. Elektroforez (2.7 puan)

Burada elektroforezi, yani yiikli parcaciklarin bir elektrik alanla taginmasini ele aliyoruz. Kiitlesi M
ve yiki Q (> 0) olan kolloidal pargaciklarin stispansiyonu, kesit alani A olan dar bir kanala konur
(Sekil 1(a)). Parcaciklar arasindaki etkilesimi, duvarin, akigskanin ve akigkan igindeki iyonlarin
etkilerini ve yer ¢ekimini ihmal ediyoruz.

(@) (b) (c) 20

0% o° off ¢ =9 6\0\00

X

Sekil 1: Bolum C icin diizenek.

x yonlinde diizgiln bir F elektrik alani uygulandiginda pargaciklar taginir ve n(m) derigimleri (birim
hacimdeki pargacik sayisi) diizgiin olmaktan gikar (Sekil 1(b)). E kaldirildiginda bu diizensizlik
yavas yavas kaybolur. Bunun nedeni parcaciklarin Brown hareketidir. n(:c) dizglin degilse, saga ve
sola giden pargaciklarin sayilari farkli olabilir (Sekil 1(c)). Bu durum, £ konumunda  ekseni
boyunca birim kesit alanindan birim zamanda gegen ortalama parcacik sayisi olan JD(x) pargacik
akisini olusturur. Bu akinin

d
Jp(x) = —Dﬁ(w), (@)

badintisini sagladidi bilinmektedir; burada D'ye diflizyon katsayisi denir.

Simdi basitlik amaciyla pargaciklarin yarisinin +wv, diger yarisinin ise —v hizina sahip oldugunu
varsayalim. IV (mo), z¢'dan soldan saga birim kesit alanindan birim zamanda gegen, hizi +v olan
parcaciklarin sayisi olsun. Hizi +wv olan pargaciklarin § zaman araliinda x'dan gecebilmesi igin
Sekil 1(c)'deki taral bolgede bulunmalari gerekir. § kiigiik oldugundan bu bélgede

n(z) ~ n(zo) + (z — o) L (z) olur.

C.1—0.5puan
v, 0, n(xp) ve g (z0) niceliklerinden gerekli olanlari kullanarak N (z¢)'r ifade edin.

N_(z0)", N1 (z0)"in —v hizi igin karsiligi olarak tanimliyoruz. Boylece
Jp(zo) = (N4 (xo) — N_(z0)) olur. Denklem (3)'e gére (v?) = C'dir.
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C.2— 0.7 puan

C, 6, n(zo) ve %(wo) niceliklerinden gerekli olanlari kullanarak Jp(zo)"1 belirleyin. Bu sonucu ve

Denklem (4)'G kullanarak D'yi C' ve 6 cinsinden, (Az(t)?)'yiise D ve t cinsinden ifade edin.

Simdi ozmotik basing II'nin etkisini ele aliyoruz. Ozmotik basing, Avogadro sabiti N 4, gaz sabiti

R, sicaklik T' ve Boltzmann sabiti k = Ni; olmak lizere II = NLART = nkT ile verilir. E elektrik

alani altinda olugan diizguin olmayan derigimi ele alalim (Sekil 1(b)). n(m) x'e bagl oldugundan
II(z) de z'e baghdir. Bu durumda II(z) ve II(z + Az)'ten kaynaklanan kuvvetler, E alaninin
parcaciklara uyguladigi toplam kuvvetle dengelenmelidir (Sekil 2). Burada kiigtk bir Ax ele
aliyoruz; boylece n(x) bu aralikta sabit kabul edilebilirken n(z + Az) — n(z) ~ Az (z) olur.

II(x)A E IT(x + Ax)A

= bk -=-
=
+ F---
B
=

Sekil 2: Kuvvet dengesi.
C.3 — 0.5 puan
n(z), T, Q, E ve k'yi kullanarak 4 (z)'i ifade edin.

Simdi aki dengesini ele alalim. Brown hareketinden kaynaklanan JD(:L') akisinin yani sira elektrik
alandan kaynaklanan Jg(z) akisi da vardir. Bu aki,

Jo(z) = n(z)u, (5)
ile verilir; burada w, alanin etkisiyle hareket eden pargaciklarin limit hizidir.

C.4 — 0.5 puan

u'yu belirlemek igin Denklem (1)'i Fext (t) = QE ile kullaniyoruz. v(t) dalgalandidi igin (v(t))'yi
ele aliyoruz. (v(0)) = 0 varsayimi altinda ve (F'(t)) = 0 bagintisini kullanarak (v(t))'yi hesaplayin
ve u = lim¢ o0 (v(t))'yi elde edin.

C.5 — 0.5 puan

Aki dengesi Jp(x) + Jg(x) = 0 bigimindedir. Diftizyon katsayisi D'yi k, v ve T cinsinden ifade
edin.

Boliim D. Ortalama kare yer degistirme (2.4 puan)

Suda, yaricapi a = 5.0 pm olan, diger pargaciklardan yalitiimis kiiresel bir kolloidal pargacigin
Brown hareketini gézlemledigimizi varsayalim. Sekil 3, her At = 60 s araliinda x yéniinde 6lgllen
Ax yer degistirmelerinin histogramini gostermektedir. Strtiinme katsayisi, suyun viskozitesi

n = 8.9 x 10 * Pa - s olmak lizere v = 6man ile verilir ve sicaklik T = 25 °C idi.
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Ax(um) | =10 -9 -8 -7 —6 -5 —4
Neount 0 0 0 2 4 11 15

Axum)| -3 -2 -1 0 1 2 3
Neount 35 44 58 68 59 50 26

Axum)| 4 5 6 7 8 9 10
Noount 5 5 4 3 0 1 0

Az (pm)

Sekil 3: Yer degistirmelerin histogrami.
Az (ym)  -10| -9 | -8 | -7| 6| -5 | —4
Ncount 0 0 O 2 4 11 15

Az (pym) | -3 | -2|-1,0 | 1| 2 3
Neount 36 44 58 68 59 50 26

Az (pm) 4 5 6 7 8 9 10
Dt % 5 4 3 0 1 0

D.1—1.0 puan

N 4'nin Avogadro sabiti oldugu bilgisini kullanmadan, Sekil 3'teki verilerden dederini iki anlamli
basamakla tahmin edin. Gaz sabiti R = 8.31 J/K - mol'dur. Genel Yénergeler'de verilen
Boltzmann sabiti k'nin degerini kullanmayin. Avogadro sabiti icin Genel Yonergeler'dekinden farkli
bir deger elde edebilirsiniz.

Simdi Boliim B'deki modeli, E elektrik alani altinda @) yikli bir pargacigin hareketini betimlemek
tzere genigletiyoruz. Denklem (2)'de ele alinan pargacik hizi v(t), v(¢t) = u + vy (tn—1 < t < t5)
ile degistirilmelidir; burada v,, Denklem (3)'U saglar ve u, Denklem (5)'te ele alinan limit hizdir.

D.2 — 0.8 puan

MSD'yi, (Az(t)?), u, D ve t cinsinden ifade edin. Kiigiik ¢ ve biiyiik t igin yaklagik kuvvet
yasalarini ve bu degisimin gerceklestigi karakteristik ¢, zamanini elde edin. MSD'nin ¢ift logaritmik
bir grafigini kabaca ¢izin ve t,'in yaklasik konumunu belirtin.

Ardindan, basitlik amaciyla bir boyutta (Sekil 4(b)), ylizen mikroorganizmalar (Sekil 4(a)) ele
aliyoruz. Bunlar yarigapi a olan kiiresel pargaciklardir. Her §; zaman araliginda isaretin
korelasyonsuz bigimde rastgele secildigi +uy veya —u hiziyla ylizerler. Gozlenen hareket,
yuzmeden kaynaklanan yer degistirmeler ile kiresel bir pargacigin Brown hareketinden
kaynaklanan yer degdistirmelerin birlesimidir.
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Sekil 4: (a) Mikroorganizmalarin hareketi. (b) Bunun bir boyutlu bigimi.
D.3 — 0.6 puan

Sekil 5, bu mikroorganizmalarin MSD'sini, (Axz(t)?), gdstermektedir; kesikli gizgilerle belirtildigi
gibi kiiguk, buyuk ve ara t degerlerinde farkli kuvvet yasalari gorilir. Her zaman aralidi igin kuvvet
yasasini elde edin ve D, ug, d, ve t niceliklerinden gerekli olanlari kullanarak ifade edin.

104§|”m' T T T T T T
—~ 10%F :
™ F ]
g i y :
£ ) :
510 §
N . . ]
5
4 3
10'2§ |
-4E| |’ | |
10
10 10° 102
t (sec)

Sekil 5: Mikroorganizmalarin ortalama kare yer degistirmesi.
Boliim E. Su aritimi (1.5 puan)

Burada, kolloid benzeri toprak pargaciklari igeren suyun, bu pargaciklarin pihtilagsmasini saglamak
Uzere elektrolit eklenerek aritiimasini ele aliyoruz. Parcaciklar van der Waals kuvveti ve
elektrostatik kuvvet araciligiyla etkilesir; elektrostatik kuvvet hem ytzey yiklerinin hem de
cevreleyen zit yuklu iyon tabakasinin etkilerini igerir (bu iyonlara karsi iyonlar, olusturduklari
tabakaya ise elektriksel ¢ift tabaka denir; bkz. Sekil 6(a)). Sonug olarak, pargaciklar arasi uzaklk d
(Sekil 6(b)) igin etkilesim potansiyeli

e A (6)
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ile verilir; burada A ve B pozitif sabitler, € suyun dielektrik sabiti ve A elektriksel gift tabakanin
kalinligidir. iyonlarin yiiklerinin 4-q oldugunu varsayarsak,

ekT
A=\ T (7)
2N 4q°%c

olur; burada ¢, iyonun molar derigimidir.

@) o 2 o

Sekil 6: (a) Kolloidal pargaciklarin ylizey yiikleri ve karsi iyonlar. (b) d uzakhginin tanimi.
E.1—1.5 puan

Suspansiyona sodyum klorir (NaCl) eklenmesi, kolloidal pargaciklarin pihtilasmasina neden olur.
Pihtilagma icin gerekli en dustik NaCl derigimi c'yi belirleyin. Isil dalgalanmalar olmaksizin iki
parcacigi ele almak, yani Denklem (1)'de F(t) = 0 almak ve verilen potansiyel kuvveti i¢gin limit
hiza aninda ulasildigini varsaymak yeterlidir.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar
e A1
Iy M
Vg = —, = —"
M Y
e A2

1
v(t) = i Z Le /T 0<t;<t.

O<ti<t

Gozlem aninda gergeklesen bir garpismanin hemen sonrasinda t; = t'yi de dahil edin.

e B1
(Az(t)) =0,  (Aa(t)?) = Cét.
e B.2
a=—-1, pA=1
e Ci1
N (e0) = n(eg) - 202 (ay).
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Cé dn Cé 5
e C3
dn _ QF
- () T n(x).
e C4
QE 775/ QE
v(t)) =—|(1—-e""), =
(w(t)) = = ( ) ;
e C5
p=*
2
e D1
Ny ~5.6 x10* mol .
e D.2
(Az(t)?) = 2Dt + u’t?,  t, = 1—12).

t < t« icin MSD yaklasik olarak 2Dt'dir ve gift logaritmik grafikte egimi 1'dir. £ > ¢ igin
yaklasik olarak w?t2'dir ve egimi 2'dir.

e D3t, = 2D/u(2) olarak tanimlayin. Gosterilen (¢ ayri rejim igin ts << dg olur ve

2Dt, t << ts,
(Az(t)?) ~ { ult? t, <t < &,
(2D + ug(so)t ~ ugdot, t > .

Cift logaritmik grafikteki egimler sirasiyla 1, 2, 1'dir.
e E.1Kritik derisim

8B (kKT)°
Cerit — eXp(4) NAA2q6 )

olup, burada g, NaCl i¢cin temel ylkun blyukligudur. Birbirinden uzakta bulunan
parcaciklarin pithtilasmasi ¢ > cerit i¢in gergeklesir. Tam ¢ = c¢rit durumunda, belirtilen
gurultisuz, asirn sonimli dinamik sinir durumdadir: pargaciklar sonlu bir ayrilma uzakhgina
asimptotik olarak yaklasir.

\
Coziim
A1

Hareket denkleminin ¢ok kisa ¢carpigsma suresi boyunca integrali alindiginda itme—-momentum bagintisi
elde edilir. Carpisma suresi sifira giderken surtinme kuvvetinin itmesi sifira gider; dolayisiyla
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Pargacik baslangi¢ta durgun oldugundan,

Iy
a4 —
Vo = ’U(to) = ﬁ
Carpismadan sonra hem F' hem de F.; kuvveti sifir olur. Boylece
dv
M— = —v,
a
olur ve bunun ¢ézimdi
Iy Y
5= 20 {—— t—t }
o(t) = Srexp |~z (t —to)
Verilen bigimle karsilastinldiginda
I M
vy = —, T=—.
M Y

A.2

Hareket denklemi dogrusaldir. Her ¢arpisma, daha sonra 7 gevseme suresiyle azalan ani bir IZ-/M hiz
artisi olusturur. Dolayisiyla sliperpozisyon ilkesiyle

ot) = % 3 Lexp [—t;ti}

0<ti<t

Yalnizca baglangi¢ anindan sonra ve gdzlemden once gergeklesen carpismalar katkida bulunur:

Bir carpisma aninda hizda I; / M buyikligiinde bir sigrama olur. v(t), bu garpigmanin hemen
sonrasindaki hizi gosteriyorsa ust ug nokta da dahil edilir.

B.1

n. aralik boyunca yer degistirme v, 6'dir. Dolayisiyla t = N4 aninda,
N

Az(t) = 52 V.

Bunun beklenen dederi

ikinci moment igin,

Farkh araliklardaki hizlar korelasyonsuz oldugu icin ¢apraz terimler sifir olur. Boylece

(Az(t)) =0, (Az(t)?) = Cét.
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B.2

Sabit ve pozitif bir gdozlem zamaninda, Brown hareketinin difizyon limitindeki MSD'si sonlu ve sifirdan
farkli olmahdir.

(Az(t)?) = Cét,
oldugundan, § — 0 iken C§ carpimi sonlu, sifirdan farkl bir sabite yaklagmalidir. Bu nedenle

Coxdt.

Geriye kalan zaman bagimliligi dogrusaldir:
(Az(t)?)  t.

Sonug olarak,

a=-—1, g =1.

Bu, mikroskobik gevseme siresi 7'dan ¢ok daha uzun zaman dlgeklerindeki hareketi betimleyen etkin
modelin surekli ortam limitidir.

C1

Sada hareket eden parcaciklar, baslangigta x(y — vd ile zy arasinda bulunuyorlarsa bir sonraki §
araliginda z'dan gecerler. Bu bolgedeki parcaciklarin yarisi saga hareket eder. Birim alan basina sayilar
d'ya bolindigiinde,

N (o) = o / Y @) da.

0—vd

Verilen dogrusal yaklasikhgi,

kullanarak
1 v9)?
N (o) = 55 |wbnan) — 50 (ao)
elde edilir. Dolayisiyla,
v V26
N (zo) ~ En(azo) — Tn'(xo)

Bu yaklasiklik, derigimin vd uzakligi boyunca yavas degismesini gerektirir.

c.2
Benzer bigcimde, sola hareket eden pargaciklar basglangicta xy < = < xy + vd aralidinda bulunur;
buradan

1 zo+vd

N_(x0) = — n(z) dx
@) =35/ n@
2
v ved
~ —n(xg) + —n (xyp).
Sn(@0) + ~n'(20)

Fark alinarak ve ortalama hesaplanarak,
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JIp(z0) = (N+(20) — N-(20))

Fick yasasi Jp = —Dn/ ile karsilagtirldiginda

B.1'de yerine koyarsak,

(Az(t)?) = 2Dt.

Cc.3

Kesit alani A ve kalinligi Az olan dilimi ele alalim. Bu dilime pozitif  yoniinde etkiyen elektriksel kuvvet
Fp =n(z)AAz QFE.

Ozmotik basingtan kaynaklanan net kuvvet

11
Frp = All(z) — All(z 4+ Az) ~ —AAx Cfl—
T
Kuvvet dengesiyle
II
dz
Sicaklik her yerde ayni oldugunda II = nkT oldugundan,
dIl dn
— = kT —.
dz dz
Boylece
dn QFE

%(x) = 2T n(z).

Gradyanin pozitif olmasi, pozitif yuklu pargaciklarin elektrik alan yoniinde birikmesiyle tutarlidir.
Cc.4

Uygulanan sabit kuvvet ve (F'(t)) = 0 kullanilarak Denklem (1)'in beklenen degeri alindiginda

Mdfi? = —y(v) + QE.

(v(0)) = 0 kosulunu saglayan ¢6zim

Dolayisiyla limit hiz
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C.5

Dengede, diflizyon akisi elektriksel suriklenme akisini dengeler:

dn
—D— 4+nu=0.
dr
C.3 ve C.4'Un sonuglari yerine konuldugunda,
nQFE QFE
—D = 0.
T +n - 0
Boylece
kT
D=—.
Y

Bu, diflizyon ile sirtiinme arasindaki Einstein bagintisidir.
D.1

Tabloda verilen yer degistirmeler histogram siniflarini temsil eden degerler olarak kullanildiginda, toplam
olgclim sayisi

Nyo, = » | N; = 400.
J

Yer degistirme karelerinin agirlikh toplami
Y Nj(Azj)? = 2536 um’.
J
Dolayisiyla At = 60 s siiresi i¢in tahmin edilen MSD

—. 2536

<A£E2> = m [,l,Ill2 = 6.34 x 10712 1112.

C.2'den,

(Az?)  6.34 x 10712

N 142 1
SAL 120 = 5.2833 x 10 m°s .

Sdrtinme katsayisi
v = 6man
= 67(5.0 x 107%)(8.9 x 107*)
= 8.3881 x 10 8kgs~!.

Einstein bagintisinda k = R/ N 4 kullanildiginda
RT

D= ,
N 4y

olur; dolayisiyla
RT 2RT At
Ny = = —.
v (Az?)

~vD

T =298.15K ile,

8.31(298.15) 03 1
A= mr —7- = 5.9907 x 10™ mol .
(8.3881 x 107°)(5.2833 x 10~ %)
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iki anlamli basamakia,

N4 ~5.6 x 102 mol L.

Ne N 4'nin kabul edilen degeri ne de k'nin sayisal bir degeri kullanilimistir.
D.2

Limit hizdaki strtklenme dahil edildiginde yer degistirme

Rastgele kismin ortalamasi sifir, ikinci momenti ise 2.Dt'dir. Dolayisiyla siriiklenme ile rastgele yer
degistirme arasindaki gapraz terimin ortalamasi sifir olur:

(Az(t)®) = ut* +2ut 8 (va) + 6> (vavm)

n,m
= u%t? + 2Dt.
Dolayisiyla,

(Az(t)?) = 2Dt + u?t%.

Gegis, iki katki esit oldugunda gergeklesir:

2Dt, = u?t?,
buradan
p 2D
*x T uz .
Sinir durumlarindaki kuvvet yasalari
t<te:  (Ax(t)?) ~2Dt,
t>ty: (Az(t)?) ~ ut?

Burada "kuguk t", mikroskobik gevsemenin zaten ihmal edildigi ve limit hizdaki striklenmenin yerlestigi
etkin difizyon modeline iligkindir.

Istenen cift logaritmik grafik taslagini kesin olarak betimlemek icin

B _ (Ax(t)?)
ST = oDt

tanimlarini yapalm. O halde

Y = s+ 52
Grafik, klicik s degerlerinde egimi 1 olan Y = s dogrusal asimptotunu izler, s = 1 yakininda diizgln
bicimde yukari dogru kivrilir ve biiylik s degerlerinde egimi 2 olan Y = s% asimptotuna yaklagir. iki
asimptot (s,Y) = (1, 1) noktasinda kesigirken gergek egri (1, 2) noktasindan geger. Bu nedenle
kivrilmanin oldugu yerde t = t.'l isaretleyin. Bu noktada,

_ 8D?
- =

(Az(t,)?)

u
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D.3
Yer degistirmeyi 1sil hareket ve yliizme katkilarinin toplami olarak yazalim:
Az(t) = Azp(t) + Azg(t).

Isil hareketin ve ylizme yonu segimlerinin bagimsiz oldugu kabul edilir ve her iki katkinin da ortalamasi
sifirdir. Dolayisiyla

(Az(t)?) = 2Dt + (Azg(t)?).
t < igin ylizme yoni gbzlem aralidi boyunca pratik olarak degismez. Bu nedenle

Azg(t) ~ tuyt, (Azg(t)?) ~ udt’.

Boylece
(Az(t)®) ~ 2Dt +ult®  (t < ).
iki terim
U

aninda karsilastirilabilir blyuklige ulasir. Sonug olarak, t < t; igin 1sil difizyon baskindir ve
ts < t < dg igin ylizme balistik bir rejim olugturur.

Uzun zamanlar igin, t = N§o olmak lizere N tam ylizme araligini ele alalim. s; = +1, j. aralikta
badimsiz olarak segilen isareti gostersin. O halde
N

Ams(t) = udo Z 5;.

j=1
(s;) = 0ve j # Ligin (s;s4) = 0 oldugundan,
(Azs(t)?) = ugfgN
Tamamlanmamis bir son aralik, t >> § i¢in bu basat davranigi degistirmez. Dolayisiyla uzun
zamanlardaki MSD
(Az(t)?) ~ (2D + uléy)t.
Esdeger bicimde, uzun zamanlardaki diftizyon katsayisi

u2é
Der =D + 020-

Sekildeki gibi belirgin bir ara rejim icin zaman olgekleri
2D
— < do-
Uy

kosulunu saglamalidir. Bu, ayni zamanda u%&) > 2D anlamina gelir. Dolayisiyla gézlenen Ui¢ asimptot

Zaman aralig (Az(t)?) | Gift logaritmik egim
t < 2D/u? 2Dt 1
2D/ud <t < 6 | ult? 2
t>> do uddot 1
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bicimindedir; isil difizyonun kayda deger oldugu durumda uzun zaman katsayisinin tam ifadesi
2D + u%50 korunur.

EA

Pozitif enerji dl¢egini

[ B(—:(k;T)2
q
olarak tanimlayalim. O halde
U(d) = —% + Ke ¥,
ve
U'(d) = % — %e_d/)‘.

Ayrilma uzakhgini artirma yonundeki kuvvet —U’(d)'dir. Limit hiza aninda ulasildigi varsayimi altinda her
pargacigin hizi, Gzerine etkiyen kuvvetle orantilidir. Sirtinme katsayisi -y olan iki 6zdes pargacik igin,

.2
d=—=U'(d).
SU(d)

Dolayisiyla U'(d) > 0 olan her yerde pargaciklar birbirine yaklasir.

Birbirinden uzakta baslayip yaklasan parcaciklarin isil dalgalanmalar olmaksizin temas edebilmesi igin
arada itici bir bolge veya sonlu bir ayrilma uzakliginda kararl denge bulunmamalidir. Dolayisiyla kritik
kosul, U'(d) < 0 olan bdlgenin ortadan kalkmasidir.

2
Lo BA AN
A\

z = d/)\ > 0 alalim. isareti belirleyen fonksiyon

f(z) = 2%~

Tlrevi su sekilde yeniden yazalim:

A
U'd) = =

Bunun tlrevi
fl(z) = 2e7%(2 — 2),
oldugundan, global maksimumu z = 2'de gergeklesir ve
fmax = 4e 2.
Buna gore, her ayrilma uzakliginda U’(d) > 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul

K
T’\ de 2 < 1.

Kritik perdeleme uzunlugu

exp(2)A  exp(2)Ag?
4K  4Be(kT)?

)\crit -

Bu esikte, potansiyelin iki duragan noktasi
dcrit — 2)‘crita
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konumunda birlesir; burada hem U’ (d; ) hem de U” (dy; ) sifir olur.

Tuz derisiminin artirilmasi A'yi azaltir. Denklem (7)'de At yerine konuldugunda,
ekT

2N 4?2,

ekT [ 4Be(kT)? 1’

T 2N4¢? lexp(2)z4q2 } '

Ccrit =

Dolayisiyla,

8B%e3(kT)®
exp(4) N, A2q6 '

Ccrit =

NaCl icin iyonlar tek degerlidir; dolayisiyla g, temel yukun buyuklugidur. Her bir iyon tirdnin derigimi,
NaCl'nin molar derisimine esittir; Denklem (7)'deki 2 carpani zaten her iki tlirli de hesaba katar. Sl
birimlerindeki parametrelerle sonucun birimi mol m 3 olur.

¢ > Cqit igin her pozitif ayrilma uzakhginda U’ (d) > 0 olur ve deterministik hareket, baglangigta
birbirinden ayri olan bir pargacik ¢iftini temasa getirir. ¢ < ¢4 i¢in, yeterince buyuk bir ayrilma
uzakhdindan yaklasan bir ¢ift, U'nun distaki yerel minimumunda hapsolur.

Esitlik durumunda yapilmasi gereken kesin bir ayrim vardir. ¢ = c;; iken, d;; yakininda
U'(d) « (d — deit)?

olur. Bu nedenle daha blyuk uzakliklardan asiri sonumlu yaklasimda bu ayrilma uzakligina ulasmak
sonsuz zaman alir. Dolayisiyla ccit, kritik esik ya da birbirinden uzakta bulunan pargaciklarin
pthtilagmasini saglayan derisimlerin infimumudur; ideallestirilmis dinamikte gergekten temasa
gecilebilmesiigin ¢ > ccrit gerekir.

Cozum, resmi ¢ozuimle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 2: Notron Yildizlan
[
Blyuk ¢ekirdeklerin kararliigini ele aliyor ve notron yildizlarinin kitlesini kuramsal ve deneysel
olarak tahmin ediyoruz.

Boliim A. Cekirdeklerin kutlesi ve kararlihgi (2.5 puan)

Z proton ve N nétrondan olusan bir gekirdegdin durgunluk enerjisi m(Z, N)cz, bundan boyle
nikleon olarak adlandirilacak olan proton ve notronlarin durgunluk enerjileri toplamindan
baglanma enerjisi B(Z, N) kadar kiguktur; burada c, 1s1§in bosluktaki hizidir. Kiigiik diizeltmeleri
ihmal ederek, ay katsayili hacim terimi, a g katsayili ylizey terimi, a katsayili Coulomb enerjisi
terimi ve agyry, katsayili simetri enerjisi teriminden olugan baglanma enerjisini agagidaki sekilde
yaklasik olarak ifade edebiliriz.

Z? (N — Z2)?
A3 Qsym ™4

m(Z,N)c? = Amyc® — B(Z,N),  B(Z,N) = ayA — asA*® —ac
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Burada A = Z + N Kkiitle sayisi, m  ise niikleon kitlesidir. Hesaplamalarda ay ~ 15.8 MeV,
as ~ 17.8 MeV, ac ~ 0.711 MeV ve asym ~ 23.7 MeV degerlerini kullanin (MeV = 108
elektron volt).

A.1— 0.9 puan

Z = N kosulu altinda, niikleon basina baglanma enerjisi B/ A'yi maksimum yapan A degerini
belirleyin.

A.2 — 0.9 puan

A sabit tutuldugunda, en kararli gekirdegin atom numarasi Z*, B(Z, A — Z)'nin maksimum
yapilmasiyla belirlenir. A = 197 igin Denklem (1)'i kullanarak Z*'i hesaplayin.

A.3 — 0.7 puan

A degeri biiylik olan bir gekirdek, toplam durgunluk kiitle enerjisini minimum yapmak igin fisyon

yoluyla daha hafif ¢ekirdeklere ayrilir. Basitlik amaciyla, (Z, N) ile belirtilen bir ¢ekirdegin iki esit
cekirdege ayrilmasinin gesitli yollarindan birini ele aliyoruz; bu ayrilma, asagidaki enerji bagintisi

saglandiginda gergeklesir:

m(Z,N)c® > 2m(Z/2,N/2)c>.

Bu badinti

2 as
Z /A > C’fission )
ac

seklinde yazildiginda, Clission degerini iki anlamli basamakla bulun.
Boliim B. Devasa bir ¢ekirdek olarak nétron yildizi (1.5 puan)

A, esik degeri olmak lizere, kiitle sayisi yeterince buyuk olan A > A, blyik gekirdekler,
kitlecekimden kaynaklanan baglanma enerijisinin yeterince biylk olmasi nedeniyle nukleer fisyona
karsi kararli kalir.

B.1— 1.5 puan

Yeterince blyik A icin N = A ve Z = 0 kosullarinin gergeklestigini ve kiitlegekimsel baglanma
enerjisi eklendiginde Denklem (1)'in gegerliligini korudugunu varsayiyoruz. Kutlegekimden
kaynaklanan baglanma enerjisi
3 GM?
grav — g R
seklindedir; burada M = myAve R = R0A1/3 siraslyla gekirdegin kitlesi ve yarigapidir ve
Ry ~1.1x10 % m = 1.1 fm'dir.

Biray = GgrayA%/3 igin agray degerini MeV biriminde bir anlamli basamakla bulun. Ardindan yiizey
terimini ihmal ederek A.'yi bir anlamli basamakla tahmin edin. Hesaplamalarda

myc? ~ 939 MeV ve G = hc/MI% bagintisini kullanin; burada Mpc? ~ 1.22 x 10%2 MeV ve
hc ~ 197 MeV - fm'dir.

Boliim C. ikili sistemde nétron yildizi (6.0 puan)

Bazi notron yildizlari, burada basitlik amaciyla "isik" olarak adlandiracagimiz elektromanyetik
dalgalari sabit bir periyotla dlizenli olarak yayan pulsarlardir. Notron yildizlari siklikla bir beyaz
cuceyle ikili sistem olusturur. Sekil 1'de gosterilen yildiz dizenini ele alalim; bu diizende nétron
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yildizi N'den Diinya E'ye giden bir isik atimi, ikili sistemin beyaz clicesi W'nin yakinindan geger.
Yildizin kutlegekiminden etkilenen bu atimlarin dlglimesi, asagida agiklandigi gibi W'nin kitlesinin
hassas bicimde tahmin edilmesini ve bunun sonucunda N'nin kutlesinin tahmin edilmesini saglar.

(@) (b)
N E E
. =0 L z=0 . o
t 1 t |
£ i

N
! + b
N TE f TN g

we we

Sekil 1: « ekseninin N ile E'yi birlestiren dogru boyunca uzandigi diizenler. (a) zy < 0 ve (b)
xy > Oicin.

C.1—1.0 puan

Asagidaki sekilde gosterildigi gibi, sabit kiitlegekimi ivmesi g altinda, aralarinda Ah(> 0)
ylkseklik farki bulunan | ve Il dlizeylerini belirliyoruz. I, Il ve serbest diisen sistem F'ye, sirasiyla
saat-l, saat-Il ve saat-F' olarak adlandirilan 6zdes saatler yerlestirin.

I QF

- -

Ah

I
v

Dustince deneyinin duzenegi.

Bir g6zlemcinin saat-F"nin yaninda bulundugunu ve baslangigta F"nin saat-I ile ayni ylikseklikte
ve hizinin sifir oldugunu varsayiyoruz. Saatler 6zdes oldugundan esit zaman araliklari kaydederler:
AT1p = ATy. Ardindan F'yi serbest diismeye birakiyor ve eylemsiz kabul edilen F' referans
sisteminde galisiyoruz. Bu sistemde saat-Il, saat-F"nin yanindan v hiziyla geger; boylece saat-
lI'deki zaman geniglemesi Lorentz déniisiimiyle belirlenebilir. Saat- F'de A7y siiresi gegtiginde
saat-ll'de A7y slresi gecer.

A7r'yi A7y cinsinden, A¢/c?'ye gére birinci mertebeye kadar belirleyin; burada A¢ = gAh,
kutlegcekim potansiyeli, yani birim kutle bagina kutlegekim potansiyel enerjisi farkidir.

C.2 — 1.8 puan

¢ kitlegekim potansiyeli altinda zaman gecikmeleri, 1sigin yerel hizi ¢ olmasina karsin, sonsuzda
gozlenen etkin ik hizi ceff'i degistirir. ¢(r = 00) = 0 oldugunda, cefs, ¢/02'ye gore birinci

mertebeye kadar
2
Ceff A (1 + —f) c
G

seklinde verilebilir; bu ifade, C.1'de yer almayan uzayin bikilmesi etkisini de igerir. Isigin izledigi
yolun yaklasik olarak bir dogru kabul edilebilecegini belirtelim.

Sekil 1 (a)'da gosterildigi gibi, z eksenini notron yildizi N'den Diinya E'ye giden isigin yolu boyunca
aliyor ve x = 0 noktasini, isik yolu lizerinde beyaz clice W'ye en yakin noktaya yerlestiriyoruz.
N'nin & koordinati z (< 0), E'nin koordinati z (> 0) ve W ile iik yolu arasindaki uzaklik d olsun.
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M-y kitleli beyaz clicenin, N'den E'ye giden i1si§in varig zamaninda neden oldugu At degdisimini
tahmin edin ve asadidaki kuglk niceliklerin yliksek mertebeli terimlerini ihmal ederek sonucu basit
bir bicimde ifade edin: d/|zn| < 1, d/zr < 1 ve GMwp/(c?d) < 1. Gerekirse asagidaki

formuld kullanin.
1 2 2
/ dz ~ Liog Va2 +d? 4 LC.
Vz2 1 d2 2 Vel rd? -z

(log dogal logaritmadir)

C.3 —1.8 puan

Asagida gosterildigi gibi, bir ikili yildiz sisteminde N ve W'nin, yoringe duzlemindeki kiitle merkezi
G cevresinde dismerkezligi sifir olan dairesel yoriingelerde hareket ettigi varsayiliyor. Yoriinge
diizleminden, G'den E'ye yonelen dogruya dogru olgilen yoriinge egim agisi €, N ile W arasindaki
uzaklik L ve beyaz ciicenin kiitlesi Mwnp olsun. Asadida € < 1 oldugunu varsayiyoruz.

ikili yildiz sistemi.

N'den gelen isik atimlarini, N'den ¢ok uzaktaki E Gzerinde gozllyoruz. E'ye giden isigin yolu, N ve
W'nin konumlarina bagli olarak zamanla degisir. E'ye ulasan atimlarin zaman araligindaki gecikme,
xy ~ —L igin maksimum At ., degerini ve xy ~ L igin minimum At ,;, degerini alir (diizen
icin Sekil 1 (b)'ye bakin).

C.2'de yapildidi gibi kiigtik niceliklerin yiiksek mertebeli terimlerini ihmal ederek At . — Atmin
farkini basit bir bicimde hesaplayin. W disindaki yildizsal cisimlerin kitlegekiminden kaynaklanan
gecikmelerin At,,.. — At farkinda birbirini gottrdiginin varsayildigini belirtelim.

C.4 — 0.8 puan

Asagidaki sekil, L ~ 6 x 10° km ve cos e ~ 0.99989 olan ikili yildiz sistemi igin gézlenen zaman
gecikmelerini yoriinge fazi ¢'nin fonksiyonu olarak géstermektedir. Mwp'yi Giines kiitlesi Mg
cinsinden tahmin edin ve MWD/M@ i¢in sonucu bir anlamli basamakla gosterin. Burada
GM@/c3 ~ 5 us yaklasik bagintisi kullanilabilir.

At 18]
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N ve W'nin yorungelerdeki konumlarini belirleyen yoriinge fazi ¢'nin fonksiyonu olarak gozlenen
zaman gecikmeleri At (C.3'teki sekle bakin).

C.5— 0.4 puan

ikili nétron yildizi sisteminde iki yildiz, kiitlecekim dalgalari yayarak enerji ve agisal momentum

kaybeder ve sonunda garpisarak birlesir. Basitlik amaciyla yalnizca R yarigapli ve w agisal hizli

dairesel hareketi ele alalim; gorelilik etkileri ihmal edilirse, ne w'ya ne de R'ye bagli olan x sabiti ile
= x RP bagdintisi gecerlidir. p'nin degerini belirleyin.

C.6 — 0.2 puan

C.5'teki ikili sistemden yayilan kutlegekim dalgasinin genligi R%w? ile orantilidir. Asagidaki sekil, iki
yildizin ¢arpismasindan dnce gozlenen kitlegekim dalgalarinin zamana gore dort farkh profilini
nitel olarak gostermektedir. (a) ile (d) arasindan en uygun profili segin.

Kutlegekim dalgalarinin gézlenen veri profilleri.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar
2
e A1 A= 225 & 5.
ac
: A :
e A2: 7" = = CRyPE = 78.55...; bu, tam sayi atom numarasi olarak verir.
Qsym
21/3 — 1
o A.3: Crission = m ~(0.70].
* B.1: Qgray ~ (6 X 103" MeV A A, ~ |4 x 10%°|; asadida ele alinan toplam baglanma
enerjisinin pozitif olmasi olgutl kullaniimistir.
A
e C1:|Amr ~ ATy (1 — —2¢> A
c
2G M- dxg|x
e C.2:|At ~ SWDln( 2 N')
c d?
2G M- 1 4G M 2
c? 1—cose c? €
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e C.4: ~ 0.5|veya Mwp ~ 0.5M.

e Ch:i|lp=——|

e C.6:|(b) [ yildizlar carpismaya yaklastikga hem genlik hem de frekans artar.

|
Cozum

A1

Z = N = A/2 igin simetri terimi sifir olur. Niikleon bagina baglanma enerjisi

B _ ay —agA V3 — 29 223,

A 4

olur. A'yi siirekli bir degigken olarak ele alirsak,

d (i> _ 85 goafs 80 gz 205 ool

Bu tirev, A = 2a3/a0 degerinin altinda pozitif, Gstlinde ise negatiftir; dolayisiyla bu duradan nokta bir

aa\4a) 3 6 6A%/3

maksimumdur:
2ag B 2(17.8)

A= =
ac 0.711

= 50.07....

Boylece

[4 ~ 50}
Z = N'nin tam sayi olmasiyla uyumlu, izin verilen en yakin cift kiitle sayisi A = 50'dir.
A.2

Sabit Aigin N = A — Z, dolayisiyla N — Z = A — 2Z'dir. Yalnizca Coulomb ve simetri terimleri Z'ye
baglidir:

B(Z,A — Z) = sabit — acZ2A™ V3 — “ST““(A _27)%

Maksimum kosulu
0B
£
seklindedir. Yeniden dizenlersek,

4asmA = 7 (8asm + 2a047?),

4asym
— 2a0ZA 3 ¢ —a;ly (A—22)=0.

dolayisiyla

A

24 —2C A3 |
20,5ym

Z*

Bu nokta bir maksimumdur, ¢unku
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823 8asym
= —2a0A7Y3 - 8 .
922 ac A
A =197 igin,
1
7" = 07317 = T78.553....
24+ ——_197%/3
2(23.7)

Z'ye bagimlilik asagi dogru i¢bikey ikinci dereceden bir fonksiyon oldugundan, en uygun tam sayi en
yakin tam sayidir:

Z" =19|
A3

Toplam niikleon sayisi korundugundan, serbest niikleonlarin durgunluk enerjisi terimleri birbirini gotirr.
Fisyon,

2B(Z/2,N/2) — B(Z,N) > 0.
oldugunda eneriji agisindan elverislidir. Hacim ve simetri terimlerinin toplamlari degismez. Olusan
cekirdeklerin toplam ylzey terimi

—2a4(A/2)Y? = —ag2'/34%3,

ve toplam Coulomb terimi

(2/2)° Ly 2
_2(10 (A/2)1/3 = —ag A1/3 .
olur. Dolayisiyla,
Z2
2B(Z/2,N/2) — B(Z,N) = —as(2'® —1)A*? + ac(1 — 2*2/3)m.

Pozitif enerji agiga ¢ikmasi kosulu
Z? - 213 1 ag
A 1-2-23 q¢

haline gelir. Boylece

213 1
Chision = T35 = 0.702414.... = 0.70,
Fiziksel olarak, Coulomb itmesindeki azalma, ek ylizey alaninin enerji maliyetini astiginda fisyon elverigli
hale gelir.
B.1

Verilen kutle ve yarigapi kiitlegekimsel baglanma enerjisinde yerine koyarsak
_ 3 G(myA)® _ 3Gmy 4503
B 5 RyAl3 5Ry

elde edilir. Boylece

_ 3Gm?\, 3 hc [ myc? 2
Gerav = TH Ry 5 Ry '
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Verilen sabitleri kullanarak,

3 197 MeV fm 939
QAgrav — —
& 5 1.1fm 1.22 x 1022

2
> — 6.3656 x 107°" MeV.

Bir anlamli basamakla,

Qgravy ~ 6 x 10737 MeV |.

Z = 0ve N = Aigin Coulomb terimi sifir olur ve simetri terimi —asymA'dw. istendigi gibi yiizey
terimini ihmal edersek,

Biot (A) = (aV - asym)A + afgraVA5/3a

veya
B tot

= —7.9 MeV + ag., AY3.

Sonlu esigi, A serbest nétrona gére baglanmanin bagladigi nokta olarak yorumlarsak, kosul
By, > 0.
olur. Sonug olarak,
Asym — AV ) 3/2
agrav '

A> A, Ac:<

Bu hesaplamada @,y 'In yuvarlanmamis degerini koruyarak,

7.9 3/2
A= (6 2656 1037> = 4.3721 x 10%.
. X

Boylece

A, ~ 4 x 10%]

Bu baglanma esigi ile tam anlamiyla iki damlaya ayrilmaya dayali bir fisyon karsilagtirmasi arasindaki
ayrim burada énemlidir: Z = 0 igin ve ylizey terimi ihmal edildiginde Biot(A) — 2Biot(A/2) farki, her
A icin pozitif olan (1 — 2’2/3) agravA5/3 ifadesine esittir; bu nedenle iki damla kargilastirmasi sonlu bir
esik vermez.

Ci1

Ah yiiksekligi boyunca serbest diisis sirasinda, Newton mekanigindeki enerji korunumu, gereken
hassasiyetle,

1
Evz = gAh = A¢,
verir; dolayisiyla

v? = 2A¢.
Serbest diisen gozlemcinin anlik eylemsiz referans sisteminde saat-II, v hiziyla hareket eder. Ozel
gorelilikte zaman geniglemesi

v2

ATH = ATF\/l —_ .
C2
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bagintisini verir. Soruda belirtilen saat karsilagtirmasini, A7 = A7y, kullanip birinci mertebeye kadar

2A
ATH:ATI\/l— ¢

2
A
~ AT (1— —2¢>

C

acarsak,

Dolayisiyla,

_%),

c2

ATH ~ A’TI <

Daha asagidaki saat daha yavas isler.

C.2

x konumunda beyaz clceye olan uzaklik

ve beyaz clicenin kitlegekim potansiyeli

R

1 1/ 20
cetf € 2 )

elde edilir. Beyaz ciice olmadiginda yolculuk sliresi (azE — xN)/c'dir. Bunu ayni dogrusal yol boyunca

seklindedir. Verilen zayif alan ifadesinden

gercgek yolculuk suresinden ¢ikardigimizda
rE 1 1
At = / ( )da:
Ceff (&
~ ——/ o(x) dz

2GMWD / dx
N

elde edilir. Verilen ilkel fonksiyonun esdeger bir bigimi In(z + v/ z2 + d?)'dir. Bdylece, kitlegekim

2GMWD $E+\/$2E+d2
At ~ 3 In
¢ TN + /T3 + d?

$E+\/$2E+d2 ~ 2xE.

zny < 0ve |9EN| > d igin eslenikle garpmak, terimlerin birbirini gotiirmesini dnler:
d2

d2
TN+ ey +d = ~ anl’
2y + a2+ [z N

potansiyeline gore birinci mertebede,

xg > dicin,

23/35
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Dolayisiyla,

2G. M 4
At ~ 3WD 1n< $E|="3N|) .
c d?

Bu, kitlecekimden kaynaklanan pozitif bir yayilma gecikmesidir. Logaritma boyutsuzdur ve GMWD/C3

zaman birimine sahiptir.
c.3
iki kavusum konumunda, L uzakhdinin gériis dogrultusundaki izdiisiimii
xy = —Lcose maksimum gecikmede,
ve
xy = +Lcose minimum gecikmede.

degderlerini verir. Her iki kavusumda da,
d = Lsine, \/va+d2:1;.

Dinya ikili sistemden uzakta oldugundan, korunan hassasiyet diizeyinde her iki dliizen igin ayni g
degerini kullanabiliriz. C.2'deki integral sonucu,  y'nin negatif oldugu varsayillmadan once,

At ~ 2G Mwp In 225 .
c? L+zn

ifadesini verir. Boylece

At~ 2G Mwp In 2z ,
c3 L(1 — cose)

buna karsilik

2G M- 2
3 L(1+ cose)

Cikarma islemi hem x g'yi hem de L'yi ortadan kaldirir:

2G M- 1
Aty — Aty ~ WDy (2 C0SE )|
c3 1—cose

e < ligin,

2
€
1—cose ~ — 1+ cose ~ 2.

2 Y

Boylece istenen kuglk agi bigimi

Aty — At iy ~ %m (%) — wlﬂ <E) )
13 C

c3 €

olur. Burada € radyan cinsindendir. Kuiglk egim agilarindaki logaritmik biyime, belirtilen yaklasikliklar
cercevesinde, 1s19In beyaz cuiceye giderek daha yakin gegmesine karsilik gelir.

c4a

Grafikten yaklasik olarak
Atmax ~ +22 lJ;S, Atmin ~ _23 IJJS-
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degerleri okunur. Dolayisiyla dlgulebilir aralik yaklasik olarak
Atmax - Atmln =~ 45 MS.
olur. Grafikteki gecikmelere eklenen keyfi bir sabit kayma bu farki etkilemez.

Verilen egim agisini kullanarak,

In 1+cose —In 1.99989 ~ 9.808.
1 —cose 0.00011

Boylece C.3'ten

M
45 ps ~ 2 (5 ps) —2 (9.808).
Mg
elde edilir. Dolayisiyla,
M 45
WD~ ~ 0.46.
M, 98.08
Bir anlamli basamakla,
Mwp
A, 0.5], wp ~ 0.5M¢

Verilen L uzaklidi, maksimum ve minimum gecikmelerin farkinda birbirini gotirdr.
C.5

Yildizlarin kitleleri My, M, aralarindaki uzaklik ise r olsun. Newton mekaniginde dairesel iki cisim
hareketi

w2r3 = G(Ml + Mz).

badintisina uyar. Sabit kitleler icin her iki yildizin da yoriinge yarigapi R, r'nin sabit bir katidir. Sonug
olarak,

wor 3?2 R73/2,

w = x RP ile karsilastirirsak,

P==5

c.6
ikili sistem yoriinge enerjisini kaybettikge yoriinge yaricapi azalir. C.5'ten,
w X R_3/2,
oldugundan yoringe frekansi, dolayisiyla kutlegekim dalgasinin frekansi artar.
Verilen genlik bagimlilig
genlik o« R?w? x R?R™3 =R

sonucunu verir. Bdylece R azaldik¢a genlik de artar. istenen dalga biciminin zarfi genigler ve salinimlari
giderek siklagir:

Profil (b)|.

Gozlm, resmi ¢ozuimle kargilastinlarak kontrol edildi.
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Soru 3: Su ve Cisimler

[
Bu soruda, su ile cisimler arasindaki etkilesimin yol actigi, ylizey gerilimiyle iliskili olaylari ele
aliyoruz. Bolim A hareketi ele alirken, Bolim B ve C statik durumlarla ilgilidir.

Gerekirse, y(x) fonksiyonu 3" (z) = ay(z) diferansiyel denklemini sagliyorsa (a pozitif bir
sabittir), genel ¢oziimiiniin y(z) = AeV | BeVar oldugu bilgisini kullanabilirsiniz; burada A
ve B keyfi sabitlerdir.

Boliim A. Su damlalarinin birlegsmesi (2.0 puan)

Sekil 1'de gosterildigi gibi, stiperhidrofobik bir malzemenin ylizeyinde duran iki kiiresel su
damlasini ele aliyoruz; baska bir deyisle, malzeme ile su arasinda ¢ok gugli bir itme kuvveti vardir.

Baslangicta birbirine komsu iki 6zdes kuresel su damlasi ylzeye yerlestirilir; ardindan bu iki damla
birbirine temas ettikten sonra birleserek daha buyuk bir kiiresel su damlasi olugturur ve bu damla
aniden yukari sigrar.

A.1 2.0 puan

Birlesmeden once her iki su damlasinin yarigapi a, 100 gm'dir. Suyun yogunlugu p,
1.00 x 10° kg/m?'tiir. Yiizey gerilimi, 7.27 x 102 J /m?'dir.

Birlesmeden onceki ve sonraki ylizey enerjileri arasindaki farkin, AF, k oranindaki bir kismi
sigrayan su damlasinin kinetik enerjisine donusur. Buna gore, asagidaki varsayimlar altinda
birlesen su damlasinin ilk yukari sigrama hizini, v, iki anlaml basamakla belirleyiniz:

e £=10.06
e Birlesmeden dnce ve sonra suyun toplam hacmi korunur.

Sekil 1: iki su damlasinin birlegsmesi ve birlesen su damlasinin sigramasi.
Boliim B. Diisey yerlestirilmis bir levha (4.5 puan)

Duz bir levha suya disey olarak daldiriimistir. Sekil 2(a) ve 2(b), sirasiyla hidrofilik (¢ekici) ve
hidrofobik levha malzemeleri igin su yizeyinin bigimlerini gostermektedir. Levhanin kalinligini ihmal
ediyoruz.

Levhanin yiizeyi yz diizlemindedir ve levhadan gok uzaktaki yatay su yiizeyi, z = 0 olan xzy
dizlemindedir. Yuzeyin bigimi y koordinatina bagl degildir. 0(33), xz duzlemindeki su yuzeyi
Uzerinde bulunan bir (ac, z) noktasinda su ylzeyi ile yatay duzlem arasindaki a¢i olsun. Burada
H(w), pozitif x eksenine gore dlgulir ve saat yonunun tersine donme pozitif kabul edilir. Levha ile
su ylizeyinin temas noktasinda (z = 0), 6(z) agisi 6 olsun. Asagdida, 6, levha malzemesinin
ozellikleri tarafindan belirlenen sabit bir degerdir.
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Suyun yogunlugu p sabittir ve suyun yuzey gerilimi 7y her yerde aynidir. Yergekimi ivmesi sabiti g ile
verilmistir. Atmosfer basinci Py'in her zaman her yerde ayni oldugu varsayilir. Su yiizeyinin bigimini
asagidaki adimlarla belirleyelim. Ylizey geriliminin biriminin J/m2 oldugu gibi N/m de olduguna
dikkat ediniz.

(a) (b)

Sekil 2: Suya dusey olarak daldinimis levhalar. (a) hidrofilik levha durumu; (b) hidrofobik levha
durumu.

B.1 0.6 puan

Sekil 2(a)'da gosterildigi gibi hidrofilik bir levha durumunu ele aliyoruz. Su basinci P'nin, z > 0 igin
P < Pyve z=0igin P = Py kosullarini sagladigina dikkat ediniz. Buna gore, z ylksekligindeki
P'yip, g, z ve Py cinsinden ifade ediniz.

B.2 0.8 puan

Sekil 3(a)'da golgeli olarak gosterilen, kesilip ayrilmis bir su blogunu ele aliyoruz. Bu blogun zz
dizlemindeki kesiti, Sekil 3(b)'de taral alanla gosterilmistir. 21 ve 22, sirasiyla su blogu ile hava
arasindaki sinirin (su ylizeyinin) sol ve sag kenarlarinin koordinatlari olsun.

Basing nedeniyle su bloguna etki eden net kuvvetin, y ekseni boyunca birim uzunluk basina yatay
bilesenini (x bilesenini), f., p, g, z1 ve 25 cinsinden bulunuz. Pj'in su blogu tizerinde net bir yatay
kuvvet olusturmadigina dikkat ediniz.
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(a) b 2z

<

Sekil 3: Su yuzeyinden kesilip ayrilan su blogunun bigimi. (a) Kus bakisi gorinim ve (b) kesit
goruinimad.

B.3 0.8 puan

Su bloguna etki eden ylizey gerilimi, B.2'de ele alinan f,, kuvvetiyle dengelenir. Sol ve sag

kenarlarda su yiizeyi ile yatay dlizlem arasindaki agilari sirasiyla 81 ve 85 olarak tanimlyoruz. f,'i
v, 81 ve 65 cinsinden ifade ediniz.

B.4 0.8 puan

Su ylzeyi uzerindeki herhangi bir (:r:, z) noktasinda asagidaki denklem gegerlidir:

1 /2\¢e .
§<Z) + cos §(z) = sabit. (1)

a Ussun belirleyiniz ve £ sabitini vy ve p cinsinden ifade ediniz. Bu denklemin levha malzemesinin
hidrofilik ya da hidrofobik olmasindan bagimsiz olarak gecerli olduguna dikkat ediniz.

B.5 1.5 puan

B.4'teki Denklem (1)'de, su yiizeyinin yavas degistigini, yani |2'(z)| < 1 oldugunu varsayiyoruz;
boylece cos 8(z)'i 2’ (x)'e gore ikinci mertebeye kadar agabiliriz. Ardindan, elde edilen denklemin
x'e gore turevini alarak z(a:)‘in sagladigi diferansiyel denklemi elde ederiz. Bu diferansiyel
denklemi ¢oziiniiz ve > 0 igin z(x)'i tan 6y ve £ cinsinden belirleyiniz. Sekil 2 ve 3'te daha iyi bir
gériiniim igin diisey boyutlarin abartildigina ve bu sekillerin |2’ (z)| < 1 kosulunu saglamadigina
dikkat ediniz.

Boliim C. iki gubuk arasindaki etkilesim (3.5 puan)

Ayni malzemeden yapilmig, su ylzeyinde birbirine paralel olarak ylzen 6zdes A ve B gubuklari, y
eksenine esit uzakliklarda yerlestirilmigtir (Sekil 4).
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Sekil 4: Su yuzeyinde yuzen iki gubuk A ve B.
C.1 1.0 puan

Z

uzunluk bagina yatay bilesenini, F, 04, 05, za, 2, p, g Ve 7y cinsinden belirleyiniz.

B

B cubugu ile su ylizeyinin temas noktalarinda, Sekil 5'te gosterildigi gibi z koordinatlarini z, ve zy,
acllari ise 0, ve 0y olarak tanimliyoruz. B gcubuguna etki eden kuvvetin y ekseni boyunca birim

C.2 1.5 puan

C.3 1.0 puan

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

eulersolve.org/ipho/2023/

Sekil 5: Su yluizeyinde yuzen iki gubugun disey kesit gorunimd.

xz dizleminde iki gubugun orta noktasindaki su ylzeyinin z koordinatini zg olarak tanimhyoruz.
C.1'de elde edilen F, kuvvetini 8,, 8y, z, ve z; kullanmadan ifade ediniz.

edilen diferansiyel denklemi kullanarak, bu iki A ve B gubugunun orta noktasindaki su seviyesi
koordinatini, zg, ¢, Ve z, cinsinden ifade ediniz. B.4'te tanimlanan ¢ sabitini kullanabilirsiniz.

Z,, Su yuzeyiile B gubugunun sol tarafi arasindaki temas noktasinin & koordinati olsun. B.5'te elde
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Cevaplar

Pozitif yatay kuvvetler +x yoniindedir. Hem f, hem de F,, y boyunca birim uzunluk basina
kuvvetlerdir ve birimleri N /m'dir.

e A1
3k
v= \/_’)’ (2 — 22/3) = 0.23m/s yukari dogru.
pa
e BA1
P(z) = Py — pgz.
e B.2
fw = £ (Z% - Z%)
e B.3
fz = v (cos 61 — cos62).
e B4
a =2, L= l
P9

Levhanin meniskisu i¢in Denklem (1)'in sag tarafindaki sabit 1'dir.

B.5, kiiguk egim yaklagiminda:

Z'(z) = TR z(x) = —Ltanfye /¢, z>0.
e C1
F, = v (cosf, — cosf,) + % (z% — zi)
e C.2
F, = —ﬂzo.
2

2o # 0 oldugunda B'ye etki eden kuvvet A'ya dogrudur.

C.3, kiiclk egim yaklagiminda:

B Zq B 2z,
0= cosh(z,/¢) T e/l 4 eTa/t’

\
Cozum
A1

Birlesen damlanin yarigapi R olsun. Hacmin korunumundan
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47 R3 _ 9 4ma’ , R _9l/3,
3 3
Buna gore birlesen damlanin ktlesi
i 4 R3 8 2
LR R

Ylzey enerjisi, yuzey gerilimi ile ylzey alaninin garpimina esittir. Dolayisiyla ylzey enerjisindeki azalma
AE = v (2 4na® — ATR?)
= 4mya® (2 — 22/3>.

Bu enerjinin k oranindaki bir kisminin 6teleme kinetik enerjisine déntisttigu kosulunu kullanirsak,

1
Emfu2 = kAE.

Sonug olarak,
ot = 2K (2-2%).
pa
a = 1.00 x 10~*m igin,
m = 8.3776 x 10~ ? kg, AE =3.7694 x 107°J,
ve

v =0.23236... m/s.

iki anlamli basamakla ilk hiz

v = 0.23 m/s yukari dogru.

B.1

Hidrostatik dengede, yukari yonlu basing kuvveti yercekimini dengeler ve
aP
dz

p sabit ve P(0) = P, oldugundan, integral alindiinda

P(z) = Py — pgz.

—pg.

Ozellikle, belirtildigi gibi z = 0'In lizerindeki suyun basinci atmosfer basincindan diisiiktiir.
B.2

Kapali sinirin tamamina uygulanan diizgiin bir P, basinci, sifir bileske kuvvet olusturur. Bu nedenle
hesabi manometrik basinci kullanarak yapabiliriz:

p(z) = P(2) — Py = —pgz.
Havaya bakan yuzeydeki manometrik basing sifirdir. z,, blogun tabaninin ortak yiksekligi olsun. Sol

disey ylzeydeki basing +z yoninde, sag ylzeydeki basing ise —x yoninde iter. Tabanin yatay kuvvete
katkisi yoktur.

y boyunca birim uzunluk basina,
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Boylece

Sekildeki hidrofilik meniskis igin z; > z9 > 0 oldugundan, bu basing kuvveti —z yoniindedir.
B.3

Yiizey gerilimi, her kenarda blogu tegetsel olarak disari dogru geker. Birim uzunluk basina yatay
bilesenleri
—~cosf; sol kenarda, +vycosfy sad kenarda.
Yatay denge kosulu
fz —ycosf; + ycosf = 0.
Dolayisiyla,

fz =7 (cos@; — cosbs).

B.4

B.2 ve B.3'teki ifadeleri esitlersek,
l;—g(z% — 2}) = v(cos 0, — cos ).
Yeniden dlizenlendiginde
Pg o Pg -

—2z7 +cosf; = —2z5 + cosbs.
2’7 1 + 1 27 9 + 2
iki kenar yiizey boyunca keyfi olarak secilebildiginden,

P9 2 4 cos 0(z) =C.

2y
Denklem (1) ile karsilastirildiginda

>

a=2, b= ,]—.
pPg

£ uzunlugu, kilcal uzunluktur. Tlretim, z'nin her iki isaretine de izin verdiginden hem yiikselmis hem de
alcalmig meniskuslere uygulanir.

Levhadan uzakta z — 0 ve & — 0 olur. Boylece C' = 1 olur ve levha igin tam yiizey bagintisi

2

z
BYE + cosf(z) = 1.

B.5

Yizeye teget dogru su bagintiyl saglar:
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tanf(z) = 2'(z).
Bir fonksiyonun grafigi olarak gosterilen ylizey igin,
1
cosf(z) = :
VI+HE (@)
Verilen |2/ (x)| < 1 yaklagimi altinda, ikinci mertebeye kadar agilimi

cosb(z) =1 - 2[2(2)]* + O (@)]").

Denklem (1)'de yerine konuldugunda, bu mertebeye kadar,

A N2 =C
e TR
Tlrev alindiginda,
%’Z, _ ZI " — 0
Duz olmayan bir profil igin buradan
n__ 2
=

elde edilir; denklem, siireklilik sayesinde yalitik duragan noktalarda da gegerlidir. Duz profil z = 0 da bu
denklemi saglar.

Genel ¢ozim
z(z) = Ae®* + Be /.

x — +oo iken z(xz) — 0 sinir kogulu A = 0 olmasini gerektirir. Levhada,

B
Z'(0) = tanf, = A
oldugundan B = —/{tan 6, olur. Dolayisiyla,
z(x) = —Ltan By e /", z > 0.

Hidrofilik bir levha igin 8y < 0 oldugundan z > 0 olur. Hidrofobik bir levha igin 6y > 0 oldugundan
z < 0 olur. Her iki durumda da ytizey, £ uzunluk dlgeginde Ustel olarak z = 0'a yaklasir. Tutarlilik,
[tan fg| < 1 olmasini gerektirir.

Ci1

B cubuguna etki eden yatay kuvvete iki katki vardir: temas gizgilerindeki yuzey gerilimi ve gubuk
Uzerindeki basing.

Ylzey gerilimi gubugu bitisigindeki serbest ylzeye dogru ¢ceker. Bu nedenle net yatay bileseni
F,, = —vycosf, + 7ycosb,.

Basing kuvveti icin, cubugun kapali yizeyi Uzerindeki bileskesi sifir olan diizgiin atmosfer basincini
cikaririz. Islak yiizeyde kalan basing p(z) = —pgz'dir.

Egri bir ylzey Uzerindeki yatay basing kuvveti, basincin bu ylizeyin diisey izdligsimu Uzerinde integrali
alinarak elde edilir. z«, gubugun en alt noktasinin yuksekligi olsun. Islak sol taraf +x yoninde, 1slak sag
taraf ise —x yoniinde katkida bulunur:
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Zq Zb
Fpa = / (—pgz)dz — / (—pgz)dz

=22

Yergekiminin yatay bileseni yoktur. iki katkiyi toplarsak,

F, =~ (cos @, — cosb,) + %(z% — 22).

C.2

B.4'teki yuzey bagintisi, gubuklar arasindaki yuzeye ve dig ylizeye ayri ayri uygulanir. Bunlarin
integrasyon sabitlerinin esit olmasi gerekmez.

B'nin dis tarafinda, ylizey uzakta z = 0'da yatay hale gelir. Dolayisiyla

2

% | cosfy = 1
w COS b — .

Ozdes cubuklar arasinda, x = 0'a gdre yansima simetrisi nedeniyle yiizey orta noktada yataydir. Burada
2z = zo oldugundan, i¢ bolgedeki baginti

2 2
“ 4 cosf, =1+ —2.
2/2 2/2

pg = 'y/£2 oldugundan, C.1'deki kuvvet su sekilde yazilabilir:

2 2
F, = cos@b+z—b — (cosb, + 2o ).
=7 202 SANOYZ
P PO R A |
il ST

_ % P9
202 2

Yerine koyarsak

Boylece

x

B cubugu pozitif x tarafinda yer aldigindan, eksi isareti A gubuguna dogru bir ¢ekim oldugunu gdsterir.
2o = 0 oldugunda kuvvet sifir olur. Bu sonug ki¢lk egim yaklasimini gerektirmez.

Cc.3

Simdi B.5'teki kiigtik egim denklemini gubuklar arasindaki ylizeye uygulayalim:
z

:ﬁ'

"

COzUmunu hiperbolik fonksiyonlarla yazarsak,
z(x) = Ci cosh(z/l) + Cosinh(z/?).

Simetri 2’(0) = 0 kosulunu verir; bu da C2 = 0 olmasini gerektirir. z(0) = 2o oldugundan C'1 = z olur
ve dolayisiyla

z(z) = zg cosh(z/l).

B cubuguyla i¢ taraftaki temas noktasinda z = z, ve 2 = 2z, olur. Sonug olarak,
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oldugundan

Bu ylkseklik-uzaklik bagintisi, kiigiik egim yaklasimi gergevesinde gegerlidir.

zq = zo cosh(zq/4),

z0 =

Za

2z,

cosh(zq/f)

ewa/é + e—wa/é '

Cozum, resmi ¢ozuimle karsilastirilarak kontrol edildi.
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