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Aufgabe 1: Charakterisierung von Bodenkolloiden
[
Die Kolloidwissenschaft eignet sich zur Charakterisierung von Bodenpartikeln, da viele von ihnen
als kolloidale Teilchen im Mikrometerbereich betrachtet werden konnen. Beispielsweise lasst sich
die Brownsche Bewegung (zufallige Bewegung kolloidaler Teilchen) zur Messung von
TeilchengroBen nutzen.

Teil A. Bewegungen kolloidaler Teilchen (1.6 Punkte)

Wir untersuchen die eindimensionale Brownsche Bewegung eines kolloidalen Teilchens mit der
Masse M. Die Bewegungsgleichung fiir seine Geschwindigkeit v(t) lautet:

Mv = —")”U(t) + F(t) + Fext(t)v (1)

wobei 7y der Reibungskoeffizient, F'(¢) eine durch zuféllige St6Be mit Wassermolekiilen
verursachte Kraft und Fex(t) eine duBere Kraft ist. In Teil A nehmen wir Fext () = 0 an.

A.1— 0.8 Punkte

Ein Wassermolekil stoBe zum Zeitpunkt ¢ = £y mit dem Teilchen zusammen und Ubertrage dabei
den Impuls Iy; anschlieBend gelte F'(t) = 0. Wenn vor dem StoB v(t) = 0 gilt, ist

v(t) = voe_(t_tﬂ)/T furt > t,. Bestimmen Sie vy und 7 mithilfe von I, und den erforderlichen
Parametern aus GI.(1).

Im Folgenden dtirfen Sie 7 in lhren Antworten verwenden.
A.2 — 0.8 Punkte

Tatsachlich stoBen Wassermolekiile nacheinander mit dem Teilchen zusammen. Nehmen Sie an,
dass der i-te StoB zum Zeitpunkt ¢; den Impuls I; Gbertragt, und bestimmen Sie v(t) unter den
Bedingungen ¢t > 0 und v(0) = 0. Geben Sie auBerdem die Ungleichung an, die den fir ein
gegebenes t zu berlicksichtigenden Bereich von t; festlegt. Auf dem Antwortbogen muissen Sie
diesen Bereich im Ausdruck fir v(¢) nicht angeben.

Teil B. Effektive Bewegungsgleichung (1.8 Punkte)

Die bisherigen Ergebnisse legen nahe, dass die Teilchengeschwindigkeiten v(t) und v(t’) als
unkorrelierte ZufallsgroBen betrachtet werden konnen, wenn |t — t’| > 1 gilt. Auf dieser
Grundlage flhren wir ein theoretisches Modell zur naherungsweisen Beschreibung der
eindimensionalen Brownschen Bewegung ein, in dem sich die Geschwindigkeit nach jedem
Zeitintervall § (> 7) zufallig andert, d. h.,

v(t) =v,  (ta1 <t < ty), (2)

mitt, =nd (n =0,1,2,---) und einer ZufallsgréBe vy,. Sie erfillt
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=0, (oo = {5 BT @

mit einem von § abhangigen Parameter C'. Hier bezeichnet <X> den Erwartungswert von X. Wenn
man also unendlich oft Zufallszahlen X zieht, ist deren Mittelwert (X).

Nun betrachten wir die Verschiebung des Teilchens Az(t) = z(t) — z(0) fur t = N4 mit einer
ganzen Zahl N.

B.1— 1.0 Punkte
Bestimmen Sie (Az(t)) und (Az(¢)?) mithilfe von C, § und t.
B.2 — 0.8 Punkte

Die GréBe (Ax(t)?) heiBt mittlere quadratische Verschiebung (MSD). Sie ist eine
charakteristische MessgroBe der Brownschen Bewegung, die dem Grenzfall § — 0 entspricht.
Daraus lasst sich zeigen, dass C oc 6% und (Az(t)2) o< t” gelten. Bestimmen Sie die Werte von
a und .

Teil C. Elektrophorese (2.7 Punkte)

Hier behandeln wir die Elektrophorese, d. h. den Transport geladener Teilchen durch ein
elektrisches Feld. Eine Suspension kolloidaler Teilchen mit der Masse M und der Ladung @ (> 0)
wird in einen engen Kanal mit der Querschnittsfliche A eingebracht (Abb.1(a)). Wir
vernachlassigen die Wechselwirkung zwischen den Teilchen, die Einfllisse der Wand, der
Flissigkeit und der darin enthaltenen lonen sowie die Schwerkraft.

(@) (b) (c) 20

0% o° off ¢ =9 6\0\00

X

Abb.1: Anordnung fur Teil C.

Durch Anlegen eines homogenen elektrischen Feldes F in z-Richtung werden die Teilchen
transportiert, und ihre Konzentration n(az) (Teilchenzahl pro Volumeneinheit) wird inhomogen
(Abb.1(b)). Wird E abgeschaltet, verschwindet diese Inhomogenitat allmahlich. Dies ist auf die
Brownsche Bewegung der Teilchen zurlickzuflihren. Wenn n(m) nicht homogen ist, konnen sich
die Anzahlen der nach rechts und nach links bewegten Teilchen unterscheiden (Abb.1(c)).
Dadurch entsteht eine Teilchenstromdichte Jp(x), die mittlere Anzahl von Teilchen, die am Ort
entlang der z-Achse pro Querschnittsflache und Zeit stromen. Fir diese Stromdichte gilt
bekanntermafBen

Tn(a) = D (z),

wobei D als Diffusionskoeffizient bezeichnet wird.
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Nehmen wir nun der Einfachheit halber an, dass die Halfte der Teilchen die Geschwindigkeit +v
und die andere Halfte die Geschwindigkeit —v hat. Sei N (z¢) die Anzahl der Teilchen mit der
Geschwindigkeit +v, die g pro Querschnittsflache und Zeit von links nach rechts passieren.
Damit Teilchen mit der Geschwindigkeit +v den Ort ¢ innerhalb des Zeitintervalls § passieren,
mussen sie sich im schraffierten Bereich von Abb.1(c) befinden. Da § klein ist, gilt in diesem

Bereich n(z) ~ n(zo) + (z — o) 2 (z).

C.1— 0.5 Punkte
Driicken Sie N, (z) mithilfe der erforderlichen GréBen aus v, 8, n(xg) und Z—;‘ (z¢) aus.

Wir definieren N_(z) als das Gegenstiick zu N () fiir die Geschwindigkeit —v. Damit gilt
Jp(zo) = (N (z0) — N_(z0)). GemaB Gl.(3) gilt (v?) = C.

C.2 — 0.7 Punkte

Bestimmen Sie Jp(zo) mithilfe der erforderlichen GréBen aus C, &, n(zo) und 2 (). Driicken
Sie damit und mithilfe von Gl.(4) D durch C und & sowie (Az(t)?) durch D und t aus.

Nun behandeln wir den Einfluss des osmotischen Drucks II. Er ist gegeben durch

II = NLART = nkT, mit der Avogadro-Konstante N 4, der Gaskonstante R, der Temperatur T’
und der Boltzmann-Konstante k = NL;. Betrachten wir die inhomogene Konzentration, die sich
unter dem elektrischen Feld E ausgebildet hat (Abb.1(b)). Da n(w) von x abhangt, gilt dies auch
fur II(x). Dann mussen die durch II(z) und II(xz 4+ Ax) verursachten Krafte mit der Gesamtkraft
im Gleichgewicht stehen, die das Feld E auf die Teilchen austiibt (Abb.2). Hier betrachten wir ein
kleines Az, sodass n(m) Uber diesen Bereich als konstant angesehen werden kann, wahrend

n(z + Az) — n(z) ~ Az (z) git.

IT(x)A | L IT(x + Ax)A

-

Y

X+ Ax
Abb.2: Kraftegleichgewicht.

C.3 — 0.5 Punkte

Driicken Sie Z—Z (z) mithilfe von n(z), T', Q, E und k aus.

Betrachten wir nun das Gleichgewicht der Teilchenstréme. Neben der Stromdichte Jp(x)
aufgrund der Brownschen Bewegung gibt es auch eine Stromdichte aufgrund des elektrischen
Feldes, Jg(x). Sie ist gegeben durch

Jo(z) = n(z)u, (5)

wobei u die Endgeschwindigkeit der vom Feld angetriebenen Teilchen ist.
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C.4 — 0.5 Punkte

Zur Bestimmung von u verwenden wir Gl.(1) mit Fex (t) = QE. Da v(t) schwankt, betrachten wir
(v(t)). Berechnen Sie unter der Annahme (v(0)) = 0 und mithilfe von (F'(¢)) = 0 den Ausdruck
(v(t)), und bestimmen Sie u = lim¢—,o0 (v(t)).

C.5 — 0.5 Punkte

Das Gleichgewicht der Teilchenstréme lautet Jp(z) + Jg(x) = 0. Driicken Sie den
Diffusionskoeffizienten D durch k, v und T aus.

Teil D. Mittlere quadratische Verschiebung (2.4 Punkte)

Angenommen, wir haben die Brownsche Bewegung eines isolierten, kugelformigen kolloidalen
Teilchens mit dem Radius @ = 5.0 um in Wasser beobachtet. Abbildung 3 zeigt das Histogramm
der Verschiebungen Az, die in z-Richtung jeweils iber ein Intervall At = 60 s gemessen wurden.
Der Reibungskoeffizient ist gegeben durch v = 6man, mit der Viskositat des Wassers

n=38.9 x 10 *Pa - s, und die Temperatur betrug T' = 25 °C.

Ax (um) | =10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
Neount 0 0 0 2 4 11 15

Ax (um) | -3 -2 -1 0 1 2 3
Neount 35 44 58 68 59 50 26

Axum)| 4 5 6 7 8 9 10
Noount 5 5 4 3 0 1 0

Az (um)

Abb.3: Histogramm der Verschiebungen.

Az (pm) -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4
Ncount 0 0 O 2 4 11 15

Az (ym) | -3 | -2|-1,0 | 1| 2 3
Neount 36 44 58 68 59 50 26

Az (pm) 4 5 6 7 8 9 10
Noount %5 5 4 3 0 1 0

D.1 — 1.0 Punkte

Schétzen Sie den Wert von IV 4 anhand der Daten in Abb.3 auf zwei signifikante Stellen, ohne die
Tatsache zu nutzen, dass es sich um die Avogadro-Konstante handelt. Die Gaskonstante betragt

R =8.31 J/K - mol. Verwenden Sie nicht den in den allgemeinen Hinweisen angegebenen Wert
der Boltzmann-Konstante k. Fir die Avogadro-Konstante erhalten Sie moglicherweise einen Wert,
der von dem in den allgemeinen Hinweisen abweicht.
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Nun erweitern wir das Modell aus Teil B, um die Bewegung eines Teilchens mit der Ladung @ in
einem elektrischen Feld E zu beschreiben. Die in Gl.(2) betrachtete Teilchengeschwindigkeit v(t)
ist durch v(t) = u + vy (tn—1 < t < ty) zu ersetzen, wobei v, Gl. (3) erflllt und u die in GI.(5)
betrachtete Endgeschwindigkeit ist.

D.2 — 0.8 Punkte

Driicken Sie die MSD (A (t)?) durch u, D und t aus. Bestimmen Sie naherungsweise
Potenzgesetze fur kleine t und groBe t sowie die charakteristische Zeit t,,, bei der dieser
Ubergang auftritt. Skizzieren Sie den Verlauf der MSD in einem doppeltlogarithmischen
Diagramm, und kennzeichnen Sie die ungefahre Lage von t,.

Als Nachstes betrachten wir schwimmende Mikroorganismen (Abb.4(a)), der Einfachheit halber in
einer Dimension (Abb.4(b)). Es handelt sich um kugelformige Teilchen mit dem Radius a. Sie
schwimmen entweder mit der Geschwindigkeit +u¢ oder —ug, wobei das Vorzeichen nach jedem
Zeitintervall §g zufallig und ohne Korrelation gewahlt wird. Die beobachtete Bewegung setzt sich
aus den Verschiebungen durch das Schwimmen und denen durch die Brownsche Bewegung eines
kugelformigen Teilchens zusammen.

(a) (b)

A

v'yi
A

Y,

& =

\£

Abb.4: (a) Bewegung von Mikroorganismen. (b) lhre eindimensionale Version.
D.3 — 0.6 Punkte

Abbildung 5 zeigt die MSD (Az(t)?) dieser Mikroorganismen mit unterschiedlichen
Potenzgesetzen flr kleine, groBe und mittlere ¢, die durch gestrichelte Linien dargestellt sind.
Bestimmen Sie das Potenzgesetz fur jeden Zeitbereich, und drlicken Sie es mithilfe der
erforderlichen GroBen aus D, ug, dg und t aus.

eulersolve.org/ipho/2023/ 5/37



eulersolve.org/ipho/2023/

10* grmm—r
T E
™ F
g i L
= : g
5;: 100 ? /// —
= : ‘
=
g i

102 F E

4 Fovr al el

10

1072 10° 107
t (sec)

Abb.5: Mittlere quadratische Verschiebung der Mikroorganismen.
Teil E. Wasserreinigung (1.5 Punkte)

Hier behandeln wir die Reinigung von Wasser, das kolloidartige Bodenpartikel enthalt, durch
Zugabe von Elektrolyten, die diese Teilchen koagulieren lassen. Die Teilchen wechselwirken durch
die Van-der-Waals-Kraft und die elektrostatische Kraft, wobei Letztere die Einflisse sowohl der
Oberflachenladungen als auch der umgebenden Schicht entgegengesetzt geladener lonen
umfasst (solche lonen und ihre Schicht werden als Gegenionen beziehungsweise elektrische
Doppelschicht bezeichnet; siehe Abb.6(a)). Daraus ergibt sich fiir den Teilchenabstand d
(Abb.6(b)) das Wechselwirkungspotential

2
_% + BE(qL;F)ed/)\7 (6)

wobei A und B positive Konstanten sind, € die Dielektrizitatskonstante des Wassers und \ die

U(d) =

Dicke der elektrischen Doppelschicht ist. Unter der Annahme, dass die Ladungen der lonen +q
betragen, gilt

ekT
2N 4q2¢c’

=

wobei ¢ die molare lonenkonzentration ist.

Abb.6: (a) Oberflachenladungen kolloidaler Teilchen und Gegenionen. (b) Definition des Abstands
d.

6/37



E.1 — 1.5 Punkte

Die Zugabe von Natriumchlorid (NaCl) zur Suspension bewirkt die Koagulation der kolloidalen
Teilchen. Bestimmen Sie die niedrigste fur die Koagulation erforderliche Konzentration ¢ von NaCl.
Es gentigt, zwei Teilchen ohne thermische Fluktuationen zu betrachten, d. h. F(t) = 0in Gl.(1),
und anzunehmen, dass die Endgeschwindigkeit flir die gegebene Potentialkraft augenblicklich
erreicht wird.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.

Antworten
e A1
I M
Vo = M, T = 7
e A2

1
v(t) = Wi Z Iie_(t_t")/T, 0<t; <t.

0<t; <t

Unmittelbar nach einem StoB zum Beobachtungszeitpunkt ist £; = t einzuschliefBen.

e B.1
(Az(t)) =0, (Az(t)?) = C6t.
e B.2
la=-1, B=1]
e Ci1
25 d
Ni(zo) ~ %n(xo) - de—Z(mg)
e C.2
Co dn cé
JD($0) = —T%((EO), D = T, <A:E(t)2> = 2Dt.
e C3
dn QB
o (x) r n(x).
e C4
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p=*L
Y
DA
Ny~ 5.6 x10% mol .
e D.2
(Az(t)?) = 2Dt + u’t?,  t, = 1—12).

Fir t < t, betragt die MSD n3dherungsweise 2Dt, mit der Steigung 1 im
doppeltlogarithmischen Diagramm. Flr t > t. betragt sie naherungsweise u2t2, mit der

Steigung 2.
e D.3 Definieren wirt, = 2D/u(2). Fur die drei dargestellten, deutlich getrennten Bereiche gilt
ts < 4o, und
2Dt, t <1,
(Az(t)?) ~ { ut?, ts < t < o,

Die jeweiligen Steigungen im doppeltlogarithmischen Diagramm sind 1, 2, 1.

e E.1 Die kritische Konzentration ist

_ 8B%é(kT)°
cCI‘lt - eXp(4) NAA2q6 9

wobei g fur NaCl der Betrag der Elementarladung ist. Koagulation ausgehend von groBem
Abstand tritt fir ¢ > ccrit auf. Genau bei ¢ = cq it liegt die angegebene rauschfreie,
Uuberdampfte Dynamik im Grenzfall: Die Teilchen nahern sich asymptotisch einem endlichen
Abstand.

L

Losung
A1

Die Integration der Bewegungsgleichung lber den sehr kurzen StoB ergibt den Zusammenhang
zwischen KraftstoB und Impulsanderung. Der KraftstoB der Reibung verschwindet, wenn die StoBdauer
gegen null geht, sodass

Mlv(ty) —v(ty)] = Io.

Da das Teilchen anfangs ruhte,

Iy
'UO — 'U(tg) — M.
Nach dem StoB verschwinden die beiden Krafte ' und Fext. Somit gilt
dv
M— = —yv
dt F)/ )
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mit der Losung

o(t) = %exp {—%(t - tg)}.

Der Vergleich mit der vorgegebenen Form ergibt

Vo =

Iy
M’

A.2

Die Bewegungsgleichung ist linear. Jeder StoB erzeugt einen augenblicklichen
Geschwindigkeitszuwachs Ii/M, der anschlieBend mit der Relaxationszeit 7 abklingt. Durch
Superposition ergibt sich daher

ot) = % 3 Lexp [—t;ﬂ.

0<ti<t

Nur StoBe nach dem Anfangszeitpunkt und vor der Beobachtung tragen bei:

Zum Zeitpunkt eines StoBes weist die Geschwindigkeit einen Sprung I; / M auf. Bezeichnet v(t) die

Geschwindigkeit unmittelbar nach diesem Stof3, wird der obere Endpunkt eingeschlossen.
B.1

Wihrend des Intervalls n betragt die Verschiebung v,d. Somit gilt bei t = N§:

Ihr Erwartungswert ist

Fir das zweite Moment gilt

Die gemischten Terme verschwinden, da die Geschwindigkeiten in verschiedenen Intervallen
unkorreliert sind. Somit

(Az(t)) =0, (Az(t)?) = Cét.

B.2

Bei einem festen positiven Beobachtungszeitpunkt muss die Brownsche Bewegung im
Diffusionsgrenzfall eine endliche, von null verschiedene MSD aufweisen. Da

(Az(t)?) = Cdt,
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muss das Produkt C§ fur § — 0 gegen eine endliche, von null verschiedene Konstante streben. Daher
gilt
C o6
Die verbleibende Zeitabhangigkeit ist linear:
(Az(t)?) « t.
Folglich

a=-—1, B =1.

Dies ist der Kontinuumsgrenzfall des effektiven Modells, das die Bewegung auf Zeitskalen beschreibt,
die viel langer als die mikroskopische Relaxationszeit 7 sind.

Ci1

Nach rechts bewegte Teilchen passieren xy wahrend des nachsten Intervalls §, wenn sie sich anfangs
zwischen zy — vd und o befinden. Die Halfte der Teilchen in diesem Bereich bewegt sich nach rechts.
Dividiert man ihre Anzahl pro Flacheneinheit durch §, erhalt man

1 o

Ni(z0) = 55

n(z) dz.

20—V
Mit der vorgegebenen linearen Naherung

n(z) ~ n(xy) + (z — zo)n'(z0),

erhalten wir
1 vd)?
N (e0) = 55 [o8n(en) - P n'(e0)
Daher
v 02§
N, (zo) ~ En(aco) - (x0)

Diese Naherung setzt voraus, dass sich die Konzentration Uber eine Strecke vd nur langsam andert.
C.2

Entsprechend stammen nach links bewegte Teilchen aus dem Bereich xzy < < xy + vd, sodass
1 zo+vd
N_(zg) = — n(z) dx
@) =55 n@
v 25

v /
~ 2n(wo)+ 1 n'(zo).

Subtraktion und Mittelung ergeben
Jp(z0) = (N4 (z0) — N-(20))
)
= —5 (©°)n'(x0)

6]
= —771,({80).

Der Vergleich mit dem Fickschen Gesetz, Jp = —Dn/, ergibt
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Einsetzen in B.1 liefert

(Az(t)?) = 2Dt.

Cc.3

Betrachten wir die Schicht mit der Querschnittsflache A und der Dicke Az. Die auf sie wirkende
elektrische Kraft in positiver z-Richtung betragt

Frp =n(z)AAz QFE.

Die resultierende Kraft aufgrund des osmotischen Drucks ist

dIl
Fn = All(z) — All(z 4+ Az) ~ —AAx T
Das Kraftegleichgewicht ergibt
11
n(z)QFE = d—
dr
Bei homogener Temperatur gilt IT = nkT', also
a _pdn
dr dr
Daher
dn . _ QF

Der positive Gradient stimmt damit Uberein, dass sich positiv geladene Teilchen in Richtung des

dz kT

elektrischen Feldes ansammeln.
c4

Die Bildung des Erwartungswerts von GI.(1) unter Verwendung der konstanten angelegten Kraft und

von (F'(t)) = 0 ergibt

d{v)
dt

Die Lésung, die (v(0)) = 0 erfiillt, lautet

i) = L2 (1) = LB (1 o),

M = —y(v) + QE.

Y Y
Die Endgeschwindigkeit ist daher
E
u = lim (v(t)) = Q—
t—00 Y

C.5

Im Gleichgewicht gleicht die Diffusionsstromdichte die elektrische Driftstromdichte aus:

dn
—D— +nu=0.
dx
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Einsetzen der Ergebnisse aus C.3 und C.4 ergibt

—DnQE -I-nQE =0.
kT v
Somit
kT
D=—.
vy

Dies ist die Einstein-Beziehung zwischen Diffusion und Reibung.
D.1

Verwendet man die tabellierten Verschiebungen als reprasentative Werte der Histogrammklassen,
betragt die Gesamtzahl der Messungen

Nigt = » | Nj = 400.
J

Die gewichtete Summe der quadrierten Verschiebungen ist

) Nj(Az;)® = 2536 um”.
J
Daher betragt die geschatzte MSD tber At = 60s
— 2536
9\ _ 4999 2 _ —12 2
(Az?) = 200 M 6.34 x 10" m”.
Aus C.2 folgt

(Az?) 6.3 x 107"
2At 120
Der Reibungskoeffizient betragt

D= = 5.2833 x 10 ¥ m?2s 1.

v = 6mwan
= 6m(5.0 x 107%)(8.9 x 107%)
= 8.3881 x 10 8kgs!.
Mit k = R/ N 4 ergibt sich aus der Einstein-Beziehung

RT

D = ,
N 4y

also
Ny= RT _ 2R£’ét.
v (Az?)

~vD

Mit T = 298.15K gilt
8.31(298.15)
(8.3881 x 1078)(5.2833 x 10~ 14)

Auf zwei signifikante Stellen gerundet,

— 5.5907 x 1023 mol 1.

Ny =

Ny ~56x 102 mol L.

Es wurde weder ein anerkannter Wert von IN 4 noch ein Zahlenwert von k verwendet.
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D.2

Unter Berucksichtigung der Drift mit Endgeschwindigkeit lautet die Verschiebung
N
Az(t) = ut + 52 Un.
n=1

Der zuféllige Anteil hat den Mittelwert null und das zweite Moment 2.Dt. Daher verschwindet der
gemischte Term aus Drift und zufalliger Verschiebung bei der Mittelung:

(Az(t)®) = u’t* +2ut 8 (va) + 6D (vavm)

n,m
= u*t® + 2Dt.
Daher

(Az(t)?) = 2Dt + u*t>.

Der Ubergang tritt auf, wenn die beiden Beitrdge gleich groB sind:

2Dt, = u?t?,
woraus folgt
. = 2D
* — ’U,2 .

Die Potenzgesetze in den Grenzfallen lauten

t<te:  (Az(t)?) ~2Dt,
t>te: (Ax(t)?) ~ u’t?

Hier bezieht sich ,kleines t" auf das effektive Diffusionsmodell, in dem die mikroskopische Relaxation
bereits vernachlassigt wird und die Drift mit Endgeschwindigkeit bereits erreicht ist.
Flr eine genaue Beschreibung der geforderten doppeltlogarithmischen Skizze definieren wir

t Ax(t)?

sty (B

t, 2Dt

Dann gilt
Y = s+ s

Der Graph folgt fiir kleine s der geraden Asymptote Y = s mit der Steigung 1, kriimmt sich in der Nahe
von s = 1 stetig nach oben und nihert sich fiir groBe s der Asymptote Y = s% mit der Steigung 2. Die
beiden Asymptoten schneiden sich bei (s,Y) = (1, 1), wahrend die tatsachliche Kurve durch (1, 2)

verlauft. Markieren Sie daher t = t, im Ubergangsbereich. An dieser Stelle gilt
B 8D?
=

(Az(t.)?)

D.3

Schreiben wir die Verschiebung als Summe des thermischen Beitrags und des Schwimmbeitrags:
Az(t) = Azp(t) + Azs(t).

Die thermische Bewegung und die Wahl der Schwimmrichtung werden als unabhangig angenommen,
und beide Beitrage haben den Mittelwert null. Daher
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(Az(t)?) = 2Dt + (Azs(t)?).
Firt < d¢ bleibt die Schwimmrichtung wéahrend des Beobachtungsintervalls praktisch unverandert.
Daher
Azgs(t) ~ tuot, (Azs(t)?) ~ udt’
Somit
(Az(t)?) ~ 2Dt +udt®  (t < do).
Die beiden Terme werden vergleichbar bei
o2
U
Folglich dominiert die thermische Diffusion fir t < t,, und das Schwimmen erzeugt fiir t, < t < 4

einen ballistischen Bereich.

Fir lange Zeiten betrachten wir IV vollstandige Schwimmintervalle mitt = N§. Sei s; = +1 das
unabhangig gewahlte Vorzeichen im Intervall 3. Dann gilt
N

Azg(t) = ugdy Z S

j=1

Da (s;) = O und (s;s¢) = 0 fur j # £ gelten,

(Azs(t)?) = ugdyN

= u%&ot.
Ein unvollstandiges letztes Intervall andert dieses fiihrende Verhalten fiir ¢ > §( nicht. Daher lautet die
MSD fir lange Zeiten
(Az(t)?) ~ (2D + uldo)t.

Entsprechend ist der Diffusionskoeffizient flir lange Zeiten

u250
Dess = D + 02 .

Fir einen deutlich ausgepragten Zwischenbereich wie in der Abbildung muss fir die Zeitskalen gelten:

2D
— < 9.
Uy

Daraus folgt auch u%&o > 2D. Die drei beobachteten Asymptoten lauten daher

Zeitbereich (Ax(t)?) | Doppeltlogarithmische Steigung
t < 2D/u? 2Dt 1
2D/uf <t <& | ut’ 2
t> 4 uddot 1

wobei der vollstandige Koeffizient fir lange Zeiten 2D + u%&o beibehalten wird, wenn die thermische
Diffusion merklich beitragt.

EA

Definieren wir die positive Energieskala
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K =
q2
Dann gilt
A
U(d) = -=+ Ke ¥
und
A K
/ _ T —d/
U'(d) = Ne

Die Kraft, die den Abstand zu vergréBern sucht, ist —U’(d). Unter der Annahme, dass die
Endgeschwindigkeit augenblicklich erreicht wird, ist die Geschwindigkeit jedes Teilchens proportional
zur auf es wirkenden Kraft. Fur zwei identische Teilchen mit dem Reibungskoeffizienten «y gilt

d= —EU’(d).
gl

Die Teilchen nahern sich also Uberall dort an, wo U'(d) > 0 gilt.

Damit Teilchen, die sich aus groBem Abstand nahern, ohne thermische Fluktuationen in Kontakt
kommen, darf dazwischen weder ein abstoBender Bereich noch ein stabiles Gleichgewicht bei
endlichem Abstand liegen. Die kritische Bedingung ist daher das Verschwinden des Bereichs, in dem

U'(d) < 0gilt.

Schreiben wir die Ableitung um zu

2
1 EA(AN —an|
A\

Setzen wir z = d/)\ > 0. Die fiir das Vorzeichen maBgebliche Funktion ist

f(z) = 22e .

Ilhre Ableitung lautet

f'(2) = ze (2 - 2),

sodass ihr globales Maximum bei z = 2 liegt, mit

fmax — 46_2 .

Dementsprechend gilt U’ (d) > 0 fiir jeden Abstand genau dann, wenn
K\
—C4e2 < 1.
1 <

Die kritische Abschirmlange ist

exp(2)A exp(2)Ag?
4K  4Be(kT)?

/\crit -

An dieser Schwelle verschmelzen die beiden stationaren Punkte des Potentials bei
dcrit - 2>‘crit7
wo sowohl U’(d;) als auch U” (dct) verschwinden.

Eine Erh6hung der Salzkonzentration verringert A. Einsetzen von At in Gl.(7) ergibt
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ekT
2‘Z\]'Aq2>\gri‘c

kT [ 4Be(kT)? 1"
~ 2Naq? | exp(2)Aq? |

Cerit =

Daher

_ 8B%(kT)°
Corit = exp(4) NyA2q6"

Bei NaCl sind die lonen einwertig, sodass q der Betrag der Elementarladung ist. Die Konzentration jeder
lonensorte entspricht der molaren NaCl-Konzentration; der Faktor 2 in GI.(7) beriicksichtigt bereits
beide Sorten. Bei Verwendung von Sl-Parametern hat das Ergebnis die Einheit mol m ~3.

Flr ¢ > cerit gilt U'(d) > 0 bei jedem positiven Abstand, und die deterministische Bewegung bringt
ein anfangs getrenntes Teilchenpaar in Kontakt. Fir ¢ < ¢ bleibt ein Paar, das sich aus hinreichend
groBem Abstand nahert, im duBeren lokalen Minimum von U gefangen.

Fir den Gleichheitsfall ist eine prazise Einschrankung erforderlich. Bei ¢ = ¢4 gilt
U/(d) X (d - dcrit)2

in der Nahe von d,;;. Die Uberdampfte Annaherung von gréBeren Abstanden aus bendtigt daher
unendlich lange, um diesen Abstand zu erreichen. Somit ist ¢, die kritische Schwelle
beziehungsweise das Infimum der Konzentrationen, die eine Koagulation aus groBem Abstand
bewirken; die idealisierte Dynamik erfordert ¢ > cit, damit die Teilchen tatsachlich bis zum Kontakt
gelangen.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Neutronensterne

[
Wir untersuchen die Stabilitat groBer Atomkerne und schatzen die Masse von Neutronensternen
theoretisch und experimentell ab.

Teil A. Masse und Stabilitat von Atomkernen (2.5 Punkte)

Die Ruheenergie eines aus Z Protonen und N Neutronen bestehenden Atomkerns m(Z, N)c? ist
um die Bindungsenergie B(Z, N) kleiner als die Summe der Ruheenergien der Protonen und
Neutronen, die im Folgenden Nukleonen genannt werden; dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum. Unter Vernachlassigung kleiner Korrekturen konnen wir die Bindungsenergie, die sich
aus dem Volumenterm mit ay, dem Oberflachenterm mit ag, dem Coulomb-Energieterm mit a¢
und dem Symmetrieenergieterm mit aq,,,, zusammensetzt, wie folgt naherungsweise angeben.
A (N - 2)?
A T
Dabeiist A = Z + N die Massenzahl und m y die Nukleonenmasse. Verwenden Sie fur die
Rechnung ay ~ 15.8 MeV, ag ~ 17.8 MeV, ac ~ 0.711 MeV und agyy, =~ 23.7 MeV (
MeV = 10° Elektronenvolt).

m(Z,N)c* = Amyc® — B(Z,N),  B(Z,N) = ayA —asA*? —ap
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A.1— 0.9 Punkte

Bestimmen Sie unter der Bedingung Z = IN den Wert von A, fiir den die Bindungsenergie pro
Nukleon, B/ A, maximal wird.

A.2 — 0.9 Punkte

Bei festem A wird die Ordnungszahl des stabilsten Atomkerns Z* durch Maximierung von
B(Z, A — Z) bestimmt. Berechnen Sie fir A = 197 mithilfe von GI. (1) den Wert von Z*.

A.3 — 0.7 Punkte

Ein Atomkern mit groBem A zerfallt durch Kernspaltung in leichtere Kerne, um die gesamte
Ruheenergie zu minimieren. Der Einfachheit halber betrachten wir eine von mehreren
Maoglichkeiten, einen Kern mit (Z, N) in zwei gleiche Kerne zu spalten. Dies geschieht, wenn die
folgende Energiebeziehung gilt:
m(Z,N)c* > 2m(Z/2,N/2)c>.

Wird diese Beziehung in der Form

ag
Z2/A > C’fis.sion_y
ac

geschrieben, bestimmen Sie Cfission auf zwei signifikante Stellen.
Teil B. Der Neutronenstern als gigantischer Atomkern (1.5 Punkte)

GroBe Atomkerne mit einer hinreichend groBen Massenzahl A > A., wobei A, ein Schwellenwert
ist, bleiben aufgrund der ausreichend groBen gravitativen Bindungsenergie gegeniiber
Kernspaltung stabil.

B.1 — 1.5 Punkte

Wir nehmen an, dass fur hinreichend groBe A die Bedingungen N = A und Z = 0 erflillt sind
und GI. (1) unter Hinzunahme der gravitativen Bindungsenergie weiterhin gilt. Die gravitative
Bindungsenergie lautet

3 GM?
grav — g R )
wobei M = myA und R = RyAY? mit Ry ~ 1.1 x 10~ m = 1.1 fm die Masse
beziehungsweise den Radius des Atomkerns bezeichnen.

Bestimmen Sie fiir By, = agravA5/3 den Wert von ag,y in der Einheit MeV auf eine signifikante
Stelle. Schatzen Sie anschlieBend unter Vernachlassigung des Oberflachenterms A, auf eine
signifikante Stelle ab. Verwenden Sie fiir die Rechnung m yc? ~ 939 MeV und G = hc/M2,
wobei Mpc? ~ 1.22 x 10*2 MeV und k¢ ~ 197 MeV - fm.

Teil C. Ein Neutronenstern in einem Doppelsternsystem (6.0 Punkte)

Einige Neutronensterne sind Pulsare, die regelmaBig mit einer konstanten Periode

elektromagnetische Wellen aussenden, die wir hier der Einfachheit halber als ,Licht” bezeichnen.
Neutronensterne bilden haufig Doppelsternsysteme mit einem WeiBen Zwerg. Betrachten wir die
in Abb. 1 gezeigte Sternkonfiguration, bei der ein Lichtpuls von einem Neutronenstern N zur Erde
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E nahe an einem WeiBBen Zwerg W des Doppelsternsystems vorbeilauft. Die Messung dieser durch
die Gravitation des Sterns beeinflussten Pulse ermdglicht eine genaue Abschatzung der Masse
von W, wie im Folgenden erlautert wird, und daraus eine Abschatzung der Masse von N.

. @ (b)
E
. =0 L z=0 .
t 1 t |
£ i

N
! + b
N TE f TN g

we we

om

Abb. 1: Konfigurationen mit der x-Achse entlang der Verbindungslinie zwischen N und E. (a) fur
xn < 0und (b) fir x > 0.

C.1—1.0 Punkte

Wie in der folgenden Abbildung gezeigt, betrachten wir bei konstanter Fallbeschleunigung g zwei
Hohenlagen | und Il mit dem Hohenunterschied Ah(> O). Bei I, Il und im frei fallenden System F'
werden identische Uhren aufgestellt, die als Uhr-1, Uhr-1l beziehungsweise Uhr-F' bezeichnet
werden.

v

Aufbau des Gedankenexperiments.

Wir nehmen an, dass sich ein Beobachter bei Uhr-F' befindet und dass F' anfangs auf derselben
Hohe wie Uhr-I ruht. Da die Uhren identisch sind, zeigen sie gleiche Zeitintervalle an, AT = ATy.
AnschlieBend lassen wir F' frei fallen und betrachten das Bezugssystem von F’, das als
Inertialsystem angesehen wird. In diesem Bezugssystem bewegt sich Uhr-1I mit der
Geschwindigkeit v an Uhr-F’ vorbei, sodass die Zeitdilatation von Uhr-Il durch die Lorentz-
Transformation bestimmt werden kann. Wenn auf Uhr-F' die Zeit A7y vergeht, vergeht auf Uhr-II
die Zeit Amr.

Bestimmen Sie ATy in Abhéngigkeit von A7y bis zur ersten Ordnung in A¢/c?, wobei
A¢ = gAh eine Differenz des Gravitationspotentials, also der potentiellen Gravitationsenergie
pro Masseneinheit, ist.

C.2 — 1.8 Punkte

Im Gravitationspotential ¢ verandern Zeitverzogerungen die im Unendlichen beobachtete
effektive Lichtgeschwindigkeit c.¢¢, obwohl die lokale Lichtgeschwindigkeit ¢ betragt. Fir
@(r = 00) = 0 kann c bis zur ersten Ordnung in ¢/c? als

2
Ceff R (1 + —f)c
@

angegeben werden. Darin ist der Einfluss der Raumkriimmung bertcksichtigt, der in C.1 nicht
behandelt wurde. Der Lichtweg kann naherungsweise als gerade Linie betrachtet werden.
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Wie in Abb. 1 (a) gezeigt, legen wir die z-Achse entlang des Lichtwegs vom Neutronenstern N zur
Erde E und setzen £ = 0 an den Punkt, an dem der WeiBe Zwerg W dem Lichtweg am nachsten
ist. Dabei sei  v(< 0) die z-Koordinate von N, (> 0) diejenige von E und d der Abstand
zwischen W und dem Lichtweg.

Schéatzen Sie die durch den WeiBen Zwerg mit der Masse Mwp verursachte Anderung der
Ankunftszeit At des Lichts von N nach E ab und geben Sie das Ergebnis in einer einfachen Form
an, indem Sie Terme hoherer Ordnung in den folgenden kleinen GroBen vernachlassigen:

d/|zy| < 1,d/zp < 1und GMywp/(c*d) < 1. Verwenden Sie bei Bedarf die folgende

Formel.
dz 1 Vl +d?+z
/: = —log — +C.
vz +d2 2 Vel +d2—«z

(log ist der natiirliche Logarithmus)

C.3 — 1.8 Punkte

Wie unten gezeigt, nehmen wir an, dass sich N und W in einem Doppelsternsystem auf
Kreisbahnen mit Exzentrizitat null um den Schwerpunkt G in der Bahnebene bewegen. Dabei sei €
der Bahnneigungswinkel, gemessen von der Bahnebene zur von G nach E gerichteten Linie, L der
Abstand zwischen N und W und M die Masse des WeiBen Zwergs. Im Folgenden nehmen wir
e < 1an.

Doppelsternsystem.

Wir beobachten Lichtpulse von N auf der weit von N entfernten Erde E. Der Lichtweg zu E
verandert sich mit der Zeit in Abhangigkeit von der Konfiguration von N und W. Die Verzogerung
im Zeitintervall der auf E eintreffenden Pulse hat den Maximalwert Atmax fur £y ~ —L und den
Minimalwert Atmin fur £y ~ L (die Konfiguration ist in Abb. 1 (b) dargestellt).

Berechnen Sie Atmax — Atmin in einer einfachen Form, indem Sie wie in C.2 Terme hoherer
Ordnung in kleinen GroBen vernachlassigen. Dabei wird angenommen, dass sich die gravitativen
Verzégerungen durch andere stellare Objekte als W in Aty — At aufheben.

C.4 — 0.8 Punkte

Die folgende Abbildung zeigt die beobachteten Zeitverzogerungen als Funktion der Bahnphase ¢
fiir das Doppelsternsystem mit L ~ 6 x 10% km und cos e ~ 0.99989. Schitzen Sie My in
Einheiten der Sonnenmasse M, ab und geben Sie das Ergebnis fir Mwp /M, auf eine
signifikante Stelle an. Hier kann die Naherungsbeziehung G’MQ/C3 ~ 5 us verwendet werden.
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At [p15]

¥

Beobachtete Zeitverzogerungen At als Funktion der Bahnphase ¢ (siehe die Abbildung in C.3),
welche die Positionen von N und W auf ihren Bahnen angibt.

C.5 — 0.4 Punkte

In einem Doppelsternsystem aus Neutronensternen geben die beiden Sterne durch die Emission
von Gravitationswellen Energie und Drehimpuls ab und stoBen schlieBlich zusammen, wobei sie
verschmelzen. Der Einfachheit halber betrachten wir nur eine Kreisbewegung mit dem Radius R
und der Winkelgeschwindigkeit w. Dann gilt bei Vernachlassigung relativistischer Effekte

w = x RP mit einer Konstanten , die weder von w noch von R abhangt. Bestimmen Sie den Wert
von p.

C.6 — 0.2 Punkte

Die Amplitude der vom Doppelsternsystem in C.5 ausgesandten Gravitationswelle ist proportional
zu R%w?. Die folgende Abbildung zeigt qualitativ vier verschiedene zeitliche Verlaufe der
beobachteten Gravitationswellen vor dem ZusammenstoB3 der beiden Sterne. Wahlen Sie aus (a)
bis (d) den am besten geeigneten Verlauf aus.

(a) (b)

© (@ MMMMW\M

Verlaufe der beobachteten Gravitationswellendaten.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

o A.1:A:2a—5%50.

ac
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A

e A2: 7% = T i A2 = 78.55. .., woraus sich die ganzzahlige Ordnungszahl
205y
ergibt.
213 _1
e A.3: Cfission = m ~0.70].
e B agay ~ |6 X 103" MeV ! A, ~ |4 x 10°°| unter Verwendung des unten

erlauterten Kriteriums einer positiven Gesamtbindungsenergie.

e C1:|Amp =~ ATy ( — %> i

c2

e C.2:|At

2G Mwp (41:E|mN|)
~ In |

c3 d?
o C.3:|Atpax — Atpin = 2GMwp In 1+ cose a7 %ln z .
c3 1 —cose c3 €
Mwp . .
e C.4: ~ 0.5 beziehungsweise Mwp ~ 0.5M4.
Mg
3
e Ch:(p=——|
2

e C.6:|(b)|: Sowohl die Amplitude als auch die Frequenz nehmen zu, wahrend sich die Sterne

dem ZusammenstoB nahern.

L

Losung
A1
FirZ =N = A/2 verschwindet der Symmetrieterm. Die Bindungsenergie pro Nukleon wird zu

B ~1/3 _ AC 4973
A—av—asA — 4A .

Behandeln wir A als kontinuierliche GroBe, so ergibt sich

d (B>:a—SA_4/3_a—CA_1/3: 2a5—aCA-

dA\ A 3 6 6.A4/3

Diese Ableitung ist unterhalb von A = 2a5/ac positiv und oberhalb davon negativ, sodass diese
stationare Stelle ein Maximum ist:

2ag 2(17.8)
ac  0.711

A= =50.07....

Somit gilt

(4~ 50]

Die ndchstgelegene zulassige gerade Massenzahl, die mit ganzzahligen Z = N vereinbar ist, lautet
A = 50.

A.2

Beifestem Agit N = A — Z,also N — Z = A — 2Z. Nur der Coulomb- und der Symmetrieterm
hingen von Z ab:
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B(Z,A — Z) = konstant — ac Z2A~1/% — %%(A —227)2

Die Bedingung fur das Maximum lautet

0B

4a
= -1/3 | T7SYM o4 —
57 2acZ A + i (A—27)=0.

Durch Umstellen folgt

4asymA =Z <8a5ym + 2aCA2/3>’

also
Z* = aA .
2+ < A3
2asym
Es handelt sich um ein Maximum, weil
63213 471/3 8(Lsyn1
g = 20cA - —T <.
Fir A = 197 gilt
1
Z* = o7 =T8.553....
0.711 2/3
2+ ———197%
2(23.7)

Da die Abhangigkeit von Z eine konkave quadratische Funktion ist, ist die optimale ganze Zahl die

nachstgelegene ganze Zahl:
2" =19].

A.3

Die Gesamtzahl der Nukleonen bleibt erhalten, sodass sich die Ruheenergieterme der freien Nukleonen

aufheben. Die Spaltung ist energetisch glinstig, wenn
2B(Z/2,N/2) — B(Z,N) > 0.

Der Volumen- und der Symmetrieterm bleiben in der Summe unverandert. Der gesamte
Oberflachenterm der Tochterkerne lautet

—2ag(A/2)%® = —ag2' /P A3,

und ihr gesamter Coulomb-Term lautet

(222, 2
_2GCW = —a02 W
Daher gilt
Z2
2B(Z/2,N/2) — B(Z,N) = —as(2'/® —1)A*® 4+ ac(1 — 2_2/3)W'

Die Bedingung flr eine positive Energiefreisetzung wird zu
Z? - 213 1 ag
A 1—2723 ac’

Damit folgt
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21/3 1

Cfission - m =0.702414... ~ 0.70].

Physikalisch wird die Spaltung glinstig, wenn die Verringerung der Coulomb-AbstoBung den
Energieaufwand fur die zusatzliche Oberflache Ubersteigt.

B.1
Einsetzen der vorgegebenen Masse und des Radius in die gravitative Bindungsenergie ergibt

3 G(myA)? _ 3GmY o,
5 RyAY/3 —  5BRg '

B grav —

Somit gilt

3Gm§v 3 hce [ myc? 2

a = = —— | — .
grav 5R0 5 Ro MPC2

Mit den angegebenen Konstanten folgt

. _ 3197TMeVfm 939
BT 5 1.1fm 1.22 x 1022

2
> — 6.3656 x 1037 MeV.

Auf eine signifikante Stelle ergibt sich

Qgray ~ 6 x 10777 MeV |.

Fir Z = 0 und N = A verschwindet der Coulomb-Term, und der Symmetrieterm lautet —asym A. Wird
der Oberflachenterm wie gefordert vernachlassigt, so gilt

Btot (A) = (aV o asym)A + agravAS/ga
oder

B tot
A

Wird der endliche Schwellenwert als Einsetzen der Bindung gegeniiber A freien Neutronen verstanden,

— _7-9 MeV + a/gravAZ/g-

lautet die Bedingung
Biot > 0.
Folglich qilt
3/2
Qsym — ay ) /
agrav ‘

A> A, Ac:(

Mit dem ungerundeten Wert von a.,, in dieser Rechnung ergibt sich

7.9 32
A= (6 pom 10_37) = 4.3721 x 10%.
. X

Somit folgt

A, ~4x10%|

Der Unterschied zwischen dieser Bindungsschwelle und einem strikten Vergleich fur die Spaltung in
zwei Tropfen ist hier wesentlich: Fir Z = 0 und ohne Oberflachenterm ist Biot(A) — 2Biot(A/2)
gleich (1 — 2_2/3) agravA5/3 und damit fir jedes A positiv, sodass der Vergleich mit zwei Tropfen
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keinen endlichen Schwellenwert liefert.

(o
Beim freien Fall iber die Hohe Ah liefert die Newtonsche Energieerhaltung mit der erforderlichen
Genauigkeit
%v2 = gAh = A¢,
also

v? = 2A¢.

Im momentanen Inertialsystem des frei fallenden Beobachters bewegt sich Uhr-II mit der
Geschwindigkeit v. Die speziell-relativistische Zeitdilatation ergibt

2
A = ATF\/l — v_2

C

Mit dem in der Aufgabe vorgegebenen Uhrenvergleich A7 = A7t und einer Entwicklung bis zur
ersten Ordnung folgt

2A
AT = AT[\/]. — 2¢
c
A
~ AT ( — —2¢>
c
Daher gilt
A
ATH%AT[<1——2¢) .
c

Die tiefer gelegene Uhr geht langsamer.

c.2

An der Position  betragt der Abstand vom WeiBBen Zwerg
r(z) = Va2 + d2,

und sein Gravitationspotential lautet
G Mwp
Va2 + d?

Aus dem angegebenen Ausdruck fur schwache Felder folgt

11 26
cetf € 2

Die Laufzeit ohne den WeiBen Zwerg betragt (zg — ) /c. Zieht man sie von der tatsachlichen

¢(z) =

Laufzeit entlang desselben geraden Weges ab, erhalt man
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Tp

At:/ ( ! —l)d:c
TN Ceff c

2 TE

——3/ ¢(z) dz

e Juy

2G Mwp /QZE dzx

c3 .

Eine aquivalente Form der angegebenen Stammfunktion lautet ln(az + \/a:2 + d2). Damit ergibt sich in

2GMWD1 JJE—F\/:L‘%—FdZ
~ ~ n - ;
TN +4/xy +d

Ty + /2% +d?> ~ 2zp.

Firzy < Ound ]le > d vermeidet die Erweiterung mit dem konjugierten Ausdruck eine

d? d?
Ty +4/zi +d? = ~ S .
ﬂ/:z;%v—l—dz—HxN] [z

2G. M 4
At~ 3WD ln< $E|$N|) .
c d?

Q

erster Ordnung im Gravitationspotential

At

Firzg > dgilt

Ausloschung:

Daher folgt

Dies ist eine positive gravitative Laufzeitverzogerung. Der Logarithmus ist dimensionslos, und
GMWD/C3 hat die Dimension einer Zeit.

C.3

Bei den beiden Konjunktionen ergibt die Projektion des Abstands L auf die Sichtlinie
xy = —Lcose bei maximaler Verzégerung,

und
xny = +Lcose bei minimaler Verzégerung.

Bei beiden Konjunktionen gilt
d = Lsine, \/xf\,+d2:L.

Da die Erde weit vom Doppelsternsystem entfernt ist, konnen wir mit der beibehaltenen Genauigkeit in
beiden Konfigurationen denselben Wert von x i verwenden. Das Integralergebnis aus C.2 vor der
Annahme eines negativen x v liefert

2G M 2
At ~ WD 15 rE .
c3 L+zxy

Daraus folgt
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Atmax ~ QGMWD In 2£EE :
c3 L(1 — cose)

wahrend

2GM 2
Atmin ~ WD In TE .
c? L(1 + cose)

Durch Subtraktion fallen sowohl z g als auch L heraus:

2G’MWD1 1+ cose
"\1 cose /[

Atmax - Atmin ~

c3

Fire < 1 gilt

2
€
1—c0se%7, 1+ cose~ 2.

Damit lautet die gesuchte Form fur kleine Winkel

c3 €2 c3 €

Hier ist € im Bogenmal angegeben. Das logarithmische Anwachsen bei kleiner Neigung entspricht
innerhalb der angegebenen Naherungen einem immer naheren Vorbeilaufen des Lichts am WeiBen
Zwerg.

c.4
Aus dem Diagramm liest man naherungsweise ab:
Atpmax = +22 us, Atmin = —23 us.
Die messbare Spannweite betragt daher naherungsweise
Atmax — Atmin ~ 45 us.
Ein beliebiger konstanter Versatz der dargestellten Verzogerungen beeinflusst diese Differenz nicht.

Mit der angegebenen Neigung gilt

1 1+ cose 1 1.99989 ~ 0.808
n 1—cose ) n 0.00011 ) ©~ 7T

C.3 liefert dann

M
45 ps ~ 2 (5 ps) A;VD (9.808).

®
Daher folgt
Mwp 45 .46
Mg 98.08
Auf eine signifikante Stelle ergibt sich
Mwp
~ 0.5, Mwp ~ 0.5M|.
M, WD ®

Der angegebene Abstand L fallt aus der Differenz zwischen maximaler und minimaler Verzdogerung
heraus.
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C.5

Die Sternmassen seien M7, M2, und ihr Abstand sei r. Fiir die Newtonsche Zweikdrperbewegung auf
Kreisbahnen gilt

w2r3 = G(Ml + M2).
Bei festen Massen ist der Bahnradius R jedes der beiden Sterne ein konstantes Vielfaches von r.
Folglich gilt
wor 32 oc R732,

Der Vergleich mit w = x RP ergibt

C.6
Wahrend das Doppelsternsystem Bahnenergie verliert, nimmt sein Bahnradius ab. Aus C.5 folgt
W X R*3/2,
sodass die Umlauffrequenz und damit auch die Frequenz der Gravitationswellen zunimmt.
Die angegebene Abhangigkeit der Amplitude liefert
Amplitude x R?w? x R’ R3 = R ..

Somit nimmt auch die Amplitude zu, wenn R abnimmt. Der gesuchte Wellenverlauf hat eine sich
aufweitende Einhtllende und immer dichter aufeinanderfolgende Schwingungen:

Verlauf (b) |.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Wasser und Korper
[
In dieser Aufgabe betrachten wir Phanomene, die durch die Wechselwirkung zwischen Wasser
und Korpern entstehen und mit der Oberflachenspannung zusammenhangen. Teil A behandelt
Bewegungen, wahrend sich die Teile B und C mit statischen Situationen befassen.

Falls erforderlich, konnen Sie die Tatsache verwenden, dass eine Funktion y(:v), die die
Differentialgleichung " (z) = ay(x) erfiillt (a ist eine positive Konstante), die allgemeine Losung
y(z) = AeV® 4 Be V% hat, wobei A und B beliebige Konstanten sind.

Teil A. Verschmelzen von Wassertropfen (2.0 Punkte)

Wie in Abb. 1 dargestellt, betrachten wir zwei ruhende, kugelformige Wassertropfen auf der
Oberflache eines superhydrophoben Materials, d. h., zwischen dem Material und dem Wasser
wirkt eine sehr starke abstoBende Kraft.

Zu Beginn werden zwei identische kugelformige Wassertropfen nebeneinander auf die Oberflache
gesetzt; anschlieBend verschmelzen diese beiden Tropfen, nachdem sie einander berlhrt haben,
und bilden einen groBeren kugelformigen Wassertropfen, der plotzlich nach oben springt.

A1 2.0 Punkte
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Der Radius a beider Wassertropfen vor dem Verschmelzen betragt 100 ym. Die Dichte des
Wassers p betragt 1.00 x 103 kg/m3. Die Oberflachenspannung ~y betragt 7.27 x 102 J/m2.

Ein Anteil k der Differenz der Oberflachenenergie vor und nach dem Verschmelzen, AFE, wird in
die kinetische Energie des hochspringenden Wassertropfens umgewandelt. Bestimmen Sie unter
den folgenden Annahmen die anfangliche Absprunggeschwindigkeit v des vereinigten
Wassertropfens mit zwei signifikanten Stellen:

e £=0.06
e Beim Verschmelzen bleibt das gesamte Wasservolumen erhalten.

Abb. 1: Verschmelzen zweier Wassertropfen und Absprung des vereinigten Wassertropfens.
Teil B. Eine senkrecht aufgestellte Platte (4.5 Punkte)

Eine ebene Platte wird senkrecht in Wasser eingetaucht. Die Abbildungen 2(a) und 2(b) zeigen die
Formen der Wasseroberflache fur hydrophiles (anziehendes) bzw. hydrophobes Plattenmaterial.
Wir vernachlassigen die Dicke der Platte.

Die Plattenoberflache liegt in der yz-Ebene, und die horizontale Wasseroberflache weit entfernt
von der Platte liegt in der zy-Ebene bei z = 0. Die Form der Oberflache hangt nicht von der y-
Koordinate ab. Sei 6(x) der Winkel zwischen der Wasseroberfliche und der Horizontalebene an
einem Punkt (z, z) auf der Wasseroberfldche in der zz-Ebene. Dabei wird 6(x) bezlglich der
positiven £-Achse gemessen, und eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn wird als positiv
gewertet. Am Berlihrungspunkt zwischen der Platte und der Wasseroberflache (z = 0) sei 6(z)
gleich 6. Im Folgenden ist 8, durch die Eigenschaften des Plattenmaterials festgelegt.

Die Wasserdichte p ist konstant, und die Oberflachenspannung des Wassers -y ist Uberall gleich.
Die konstante Fallbeschleunigung ist durch g gegeben. Der Atmosphéarendruck Py wird als stets
raumlich konstant angenommen. Wir bestimmen die Form der Wasseroberflache in den folgenden
Schritten. Beachten Sie, dass die Einheit der Oberflichenspannung sowohl J/m? als auch N/m
ist.
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(b)

Abb. 2: Senkrecht in das Wasser eingetauchte Platten. (a) Fall einer hydrophilen Platte; (b) Fall
einer hydrophoben Platte.

B.1 0.6 Punkte

Wir betrachten den Fall einer hydrophilen Platte, wie in Abb. 2(a) dargestellt. Wir stellen fest, dass
der Wasserdruck P die Bedingungen P < P fiir z > 0 und P = Py fir z = 0 erfillt. Driicken
Sie nun P in der Hohe z durch p, g, z und Py aus.

B.2 0.8 Punkte

Wir betrachten einen Wasserblock, dessen herausgeschnittene Form in Abb. 3(a) schattiert
dargestellt ist. Sein Querschnitt in der xz-Ebene ist als schraffierter Bereich in Abb. 3(b)
dargestellt. Seien z; und z9 die Koordinaten des linken bzw. rechten Randes der Grenzflache
(Wasseroberflache) zwischen dem Wasserblock und der Luft.

Bestimmen Sie die horizontale Komponente (x-Komponente) der resultierenden Kraft pro
Langeneinheit entlang der y-Achse, f, die aufgrund des Drucks auf den Wasserblock ausgeiibt
wird, in Abhangigkeit von p, g, z1 und z2. Beachten Sie, dass Py keine resultierende horizontale
Kraft auf den Wasserblock bewirkt.

b Z

7
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Abb. 3: Form des aus der Wasseroberflache herausgeschnittenen Wasserblocks. (a) Ansicht aus
der Vogelperspektive und (b) Querschnittsansicht.

B.3 0.8 Punkte

Die auf den Wasserblock wirkende Oberflachenspannung steht mit der in B.2 betrachteten Kraft
fz im Gleichgewicht. Wir definieren 81 und 03 als die Winkel zwischen der Wasseroberflache und
der Horizontalebene am linken bzw. rechten Rand. Driicken Sie f; durch -+, 81 und 02 aus.

B.4 0.8 Punkte

An einem beliebigen Punkt (z, z) auf der Wasseroberflache gilt die folgende Gleichung:

1 /z\@
= (Z) + cos O(z) = konstant. (1)

Bestimmen Sie den Exponenten a und driicken Sie die Konstante £ durch 7y und p aus. Beachten
Sie, dass diese Gleichung unabhangig davon gilt, ob das Plattenmaterial hydrophil oder
hydrophob ist.

B.5 1.5 Punkte

In Gl. (1) aus B.4 nehmen wir an, dass sich die Wasseroberflache nur langsam andert, d. h.

|2/ (z)| < 1, sodass wir cos 8(z) bezlglich 2’(z) bis zur zweiten Ordnung entwickeln kdnnen.
Durch anschlieBendes Differenzieren der erhaltenen Gleichung nach x erhalten wir die
Differentialgleichung, die z(a:) erflllt. Losen Sie diese Differentialgleichung und bestimmen Sie
z(a;) fur x > 0 in Abhangigkeit von tan 6y und £. Beachten Sie, dass die vertikalen Abmessungen
in den Abb. 2 und 3 zur besseren Veranschaulichung tiberhoht dargestellt sind und die Bedingung
|2’ (z)| < 1 dort nicht erfullt ist.

Teil C. Wechselwirkung zwischen zwei Staben (3.5 Punkte)

Die identischen Stabe A und B bestehen aus demselben Material, schwimmen parallel auf der
Wasseroberflache und befinden sich im gleichen Abstand von der y-Achse (Abb. 4).

Z

Abb. 4: Zwei auf der Wasseroberflache schwimmende Stabe A und B.

C.1 1.0 Punkte
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An den Berlihrungspunkten des Stabes B mit der Wasseroberflache definieren wir die z-
Koordinaten z, und zp sowie die Winkel 8, und 6y, wie in Abb. 5 dargestellt. Bestimmen Sie die
horizontale Kraftkomponente F; auf den Stab B pro Langeneinheit entlang der y-Achse in
Abhéangigkeit von 0,, 0, 24, 2b, p, g und 7.

Abb. 5: Vertikaler Querschnitt durch zwei auf der Wasseroberflache schwimmende Stabe.

C.2 1.5 Punkte

Wir definieren die z-Koordinate der Wasseroberflache in der Mitte zwischen den beiden Staben in
der xz-Ebene als z,. Driicken Sie die in C.1 erhaltene Kraft F, ohne Verwendung von 8, 8;, z,
und zp aus.

C.3 1.0 Punkte

Sei x, die xz-Koordinate des Bertuhrungspunktes zwischen der Wasseroberflache und der linken
Seite des Stabes B. Drlicken Sie mithilfe der in B.5 erhaltenen Differentialgleichung die
Wasserstandskoordinate 2 in der Mitte zwischen diesen beiden Staben A und B durch z, und z,
aus. Sie koénnen die in B.4 eingefiihrte Konstante £ verwenden.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

Positive horizontale Krafte zeigen in Richtung +x. Sowohl f, als auch F), sind Kréafte pro
Langeneinheit entlang y mit der Einheit N/rn.

e A1
W) = \/% (2—22/3) =0.23m/s nach oben.
e B
P(2) = Py — pgz.
e B.2
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fo = v (cos @1 — cos62).

Die Konstante auf der rechten Seite von Gl. (1) ist fiir den Meniskus an der Platte gleich 1.

B.5, in der Naherung kleiner Steigungen:

2'(z) = zg) , z(z) = —Ltanbye ¢, =z > 0.
e C1
F, =~ (cosf, — cosf,) + % (25 — 22).
e C.2
F, = —ﬂzg.
2

Die Kraft auf B ist fiir zg # 0 auf A gerichtet.

C.3, in der Naherung kleiner Steigungen:

Za

0= cosh(z,/¢) e/l L e=a/t’

2z,

\

Losung
A1
Sei R der Radius des vereinigten Tropfens. Aus der Volumenerhaltung folgt
47?3 =2 47;“3 ,  R=2".
Die Masse des vereinigten Tropfens ist daher
4 R3 8T 5
m=p 3 = ?pa .

Die Oberflachenenergie ist gleich dem Produkt aus Oberflachenspannung und Oberflacheninhalt

Somit betragt die Abnahme der Oberflachenenergie
AE =+« (2 - 4ma® — 47TR2)

= 4mya® (2 — 22/3>.
Mit der vorgegebenen Umwandlung eines Anteils k in kinetische Translationsenergie gilt

%mv2 = kAFE.

Folglich ist
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? = ﬁ@ - 22/3).
pa

Mit @ = 1.00 x 10~* m ergeben sich
m = 8.3776 x 10 kg, AE =3.7694 x 107° J,
und
v=10.23236... m/s.

Auf zwei signifikante Stellen gerundet betragt die Anfangsgeschwindigkeit

v = 0.23m/s nach oben.

B.1

Im hydrostatischen Gleichgewicht gleicht die nach oben gerichtete Druckkraft die Schwerkraft aus.
Daraus folgt
aP
4 =
Da p konstant ist und P(0) = P, gilt, liefert die Integration
P(z) = Py — pgz.

—pg.

Insbesondere liegt der Druck im Wasser oberhalb von z = 0 wie angegeben unter dem
Atmospharendruck.

B.2

Ein gleichmaBiger Druck P,, der auf die gesamte geschlossene Begrenzungsflache wirkt, erzeugt keine
resultierende Kraft. Daher konnen wir mit dem Relativdruck rechnen:

p(z) = P(2) — Py = —pgz.
Der Relativdruck auf der der Luft zugewandten Oberflache ist null. Sei z, die einheitliche Hohe der

Unterseite des Blocks. Der Druck auf die linke vertikale Seitenflache wirkt in Richtung +x, der Druck
auf die rechte Seitenflache in Richtung —x. Die Unterseite tragt nicht zur horizontalen Kraft bei.

fo= / jl p(z)dz — / 52 p(z)dz

Pro Langeneinheit entlang y gilt

Somit ist

Fir den dargestellten hydrophilen Meniskus gilt z; > z9 > 0, sodass diese Druckkraft in Richtung —x
zeigt.

eulersolve.org/ipho/2023/ 33/37



B.3
Die Oberflachenspannung zieht an jedem Rand tangential vom Block weg. Ihre horizontalen
Komponenten pro Langeneinheit sind
—vcosf@; am linken Rand, +vcosfy am rechten Rand.
Das horizontale Gleichgewicht erfordert
fz —ycosf; 4+ ycosf = 0.
Daher gilt

fz =7 (cosf; — cos ).

B.4

Gleichsetzen der Ausdriicke aus B.2 und B.3 liefert

P9

> (25 — 21) = v (cosf; — cosby).

Umstellen ergibt

Py P9 o
222 + cosf —— 25 + cos 0s.
27 1 + 1= 27 2 + 2
Da die beiden Rander entlang der Oberflache beliebig gewahlt werden konnen, gilt
P9 22 1 cos 0(z) =
2y
Der Vergleich mit Gl. (1) ergibt
a=2, = X
pg’

Die Lange / ist die Kapillarlange. Die Herleitung lasst beide Vorzeichen von z zu und gilt daher sowohl
flr angehobene als auch fir abgesenkte Menisken.

Weit entfernt von der Platte gilt z — 0 und @ — 0. Somit ist C' = 1, und die exakte Beziehung fir die
Oberflache an der Platte lautet

2

z
oAl + cosf(z) =

B.5

Flr die Tangente an die Oberflache gilt
tanf(z) = 2'(z).
Far die als Funktionsgraph dargestellte Oberflache gilt

cosf(z) =

\/1 [2!(z)]?

Unter der angegebenen Naherung |2'(x)| < 1 lautet die Entwicklung bis zur zweiten Ordnung

cosb(z) = 1 — - [()]” + O([Z(@)]").

Einsetzen in Gl. (1) ergibt bis zu dieser Ordnung

eulersolve.org/ipho/2023/ 34/37



o T1- E(z')2 =C
Differenzieren liefert
% —22'=0
Flr ein nicht ebenes Profil ergibt sich daraus
n_ 2
02’

wobei die Gleichung aufgrund der Stetigkeit auch an isolierten stationaren Punkten gilt. Das ebene
Profil z = 0 erfillt sie ebenfalls.

Die allgemeine Losung lautet
z(z) = Ae®* + Be /",
Die Randbedingung z(ac) — 0 fur x — +oo erfordert A = 0. An der Platte gilt
B
2'(0) = tan§y = -
also B = —{tan 6. Daher ist

z(z) = —Ltanfye */* z > 0.

Flr eine hydrophile Platte gilt 8y < 0, also z > 0. Fir eine hydrophobe Platte gilt 5 > 0, also z < 0. In
beiden Fallen n3hert sich die Oberflache auf der Langenskala £ exponentiell dem Niveau z = 0. Die
Konsistenz der Naherung erfordert [tan 6| < 1.

Ci1

Zur horizontalen Kraft auf den Stab B gibt es zwei Beitrage: die Oberflachenspannung an den
Kontaktlinien und den Druck auf den Stab.

Die Oberflachenspannung zieht den Stab zur angrenzenden freien Oberflache hin. lhre resultierende
horizontale Komponente ist daher

F,, = —ycosf, + 7ycos 0.

Fur die Druckkraft ziehen wir den gleichmaBigen Atmospharendruck ab, dessen resultierende Kraft auf
die geschlossene Staboberflache null ist. Der verbleibende Druck auf der benetzten Oberflache ist

p(z) = —pgz.
Die horizontale Druckkraft auf eine gekriimmte Oberflache erhalt man durch Integration des Drucks

uber ihre vertikale Projektion. Sei z« die Hohe des tiefsten Punktes des Stabes. Die linke benetzte Seite
liefert einen Beitrag in Richtung +x, die rechte benetzte Seite in Richtung —x:

Za Zp
Fpo = / (—pgz) dz — / (—pgz) dz

B - 22).

Die Schwerkraft hat keine horizontale Komponente. Addition der beiden Beitrage ergibt

F, =~ (cos @, — cosb,) + %(zg — zi)
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C.2

Die Beziehung fur die Oberflache aus B.4 gilt jeweils getrennt flr die Oberflache zwischen den Staben
und fur die auBere Oberflache. Ihre Integrationskonstanten missen nicht gleich sein.

Auf der AuBenseite von B wird die Oberflache in groBer Entfernung bei z = 0 horizontal. Daher gilt

2

b1 cosOy = 1
Y2 cos @y = 1.

Zwischen den identischen Staben ist die Oberflache aufgrund der Spiegelsymmetrie bezliglichz = 0
in der Mitte horizontal. Dort gilt z = z(, sodass die Beziehung im Innenbereich lautet

2 2
Zq o 20
_262 +cosf, =1+ _262.

Da pg = 7y/£? gilt, lasst sich die Kraft aus C.1 schreiben als

52 2
F, = cosO, + —2 | — ( cosb —i—i .
= =7 202 ST
2 \ ]
lel_(lﬁ_o) .
202

YR P9

Einsetzen ergibt

Somit gilt

2£2 = — 220.

Stab B liegt auf der Seite mit positiver £-Koordinate, sodass das negative Vorzeichen eine Anziehung
zum Stab A hin bedeutet. Die Kraft verschwindet fiir z; = 0. Dieses Ergebnis erfordert nicht die

F, =

Naherung kleiner Steigungen.
C.3

Nun wenden wir die Gleichung fur kleine Steigungen aus B.5 auf die Oberflache zwischen den Staben
an:
z

02
Mit Hyperbelfunktionen geschrieben lautet ihre Losung
z(z) = C1 cosh(z /L) + Cosinh(z/L).
Aus der Symmetrie folgt 2/(0) = 0, was C2 = 0 erfordert. Da 2(0) = zg gilt, ist C1 = 2o, und somit
z(xz) = zg cosh(z/l).

Am inneren BerlUhrungspunkt mit Stab B gilt x = x, und z = z,. Folglich ist

2

zq = zg cosh(z,/{),

also

Za 224

— Cosh(xa/f) ema/z _|_ e—ma/z .
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Diese Beziehung zwischen Hohe und Abstand gilt innerhalb der Naherung kleiner Steigungen.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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