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题目 1：行星物理

本题由两个与行星内部有关的独立问题组成。可以忽略行星表面曲率的影响。你可能需要使用公式

部分 A. 洋中脊（5.0 分）

考虑一个盛水的大容器，置于自由落体加速度为  的均匀重力场中。将两块相互平行的竖直矩形板安

装在容器内，使板的竖直边缘与容器的竖直壁紧密接触，不留缝隙。每块板浸入水中的长度为 （图

1）。板沿  轴方向的宽度为 ，水的密度为 。

图 1. 水中的平行板。

向两板之间倒入密度为 （ ）的油，直到油的下表面到达两板的下边缘。假设板和容器的

边缘足够高，油不会从上方溢出。可以忽略表面张力和流体的混合。

A.1 — 0.8 分

作用在右侧板上的合力的  分量  是多少（大小和方向）？

图 2 展示了洋中脊的横截面。它由地幔、地壳和海水各层叠置而成。地幔由岩石组成，我们假设这些

岩石在地质时间尺度上可以流动，因此在本题中将其视为流体。地壳的厚度远小于  方向上的特征

长度尺度，因此地壳的行为如同一块可自由弯曲的板。可以将这样的洋中脊以很高的精度建模为二维

系统，各物理量沿垂直于图 2 平面的  轴方向均不发生变化。假设洋中脊沿  轴方向的长度  远大

于本题中引入的任何其他长度。

假设在洋中脊中心，地壳厚度为零。随着距中心的水平距离  增大，地壳逐渐变厚，并在 

时趋于恒定厚度 。相应地，海底下沉到洋中脊顶部 O 以下，竖直高度差为 ；我们将 O 定义为坐

标系的原点（见图 2）。可以认为水的密度  和温度  在空间和时间上均为常量。地幔的密度 

及其温度  也可作相同假设。地壳的温度  同样不随时间变化，但可以随位置变化。

(1 + x)ε ≈ 1 + εx, 当 |x| ≪ 1. (1)
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已知地壳物质随温度  发生的膨胀在很高精度下呈线性关系。由于假设水和地幔的温度恒定，使用

重新标度后的热膨胀系数更为方便。于是有 ，其中  是一块

地壳物质的长度，  是它在温度  时的长度，  是重新标度后的热膨胀系数，可以认为它是常

量。

图 2. 洋中脊。注意，  轴指向下方。

A.2 — 0.6 分

假设地壳是各向同性的，求其密度  如何依赖于温度 。假设 ，将答案写成近似形式

其中忽略了  阶及更高阶的项。然后确定常量 。

已知 。此外，可以认为地壳的热导率  为常量。因此，在远离洋中脊轴线的地方，地壳温度

随深度呈线性变化。

A.3 — 1.1 分

假设地幔和水均表现为处于流体静力平衡的不可压缩流体，用 、 、  和  表示远处的地壳厚度

。可以忽略物质的任何运动。

A.4 — 1.6 分

求作用在地壳右半部分（ ）上的水平合力 ，保留关于  的主导阶，并用 、 、 、 、

和  表示。

假设地壳与地球其余部分绝热。由于热传导，地壳上、下表面的温度将逐渐接近，直到地壳达到热平

衡。地壳的比热容为 ，可以认为它是常量。

A.5 — 0.9 分

利用量纲分析或数量级分析，估算远离洋中脊轴线处地壳上、下表面温度差趋于零的特征时间 。可

以假设  不依赖于地壳两个表面的初始温度。

T

l(T ) = l1[1 − kl(T1 − T )/(T1 − T0)] l

l1 T1 kl

z

ρ T |kl| ≪ 1

ρ(T ) ≈ ρ1 [1 + k
T1 − T

T1 − T0
], (2)

k2
l k

k > 0 κ

h ρ0 ρ1 k

D

x > 0 F k ρ0 ρ1 h L k

g

c

τ

τ
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部分 B. 分层介质中的地震波（5.0 分）

假设某颗行星表面发生了一次短暂的地震。可以认为地震波来自位于  的线源，其中  是

水平坐标，  是地表以下的深度（图 3）。可以认为地震波源的长度远大于本题考虑的任何其他长

度。

地震发生后，所谓的纵波 P 波沿 -  平面内所有沿  轴具有正分量的方向均匀发射。由于固体中的

波动理论通常较为复杂，本题忽略地震发出的所有其他波。行星的地壳具有分层结构，使得 P 波波

速  随深度  按照  变化，其中  是地表处的波速，  是已知的正常量。

图 3. 部分 B 中使用的坐标系。

B.1 — 1.5 分

考虑地震发出的一条射线，它与  轴的初始夹角为 ，并在 -  平面内传播。在行星

表面的哪个水平坐标  处可以探测到这条射线？已知射线路径是一段圆弧。将答案写成

 的形式，其中  和  是待求的常量。

如果未能求出  和 ，在后续问题中可以将结果  作为已知条件使用。假设地

震期间，以 P 波形式释放到地壳中的能量按波源单位长度计为 。假设波从下方到达行星表面时被

完全吸收。

B.2 — 1.5 分

求地表吸收的单位面积能量密度  如何随沿地表的距离  变化。画出  的示意图。

从现在起，改为假设波到达地表时被完全反射。设想在  处放置一个装置，它具有与前面

所考虑的地震波源相同的几何形状。该装置能够按照任意选定的角分布发射 P 波。让装置发射一个

发射角范围很窄的信号。具体而言，信号与竖直方向的初始夹角属于区间 ，

其中 、  且 。

B.3 — 2.0 分

信号无法到达的最远点沿地表距波源的距离  是多少？用 、  及上文给出的其他常量表示答

案。

题目译自官方英文原文。

z = x = 0 x

z

x z z

v z v = v0(1 + z/z0) v0 z0

z 0 < θ0 < π/2 x z

x1(θ0) ≠ 0

x1(θ0) = A cot(bθ0) A b

A b x1(θ0) = A cot(bθ0)

E

ε(x) x ε(x)

z = x = 0

[θ0 − 1
2 δθ0, θ0 + 1

2 δθ0]

0 < θ0 < π/2 δθ0 ≪ 1 δθ0 ≪ θ0

xmax θ0 δθ0
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答案

A.1

力沿  方向，背离油。

A.2

A.3

该结果在密度的一阶近似下成立。

A.4 流体施加的总水平力在主导阶为

方向沿 ，背离洋中脊。

A.5

这是一个数量级估算。

B.1

B.2

图像关于纵轴对称，在  处取得峰值，在  处降至最大值的一半，

并按  趋于零。

B.3 在窄角带极限下，

这是沿波束传播方向最后一个未被信号到达的区间的外边界。下文将推导计及反射次数为整数

的精确表达式。

Fx =
ρ0gwh

2

2
(

ρ0

ρoil
− 1)

+x

ρ(T ) = ρ1[1 − kl
T1 − T

T1 − T0
]

−3

≈ ρ1 [1 + 3kl
T1 − T

T1 − T0
], k = 3kl.

D =
2(ρ1 − ρ0)h

ρ1k

Fx ≃
2gLh2(ρ1 − ρ0)2

ρ1k2
,

+x

τ ∼
ρ1cD

2

κ
=

4c(ρ1 − ρ0)2h2

κρ1k2
.

x1(θ0) = 2z0 cot θ0, A = 2z0, b = 1.

ε(x) =
2Ez0

π(x2 + 4z2
0)

.

ε(0) = E/(2πz0) x = ±2z0

x−2

xmax ≃
2z0 cos2 θ0

δθ0
.
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解答

A.1

设  为油柱在板下边缘以上的高度。在这些边缘处，油和水的压强必须相等。减去大气压后，

高度为 、密度为  的流体柱对竖直板施加的水平力为

其中  表示距流体柱底部的高度。

油将右侧板推向  方向；水将其推向  方向。两侧的大气压作用相互抵消。计入外侧水面以上的油，

可得

代入 ，

因此，板被向外推。

A.2

定义无量纲温差

各向同性膨胀使三个方向的线度均按相同的比例变化。因此，

质量守恒，且  时的参考密度为 ，故

利用题给的展开式并忽略  阶的项，

与式 (2) 比较可得

A.3

采用图 2 中指向下方的  轴。远离洋中脊处，地壳从  延伸至 。其温度为

因此，其密度为

H

ρoilgH = ρ0gh, H =
ρ0

ρoil
h.

a ρ

w∫
a

0
ρg(a − u) du =

1

2
ρgwa2

u

+x −x

Fx =
gw

2
(ρoilH

2 − ρ0h
2
).

H

Fx =
ρ0gwh

2

2
(

ρ0

ρoil
− 1) > 0.

q =
T1 − T

T1 − T0
.

V (T )

V (T1)
= (1 − klq)3.

T1 ρ1

ρ(T ) = ρ1(1 − klq)−3.

k2
l

ρ(T ) ≈ ρ1(1 + 3klq).

k = 3kl.

z z = h z = h + D

T (z) = T0 + (T1 − T0)
z − h

D
,

ρ(z) ≈ ρ1 [1 + k(1 −
z − h

D
)].
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其平均密度为

设  为洋中脊顶部两种流体共同的压强，该处地壳厚度为零。由流体静力平衡可得，远处地壳紧邻上、

下表面的压强分别为：

远处水平地壳中的一个柱状单元在竖直方向上的受力平衡要求

因此

消去两边共有的项  后，

所以

A.4

我们计算实际的水—地壳界面和地幔—地壳界面上的压力。

将地壳的上、下表面分别写为  和 。它们的端点值为

流体的压强场为

对于水平长度为 、宽度为  的界面微元，压力的水平分量包含表面斜率。上方流体向  负方向推，下

方流体则向  正方向推：

倾斜表面积与单位法向量所引入的因子相互抵消，因此该表达式不需要额外采用小斜率近似。积分得

等价地，

由 A.3 可知，在  固定时， 。在背景压强固定的情况下，这三项贡献分别为 、  和 

阶。因此，主导项为

–ρ =
1

D
∫

h+D

h

ρ(z) dz = ρ1 (1 +
k

2
).

pO

ptop = pO + ρ0gh,

pbottom = pO + ρ1g(h + D).

pbottom − ptop = –ρ gD.

ρ1(h + D) − ρ0h = ρ1D(1 +
k

2
).

ρ1D

(ρ1 − ρ0)h =
1

2
ρ1kD,

D =
2(ρ1 − ρ0)h

ρ1k
.

z = zt(x) z = zb(x)

zt(0) = zb(0) = 0, zt(∞) = h, zb(∞) = h + D.

pw(z) = pO + ρ0gz, pm(z) = pO + ρ1gz.

dx L x

x

dFx = L [pm(zb)
dzb

dx
− pw(zt)

dzt

dx
]dx.

Fx = L∫
h+D

0
(pO + ρ1gz) dz − L∫

h

0
(pO + ρ0gz) dz

= pOLD +
gL

2
[ρ1(h + D)2 − ρ0h

2
].

Fx =
1

2
ρ1gLD

2 + (pO + ρ1gh)LD +
1

2
(ρ1 − ρ0)gLh2.

h D ∝ k−1 k−2 k−1 k0
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代入  的表达式，

其方向沿 ，背离洋中脊。这是流体施加的总力；并未减去远处地壳内人为截面上的岩静压力。

A.5

保留关于  的主导阶，地壳的体积热容为 ，相应的热扩散率为

远离洋中脊处，热量必须扩散经过的相关距离为 。因此，热传导方程

给出尺度估算

温差如题目要求那样被消去：

利用 A.3，

量纲分析无法确定数值系数。表面温差是渐近趋于零的，而非在有限时间内消失。

B.1

在波速仅依赖于深度的介质中，斯涅尔定律使水平慢度保持不变：

其中  是射线在该处与竖直方向的夹角。由于

可得

定义

在射线向下传播的部分，

Fx ≃
1

2
ρ1gLD

2.

D

Fx ≃
2gLh2(ρ1 − ρ0)2

ρ1k
2

.

+x

k ρ1c

χ =
κ

ρ1c
.

D

∂T

∂t
= χ

∂ 2T

∂z2
,

ΔT

τ
∼ χ

ΔT

D2
.

τ ∼
D2

χ
=

ρ1cD
2

κ
.

τ ∼
4c(ρ1 − ρ0)2h2

κρ1k2
.

sin θ(z)

v(z)
=

sin θ0

v0
,

θ(z)

v(z) = v0
z + z0

z0
,

sin θ(z) =
z + z0

z0
sin θ0.

R =
z0

sin θ0
.
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积分并使用  时  的条件，得

因此，轨迹位于圆

上，其圆心坐标为

射线在这个圆的最深处转向，并对称地返回地表。它与  的两个交点为  和 。因此

且

地表波速  影响传播时间，但在射线的几何关系中被消去。

B.2

向下的半平面对应的角度范围为 。因此，均匀发射将按波源单位长度计的能量

分配给角度区间 。

对于返回到  处的射线，

发射角区间与接收它的地表条带之间的能量守恒给出

因此

利用

可得

向左发射的波对  给出相同的表达式。其归一化关系为

dx

dz
= tan θ =

z + z0

√R2 − (z + z0)2
.

z = 0 x = 0

x = √R2 − z2
0 − √R2 − (z + z0)2.

(x − xc)
2 + (z + z0)2 = R2,

xc = √R2 − z2
0 = z0 cot θ0, zc = −z0.

z = 0 x = 0 x = 2xc

x1(θ0) = 2z0 cot θ0,

A = 2z0, b = 1.

v0

π

dE =
E

π
dθ

dθ

x > 0

x = 2z0 cot θ,
dx

dθ
= 2z0 csc2 θ.

∣ ∣
ε(x) dx =

E

π
|dθ|.

ε(x) =
E

2πz0
sin2 θ.

cot θ =
x

2z0
, sin2 θ =

1

1 + x2/(4z2
0)

,

ε(x) =
2Ez0

π(x2 + 4z2
0)

.

x < 0

∫

∞

−∞
ε(x) dx =

E

π
[arctan

x

2z0
]

∞

−∞

= E.
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题目所要求的示意图具有如下特征：曲线光滑且关于  对称，只有一个最大值 。在

 处，其高度为 ，因此半高全宽为 。它在任意有限的  处均为正，其尾部满足

由于  是按波源单位长度计的能量，  的单位是单位面积的能量。

B.3

在地表发生镜面反射时，射线速度的竖直分量反向，而水平分量保持不变。因此，每条射线都会重复相同

的圆弧，只是沿水平方向平移。它与地表相遇的位置为

令

对于完全位于  内的角带，相邻两次与地表相遇之间的最短和最长距离为

由于波束充满整个角度区间，第  次与地表相遇时所到达的地表区间为

 和  之间存在空隙，当且仅当

即

令 。一旦 ，相邻区间便会重叠，并且对于每个更大的  都会继续重叠。

因此，最后一个空隙的精确外边界为

向上取整体现了与地表相遇的次数必须为整数。边界本身可以被信号到达；未被信号到达的点从较小坐标

一侧趋近该边界。

对于题目要求的窄角带近似，

且

在  固定时，足够窄的角带需要经过多次反射，区间才会发生重叠。因此，在主导阶可以忽略整数取整

的影响：

因此

x = 0 E/(2πz0)

x = ±2z0 E/(4πz0) 4z0 x

ε(x) ∼
2Ez0

πx2
(|x| ≫ z0).

E ε

xn(θ) = nℓ(θ), ℓ(θ) = 2z0 cot θ, n = 1, 2, … .

θ± = θ0 ±
δθ0

2
.

0 < θ < π/2

ℓmin = 2z0 cot θ+, ℓmax = 2z0 cot θ−.

n

In = [nℓmin, nℓmax].

In In+1

nℓmax < (n + 1)ℓmin,

n(ℓmax − ℓmin) < ℓmin.

Δℓ = ℓmax − ℓmin nΔℓ ≥ ℓmin n

xmax = ℓmin ⌈
ℓmin

Δℓ
⌉.

ℓ0 = 2z0 cot θ0,

Δℓ ≃
dℓ

dθ θ0

δθ0 = 2z0 csc2 θ0 δθ0.

∣ ∣

θ0

xmax ≃
ℓ2

0

Δℓ
.
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解答已与官方解答核对。

题目 2：静电透镜

考虑一个半径为 、总电荷量为  的均匀带电金属圆环。该圆环是厚度为  的空心环面体。

在 A、B、C 和 E 部分中，可以忽略这一厚度。  平面与圆环所在平面重合，  轴则垂直于该平

面，如图 1 所示。在 A 和 B 部分中，你可能需要使用以下公式（泰勒展开）：

图 1. 半径为  的带电圆环。

部分 A. 圆环轴线上的静电势（1 分）

A.1 计算圆环轴线上距圆心  处（图 1 中的 A 点）的静电势 。
0.3

分

A.2 假设 ，计算静电势 ，保留到  的最低非零次幂项。
0.4

分

A.3

将一个电子（质量为 ，电荷量为 ）放在 A 点（图 1， ）。电子受到的力是什么？

根据力的表达式，确定  应取何种符号，才能使电子做振动。运动的电子不影响圆环上的电荷

分布。

0.2

分

A.4 这种简谐振动的角频率  是多少？
0.1

分

部分 B. 圆环平面内的静电势（1.7 分）

在本部分中，你需要分析圆环所在平面（ ）内、  处（图 1 中的 B 点）的电势 。保

留到  的最低非零次幂项时，静电势可写为 。

B.1 求  的表达式。你可能需要使用上面给出的泰勒展开公式。
1.5

分

B.2
将一个电子放在 B 点（图 1， ）。电子受到的力是什么？根据力的表达式，确定  应取

何种符号，才能使电子做简谐振动。运动的电子不影响圆环上的电荷分布。

0.2

分

xmax ≃
(2z0 cot θ0)2

2z0 csc2 θ0 δθ0
=

2z0 cos2 θ0

δθ0
.

R q 2a ≪ R

xy z

(1 + x)ε ≈ 1 + εx +
1

2
ε(ε − 1)x2, 当 |x| ≪ 1.

R

z Φ(z)

z ≪ R Φ(z) z

m −e z ≪ R

q

ω

z = 0 r ≪ R Φ(r)

r Φ(r) ≈ q(α + βr2)

β

r ≪ R q
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部分 C. 理想化静电透镜的焦距：瞬时充电（2.3 分）

我们希望制造一种聚焦电子的装置——静电透镜。考虑以下结构。圆环垂直于  轴放置，如图 2 所

示。我们有一个能够按需产生非相对论性电子束团的电子源。这些电子的动能为 （  为

速度），它们在精确控制的时刻离开电子源。系统经过设定，使圆环在大多数时间内保持电中性，但

当电子距圆环平面的距离小于 （ ）时，圆环的电荷量变为 （图 2 中的阴影区域，称为

“作用区”）。在 C 部分中，假设充电和放电过程都是瞬时完成的，电场也瞬时“充满空间”。可以忽

略磁场，并假设电子沿  方向的速度保持不变。运动的电子不会扰动圆环上的电荷分布。

图 2. 静电透镜模型。

C.1
确定该透镜的焦距 。假设 。用 B.1 问中的常量  及其他已知量表示你的答案。假设电

子束团到达“作用区”之前平行于  轴运动，且 。  的符号应使透镜具有聚焦作用。

1.3

分

实际中，电子源放置在  轴上，距圆环中心的距离为 。考虑电子在到达“作用区”之前不再平行

于  轴运动，而是从一个点源以相对于  轴的不同角度  弧度发射。电子聚焦于距圆环中心 

处的一点。

C.2 求 。用 B.1 问中的常量  及其他已知量表示你的答案。 0.8 分

C.3 静电透镜是否满足光学薄透镜公式 ？通过显式计算  加以说明。 0.2 分

部分 D. 作为电容器的圆环（3 分）

上面考虑的是理想化模型，我们假设圆环瞬时完成充电。实际中，充电并非瞬时完成，因为圆环是一

个具有有限电容  的电容器。在本部分中，我们将分析这个电容器的性质。你可能需要以下积分：

以及

D.1 计算圆环的电容 。考虑圆环具有有限宽度 ，但请记住 。 2.0 分

当电子到达“作用区”时，将圆环接到电压为  的电源上（图 3）。当电子穿过“作用区”后，将圆环

接地。接触电阻为 ，圆环自身的电阻可以忽略。

z

E = mv2/2 v

d/2 d ≪ R q

z

f f ≫ d β

z r ≪ R q

z b > f

z z γ ≪ 1 c

c β

1

b
+

1

c
=

1

f
1/b + 1/c

C

∫

dx

sinx
= − ln

cosx + 1

sinx
+ const

∣ ∣
∫

dx

√1 + x2
= ln x + √1 + x2 + const.

∣ ∣

C 2a a ≪ R

V0

R0
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图 3. 静电透镜的充电。

D.2

确定圆环上的电荷量随时间变化的函数 ，并画出其示意图。  对应于电子位于圆环平面

内的时刻。当  的绝对值最大时，圆环上的电荷量  是多少？圆环的电容为 （即不必使

用 D.1 中求出的具体表达式）。注：图 3 中画出的极性仅作示意。应选择使透镜具有聚焦作用

的符号。

1.0

分

部分 E. 更真实的透镜的焦距：非瞬时充电（2 分）

在本部分中，我们将考虑这种更真实的透镜的作用。这里再次忽略圆环的宽度 ，并假设电子在到

达“作用区”之前平行于  轴运动。然而，圆环的充电不再是瞬时完成的。

E.1
求该透镜的焦距 。假设 ，但  与  为同一数量级。用 B 部分中的常量

 及其他已知量表示你的答案。

1.7

分

E.2
你会发现，  的结果与 C 部分所得的结果类似，只是将  替换为 。用题目中给出的量求

出  的表达式。

0.3

分

题目译自官方英文原文。

答案

采用以下记号：

这里 ，无穷远处的电势为零，  是带符号的外加电压：聚焦要求 ，因此 。所

有近似结果均满足题目规定的精度。

A.1: 。

A.2: 。

A.3: 。轴向振动要求 。

A.4: ，其中 。

B.1: 。

B.2: 。平面内的振动要求 。

C.1: 。

q(t) t = 0

q(t) q0 C

2a

z

f f/v ≫ R0C d/v R0C

β

f q qeff

qeff

k =
1

4πε0
, T =

d

v
, τ = R0C, Q = CV0.

e > 0 V0 V0 < 0 Q < 0

Φ(z) =
kq

√R2 + z2

Φ(z) ≈
kq

R
(1 −

z2

2R2
)

F ≈ −
keq

R3
z ẑ q > 0

ω = √

keq

mR3
q > 0

β =
k

4R3
=

1

16πε0R3

F⊥ = 2eβq r⊥ =
keq

2R3
r⊥ q < 0

f = −
E

eβqd
=

E

eβ|q|d

eulersolve.org/ipho/2021/ 12 / 31



C.2: 。

C.3: 是： 。

D.1: 。

D.2:

曲线从零下降，在  时达到最小值 ，随后从负值一侧按指数规律趋近于零。

E.1: 。

E.2: 。

解答

对于电子，势能为 。因此

整个解答中力的符号均由此确定。

A.1

圆环上的每个电荷元到轴线上观察点的距离都相同，均为 。由叠加原理可得

A.2

当  时，

在给出的展开式中取 ，得到

第一个非常数项为二次项，因为电势在  变换下保持不变。

A.3

对轴向电势求导，

c =
bE

eβ|q|bd − E
=

bf

b − f

1

b
+

1

c
=

eβ|q|d

E
=

1

f

C ≈
4π2ε0R

ln(8R/a)

q(t) = q0 = Q(1 − e−T/τ
) < 0.

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0, t < −T/2,

Q [1 − exp(−
t + T/2

τ
)], −T/2 ≤ t ≤ T/2,

q0 exp(−
t − T/2

τ
), t > T/2,

t = T/2 q0

f = −
E

eβCV0d
=

E

eβC|V0|d

qeff = CV0 =
q0

1 − e−d/(vR0C)

U = −eΦ

F = −∇U = e∇Φ.

√R2 + z2

Φ(z) = k∫
dq

√R2 + z2
= .

kq

√R2 + z2

|z| ≪ R

Φ(z) =
kq

R
(1 +

z2

R2
)

−1/2

.

ε = −1/2

.Φ(z) ≈
kq

R
−

kq

2R3
z2

z ↦ −z

Fz = e
dΦ

dz
= −

keqz

(R2 + z2)3/2
≈ −

keq

R3
z.
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因此

回复力必须指向 。因此，轴向振动要求

成立。

A.4

牛顿运动方程为

与  比较可得

B.1

将观察点置于 。极角为  处的圆环微元所带电荷为

且到该点的距离为

因此，令 ，有

展开至  的二阶，

角向平均值为

因此

与  比较，得到

.F ≈ −
keq

R3
z ẑ

z = 0

q > 0

mz̈ = −
keq

R3
z.

z̈ + ω2z = 0

.ω = √

keq

mR3
= √

eq

4πε0mR3

(r, 0, 0) θ

dq =
q

2π
dθ

s = √R2 + r2 − 2Rr cos θ。

ρ = r/R

Φ(r) =
kq

2πR
∫

2π

0

dθ

√1 + ρ2 − 2ρ cos θ
.

ρ

(1 + ρ2 − 2ρ cos θ)−1/2 ≈ 1 −
1

2
(ρ2 − 2ρ cos θ) +

3

8
(4ρ2 cos2 θ)

= 1 + ρ cos θ + ρ2
(−

1

2
+

3

2
cos2 θ).

⟨cos θ⟩ = 0, ⟨cos2 θ⟩ =
1

2
.

Φ(r) ≈
kq

R
(1 +

r2

4R2
).

q(α + βr2)

α =
k

R
, .β =

k

4R3
=

1

16πε0R3
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B.2

令 。由于 ，

当且仅当

时，该力在圆环平面内为回复力。 取这一符号时，每个横向坐标都满足简谐振子方程。因此，轴向稳定性

与横向稳定性要求圆环电荷具有相反的符号。

C.1

电子在作用区内停留的时间为

由于 ，可用 B.2 的结果计算该区域内的横向力。此外，  使我们可以忽略相互作用过程中横

向位置的变化。

对于横向距离为  的入射电子，其横向冲量为

入射横向速度为零，因此，取产生聚焦作用的  时，

成立。

离开作用区后，电子沿直线运动。在薄透镜近似的精度下，到轴线交点的距离为

因此，

 被约去，说明所有充分靠近轴线的平行入射轨迹具有相同的焦距。

C.2

从距离为  的电子源以角度  发射的电子，到达透镜时位于

其入射横向速度满足

透镜产生的横向速度变化与 C.1 中相同。因此

r⊥ = xx̂ + yŷ r2 = x2 + y2

.F⊥ = e∇⊥Φ = 2eβq r⊥ =
keq

2R3
r⊥

.q < 0

T =
d

v
。

d ≪ R f ≫ d

r

mΔvr = FrT = 2eβqr
d

v
.

q < 0

vr,out =
2eβqrd

mv
< 0

f = −
vr

vr,out
.

.f = −
mv2

2eβqd
= −

E

eβqd
=

E

eβ|q|d

r

b γ ≪ 1

r ≈ bγ.

vr,in

v
≈ γ ≈

r

b
.

vr,out

v
=

r

b
+

2eβqrd

mv2
= r(

1

b
+

eβqd

E
).
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要使出射轨迹在圆环之后距离为  处与轴线相交，必须有

由此可得

因此

题设条件  保证了 。

C.3

利用刚得到的结果，

根据 C.1，这等于 ，所以

因此，在上述近似范围内，光学薄透镜公式成立。

D.1

孤立圆环的电容为

其中  是圆环表面相对于无穷远处的电势。

对于细环面体，引入单位长度的电荷量

选择一个满足

的中间长度 。 我们将圆环附近近似为直线的一段与远处的弯曲部分的贡献相加，以计算表面电势。

导体局部近似为半径为  的圆柱。在所需精度下，其外部电势可由分布在其轴线上的电荷表示。因此，

 这一段的贡献为

对于远处的部分，可以忽略厚度。令

c

vr,out

v
= −

r

c
.

1

c
= −

1

b
−

eβqd

E
=

eβ|q|d

E
−

1

b
.

.c =
bE

eβ|q|bd − E
=

bf

b − f

b > f c > 0

1

b
+

1

c
=

1

b
+(

eβ|q|d

E
−

1

b
) =

eβ|q|d

E
.

1/f

.
1

b
+

1

c
=

1

f

C =
q

Φs

,

Φs

λ =
q

2πR
.

a ≪ ℓ ≪ R.

ℓ

a

−ℓ < s < ℓ

Φnear ≈ kλ∫
ℓ

−ℓ

ds

√s2 + a2

= 2kλ ln(
ℓ + √ℓ2 + a2

a
)

≈ 2kλ ln
2ℓ

a
.
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圆环上角间隔为  的两点之间的距离为 。因此

将两部分贡献相加，任意选取的中间长度被消去：

因此

有限半径  提供了短距离截断，使表面电势保持有限。

D.2

电子进入和离开作用区的时刻分别为

圆环最初呈电中性。定义

接通电源期间，电路方程为

即

由 ，得

圆环接地后，

切换时电荷量连续，因此

δ =
ℓ

R
≪ 1.

θ 2R sin(θ/2)

Φfar ≈ kλ∫
2π−δ

δ

Rdθ

2R sin(θ/2)

= kλ∫
π−δ/2

δ/2

du

sinu

= 2kλ ln cot
δ

4

≈ 2kλ ln
4R

ℓ
.

Φs ≈ 2kλ(ln
2ℓ

a
+ ln

4R

ℓ
)

= 2kλ ln
8R

a

=
q

4π2ε0R
ln

8R

a
.

.C ≈
4π2ε0R

ln(8R/a)

a

t− = −
T

2
, t+ =

T

2
, T =

d

v
.

τ = R0C, Q = CV0 < 0.

R0
dq

dt
+

q

C
= V0,

τq̇ + q = Q.

q(t−) = 0

q(t) = Q [1 − e−(t+T/2)/τ
], −T/2 ≤ t ≤ T/2.

τq̇ + q = 0.

q(t) = q0e
−(t−T/2)/τ , t > T/2,
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其中

合并各时间区间，得到

绘制所要求的示意图时，充电开始后的  应画在时间轴下方。它最初为零，充电期间连续下降且逐渐变

缓，在  时达到最负值，随后按指数规律上升并趋近于零。两个切换时刻处的斜率均发生突变，而

 保持连续。

可用于作图的点如下：

时间 电荷量

，从负值一侧趋近

因此，电子离开作用区时，  达到最大值。

E.1

这里  与  相当。因此，充电及显著的放电过程发生时，电子与圆环的纵向距离仍在  的量级

内。由于 ，B.2 中的横向力表达式仍然适用：

此外，  意味着聚焦发生在电荷已大幅衰减之后很久。在力脉冲持续期间，横向位移相对于  很

小，因此计算冲量时可将  视为常量：

充电过程的贡献为

放电过程的贡献为

两者之和为

.q0 = Q(1 − e−T/τ) = CV0 [1 − exp(−
d

vR0C
)]

q(t) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0, t < −T/2,

Q [1 − e−(t+T/2)/τ
], −T/2 ≤ t ≤ T/2,

Q(1 − e−T/τ)e−(t−T/2)/τ , t > T/2.

q(t)

t = T/2

q(t)

−T/2 0

0 Q(1 − e−T/(2τ))

T/2 q0 = Q(1 − e−T/τ)

T/2 + τ q0 exp(−1)

t → +∞ 0

|q(t)|

τ T = d/v d

d ≪ R

Fr(t) ≈ 2eβq(t)r.

f/v ≫ τ r

r

mΔvr = 2eβr∫
∞

−T/2
q(t) dt.

Ich = Q∫

T/2

−T/2
[1 − e−(t+T/2)/τ

]dt

= Q [T − τ(1 − e−T/τ)].

Idis = q0 ∫

∞

T/2
e−(t−T/2)/τ dt

= q0τ = Qτ(1 − e−T/τ).
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因此，

采用与 C.1 相同的薄透镜几何关系，

电阻改变了电荷脉冲的形状和持续时间，但充电与放电过程中由电阻引起的总冲量贡献相互抵消。相互作

用区域的有限范围会产生超出所采用的薄透镜近似精度的修正。

E.2

比较

可得

等价地，利用 D.2，

这一有效电荷量等于圆环在无限长时间内保持外加电压时所能达到的电荷量。其绝对值超过实际的峰值电

荷量，因为放电过程的尾部也对聚焦有贡献。

解答已与官方解答核对。

题目 3：粒子与波

波粒二象性指出，每个粒子都可以用波来描述，反之亦然；这是量子力学的核心概念之一。在本题

中，我们将依靠这一概念以及另外几个基本假设，探索一些量子现象，涉及微观世界中两种不同类型

的粒子——费米子和玻色子。

部分 A. 箱中的量子粒子（1.4 分）

考虑一个质量为  的粒子在一维势阱中运动，其势能  为

经典粒子在这样的势场中运动时可以具有任意动能，而量子粒子只允许具有某些特定的正的离散能

级。在任一这样的允许态中，粒子都可以描述为在阱壁处有波节的德布罗意驻波。

A.1 — 0.4 分

确定阱中量子粒子可能具有的最低能量 。用 、  和普朗克常量  表示答案。

.∫

∞

−T/2
q(t) dt = QT = CV0

d

v

Δvr =
2eβrQd

mv
.

.f = −
vr

Δvr
= −

mv2

2eβCV0d
= −

E

eβCV0d
=

E

eβC|V0|d

f = −
E

eβqd
与 f = −

E

eβCV0d
,

.qeff = CV0

.qeff =
q0

1 − exp[−d/(vR0C)]

m V (x)

V (x) = {

0, 0 ≤ x ≤ L;
∞, x < 0 或 x > L.

(1)

Emin m L h
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粒子具有最低可能能量的状态称为基态，其余所有允许态称为激发态。将所有可能的能量值按递增顺

序排列，并记作 ，其中从基态的  开始编号。

A.2 — 0.6 分

求能量  的一般表达式（这里 ）。

A.3 — 0.4 分

粒子只有通过发射或吸收能量等于相应能量差的光子，才能从一个状态瞬时跃迁到另一个状态。求粒

子从第一激发态（ ）跃迁到基态（ ）时所发射光子的波长 。

部分 B. 分子的光学性质（2.1 分）

在本部分中，我们将研究花菁 Cy5 分子的若干光学性质。这是一种广泛使用的染料分子，其结构示

意图见图 1a。它的光学性质主要由碳骨架决定，骨架由碳原子之间交替排列的单键和双键组成，如

图 1b 所示；分子两端的环以及基团 R 的影响则小得多。骨架中每个 C 原子（以及 N 原子）的四个

价电子中，有三个形成化学键，其余价电子则被“共享”，可以沿整个骨架运动。每个这样的电子的总

势能用图 1c 中起伏的细线表示，其中极小值对应 C 原子和 N 原子的位置。

图 1. (a) 花菁 Cy5 分子的化学结构（为简明起见，未画出氢原子，R 表示某些基团）。(b) Cy5 分

子的骨架，平均原子间距为 。(c) 电子沿骨架的势能（细线），以及用式 1 给出的阶跃函数对其作

的近似（粗线）。

为简化起见，我们用式 1 给出的简单函数近似这一势能分布，取宽度 （见图 1c 中的粗

线），这里  是平均原子间距（另见图 1b）。这样，我们得到由 10 个电子（7 个来自 C

原子，2 个来自 N 原子，1 个来自  离子）组成的“电子气”，它们在部分 A 所讨论的一维势阱中

运动。在估算中，可以忽略这些电子之间的相互作用；但应考虑到电子是费米子，因此遵守泡利不相

容原理。我们还忽略其他电子的影响以及原子核的运动。

B.1 — 0.8 分

假设电子系统最初处于基态，估算 Cy5 分子能够吸收的光子的最大波长 。用 、物理常量和一个数

值系数表示答案，并计算其数值。

B.2 — 0.4 分

另一种染料分子 Cy3 具有类似结构，但其骨架少了 2 个碳原子。与 Cy5 分子相比，它的吸收光谱

向蓝端还是红端移动？估算这一光谱位移的大小  的数值。可以假设，去掉两个碳原子不会改变分

子的形状，只会使骨架长度缩短两个原子间距。

En E1

En n = 1, 2, 3, …

E2 E1 λ21

l

L = 10.5l

l = 140 pm

N+

λ l

Δλ
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处于激发态的分子可以通过发射光子自发跃迁到基态。这类事件的平均速率 （即在时间  内，处

于激发态的分子数的相对减少量 ， ）由所发射光子的波长 、跃迁电偶极矩 

（其数量级为 ，这里  为元电荷），以及真空介电常数  和普朗克常量  决定。

B.3 — 0.7 分

利用量纲分析，确定以 、 、  和  表示的自发辐射速率表达式。该表达式中的数值系数为

。

B.4 — 0.2 分

对于 Cy5 分子， 。估算 Cy5 分子最低激发态的平均荧光寿命 ，它等于该态向基态辐

射跃迁的速率的倒数。

部分 C. 玻色–爱因斯坦凝聚（1.5 分）

本部分与部分 A 和 B 没有直接联系。这里，我们将研究玻色子的集体行为。玻色子不遵守泡利不相

容原理，在低温或高密度下会发生一种显著的现象，称为玻色–爱因斯坦凝聚（BEC）。这是向一种

奇特的集体量子态转变的相变：大量全同粒子“凝聚”到同一个量子态中，开始表现为一个整体的波。

通常，通过将数目固定的粒子冷却至临界温度以下来实现这一转变。原则上，也可以保持温度不变，

使粒子数密度超过其临界值，从而诱发这一转变。

我们首先探索转变发生时温度与粒子数密度之间的关系。事实表明，对它们临界值的估算可以从一个

简单的观察推导出来：当与粒子均方速率相对应的德布罗意波长等于气体中粒子之间的特征间距时，

就会发生玻色–爱因斯坦凝聚。

C.1 — 0.4 分

给定一团处于热平衡、原子间无相互作用的  原子气体，写出其典型动量  和典型德布罗意波

长  关于原子质量 、温度  和物理常量的表达式。

C.2 — 0.5 分

计算气体中粒子之间的典型距离  与粒子数密度  的关系。由此推导临界温度  关于原子质量、

原子数密度和物理常量的表达式。

为了在实验室中实现 BEC，实验人员必须将气体冷却到低至  的温度。

C.3 — 0.6 分

如果转变在这样的温度下发生，Rb 气体的粒子数密度  是多少？作为比较，还请计算标准温度和

压强（STP），即  和  下理想气体的“普通”粒子数密度 。“普通”气体

的数密度是前者的多少倍？可以假设原子的质量等于 87 个原子质量单位（ ）。

部分 D. 三光束光晶格（5 分）

早在 1995 年，人们就制备出了首批玻色–爱因斯坦凝聚体，此后实验研究沿着多个方向发展。在本

部分中，你将研究一个成果尤其丰富的思路：把凝聚体装载到由多束相干激光干涉形成的空间周期性

势场中。由于所形成的干涉图样具有周期性，这种势场被称为光晶格。原子在光晶格中运动时的势能

 与局部光强成正比，在计算中可以假设

这里，  是一个正常量，尖括号表示对时间取平均，从而消去快速振荡的项。第  束激光产生的电场

描述为

K dt

dN/N K = 1
N

dN
dt λ d

d ≃ el e ε0 h

ε0 h λ d

= 16
3 π3

d ≈ 2.4 el τCy5

87Rb p

λdB m T

ℓ n Tc

Tc = 100 nK

nc

T0 = 300 K p0 = 105 Pa n0

mamu

V (→r)

V (→r) = −α⟨ →E(→r, t)
2
⟩.

∣ ∣

(2)

α i
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其中振幅为 ，波矢为 ，单位长度的偏振矢量为 。

图 2. (a) 三光束光晶格：波矢为  的三个平面波在灰色圆圈所示区域内相交并发生干涉。(b) 正

六边形的对称性：实线和虚线表示两组对称轴。(c) 鞍点：曲面上沿各正交方向的斜率均为零，但并

非所绘函数局部极值的点。沿实线标出的路径移动时，会遇到一个表观极小值。要区分真正的极小值

与图中所示的鞍点，还需要分析垂直方向（虚线）。

你的任务是研究由三束强度相等的相干激光干涉形成的三角光晶格。典型装置如图 2a 所示。这里，

三束光均沿  方向偏振，在  平面内传播，并以相等的  夹角相交。选择  轴方向平行于波

矢 。

D.1 — 1.4 分

利用式 2 和式 3，求光束所在平面内势能  关于  的表达式。

提示：结果可以简洁地表示为一个常数项加上三个余弦函数之和，余弦函数的自变量为 。请将

结果写成这种形式，并给出矢量 。

D.2 — 0.5 分

所得势能具有六重旋转对称轴，即势能分布绕原点旋转  的整数倍角度后保持不变。请给出一个

简单论证，证明它确实具有这一性质。

上述对称性简化了对二维势能分布  的分析。如图 2b 所示，正六边形的对称轴分别连接相对的

顶点（实线）和相对边的中点（虚线）。因此，在本题中，无需绘制和研究二维势能图，只需着重考

察沿对称轴的坐标轴  和 ，就能得到许多结论。

D.3 — 1.2 分

推导势能  沿坐标轴的变化规律，即确定函数  和 。找出作

为一元函数的  和  的极值位置。由于这些函数具有周期性，对于每一组周期性重复的极

小值和极大值，请在列表中只列出一个代表。

我们希望确定所谓的格点的位置，即完整二维势能  的极小值位置。所得一元函数  和  的

极小值给出了格点的候选位置，但仍需检查以排除鞍点。如图 2c 所示，只沿一条直线研究时，鞍点

可能看起来像极小值，但实际上并不是。

→Ei = E0,i →εi cos(→ki ⋅ →r − ωt), (3)

E0,i
→ki →εi

→k1,2,3

z xy 120∘ x

→k1

V (→r) →r = (x, y)

→bi ⋅ →r

→bi

60∘

V (→r)

x y

V (→r) VX(x) ≡ V (x, 0) VY (y) ≡ V (0, y)

VX(x) VY (y)

V (→r) VX VY
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D.4 — 0.8 分

重新检查上一问的结果，以确定光晶格真正的极小值：找出距离原点最近（但不与原点重合）的所有

等价极小值。最近的极小值之间的距离 ，也就是该光晶格的晶格常数，是多少？用激光波长 

表示答案。

超冷原子的电中性意味着，只有两个或更多原子占据光晶格的同一格点时，它们之间的相互作用才变

得重要。不过，实验人员也能研究支持原子间长程相互作用的装置。一种可行方法是制备所谓的里德

伯原子，这类原子的尺寸很大，其他性质也表现得格外显著。里德伯原子是一个电子被激发到主量子

数  很高的状态的激发态原子。可以通过计算该电子轨道角动量为  时的经典圆轨道半径，估算

里德伯原子的大小，这里  为约化普朗克常量。

D.5 — 1.1 分

计算当 Rb 里德伯原子的半径与激光波长  相当时所对应的  值。用  和物理常

量表示答案，并求出其数值。

题目译自官方英文原文。

答案

这里  表示电子质量。对于部分 D，定义共同的电场振幅为 ， ，并定义

A.1: 。

A.2: ， 。

A.3: 。

B.1: 。

B.2: 发生蓝移： ，且 。

B.3: 。

B.4: 。

C.1: ， 。

C.2: ， ，采用题目给出的转变估算条件。

C.3: ， ；普通气体的数密度是前者的

 倍。

a λlas

n nℏ

ℏ

λlas = 380 nm n λlas

me E0 U = αE 2
0 > 0

k =
2π

λlas
, PX =

4π

3k
, PY =

4π

√3 k
.

Emin =
h2

8mL2

En =
n2h2

8mL2
n = 1, 2, 3, …

λ21 =
8mcL2

3h

λCy5 =
882

11

mec l
2

h
≃ 648 nm

λCy3 ≃ 519 nm Δλ =
1580

99

mec l
2

h
≃ 129 nm

K =
16π3d2

3ε0hλ
3

τCy5 =
3ε0hλ

3
Cy5

16π3(2.4 el)2
≃ 3.3 ns

p = √3mkBT λdB =
h

√3mkBT

ℓ = n−1/3 Tc =
h2n2/3

3mkB

nc ≃ 1.59 × 1018 m−3 n0 ≃ 2.41 × 1025 m−3

1.52 × 107
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D.1: ，其中 ， ，

。

D.2: 六个矢量  构成一个正六边形。旋转  会使它们相互置换，而余弦是

偶函数，因此  保持不变。

D.3: ，且 。以

 为周期，沿  轴的截面在  处有极小值，在  处有极大值。以  为周期，沿  轴

的截面在  处有极小值，在  处有极大值。

D.4: 。最近的六个极小值位于  和 ，后一坐标对中的

正负号独立选取。

D.5: ，对应于 。

解答

数值计算采用

A.1

波在每一侧阱壁处都必须有波节。能够容纳在阱内的非零驻波，其最长波长对应阱宽等于半个波长：

因此，德布罗意关系给出

采用非相对论动能，并注意阱内势能为零，得到

波数为零的状态无法同时满足两个边界条件，除非波恒为零，因此它不是允许的粒子态。

A.2

在第  个驻波模式中，两阱壁之间容纳  个半波长：

因此，

V (→r) = −U [
3

2
+

3

∑

i=1

cos(→bi ⋅ →r)] →b1 = k(
3

2
, −

√3

2
)

→b2 = k(0, √3)

→b3 = k(−
3

2
, −

√3

2
)

{±→b1, ±→b2, ±→b3} 60∘

V

VX(x) = −U [
5

2
+ 2 cos(

3kx

2
)] VY (y) = −

U

2
[1 + 2 cos(

√3 ky

2
)]

2

PX x 0 PX/2 PY y

0,PY /2 PY /3, 2PY /3

a =
2

3
λlas (±a, 0) (±a/2, ±√3 a/2)

n =√
mee2λlas

4πε0ℏ2
≃ 84.7 n ≈ 85

h = 6.62607015 × 10−34 J s, c = 2.99792458 × 108 m s−1,

me ≃ 9.10938 × 10−31 kg, e = 1.602176634 × 10−19 C,

ε0 ≃ 8.85419 × 10−12 F m−1, kB = 1.380649 × 10−23 J K−1,

mamu ≃ 1.66054 × 10−27 kg.

L =
λdB,1

2
.

p1 =
h

λdB,1
=

h

2L
.

.Emin =
p2

1

2m
=

h2

8mL2

n n

L = n
λdB,n

2
, n = 1, 2, 3, … .
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且

A.3

由能量守恒，所发射光子的能量等于粒子能量的减少量：

所以

B.1

每个空间能级可以容纳两个自旋相反的电子。因此，十电子系统的基态填满  的能级，每个能

级有两个电子。

能量最小的可能激发是将一个电子从  提升到第一个未占据能级 。其能量为

所吸收光子的最小能量对应最大波长：

代入 ，

代入 ，

B.2

去掉两个碳原子会减少两个共享电子，并使势阱缩短 。因此，Cy3 有八个电子，且

其基态填满  的能级。最低能量的激发为 ，因此

于是

这一波长比 Cy5 的波长短，因此发生蓝移。位移大小为

λdB,n =
2L

n
, pn =

nh

2L
,

.En =
n2h2

8mL2

hc

λ21
= E2 − E1 =

(4 − 1)h2

8mL2
.

.λ21 =
8mcL2

3h

n = 1, … , 5

n = 5 n = 6

ΔECy5 = E6 − E5 =
(62 − 52)h2

8meL2
=

11h2

8meL2
.

λCy5 =
hc

ΔECy5
=

8mecL
2

11h
.

L = 10.5l

.λCy5 =
8(10.5)2

11

mec l
2

h
=

882

11

mec l
2

h

l = 140 × 10−12 m

.λCy5 ≃ 6.48 × 10−7 m = 648 nm

2l

LCy3 = 8.5l.

n = 1, … , 4 4 → 5

ΔECy3 =
(52 − 42)h2

8me(8.5l)2
=

9h2

8me(8.5l)2
.

λCy3 =
8(8.5)2

9

mec l
2

h
=

578

9

mec l
2

h
≃ 519 nm.
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因此

B.3

电偶极矩的量纲为电荷乘以长度：

由于

可得

除以量纲为  的 ，再除以 ，便得到所需的时间倒数的量纲：

利用题目给出的无量纲系数，

这里  是正的衰减速率。对于仍处于激发态的分子数 ，衰减方程为 ；题目中的

“相对减少量”理解为正的损失量。

B.4

在给定模型下，最低激发态返回基态时会发射波长为  的光子。其电偶极矩为

自发辐射速率为

对于指数衰减，平均寿命为 ：

C.1

对于题目所规定的温度估算，能量均分定理给出三维空间中的平均平动动能：

Δλ = λCy5 − λCy3

= (

882

11
−

578

9
)

mec l
2

h

=
1580

99

mec l
2

h
.

.Δλ ≃ 1.29 × 10−7 m = 129 nm

[d] = C m.

[ε0] =
C2

J m
,

[

d2

ε0
] = J m3.

J s h λ3

[

d2

ε0hλ3
] = s−1.

.K =
16π3d2

3ε0hλ3

K N(t) dN/dt = −KN

λCy5

d = 2.4 el ≃ 5.38 × 10−29 C m.

K =
16π3(2.4 el)2

3ε0hλ
3
Cy5

≃ 3.01 × 108 s−1.

1/K

.τCy5 =
3ε0hλ

3
Cy5

16π3(2.4 el)2
≃ 3.3 ns

1

2
m⟨v2⟩ =

3

2
kBT .
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因此，与方均根速率对应的典型动量为

其德布罗意波长为

C.2

在数密度为  时，每个粒子平均占据的体积为 。因此，特征线性间距为

应用题目给出的转变判据，

得到

平方并整理，

这就是由给定的波长与间距判据得到的临界温度估算值。

C.3

对于铷，

由 C.2 的结果反解得

数值上，

对应的间距约为 。

对于普通理想气体，理想气体状态方程给出

采用题目指定的温度和压强，

于是

.p = m√⟨v2⟩ = √3mkBT

.λdB =
h

p
=

h

√3mkBT

n 1/n

.ℓ = n−1/3

λdB(Tc) = ℓ,

h

√3mkBTc

= n−1/3.

.Tc =
h2n2/3

3mkB

m = 87mamu ≃ 1.44467 × 10−25 kg, Tc = 100 nK = 1.00 × 10−7 K.

nc = (

3mkBTc

h2
)

3/2

.

.nc ≃ 1.59 × 1018 m−3

8.57 × 10−7 m

p0 = n0kBT0.

n0 =
105

kB(300)
≃ 2.41 × 1025 m−3.

.
n0

nc
≃ 1.52 × 107
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普通气体的数密度约为前者的一千五百万倍。

D.1

设三束光的电场振幅均为 。按照图 2a 选取波矢，

其中 。

所有偏振方向均沿  轴，因此各电场沿该方向按标量相加：

所需的时间平均为

以及

因此

定义

由于余弦是偶函数，每个差矢量的正负号选择不影响结果。令 ，则

合并第一项和第三项余弦，可得便于使用的坐标形式

D.2

三个  的大小均为 ，彼此夹角为 。加入它们的反向矢量后，得到六个依次相隔  的矢量。

将位置矢量旋转 ，在每个点积中等价于将相应的  旋转 。这会将每个  映射到集合  中

的另一个成员。由于

E0

→k1 = k(1, 0), →k2 = k(−
1

2
,

√3

2
), →k3 = k(−

1

2
, −

√3

2
),

k = 2π/λlas

z

→E(→r, t) = E0ẑ
3

∑

i=1

cos(→ki ⋅ →r − ωt).

⟨cos2(ϕ − ωt)⟩ =
1

2
,

⟨cos(ϕi − ωt) cos(ϕj − ωt)⟩ =
1

2
cos(ϕi − ϕj).

⟨| →E|2
⟩ = E 2

0 [
3

2
+ ∑

i<j

cos ((→ki − →kj) ⋅ →r)].

→b1 = →k1 − →k2 = k(
3

2
, −

√3

2
),

→b2 = →k2 − →k3 = k(0, √3),

→b3 = →k3 − →k1 = k(−
3

2
, −

√3

2
).

U = αE 2
0

.V (→r) = −U [
3

2
+ cos(→b1 ⋅ →r) + cos(→b2 ⋅ →r) + cos(→b3 ⋅ →r)]

.V (x, y) = −U [
3

2
+ 2 cos(

3kx

2
) cos(

√3 ky

2
)+ cos(√3 ky)]

→bi √3 k 120∘ 60∘

60∘
→bi −60∘

→bi {±→bj}

cos(−→bj ⋅ →r) = cos(→bj ⋅ →r),
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总和保持不变。因此，该势能具有题述的六重旋转对称性。

D.3

令 ，

其基本周期为

导数为

在  内，极小值位于 ，极大值位于 。

对于  轴，引入

于是

利用 ，

其基本周期为

求导得

因此，驻点满足  或 。

每一组极值的一个代表如下：

截面 一个周期内的坐标 沿该轴的性质 势能

极小值

极大值

极小值

极大值

极小值

极大值

因此，  是以  为中线的正弦型函数。在一个周期内，  从一个较深的极小值上升至零，下降

至一个较浅的极小值，再次上升至零，并在下一个周期的边界处回到较深的极小值。

y = 0

.VX(x) = −U [
5

2
+ 2 cos(

3kx

2
)]

PX =
4π

3k
=

2λlas

3
.

V ′
X(x) = 3Uk sin(

3kx

2
).

0 ≤ x < PX x = 0 x = PX/2

y

q =
√3 ky

2
.

VY (y) = −U (
3

2
+ 2 cos q + cos 2q).

cos 2q = 2 cos2 q − 1

.VY (y) = −
U

2
(1 + 2 cos q)2

PY =
4π

√3 k
=

2λlas

√3
.

V
′
Y (y) = √3Uk(1 + 2 cos q) sin q.

sin q = 0 cos q = −1/2

VX x = 0 −9U/2

VX x = PX/2 −U/2

VY y = 0 −9U/2

VY y = PY /3 0

VY y = PY /2 −U/2

VY y = 2PY /3 0

VX −5U/2 VY
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D.4

首先检查位于下述位置的表观浅极小值：

此处完整势能的二阶导数为

两个方向的曲率符号相反，因此该点是鞍点，并非格点。

在原点处，

因此原点是真正的极小值点。

为找出所有真正的极小值，令

驻点条件为

如果 ，沿  方向的驻点条件要求 。沿  方向的曲率为正又要求

由于  与  同号，  不可能为零。因此 。所以极小值满足

其中整数  具有相同的奇偶性。剩余的驻点情形  还要求 ；其黑塞矩阵的行列式为

负，因此只给出鞍点。

写成 ，格点为

其中

在这些点处，三个干涉余弦项均等于 ，且

到原点的距离平方为

对于非零整数对，正整数  的最小值为 。它在六个格点处取得：

(x, y) = (0,
PY

2
).

Vxx = −
9

2
Uk2, Vyy =

3

2
Uk2, Vxy = 0.

Vxx = Vyy =
9

2
Uk2, Vxy = 0,

t =
3kx

2
, q =

√3 ky

2
.

sin t cos q = 0, sin q(cos t + 2 cos q) = 0.

cos q ≠ 0 x sin t = 0 x

cos t cos q > 0.

cos t cos q cos t + 2 cos q sin q = 0

t = πr, q = πs,

r, s cos q = 0 cos t = 0

r = 2j + s

→rj,s = a(j +
s

2
,

√3 s

2
), j, s ∈ Z,

a =
4π

3k
.

1

Vmin = −
9

2
U .

|→rj,s|
2 = a2(j2 + js + s2).

j2 + js + s2 1

.(a, 0), (−a, 0), (
a

2
,

√3a

2
), (−

a

2
,

√3a

2
), (

a

2
, −

√3a

2
), (−

a

2
, −

√3a

2
)
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它们在原点周围构成一个正六边形。因此

D.5

对于高度激发的外层电子，原子核和内层电子近似构成净电荷为  的原子实。我们采用题目给出的经典

圆轨道模型，忽略穿透原子实的效应，以及质量大得多的原子实的运动。

库仑引力提供向心力：

给定的角动量为

消去 ，

所以

其中

令估算的半径等于 ，

对于 ，

因此，对应的整数主量子数为

解答已与官方解答核对。

.a =
4π

3k
=

2

3
λlas

+e

mev
2

r
=

e2

4πε0r2
.

mevr = nℏ.

v

n2ℏ2

mer3
=

e2

4πε0r2
,

r =
4πε0ℏ2

mee2
n2 = a0n

2,

a0 ≃ 5.292 × 10−11 m.

λlas

.n =√
λlas

a0
=√

mee2λlas

4πε0ℏ2

λlas = 380 nm

n =√
380 × 10−9

5.292 × 10−11
≃ 84.7.

.n ≈ 85
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