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Soru 1: Gezegen Fizigi
[
Bu soru, gezegenlerin i¢ yapisiyla ilgili birbirinden bagimsiz iki sorudan olusmaktadir. Gezegenlerin
yuzey egriliginin etkileri ihmal edilebilir. Su formulu kullanmaniz gerekebilir:

(14+2z)°*~1+ezx, egerlz| <1 (1)
Boliim A. Okyanus ortasi sirti (5.0 puan)

Serbest diisme ivmesi g olan dlizgun bir kiitlegekim alaninda bulunan, su dolu biyuk bir kap
dusundn. Birbirine paralel iki disey dikdortgen levha, disey kenarlari kabin disey duvarlariyla
arada bosluk kalmadan sikica temas edecek sekilde kabin icine yerlestirilmistir. Her levhanin h
uzunlugundaki kismi suya batiriimistir (Sekil 1). Levhalarin ¢y ekseni boyunca genisligi w, suyun
yogunlugu pg'dir.

w (normal to the w (normal to the
page) page)
= g’ l
g l . oil
air air
water Z ol 1 water ,
h poi]l
X v y X
’ Po
A: without o1l B: with oil

Sekil 1. Su i¢indeki paralel levhalar.

Levhalarin arasindaki bosluga, yagin alt seviyesi levhalarin alt kenarlarina ulasincaya kadar
yogunlugu poi (poit < po) olan yag dokilir. Levhalarin ve kabin kenarlarinin, yagin Gzerlerinden
tasmasini onleyecek kadar ylksek oldugunu varsayin. Yuzey gerilimi ve sivilarin karigsmasi ihmal
edilebilir.

A.1— 0.8 puan
Sag levhaya etki eden net kuvvetin x bileseni F; nedir (blyUkligi ve yoni)?

Sekil 2, bir okyanus ortasi sirtinin enine kesitini gostermektedir. Bu yapi, Ust tUste bulunan manto,
yer kabugu ve okyanus suyu katmanlarindan olusur. Manto, jeolojik zaman olgeklerinde akabildigini
varsaydigimiz kayaglardan olusur ve bu nedenle bu soruda bir akiskan olarak ele alinacaktir. Yer
kabugunun kalinhgi, z dogrultusundaki karakteristik uzunluk 6lgeginden ¢ok daha kiiguktur;
dolayisiyla yer kabugu serbestce bukulebilen bir levha gibi davranir. Boyle bir sirt, Sekil 2'nin
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diizlemine dik olan y ekseni boyunca degdiskenlerin higbir degisim gostermedigi iki boyutlu bir
sistem olarak yiiksek dogrulukla modellenebilir. Sirtin y ekseni boyunca uzunlugu L'nin, bu soruda
tanimlanan diger tum uzunluklardan ¢ok daha buyuk oldugunu varsayin.

Sirtin merkezinde yer kabugunun kalinhdinin sifir oldugu varsayilmaktadir. Merkezden yatay uzaklik
x arttikga yer kabugu kalinlasir ve z — oo iken sabit bir D kalinhidina yaklasir. Buna karsilik
okyanus tabani, koordinat sistemimizin baslangi¢c noktasi olarak tanimladigimiz sirtin tepesi O'nun
dusey olarak h kadar altina ¢oker (bkz. Sekil 2). Suyun yogunlugu p ve sicakhgi T},'in uzayda ve
zamanda sabit oldugu varsayilabilir. Ayni varsayim mantonun yogunlugu p; ve sicakhgi T} icin de
yapilabilir. Yer kabugunun sicakligi T' de zamanda sabittir, ancak konuma bagdl olabilir.

Yer kabugu malzemesinin, yliksek dogrulukla, sicaklik 7" ile dogrusal olarak genlestigdi
bilinmektedir. Su ve manto sicakliklarinin sabit oldugu varsayildigindan, 1sil genlesme katsayisinin
yeniden dlgeklendirilmis bir bigimini kullanmak uygundur. Bu durumda

UT) =U[1—ki(T1 — T)/(Th — Tp)] olur; burada [, bir yer kabugu malzemesi pargasinin
uzunlugu, l1, bu parcanin T} sicakligindaki uzunlugu ve k;, sabit oldugu varsayilabilen yeniden
olgeklendirilmis 1sil genlesme katsayisidir.

Sekil 2. Okyanus ortasi sirti. z ekseninin asagiya dogru yoneldigine dikkat edin.
A.2 — 0.6 puan
Yer kabugunun izotropik oldugunu varsayarak yogunlugu p'nun sicakhigi 1"ye nasil bagl oldugunu
bulun. |k;| < 1 oldugunu varsayarak cevabinizi su yaklasik bigimde yazin:

p(T) =~ p; ll -+ k%] , (2)
Burada k:l2 ve daha yliksek mertebeden terimler ihmal edilmektedir. Ardindan k sabitini belirleyin.
k > 0 oldudu bilinmektedir. Ayrica yer kabugunun isil iletkenligi £'nin sabit oldugdu varsayilabilir.

Bunun sonucunda, sirt ekseninden ¢ok uzakta yer kabugunun sicakhgi derinlikle dogrusal olarak
degisir.
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A.3 — 1.1 puan

Manto ve suyun her birinin hidrostatik dengede sikistirilamaz bir akigskan gibi davrandigini
varsayarak, sirtin gok uzagindaki yer kabugu kalinhigi D'yi h, po, p1 ve k cinsinden ifade edin.
Malzemenin her turli hareketi ihmal edilebilir.

A.4 — 1.6 puan

Yer kabugunun sag yarisina (x > 0) etki eden net yatay kuvvet F"yi, k'ya gore basat mertebede,
Po: P1. h, L, k ve g cinsinden bulun.

Yer kabugunun, Dinya'nin geri kalanindan isil olarak yalitildigini varsayin. Isi iletimi sonucunda yer
kabugunun ust ve alt ylizeylerinin sicakliklari, yer kabugu 1sil dengeye ulasincaya kadar birbirine
yaklasacaktir. Yer kabugunun 6zgl isisi ¢'dir ve sabit oldugu varsayilabilir.

A.5 — 0.9 puan

Boyut analizi veya blyiklik mertebesi analizi kullanarak, sirt ekseninden uzaktaki yer kabugunun
ust ve alt yuzey sicakliklari arasindaki farkin sifira yaklasacagi karakteristik stre 7'yu tahmin edin.
7'nun yer kabugunun iki baslangi¢ ylizey sicakhidina bagli olmadigini varsayabilirsiniz.

Boliim B. Katmanli bir ortamda sismik dalgalar (5.0 puan)

Bir gezegenin ylizeyinde kisa sireli bir deprem meydana geldigini varsayin. Sismik dalgalarin

z = & = 0 konumunda bulunan ¢izgisel bir kaynaktan ¢iktigi varsayilabilir; burada z yatay
koordinat, z ise yuzeyin altindaki derinliktir (Sekil 3). Sismik dalga kaynaginin, bu soruda ele alinan
diger tim uzunluklardan ¢ok daha uzun oldugu varsayilabilir.

Deprem sonucunda, boyuna P dalgalari olarak adlandirilan dalgalar, -z dizleminde z ekseni
boyunca pozitif bileseni olan tim yodnlerde esit akiyla yayilir. Katilardaki dalga kurami genel olarak
karmasik oldugundan, bu soruda depremin yaydigi diger tum dalgalari ihmal ediyoruz. Gezegenin
kabugu, P dalgasi hizi v'nin derinlik z'ye v = vo(1 + z/z0) bagintisina gére bagl olacagi sekilde
katmanhdir; burada vg yuzeydeki hiz, zg ise bilinen pozitif bir sabittir.

. earthquake
air
% >
crust X
v
Z

Sekil 3. Bolum B'de kullanilan koordinat sistemi.
B.1 — 1.5 puan

Depremden gikan, baslangigta z ekseniyle 0 < 6y < 7/2 agisi yapan ve x-z diizleminde ilerleyen
tek bir 1gin diigliniin. Bu 1sinin gezegenin yiizeyinde algilanabilecedi yatay koordinat z1(6p) # 0
nedir? Isinin izledigi yolun bir gember yayi oldugu bilinmektedir. Cevabinizi, A ve b bulunmasi
gereken sabitler olmak tizere, z1(6y) = A cot(bby) biciminde yazin.
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A ve b'yi bulamadiysaniz, sonraki sorularda 1 (6y) = A cot(bf,) sonucunu verilmis olarak
kullanabilirsiniz. Deprem sirasinda kabuga P dalgalari olarak salinan toplam enerjinin, kaynagin
birim uzunlugu basina E oldugunu varsayin. Dalgalarin gezegenin yiizeyine alttan ulastiklarinda
tamamen soguruldugunu varsayin.

B.2 — 1.5 puan

Ylzey tarafindan sogurulan birim alan basina enerji yogunlugu 5(w)'in, ylzey boyunca uzaklik z'e
nasil bagh oldugunu bulun. e(z)'in grafigini kabaca cizin.

Bundan sonra, dalgalarin ylizeye ulastiklarinda bunun yerine tamamen yansidigini varsayin.

z = & = 0 konumuna yerlestirilmis, daha once ele alinan deprem kaynadiyla ayni geometriye
sahip bir aygit dusunin. Aygit, serbestce secilen bir agisal dagiimla P dalgalari yayabilmektedir.
Aygitin dar bir yayilma agisi araliginda bir sinyal yaymasini sagliyoruz. Ozellikle, sinyalin
baslangigta diseyle yaptigi agi [#p — %500, 0o + %500] araliindadir; burada 0 < 6y < /2,
00y < 1 ve 60y < Gp'drr.

B.3 — 2.0 puan

Sinyalin ulasmadigi en uzak nokta, kaynaktan yuzey boyunca hangi x,,x uzakligindadir?
Cevabinizi 8, 60, ve yukarida verilen diger sabitler cinsinden yazin.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

e A1

2
F, = pogwh ( po 1)
2 Poil

Kuvvet, yagdan uzaga dogru, +x yoniindedir.

e A2
78 —ap | 18 — 18
T)=pi |l - k)| ~op |1+3k———|,  k=3k.
p(T) Pl{ lT1—To] P1{+ lT1—T0] !
e A3
2 — h
D— (Pl Po)
p1k

birinci mertebeden yodunluk yaklasimi kapsaminda.

A.4 Akigkanlarin uyguladigi toplam yatay kuvvet, basat mertebede,

7 29L0(p1 — po)”
r — p1k2 9

olup sirttan uzaga dogru, +x yoniindedir.
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picD*  4c(py — po)*h’
T ~ = .
K kp1k?

Bu, bir buyuklik mertebesi tahminidir.

e B.1

:c1(00) = 220 cot 00, A= 220, b=1.

2EZO
m(z? +422)

e(x) =

Grafik cift fonksiyon grafigidir; tepe degeri e(0) = E/(2mzg)'dir, x = £22z'da maksimum
degderinin yarisina ulasir ve z 2 ile orantili olarak sifira yaklasir.

e B.3 Dar bant limitinde,

220 cos? 0,
0

Bu, demetin yayilma yonl boyunca ulagilmayan son araligin dis siniridir. Yansima sayisinin
tam sayi olmasini hesaba katan kesin bir ifade asagida tiretilmistir.

3
Cozum
A1

Yag sttununun levhalarin alt kenarlarindan itibaren yiiksekligi H olsun. Bu kenarlarda yag ve su
basinglar esit olmalidir. Atmosfer basinci ¢ikarildiginda,

Po
Poil
Yiksekligi a ve yogunlugu p olan bir akigkan sutunu, disey bir levhaya

a
1
w/ pg(a —u)du = Epgwa2
0

h.

poigH = pogh, H=

yatay kuvvetini uygular; burada u, situnun tabanindan itibaren yuksekligi olger.

Yag, sag levhay! +x yonine; su ise —x yonulne iter. Atmosfer basincinin iki taraftaki etkileri birbirini
goturlr. Disaridaki su seviyesinin Uzerindeki yag da hesaba katildiginda
quw

F, = 7 (poil-H'2 - P0h2)-

H yerine ifadesini koyarsak,

2
7, — Pogwh (”0 —1) > 0.
2 Poil

Dolayisiyla levha digariya dogru itilir.
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A.2

Boyutsuz sicaklik farkini soyle tanimlayalim:

T, —T
9= 77 -
T, — Ty
izotropik genlesme, lic dogrusal boyutun tiimiinii ayni carpanla degistirir. Dolayisiyla,
V(T)
— = (1 - kig)*.
V(1)

Kutle korunur ve T 'deki referans yogunluk p4'dir; bu nedenle
p(T) = pr(1 - kig) .
Verilen acilimi kullanip k:l2 mertebesindeki terimleri ihmal edersek,
p(T) ~ p1(1 + 3kiq).
Denklem (2) ile kargilastirma sonucunda

A.3

Sekil 2'deki asagiya yonelmis z eksenini kullanalim. Sirttan uzakta yer kabugu z = h'den z = h + D'ye

kadar uzanir. Sicakhgi
z—h
D )

p(2) ~ p1 [1+k(1— zl_)h)}.

1 h+D k
ﬁzﬁ/h p(z)dz:p1(1—|—5),

Yer kabugunun kalinhginin sifir oldugu sirt tepesindeki ortak akiskan basinci po olsun. Hidrostatik

T(Z) = T() -+ (Tl — To)

ve dolayisiyla yodunlugu

Ortalama yogunludu ise

denge, uzaktaki yer kabugunun hemen ustiindeki ve altindaki basinglari verir:

Ptop = PO + pogh,
Phottom = Po + plg(h + D)

Uzaktaki yatay yer kabugundan alinan bir sttun Uzerinde disey kuvvet dengesi su kosulu gerektirir:

DPbottom — Ptop = ﬁgD

Boylece
k
p1(h+ D) — poh = p1D 1+§ :
Ortak p1 D terimi sadelestirildikten sonra,

1
(p1 — po)h = 5P1kD,

dolayisiyla
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2(p1 — po)h

D=
p1k

A.4
Gergek su-yer kabugu ve manto-yer kabugu ara yuzeylerindeki basing kuvvetlerini hesaplayalim.

Yer kabugunun Ust ve alt ylizeylerini z = z;(z) ve z = z(x) olarak yazalim. Ug noktalardaki degerleri
soyledir:

z¢(0) = 2z(0) = 0, z¢(00) = h, zp(00) = h + D.
Akigkanlarin basing alanlari
Puw(2) =po+ pogz,  Pm(2) =po + p19z.

Yatay uzunlugu dx ve genisligi L olan bir ara ylizey elemani i¢in basing kuvvetinin yatay bileseni,
yiizeyin egimini icerir. Ustteki akiskan negatif = yoniine, alttaki akiskan ise pozitif z yoniine iter:

dzp dz;

dF, =L {pm(zb)% — pw(zt)ﬂl dz.

Egimli ylizey alanindan ve birim normalden gelen g¢arpanlar birbirini gotirur; dolayisiyla bu ifade ek bir
kiiclk egim yaklagimi gerektirmez. integral alindiginda,

h+D h
0 0
L
=polD + 97 [p1(h + D)* — poh?].
Esdeger olarak,
1 1
Fy = 5 p1gLD* + (po + p1gh) LD + = (p1 — po)gLh*.

A.3'e gore, sabit h icin D oc k~!'dir. Arka plan basinci sabit tutuldugunda bu ii¢ katki sirasiyla k=2, k!
ve k? mertebesindedir. Dolayisiyla bagat terim

1
Fm ~ EplgLD2

D vyerine ifadesini koyarsak,

29Lh*(p1 — po)?
F, ~ .
p1k?

Kuvvet sirttan uzaga, +z yonune dogrudur. Bu, akiskanlarin uyguladidi toplam kuvvettir; uzaktaki yer
kabugundan gegen yapay bir kesit Uzerindeki herhangi bir litostatik kuvvet ¢ikarilmamistir.

A.5

k'ya gore basat mertebede yer kabugunun hacimsel isi kapasitesi p1c'dir; bu da 1sil yayinim katsayisini
verir:

_ 5
= e .
Sirttan uzakta, 1sinin yayilmasi gereken ilgili uzaklik D'dir. Bu nedenle i1si denklemi,
oT 0°T
ot Moz

eulersolve.org/ipho/2021/ 7/34



su dlgek tahminini verir:

AT AT
T X D2’
Gerektigi gibi sicaklik farki sadelesir:
D2 2
. _ picD
b% K

A.3 kullanildiginda,

o Al — po)*h?*
kp1k? '

Boyut analizi sayisal bir on ¢arpan belirlemez. Yuzey sicakliklari arasindaki fark, sonlu bir zamanda sifir

olmak yerine asimptotik olarak sifira yaklasir.

B.1

Dalga hizinin yalnizca derinlige bagh oldugu bir ortamda Snell yasasi, yatay yavaslik bilesenini korur:

sinf(z)  sinf

v(z) vy
burada 6(z), duseyle yapilan yerel agidr.
Z+ 20
v(2) = vo ,
20
oldugundan,
z2+z
sinf(z) = T+ 20 in 6.
20
Sunu tanimlayalim:
20
R = .
sin 0y
Isinin asaglya ilerleyen kisminda,
dx z+z
— =tanf = + %0 .
dz \/R2 — (Z+Zo)2

z = 0'da = 0 kosuluyla integral alindiginda

x = \/RZ—z%—\/RZ—(z—l—z()P.

Dolayisiyla yortinge,
(x — zc)2 +(z+ z0)2 = R?,

¢cemberi Uzerinde yer alir; bu gemberin merkezinin koordinatlari

Te = \/R2 — 22 = 29 cot by, Ze = —20.

Isin bu gemberin en derin noktasinda yon dedistirir ve simetrik olarak ylizeye doner. z = 0 ile iki

kesisimi x = 0 ve x = 2z.'dir. Bu nedenle

:L'1(00) = 220 cot 00,
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ve

A:2zo, b=1.

Yuzeydeki hiz vy, ilerleme sirelerini etkiler; ancak 1sin geometrisini belirleyen ifadelerde sadelesir.
B.2

Asagiya dogru olan yari diizlem, 7 buyukliginde bir agi arahgini kapsar. Dolayisiyla diizgin yayilim,
kaynagin birim uzunlugu basina

FE
dE = — df
™
enerjisini df agisal araligina atar.
x > 0'da geri donen isinlar igin,
dr
T = 2zpcotl — | = 2zpcsc? 6.
0 ) d9 0
Yayihmin gerceklestigi aci araligi ile bu enerjiyi alan yuzey seridi arasindaki enerji korunumu su bagintiyi
Verir:
E
e(z)dz = —|d6)|.
™
Boylece
E
e(z) = sin? 6.
2720
Su bagintilari kullanarak
T 1
cotd = —, sin29:—2,
229 1+ x2/(4z3)
sunu buluruz:
2EZO

e(z) =

m(x? +422)°

Sola dogru yayilim, & < 0 i¢in ayni ifadeyi verir. Normalizasyonu soyledir:
7 00

/ e(z)de = £ [arctan . =E.

00 T 220_ PN

istenen kaba ¢izim igin: egri diizgtindiir ve z = 0'a gdre simetriktir; tek maksimum degeri E'/(27z)
'dir. x = £22¢'da yiiksekligi E/(4mzo) oldugundan, yari maksimumdaki tam genisligi 4z¢'dir. Her sonlu
x igin pozitif kalir ve kuyruklari su bagintiyi saglar:

2F
e(z) ~ 2220

. (lz] > zp)-
T
E, kaynagin birim uzunlugu basina enerji oldugundan, €'un birimi birim alan basina enerjidir.

B.3

Ylizeydeki diizglin yansimada, 1sin hizinin diisey bileseni yon degistirirken yatay bileseni korunur.
Dolayisiyla her 1gin, yatay olarak otelenmis ayni yayi tekrarlar. Yuzeyle kargilagmalari su konumlarda
gerceklesir:
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zn(6) = nl(0), £(0) = 2z cot 6, n=12,....
Soyle tanimlayalim:

Oizeoi%.

Tamami 0 < 6 < 7/2 iginde kalan bir bant igin, yiizeyle ardigik karsilagmalar arasindaki en kisa ve en
uzun uzakliklar

Lonin = 22pcot 0, lmax = 229 cot 6_.
Demet agi araligini doldurdugundan, n. karsilagsmada ulasilan ylzey aralgi
I, = nliin, nlpaxl-
I, ile I,;+1 arasinda bir bogluk bulunmasi igin gerekli ve yeterli kosul
Mlpax < (M4 1)lin,
veya
N(Lmax — fmin) < Lmin-

AL = fmax — Lmin olarak tanimlayalim. nAf > £,in oldugunda komsu araliklar 6rtigir ve daha buyik
her n igin 6rtigmeye devam eder. Sonug olarak son boslugun kesin dig siniri

Lmax — gmin lrgmin —‘ .

AL

Tavan fonksiyonu, yuzeyle karsilagsma sayisinin tam sayi olmasini hesaba katar. Sinirin kendisine ulasilir;
ulasilmayan noktalar bu sinira daha kiigtk uzakliklardan yaklagir.

istenen dar bant yaklagimi igin,
EO = 220 cot 90,

ve

d¢
Al ~ | —

a0 590 = 22:0 CSC2 00 590.

bo

Sabit 0 icin yeterince dar bir bantta, araliklar 6rtismeden 6nce ¢ok sayida yansima gerekir. Bu
durumda basat mertebede tam sayiya yuvarlama ihmal edilebilir:

x ~Y ﬁ
AL
Dolayisiyla
(220 cot 6p)? 22, cos? O,
220 csc? 0 60, 60,

Gozlm, resmi ¢ozuimle kargilastirnlarak kontrol edildi.
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Soru 2: Elektrostatik mercek

[
Yaricap! R ve toplam yiiki g olan, diizgiin yikli metal bir halka ele aliniz. Halka, kalinhgi 2a < R
olan ici bos bir toroiddir. A, B, C ve E bolimlerinde bu kalinlik ihmal edilebilir. Sekil 1'de gosterildigi
gibi, zy duzlemi halkanin dizlemiyle gakisirken z ekseni bu dizleme diktir. A ve B bolimlerinde su
formUlu (Taylor agilimini) kullanmaniz gerekebilir:

1
(1+z)~1+ex+ 58(8 —1)z2, eger|z| < 1.

Z

Sekil 1. Yarigapi R olan yiikli bir halka.

Boliim A. Halkanin ekseni lizerindeki elektrostatik potansiyel (1 puan)

e Halkanin ekseni Gzerinde, merkezinden z uzaklkta bulunan noktadaki (Sekil 1'deki A 0.3
" noktasl) elektrostatik potansiyeli ®(z) hesaplayiniz. puan
AD z < R oldugunu varsayarak, elektrostatik potansiyeli <I’(z), z'nin sifirdan farkh en digik 0.4
’ kuvvetine kadar hesaplayiniz. puan
A noktasina (Sekil 1, z < R) bir elektron (kltlesi m ve yiikii —e) yerlestiriliyor. Elektrona
A3 etki eden kuvvet nedir? Kuvvet ifadesine bakarak, ortaya ¢ikan hareketin salinim olmasi 0.2
' icin g¢'nun isaretini belirleyiniz. Hareket eden elektron, halkadaki yik dagilimini puan

etkilememektedir.

0.1

A.4  Bu harmonik salinimlarin agisal frekansi w nedir?
puan

Boliim B. Halkanin diizlemindeki elektrostatik potansiyel (1.7 puan)

Sorunun bu bolliimiinde, halkanin diizlemindeki (z = 0) potansiyeli <I>(r), r < Ricin (Sekil 1'deki
B noktasi) incelemeniz gerekmektedir. r'nin sifirdan farkl en distuk kuvvetine kadar elektrostatik
potansiyel, ®(r) ~ g(a + Br?) ile veriimektedir.

1.5
B.1  Bigin bir ifade bulunuz. Yukarida verilen Taylor agiimi formdlini kullanmaniz gerekebilir.
puan
B noktasina (Sekil 1, 7 << R) bir elektron yerlestiriliyor. Elektrona etki eden kuvvet nedir? 0.2
B.2 Kuvvet ifadesine bakarak, ortaya ¢ikan hareketin harmonik salinim olmasi i¢in g'nun )
puan

isaretini belirleyiniz. Hareket eden elektron, halkadaki yiik dagilimini etkilememektedir.
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Béliim C. ideallestirilmis elektrostatik mercegin odak uzakligi: anlik yiiklenme (2.3 puan)

Elektronlari odaklayacak bir diizenek, yani bir elektrostatik mercek yapilmak isteniyor. Su duzeni
ele alalim. Halka, Sekil 2'de gésterildigi gibi z eksenine dik olarak yerlestirilmistir. istenildiginde
relativistik olmayan elektron paketleri tireten bir kaynagimiz vardir. Bu elektronlarin kinetik enerjisi
E = mv2/2'dir (v hizdir) ve kaynaktan, hassas bicimde kontrol edilen anlarda ¢ikarlar. Sistem,
halka ¢cogu zaman elektriksel olarak notr olacak, ancak elektronlar halkanin diizlemine d/2
uzakliktan daha yakin oldugunda (d < R) ylki q olacak sekilde programlanmistir (Sekil 2'deki
tarali bolgeye “etkin bolge” denir). C boliminde, yuklenme ve bosalma sireglerinin anlik oldugunu
ve elektrik alanin da aninda “uzayi doldurdugunu” varsayiniz. Manyetik alanlar ihmal edilebilir ve
elektronlarin z dogrultusundaki hizinin sabit oldugu varsayilabilir. Hareket eden elektronlar,
halkadaki ylk dagilimini bozmamaktadir.

Sekil 2. Bir elektrostatik mercek modeli.

Bu mercegdin odak uzakhigini f belirleyiniz. f > d oldugunu varsayiniz. Cevabinizi B.1

cA sorusundaki 3 sabiti ve bilinen diger nicelikler cinsinden ifade ediniz. “Etkin bolgeye” 1.3
’ ulagsmadan 6nce elektron paketinin z eksenine paralel oldugunu ve 7 < R oldugunu puan

varsayiniz. ¢'nun isareti, mercek yakinsak olacak sekildedir.

Gergekte elektron kaynagi, z ekseni tizerinde halkanin merkezinden b > f uzakliga yerlestirilir.
Elektronlarin “etkin bolgeye” ulagsmadan once artik z eksenine paralel olmadigini, bunun yerine
noktasal bir kaynaktan z ekseniyle farkli v < 1 rad agilari yapacak sekilde yayildigini diisintiniiz.
Elektronlar, halkanin merkezinden c uzaklikta bulunan bir noktada odaklanir.

c.2 c'yi bulunuz. Cevabinizi B.1 sorusundaki /3 sabiti ve bilinen diger nicelikler cinsinden 0.8
' ifade ediniz. puan
. . L . L
o Ince optik mercek denklemi 3 € == 7, elektrostatik mercek i¢in saglanir mi? 0.2
. @
puan

1/b + 1/c'yi agikga hesaplayarak gésteriniz.
Boliim D. Bir kondansator olarak halka (3 puan)

Yukarida ele alinan model ideallestirilmisti ve halkanin aninda yuklendigini varsaymistik. Gergekte
yliklenme anlik degildir; ¢linkl halka, sonlu bir C' sigasina sahip bir kondansatordir. Bu bolimde
bu kondansatorin ozelliklerini inceleyecediz. Asagidaki integrallere ihtiyag duyabilirsiniz:

/ dz
- = —In
sin x
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cosz +1

: ‘ -+ const
sin x




ve

dx
/— :ln‘m—i—\/l—i—:r;?‘ + const.
V142
Halkanin sigasini C' hesaplayiniz. Halkanin sonlu bir 2a kalinligi oldugunu dikkate aliniz, 2.0
ancak a < R oldugunu unutmayiniz. puan

Elektronlar “etkin bolgeye” ulastiginda halka, gerilimi Vj olan bir kaynaga baglanir (Sekil 3).
Elektronlar “etkin bolgeyi” gectiklerinde halka topraga baglanir. Kontaklarin direnci Ry'dir ve
halkanin kendi direnci ihmal edilebilir.

C

Sekil 3. Elektrostatik mercegin yuklenmesi.

Halkadaki ylikiin zamana bagliligini, q(t), belirleyiniz ve bu bagimliligin sematik grafigini
giziniz. t = 0, elektronlarin halkanin diizleminde oldugu ana karsilik gelmektedir. g(¢)'nin
D.2 mutlak degeri en biiyiik oldugunda halkadaki yik go nedir? Halkanin sigasi C'dir (yani

uan
D.1'de bulunan ifadeyi kullanmaniz gerekmemektedir). Not: Sekil 3'te gizilen kutupluluk &

yalnizca gosterim amaglidir. isaret, mercek yakinsak olacak sekilde secilmelidir.

Boliim E. Daha gercgekgi bir mercegin odak uzakligi: anlik olmayan yiiklenme (2 puan)

Sorunun bu bolimiinde, daha gergekgi olan bu mercegin etkisini ele alacagdiz. Burada yine halkanin
kalinligini 2a ihmal edecegiz ve elektronlarin “etkin bolgeye” ulasmadan 6nce z eksenine paralel
hareket ettigini varsayacadiz. Ancak halkanin yiklenmesi artik anlik degildir.

Mercegin odak uzakhigini f bulunuz. f/v > R,C oldugunu, ancak d/vile RyC"nin ayni

1.7
E.1  buylklik mertebesinde oldugunu varsayiniz. Cevabinizi B bolimiindeki 3 sabiti ve bilinen
uan
diger nicelikler cinsinden ifade ediniz. &
£ f icin elde edilen sonucun, q yerine gefs konulmasiyla C bélimiinde elde edilen sonuca 0.3
' benzedigini goreceksiniz. g icin soruda verilen nicelikler cinsinden bir ifade bulunuz. puan

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Su tanimlari kullaniniz:

1 d
IR—= T = RoC, Q = CVy.

4mey’ v

Burada e > 0'dir, potansiyel sonsuzda sifirdir ve V;, uygulanan gerilimin isaretli degeridir:
odaklama igin V; < 0, dolayisiyla @ < 0 olmalidir. Tim yaklasik sonuglar, soruda belirtilen
dogdruluk diizeyindedir.
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kq

« ALP(2) = —— .
VR? + 22
a2 d()~ (1 2
s )= R 2R2 .
€ 2
e A:F~ —R—gzz. Eksen dogrultusundaki salinimlar igin ¢ > 0 olmahdir.
A.4 \/ heq >0
. w = ) icin
ka3 ’ 1 (’:
e B1: 3=

k
B.2: F |, = 2efgr, = 2;% r | . Duzlem i¢indeki salinimlar igin ¢ < 0 olmalidir.

cnf. B __F
Y efgd eBlqld”
Coic bE _bf
T Babd—F b f
. 1 1 eflgld 1
e C.3: Evet.g—l—z— E —?
2
. D1:C ~ 4o R
In(8R/a)
e D.2
(0, t<-T/2,
t+1T/2
Q[l—exp(—+—/)], Tp<t<T), )
q(t) = u qo:Q(l—e_ /T)<O.

t>1T/2,

t— T/2
Goexp| —— |,
\ T
Grafik sifirdan baslayip t = T/2'de en kiiclk degeri olan go'a duser, ardindan sifira

asagidan Ustel olarak yaklasir.
E E

eBCVod  eBO|Vold

) B - qo0
E.2: et = OV = 1 — e—d/(WRC)

e EX: f=—

L
Cozum
Bir elektronun potansiyel enerjisi U = —e®'dir. Dolayislyla

F=-VU=¢eVa.

Bu baginti, ¢ozim boyunca kuvvetin isaretlerini belirler.
A1

Halkadaki her yiik elemani, eksen izerindeki gozlem noktasindan ayni v R? + 22 uzakli§indadir.
Superpozisyon ilkesinden

@(z)—k/ A
Nl Wi
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A.2

2| < Rigin,

kq 22 -1/2
<I>(z) = E (1 + ﬁ) .

Verilen agiimi € = —1/2 ile kullanarak,

kq kq
‘1)(2) ~ ? — WZ2 .

Potansiyel z — —z donusumunde degismedigi icin sabit olmayan ilk terim ikinci derecedendir.
A.3

Eksen Uzerindeki potansiyelin tlrevini alarak,

do keqz keq
F,=¢ = — ~— z
dz (R2 + 22)3/2 R?
Boylece
keq .
F~ - ﬁz Z
Geri ¢agdirict kuvvet z = 0'a dogru yonelmelidir. Bu nedenle, eksen dogrultusundaki salinimlar igin
q>0
olmalidir.
A.4
Newton'un hareket denklemi su hali alir:
y keq
mzZ=———
R3
%+ w?z = 0Oile kargilastinidiginda,
keq eq
w = =/ —
mR3 degmR3

B.1

Gozlem noktasini (7, 0, 0)'a yerlestirelim. Kutupsal agisi 6 olan bir halka elemaninin yiki

dg= L 46

27

ve bu noktaya uzakligi

= \/R2 + 172 — 2Rrcosf
olur. Dolayisiyla, p = /R tanimiyla,

2w
B(r) kq dé

2rR Jo \/1+p2—2pc050.

p'ya gore ikinci mertebeye kadar agilim yaparak,
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w

1
(14 p? —2pcosh) V2~ 1— E(p2 — 2pcosf) + —(4p? cos? 6)

cMOO

1
=1+ pcosf+ p? (—5 + Ecos29>.

Acisal ortalamalar soyledir:
1
(cosB) =0, (cos? @) = 5"

Dolayisiyla

q(a + Br?) ile karsilastiriidiginda,

a_k 5 ko 1
R’ "~ 4R3  16meoR3 |

R

B.2

2

r, =X + yy olsun. r? = 22 + 32 oldugundan,

keq
2R3

Kuvvetin halkanin dizleminde geri ¢agirici olmasi igin gerek ve yeter kosul

F, =eV, 9 =2efgr, =

r|

qg <0}

Bu isaret igin her enine koordinat bir harmonik osilator denklemini saglar. Dolayisiyla eksen
dogrultusunda ve enine dogrultuda kararlilik, halka ylkunun zit isaretli olmasini gerektirir.

C1

Elektronun etkin bolgede gecirdigi siire
d
T=—
v
olur. d < R oldugundan, buradaki enine kuvvet B.2 kullanilarak hesaplanabilir. Ayrica f > d kosulu,
etkilesim sirasinda enine konumun degisimini ihmal etmemize olanak verir.

Enine uzakligi r olan bir gelen elektron icin enine itme
d
mAv, = F,T = 2efqr —.
v

Gelen elektronun enine hizi sifirdir, dolayisiyla odaklama saglayan ¢ < 0 segimi igin

2 d
eBqr -
mu

0

Vp out =—
olur.

Elektron etkin bolgeden giktiktan sonra bir dogru boyunca hareket eder. ince mercek yaklasiminin
dogrulugu iginde, eksene ulasincaya kadar eksen dogrultusunda aldigi yol

f:— ur

Ur,out
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Bunun sonucunda,

mu? B E B E
2efqd  eBqd eBlqld |

f=

r'nin sadelesmesi, eksene yeterince yakin tim paralel isinlarin ayni odak uzakhgina sahip oldugunu

gosterir.

Cc.2

b uzakligindaki bir kaynaktan v < 1 agislyla yayilan elektron, mercege su enine uzaklikta ulasir:

r = by.
Girigteki enine hizi su bagintiyl saglar:

VUrin

v

~ ~
~ y ~

o3

Mercek, C.1'dekiyle ayni enine hiz degisimini olusturur. Boylece

Urout T N 2efgrd _ . (1 N eﬂqd).

v b mu? b E

Cikis yorungesinin ekseni halkanin ilerisinde ¢ uzaklikta kesmesi icin,

Vr,out r
v ¢
Buradan
1 1 eBqd eBlgld 1
c b E E b
Dolayisiyla
bE bf

T eBlgbd—E _ b—F|

Verilen b > f kosulu, ¢ > 0 olmasini saglar.
C.3

Az once elde edilen sonucu kullanarak,

1 1 1 d 1 d
_+___+<eﬂ|q| __)Zeﬂ\tﬂ.

b c b E b E
C.1'e gore bu, 1/f'ye esittir; dolayisiyla
1 n I 1
b ¢ f]

Boylece ince optik mercek denklemi, belirtilen yaklagimlar cergevesinde saglanir.

D.1

Yalitilmig halkanin sigasi

C:

burada ®, sonsuza gore ylizey potansiyelidir.
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ince bir torus igin birim uzunluk basina yiikii tanimlayalim:

q
A= ——.
2R
Su kosulu saglayan bir ara uzunluk £ secgelim:
a < {<LR.

Ylizey potansiyelini, halkanin yakindaki yaklasik duiz kismiyla uzaktaki egri kisminin katkilarini
birlestirerek hesaplariz.

iletken, yerel olarak yaricapi a olan bir silindire benzer. Disindaki potansiyel, istenen dogruluk
diizeyinde, ekseni tizerine yerlestirilmis bir yiikle temsil edilebilir. Dolayisiyla —¢ < s < £ pargasinin
katkisi

V4
d
Drear ~ k)\/ -
¢ \/82+a?

2 2
:%Mn(£+\/6 Ta )
a

2
%Qk)\ln—e.
a

Uzaktaki kisim igin kalinlik ihmal edilebilir. $oyle tanimlayalim:

14
0= —=<1.
R<<

Halka Gzerinde aralarinda 6 agisi bulunan iki nokta arasindaki uzaklik 2R sin(6/2)'dir. Dolayisiyla

27—0
@far ~ k)\/ R—de
5 2Rsin(6/2)

m—8/2
— k) / du
§/2 smu

)
= 2kA1n cot 1

~ 2k\1n %

Katkilar toplandiginda keyfi ara uzunluk ortadan kalkar:

b, ~ 2k <1n2_€ +lnﬁ>
a

14

= 2kAIn 81

a
q 8R

= In .
47T2E()R a

Boylece

O~ 4Am%eoR .
In(8R/a)

Sonlu a yarigapl, yluzey potansiyelini sonlu kilan kisa uzaklik alt sinirini saglar.
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D.2

Elektronlar etkin bolgeye su anlarda girer ve bdlgeden ¢ikar:

tAA, = —— t _ — C11 —
9 ) +

Halka baslangicta notrdur. Su tanimlari yapalim:
T=R,C, Q=CVy<O.

Kaynaga bagliyken devre denklemi

dg ¢
Ry— + = =1V,
"a T T
ya da
T¢+q=0Q
q(t_) = 0 kosuluyla,
qt) = Q [1 . e*<t+T/2>/T}, T2 <t<T/2.
Halka topraklandiginda,
Tq+q=0.

Anahtarlama aninda yuk sureklidir; dolayisiyla
q(t) = qoe T t>T)2,

burada

vRyC

0 =Q1—eT") =V, {1 — exp (- d )1 .

Zaman araliklarini birlestirerek,

0, t<-T/2,

Q1 — e T/IM)e=t=T/2/7 > 1T)2.

g(t) = { Q1 — e T2/ ~T/2<t<T/2,

Istenen sematik grafik igin, yliklenme basladiktan sonra g(t)'yi zaman ekseninin altinda giziniz.

Baslangigta sifirdir; yiklenme sirasinda surekli olarak ve giderek azalan bir diklikle diger, ¢ = T/2'de

en negatif degerine ulasir ve ardindan sifira dogru Ustel olarak ylkselir. Her iki anahtarlama aninda da

egimi slireksiz bigimde degisirken g(t) surekli kalir.

Yararli noktalar gunlardir:

Zaman Yuk

-T/2 0
0 Q(1 — e /)
/2 @=Ql-e™)

T/2+71 qoexp(—1)
t — +oo 0, asadidan yaklasilir

Dolayisiyla |g(t)|, elektronlar etkin bélgeden gikarken en byuktir.
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E.1

BuradaTileT = d/v karsilastirilabilir blyukliktedir. Bu nedenle yiklenme ve bosalmanin kayda deger
kismi, elektronlar halkadan boyuna dogrultuda d mertebesinde bir uzaklik icinde kalirken gerceklesir.
d < R oldugundan, B.2'deki enine kuvvet ifadesi gegerliligini korur:

F.(t) ~ 2eBq(t)r.
Ayrica f/v > T kosulu, odaklamanin yiik buyiik dl¢tide azaldiktan gok sonra gergeklestigi anlamina

gelir. Kuvvet darbesi sirasinda enine yer degistirme r'ye gore kiguktur; bu nedenle itme hesaplanirken r
sabit tutulabilir:

mAv, = 2eﬂr/ q(t) dt.
-T/2
Yuklenmenin katkisi
T/2
I = Q [1 _ e*(t+T/2)/T] dt
—T/2

=Q [T —7(1— e_T/T)].

Bosalmanin katkisi

Tiis = qo /oo e T2/ q¢
T/2

=qor = Q7(1 — e_T/T).

Toplamlari

/oo q(t)dt:QT:CVO% .

T/2

Bunun sonucunda,
2e[rQd
Av, — 26PrQd
mu

C.1'dekiyle ayni ince mercek geometrisini kullanarak,

ur muv? E E

I = Ao T T eBOVed ~ eBOVed eBCIVold |

Direng, yUk darbesinin bigcimini ve suresini degistirir; ancak toplam itmeye yaptigi katkilar yiklenme ve
bosalma arasinda birbirini goturdr. Etkilesimin sonlu bir bolgeye yayilmasi, varsayilan ince mercek
dogdrulugunun otesinde diizeltmeler dogurur.

E.2

Su ifadeleri karsilastirarak,

sunu elde ederiz:

Esdeder olarak, D.2'yi kullanarak,
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q0
1 —exp[-d/(vR,C)] |

Geft =

Bu etkin yuk, halkanin uygulanan gerilimde suresiz olarak tutulmasi durumunda ulasacagdi ylke esittir.

Bosalma kuyrugu da odaklamaya katkida bulundugu igin buyukligu, gergekte ulasilan en buyuk yik
buyukligunu asar.

Cozum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 3: Parcaciklar ve Dalgalar

[

Her parcacigin bir dalga olarak ve her dalganin bir pargacik olarak betimlenebilecegini ifade eden
dalga—pargacik ikiligi, kuantum mekaniginin temel kavramlarindan biridir. Bu soruda, mikro
dinyanin iki farkli pargacik tiruni —fermiyonlar ve bozonlari— kapsayan ¢esitli kuantum olaylarini
incelemek i¢in bu kavrama ve yalnizca birkag bagka temel varsayima dayanacagiz.

Boliim A. Kutudaki kuantum parcgacigi (1.4 puan)

Potansiyel enerjisi V(x) asagidaki gibi verilen bir boyutlu potansiyel kuyusunda hareket eden,
kitlesi m olan bir pargacik dusunun:

V(z) = {

Klasik bir pargacik bdyle bir potansiyelde herhangi bir kinetik enerjiyle hareket edebilirken,

0, 0<z< UL
oo, x<0veyax > L.

kuantum parcacidi icin yalnizca belirli pozitif, kesikli enerji diizeylerine izin verilir. izin verilen bu
durumlarin her birinde pargacik, duvarlarda digimleri bulunan bir duran de Broglie dalgasi olarak
betimlenebilir.

A.1— 0.4 puan

Kuyudaki kuantum pargaciginin miimkiin olan en dislk enerjisini Emin belirleyin. Cevabinizim, L
ve Planck sabiti h cinsinden ifade edin.

Parcacigin miumkin olan en disiik enerjiye sahip durumuna temel durum, izin verilen diger tim
durumlarina ise uyarilmig durumlar denir. Mimkiin olan tim enerji degerlerini artan sirada
siralayalim ve temel durum icin E;'den baslayarak bunlari E,, ile gosterelim.

A.2 — 0.6 puan
E,, enerjisinin genel ifadesini bulun (buradan =1, 2, 3,...).
A.3 — 0.4 puan

Parcacik bir durumdan digerine ancak ilgili eneriji farkina esit enerjili bir foton yayarak veya
sogurarak anlik gecis yapabilir. Pargacigin birinci uyarilmis durumdan (E5) temel duruma (E)
gegisi sirasinda yayilan fotonun dalga boyunu As; bulun.

Boliim B. Molekiillerin optik 6zellikleri (2.1 puan)

Bu bolimde, yaygin olarak kullanilan ve Sekil 1a'da sematik olarak gdsterilen bir boya molekilt
olan siyanin Cy5 molekultnin gesitli optik 6zelliklerini inceleyecegiz. Molekulin optik ozelliklerini
esas olarak, karbon atomlari arasindaki tekli ve ¢iftli baglarin donlisimlu olarak siralanmasiyla
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olusan ve Sekil 1b'de gosterilen karbon omurgasi belirler; molekuliun uglarindaki halkalarin ve R
radikallerinin etkisi ise ¢cok daha kug¢uktlr. Omurgadaki her C atomunun (ve N atomlarinin) dort
degderlik elektronundan ugul kimyasal baglari olustururken, geriye kalan degerlik elektronlari
"ortaklasa kullanilir” ve tim omurga boyunca hareket edebilir. Bu elektronlarin her birinin net
potansiyel enerjisi Sekil 1c'de salinimli ince gizgiyle gosterilmistir; minimumlar C ve N atomlarinin
konumlarina karsilik gelir.

L=10.5/

—~

NN N NN N
(EC(E 01 \/\/vvvvuvv

Z.
Oae
ok
O
Z+

N CCCCCCCN
() (©)

Sekil 1. (a) Siyanin Cy5 molekillinin kimyasal yapisi (basitlik amaciyla hidrojen atomlari
gosterilmemistir ve R bazi radikalleri belirtir). (b) Ortalama atomlar arasi uzakhigi [ olan Cy5
molekulinin omurgasi. (c) Elektronun omurga boyunca potansiyel enerjisi (ince ¢izgi) ve Denklem
1'de verilen basamak fonksiyonuyla yapilan yaklastirmasi (kalin gizgi).

Basitlik amaciyla bu potansiyel eneriji profilini, Denklem 1'de verilen ve genisligi L = 10.5[ olan
basit fonksiyonla yaklasik olarak temsil edecegiz (Sekil 1c'deki kalin gizgiye bakiniz); burada

[ = 140 pm ortalama atomlar arasi uzakliktir (ayrica Sekil 1b'ye bakiniz). Sonug olarak, bolim
A'da ele alinan bir boyutlu potansiyel kuyusunda hareket eden 10 elektrondan (C atomlarindan 7, N
atomundan 2 ve N iyonundan 1 elektron) olusan bir “elektron gazi" elde ederiz. Hesaplamamizda
bu elektronlarin birbirleriyle etkilesimini ihmal edebiliriz; ancak elektronlarin fermiyon oldugunu ve
dolayisiyla Pauli disarlama ilkesine uydugunu hesaba katmaliyiz. Diger elektronlarin etkisini ve
cekirdeklerin hareketini de ihmal ediyoruz.

B.1— 0.8 puan

Elektron sisteminin baslangicta temel durumda oldugunu varsayarak, Cy5 molekulinin
sogurabilecedi fotonun en blyik dalga boyunu A hesaplayin. Cevabinizi [, fiziksel sabitler ve bir
sayisal ¢arpan cinsinden ifade edin ve sayisal degerini hesaplayin.

B.2 — 0.4 puan

Bir baska boya molekill olan Cy3 benzer bir yapiya sahiptir, ancak omurgasi 2 karbon atomu daha
kisadir. Cy5 molekduline kiyasla sogurma spektrumu, spektrumun daha mavi bolgesine mi yoksa
daha kirmizi bolgesine mi kaymistir? Bu spektral kaymanin buyukligini A\ sayisal olarak
hesaplayin. iki karbon atomunun cikariimasinin molekiiliin seklini degistirmedigini ve yalnizca
omurganin uzunlugunu iki atomlar arasi uzaklik kadar kisalttigini varsayabilirsiniz.

Uyarilmis durumdaki bir molekdl, foton yayarak temel duruma kendiliginden gegis yapabilir. Bu
olaylarin ortalama hizi K (yani uyariimis durumdaki molekdillerin sayisinin dt¢ siiresindeki bagil
azalmas;, dN/N, K = L dN) yayilan fotonun dalga boyu ), gegis elektrik dipol momenti d (
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d ~ el mertebesindedir; burada e temel yiiktiir), boslugun elektriksel gegirgenligi £ ve Planck
sabiti h tarafindan belirlenir.

B.3 — 0.7 puan

Boyut analizini kullanarak kendiliginden yayim hizinin g, h, A ve d cinsinden ifadesini belirleyin.
ifadenizin sayisal carpani = %w?"tUr.

B.4 — 0.2 puan

Cy5 molekdili igin d ~ 2.4 el'dir. Cy5 molekiliiniin en diistik uyarilmig durumunun ortalama
floresans 6mrind, 7¢y5, hesaplayin; bu siire, temel duruma iginimli gegis hizinin tersidir.

Boliim C. Bose-Einstein yogunlagsmasi (1.5 puan)

Bu bollim, Bolim A ve B ile dogrudan iligkili degildir. Burada bozonik pargaciklarin kolektif
davranisini inceleyecegiz. Bozonlar Pauli digarlama ilkesine uymaz ve dislk sicakliklarda ya da
yuksek yodunluklarda Bose—-Einstein yogunlagsmasi (BEC) olarak bilinen ¢arpici bir olay yasar. Bu,
ilgi ¢cekici bir kolektif kuantum durumuna faz gegisidir: cok sayida 6zdes pargacik tek bir kuantum
durumunda ‘yogunlasir’ ve tek bir dalga gibi davranmaya baslar. Bu gegise genellikle sabit sayida
parcacigin kritik sicakhigin altina sogutulmasiyla ulasilir. ilke olarak sicaklik sabit tutularak ve
parcacik yogunlugu kritik degerinin lizerine gikarilarak da gecis saglanabilir.

Gecisteki sicaklik ile pargacik yogunlugu arasindaki iliskiyi inceleyerek baslayacagiz. Gorulecegi
Uzere, bunlarin kritik degerleri basit bir gozlemden hareketle kestirilebilir: Bose-Einstein
yogunlasmasi, parcaciklarin hiz kareleri ortalamasina karsilik gelen de Broglie dalga boyu, gazdaki
parcgaciklar arasindaki karakteristik uzakliga esit oldugunda gerceklesir.

C.1— 0.4 puan

Isil dengede bulunan, etkilesmeyen 87Rb atomlarindan olusan bir gaz icin, atomlarin tipik dogrusal
momentumunun p ve tipik de Broglie dalga boyunun Agp ifadelerini atomun kditlesi m, sicaklik T’
ve fiziksel sabitlerin fonksiyonu olarak yazin.

C.2 — 0.5 puan

Gazdaki pargaciklar arasindaki tipik uzakligi, £, pargacik yogunlugu n'nin fonksiyonu olarak
hesaplayin. Buradan kritik sicakligi 1%, atomlarin kitlesi, yogunlugu ve fiziksel sabitlerin fonksiyonu
olarak elde edin.

Laboratuvarda BEC elde etmek icin deneycilerin gazlari T,, = 100 nK kadar distik sicakliklara
sogutmalari gerekir.

C.3 — 0.6 puan

Gegis boyle bir sicaklikta gergeklesiyorsa Rb gazinin pargacik yogunlugu n. nedir? Karsilastirma
amaciyla, standart sicaklik ve basingta (STP), yani T, = 300 K ve pg = 10° Pa kosullarinda bir
ideal gazin ‘olagan’ pargacik yogunlugunu 1o da hesaplayin. ‘Olagan’ gaz kag kat daha yogundur?
Atomlarin kutlesinin 87 atomik kutle birimine (1mamu) esit oldugunu varsayabilirsiniz.

Boliim D. Ug demetli optik érgiiler (5 puan)

ilk Bose-Einstein yogusuklari 1995 yilinda iiretildi ve o zamandan bu yana deneysel ¢alismalar
farkli yonlere yayildi. Bu bolumde, yogusugun birkag esevreli lazer demetinin girisimiyle
olusturulan, uzayda periyodik potansiyellere yuklenmesi seklindeki 6zellikle verimli bir fikri
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inceleyeceksiniz. Ortaya ¢ikan girisim desenlerinin periyodik yapisi nedeniyle bunlara optik érgller
denir. Optik orgude hareket eden bir atomun potansiyel enerjisi V('F), IsIgin yerel siddetiyle
orantilidir ve hesaplamalarinizda asagidaki ifadeyi varsayabilirsiniz:

V(@) = —a <\E(?, t)‘2>. @)

Burada « pozitif bir sabittir ve acili parantezler, hizla salinan terimleri ortadan kaldiran zaman
ortalamasini belirtir. 2. lazerin olusturdugu elektrik alan su sekilde betimlenir:

Ei = EO,Z’ 51 COS(EZ' -7 — wt), (3)

burada Ey; genlik, Ez dalga vektori ve €; birim uzunluklu kutuplanma vektoruddr.

(b)

Sekil 2. (a) Ug demetli optik 6rgii: dalga vektorleri 21,2,3 olan U¢ duzlem dalga, gri daireyle
belirtilen bolgede kesisir ve girisim yapar. (b) Diizgln altigenin simetrileri: diiz ve kesikli gizgiler iki
simetri ekseni klimesini gosterir. (c) Eyer noktasi: bir ylizey Uizerinde, birbirine dik yonlerdeki
egimlerin tumunun sifir oldugu, ancak cizilen fonksiyonun yerel ekstremumu olmayan bir nokta.
Duz cizgiyle isaretlenmis yol boyunca ilerlerken gorunirde bir minimumla karsilasilir. Gergek bir
minimumu bir eyer noktasindan (gosterilen) ayirt etmek icin dik yonde (kesikli ¢izgi) ek bir
inceleme gerekir.

Goreviniz, esit siddette Ug esevreli lazer demetinin girisimiyle olusturulan d¢gensel optik érgdleri
incelemektir. Tipik bir dizenek $ekil 2a'da gosterilmigtir. Burada ti¢ demetin timu z yoninde

kutuplanmistir, zy diizleminde yayilir ve esit 120° acilarla kesisir. z ekseninin yonini %1 dalga
vektorune paralel segin.

D.1— 1.4 puan

Denklem 2 ve 3'l kullanarak demetlerin diizlemindeki potansiyel enerjinin V(7), ¥ = (x, y)'nin
fonksiyonu olarak ifadesini elde edin.

Ipucu: Sonug, sabit bir terim ile argiimanlari Bl - 7 olan (g kosinis fonksiyonunun toplami olarak

sade bir bicimde ifade edilebilir. Lutfen sonucunuzu bu bigcimde yazin ve Zl vektorlerini belirleyin.
D.2 — 0.5 puan

Ortaya ¢ikan potansiyel enerjinin alti kath donme simetrisi ekseni vardir; yani potansiyel dagihmi,
orijin etrafinda 60°'nin bir kati kadar déndurildiginde dedismez. Bunun gergekten boyle
oldugunu kanitlayan basit bir gerekge sunun.
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Yukaridaki simetri gozlemi, iki boyutlu potansiyel dagiliminin V(F) incelenmesini kolaylastirir. Sekil
2b'de gosterildigi gibi dlizglin bir altigenin, sirasiyla karsilikli koseleri (duz gizgiler) ve karsilikl
kenarlarin orta noktalarini (kesikli gizgiler) birlestiren simetri dogrulari vardir. Bu nedenle, bizim
durumumuzda iki boyutlu potansiyel grafikleri gizip incelemek gerekmez; ¢linkii simetri dogrular
boyunca uzanan x ve y koordinat eksenlerine odaklanarak birgok sonuca ulasilabilir.

D.3 — 1.2 puan

Potansiyelin V() koordinat eksenleri boyunca davranigini tiiretin; yani Vy(z) = V(z, 0) ve

Vy (y) = V(0, y) fonksiyonlarini belirleyin. Tek degiskenli fonksiyonlar olarak Vy(x) ve Vy(y)'nin
ekstremumlarinin konumlarini belirleyin. Bu fonksiyonlar periyodik oldugundan, litfen listelerinize
periyodik olarak tekrarlanan minimum ve maksimum ailelerinin her birinden yalnizca bir temsilci
ekleyin.

Orgii noktalari olarak adlandirilan noktalarin, yani tam iki boyutlu potansiyelin V(F) minimumlarinin
konumlarini belirlemek istiyoruz. Tek degdiskenli Vx ve Vy fonksiyonlari igin elde edilen
minimumlar, bunlarin olasi konumlarini gosterir; ancak eyer noktalarini elemek icin yine de kontrol
edilmeleri gerekir. Sekil 2c'de gosterildigi gibi eyer noktalari, tek bir dogru boyunca incelendiginde
minimum gibi gortinebilir, ancak minimum degildir.

D.4 — 0.8 puan

Optik 6rgunlin gercek minimumlarini belirlemek i¢in dnceki sorudaki sonuclarinizi gézden gegirin:
Orijine en yakin olan (ancak orijinle gakismayan) tim esdeger minimumlari belirleyin. En yakin
minimumlar arasindaki uzaklik a, baska bir deyisle optik 6rgumuzin 6rgu sabiti nedir? Cevabinizi
lazerin dalga boyu Ay, cinsinden ifade edin.

Asiri soguk atomlarin elektriksel olarak notr olmasi, etkilesimlerinin yalnizca iki veya daha fazla
atomun optik érgliniin ayni noktasini isgal etmesi durumunda 6nem kazandigini distndurdr.
Bununla birlikte deneyciler, uzun menzilli atomik etkilesimlere olanak veren dizenekleri de
inceleyebilir. Olasi bir yaklasim, fiziksel olarak buytk olan ve diger bazi 6zellikleri de olagandisi
Olclde buyuk olan Rydberg atomlari denilen atomlarin olusturulmasina dayanir. Rydberg atomlari,
bir elektronu ¢ok yiiksek bir bag kuantum sayisina n sahip bir duruma ¢ikarilmig uyariimig
atomlardir. Bir Rydberg atomunun boyutu, yoriingesel agisal momentumu nh olan bu elektronun
klasik dairesel yoriingesinin yaricapl hesaplanarak kestirilebilir; burada A indirgenmis Planck
sabitidir.

D.5 — 1.1 puan

Rb Rydberg atomunun yarigapinin lazer 1giginin dalga boyuyla Aj,s = 380 nm karsilastirilabilir
olmasina karsilik gelen n dederini hesaplayin. Cevabinizi A4 ve fiziksel sabitler cinsinden verin ve
sayisal degerini bulun.

Soru metni resmi ingilizce metinden cevrilmistir.

Cevaplar

Burada m,, elektron kdtlesini belirtir. B6lim D igin ortak alan genligini £y, U = ozE'g > 0ve
asagidaki buyuklukleri tanimlayalm:
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k = y PX =~ = —.
)\la,s 3k \/3 k
h2
e A1 Frin
il
h
« A2:E, =" n=1,23,
8mL?2
P — 8mcL?
O A9l — 3h o :
882 m.cl
* B.1: A\cys = ST ~ 648 nm. 2
1580 m.cl
¢ B.2: Maviye kayma: Acy3 ~ 519 nm ve A\ = W% ~ 129 nm.
1673d?
e B3: K= ——.
3€0h)\3
3e0hAd
. B.4: =— % ~33ns.
T = T6r3(2.4el)? ns
e Cl:ip= \/3kaT, AdB = ——.
V3mkgT
h2n2/3
e C.2: Belirtilen gegis kestirimi kapsaminda £ = n_l/?’, T, = .
3mkp
e C.3:m. ~ 159 x 10 m~3, ng ~ 2.41 x 10%® m~>; olagan gaz 1.52 x 10 kat daha

yogundur.

e DA:V(¥) =-U

3
% + ;cos(gi . F)] : burada 31 =5 (%, — \/§)’32 = k(0, \/§) ve

2
- 3 \/5
ba = <—5’—7)-

e D.2: Altl vektor {igl, ig2, :i:gg} diizgiin bir altigen olusturur. 60°'lik bir donme bunlarin
yerlerini degistirir ve kosinus ¢ift fonksiyondur; dolayisiyla V' degismez.

5 3k U 3k
e D.3: Vx(z) =-U [§+2cos (Txﬂ veVy(y):—? 1+2cos<\/2 y)

modiilline gore x kesitinin 0'da bir minimumu ve PX/2'de bir maksimumu vardir. Py

2
. Px

modiiliine gore y kesitinin 0, Py/2'de minimumlari ve Py/3, 2Py/3'te maksimumlari vardir.
2
e D.4:a = §>‘las- En yakin alti minimum (+a, 0) ve (ia/2, ++/3 a/2> noktalaridir; son

koordinat ¢iftindeki isaretler birbirinden bagimsizdir.

Z)\
D.5:n = Me€ Alas 84.7; bu, n =~ 85'e karsllik gelir.
47T80ﬁ2

Sayisal hesaplamalarda su degerler kullaniimistir:

L

Cozum
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h = 6.62607015 x 1034 Js, ¢ = 2.99792458 x 103 ms™!,

m, ~ 9.10938 x 103! kg, e = 1.602176634 x 107 C,

g0~ 8.85419 x 10 2 Fm™!,  kp =1.380649 x 1072 JK !,
Mamu =~ 1.66054 x 1072 kg.

A1

Dalganin her duvarda bir digumu olmalidir. Kuyuya sidan, 6zdes olarak sifir olmayan en uzun dalga
boylu duran dalganin yarim dalga boyu, kuyunun genisligine esittir:

I AdB,1 .
2

Dolayisiyla de Broglie bagintisi su sonucu verir:

__h A
Pr=Ner 2L

Kuyu iginde potansiyel eneriji sifir oldugundan, goreli olmayan kinetik eneriji ifadesi kullanilarak

pi _ R
2m 8mL2

E min —

elde edilir. Dalga sayisi sifir olan bir durum, dalga 6zdes olarak sifir olmadik¢a her iki sinir kosulunu da
saglayamaz; dolayisiyla izin verilen bir pargacik durumu degildir.

A.2

n. duran dalga modunda duvarlarin arasina n yarim dalga boyu sidar:

A
L=n d;’", n=1223,....

Bunun sonucunda

2L nh

)‘dB,n:7a Pn =57
ve
B n2h?

" 8mlL?2
elde edilir.
A.3

Enerjinin korunumu geregi yayilan fotonun enerijisi, pargacigin enerjisindeki azalmaya esittir:

he (4 — 1)h2
—=Fy—F1 = ——.
)\21 2 ! 8mL2
Buradan
8melL?
An = —5p
bulunur.
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B.1

Her uzaysal enerji diizeyinde zit spinli iki elektron bulunabilir. Dolayisiyla on elektronlu sistemin temel
durumundan = 1,...,5 dlzeyleri, her diizeyde iki elektron olacak sekilde doludur.

Mimkiin olan en kiglk uyariima, bir elektronu n = 5 diizeyinden ilk bos diizey olan n = 6'ya ¢ikarir. Bu
uyarilmanin enerjisi

62 — 52)h2 11h2
AECy5:E6_E5:( ) _

8me.L?>  8m.L?
seklindedir. Sogurulan en kiiguik foton enerjisi en buyuk dalga boyuna karsilik gelir:
hc 8m cL?
)‘Cy5 = = .

L = 10.5! kullanildiginda

8(10.5)2 mecl® 882 mecl?
11 h 11 h

>\Cy5 =

elde edilir. | = 140 x 10~'2 m yerine konuldugunda

Acys = 6.48 x 107" m = 648 nm

bulunur.
B.2

iki karbon atomunun cikariimasi, ortaklasa kullanilan iki elektronu ortadan kaldirir ve kuyuyu 21 kadar
kisaltir. Dolayisiyla Cy3'lin sekiz elektronu vardir ve

Lcy3 = 8.51.
Temel durumdan = 1, ..., 4 dizeyleri doludur. En diislik uyariima 4 — 5 gegisidir; dolayisiyla
(52 — 42)h2 B 9h?

AEcy3 =

8me(8.51)2  8m.(8.50)2°
Boylece
8(8.5)* m.cl> 578 m.cl?
9 h 9 h
Bu, Cy5'in dalga boyundan daha kisadir; dolayisiyla kayma maviye dogrudur. Kaymanin biyudkliga
AN = Agys — Acys
_ (882 578) mecl?

~ 519 nm.

/\Cy3 —

119 h
1580 mecl?
S99 R

seklindedir. Dolayisiyla

AXN~1.29%x 10" m = 129 nm|.

B.3

Dipol momentinin boyutu yuk ile uzunlugun ¢arpimidir:

[d] = Cm.
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oldugundan

elde edilir. Boyutu J s olan h'ye ve A3'e bolmek, gereken ters zaman boyutunu verir:
2
coh\3

B 167m3d?
~ 3goh\3

Verilen boyutsuz ¢arpan kullanilarak

bulunur.

Burada K pozitif bozunma hizidir. Uyarilmis durumda kalan molekadillerin sayisi N(t) igin bozunma
denklemi dN/dt = — K N'dir; soru metnindeki “badil azalma" pozitif kayip olarak yorumlanir.

B.4

Verilen modele gore, en duguk uyariimis durum temel duruma ddnerken dalga boyu )\Cy5 olan bir foton
yayar. Dipol momenti

d=24el~538x10%Cm
seklindedir. Kendiliginden yayim hizi

B 167r3(2.4 el)2

K=———"—"~301x10°s""
3€0h>\Cy5

olur. Ustel bozunmada ortalama émir 1/ K 'dir:

3e0h A5

— —  _ ~3.3ns|
1673 (2.4 el)? e

TCy5 —

Ci1

Soruda belirtilen sicaklik kestirimi igin, egbollgsim ilkesi Ug boyuttaki ortalama 6teleme kinetik enerijisini
verir:

1
§m<v2> = %kBT

Dolayisiyla hizin karesinin ortalamasinin karekokiine karsilik gelen tipik momentum

p=my/(w?) = /BmhksT

olur. Bunun de Broglie dalga boyu

h h
AdB = —

p B vV 3mkgT

seklindedir.
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C.2

Sayi yogunlugu 1 oldugunda pargacik basina ortalama hacim 1/n'dir. Dolayisiyla karakteristik dogrusal

uzakhk
L=n"13
olur. Sorudaki gecis dl¢utu olan
Aas(Te) = ¢,
uygulandiginda
h _ 18

vV 3kaTC

elde edilir. Karesi alinip yeniden diizenlendiginde

h2n2/3
- 3mkp

c

bulunur. Bu, belirtilen dalga boyu-uzaklik dl¢ttinden elde edilen kritik sicaklik kestirimidir.
C.3
Rubidyum igin

m = 8TMup, ~ 1.44467 x 10~ 2 kg, T.=100nK = 1.00 x 10 " K.

C.2'nin sonucu yogunluk igin ¢ozuldiglinde

( 3mkgT, ) 3/2
Ne= | —m
h2

bulunur. Sayisal olarak

ne. ~ 1.59 x 101¥ m—3|

Buna karsilik gelen uzaklik yaklasik 8.57 x 10~7 m'dir.

Olagan ideal gaz icin ideal gaz yasasi

po = noksTo
sonucunu verir. Soruda belirtilen sicaklik ve basing kullanilarak
10°
ng=-———~241x 10® m*
kg (300)

bulunur. Boylece

0152 % 107|.
nc

Olagan gaz yaklasik on bes milyon kat daha yogdundur.
DA

Ug alanin genligi de E olsun. Dalga vektorlerini Sekil 2a ile uyumlu secersek

k1 = k(1,0), Ezzk(—l,ﬁ), E3:k<—l—£>,

27 2 27 2
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burada k = 27/ Ap,6'tir.

Tim kutuplanmalar z dogrultusunda oldugundan alanlar bu dogrultuda skaler olarak toplanir:
— 3 —
E(F,t) = Eoz Y cos(k; - 7 — wt).
i=1

Gerekli zaman ortalamalari

<c052(¢ — wt)> = %,

ve

(cos(s — wt) cos(8; — wr)) = Seos(g: — )

seklindedir. Dolayisiyla

Su tanimlari yapalim:

Kosinis ¢ift fonksiyon oldugundan her fark igin segilen isaret nemsizdir. U = aEg ile

V(7)) =-U l% + cos(gl - 7) + COS(B2 - F) + cos(33 . 7—;)]

elde edilir. Birinci ve Uglincl kosinusun birlestiriimesi, koordinatlar cinsinden gsu kullanigh bicimi verir:

; 1 2cos <%> cos (ﬁky> + COS(\/§ky)] :

V(z,y) = -U

2 2

D.2

Ug g, vektoriiniin blytkligi v/3 k'ya esittir ve aralarindaki agilar 120°'dir. Negatifleri de dahil
edildiginde, ardigik agisal araliklari 60° olan alti vektér elde edilir.

Konum vektoriini 60° dondirmek, her skaler garpimda ilgili Bi'yi —60° dondlrmeye esdegerdir. Bu

islem her Bi'yi {:I:Z%} kimesinin bagka bir elemanina goturar.

cos(—gj - T) = cos(gj - 7),
oldugundan toplam degismez. Dolayisiyla potansiyel, belirtilen alti kath donme simetrisine sahiptir.
D.3

y = 0 alinirsa
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Temel periyodu

seklindedir. Turevi
) 3kx
V)I((LL') = 3Uksin <T)
olur. 0 < & < Py araliginda minimum = = 0'da, maksimum ise z = Py /2'dedir.

y ekseni igin

V3ky
2

tanimini yapalim. O halde
3
W(y) =-U (5 + 2 cosq + cos 2q).

cos 2q = 2 cos? ¢ — 1 kullanildiginda

Vy(y) = ——=(1+2cosq)?

U
2

elde edilir. Temel periyodu
B 4 B 2 \las
V3k V3

Py

seklindedir. Turev alindiginda
Vi (y) = V3UK(1 + 2cos q) sing
bulunur. Dolayisiyla duragan noktalar ya sinqg = 0 ya da cosq = —1/2 kosulunu saglar.

Her ekstremum ailesinin bir temsilcisi $oyledir:

Kesit Bir periyot icindeki koordinat O eksen boyunca niteligi Potansiyel

Vx z=0 Minimum —9U /2
Vx z = Px/2 Maksimum -U/2
15% y=0 Minimum —9U /2
Vy y= Py/3 Maksimum 0
15% y= Py/2 Minimum -U/2
Vy y=2Py/3 Maksimum 0

Boylece Vx, —5U/2 etrafinda bir siniizoiddir. Bir periyot boyunca Vy, derin bir minimumdan sifira
yukselir, daha si1g bir minimuma duser, yeniden sifira yukselir ve bir sonraki periyot sinirinda derin
minimuma geri doner.

D.4

Once
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(z,y) = (0, %)

noktasindaki goriinirde sig minimumu kontrol edelim. Burada tam potansiyelin ikinci tlirevleri

9 3

‘{ia} = "'Ei'l]]g2, ‘/Qy - EE'C]]C2, ‘/;Z/ = ()

seklindedir. Egrilikler zit isaretli oldugundan bu nokta bir 6rgu noktasi degil, bir eyer noktasidir.

Orijinde
9 2
‘Ciay — ‘/&y — ?é'l;rlc 3 ‘Ciy — (),

oldugundan orijin gergek bir minimumdur.

Tam gercek minimumlarin yerlerini bulmak icin

_ 3kx B V3ky

¢
7 17

yazalim. Duraganlik kosullari

sintcosq = 0, sing(cost + 2cosq) =0

seklindedir. cos g # 0 ise x yoniindeki duradanlik sint = 0 gerektirir. Bu durumda x yéniinde pozitif

egdrilik olmasi igin

costcosq > 0.

olmalidir. cost ve cos q ayni isaretli oldugundan cos t 4 2 cos q sifir olamaz. Dolayisiyla sin g = 0'dir. Bu

nedenle minimumlarda

t=nmr, q =TS,

olur; burada r, s tamsayilari ayni tek-¢ift 6zelligine sahiptir. Geriye kalan duraganlik olasiligi olan

cos g = 0, ayrica cos t = 0 gerektirir; bu durumda Hess matrisinin determinanti negatiftir, dolayisiyla

yalnizca eyer noktalari elde edilir.

r = 2j + s yazilirsa 6rgl noktalari

. . s 3s .
Tj,s:a(j—FE,\/_ )a .778627

seklindedir; burada
A
- 3k

Bu noktalarda g girisim kosinlsuniin timi 1'e esittir ve

a

9
‘/hlhl - ‘_'Ei'lf.
Orijinden uzakligin karesi

75" = a®(5* + js + 57)

seklindedir. Sifirdan farkli tamsayi ciftleri icin pozitif tamsayi j2 + js + s2'nin en kiigiik degeri 1'dir. Bu

deger alti noktada elde edilir:

eulersolve.org/ipho/2021/

33/34



oo (35) (35) (-

V3a
2

)

a

Ea

3a
2

) |

Bu noktalar orijin etrafinda diizglin bir altigen olusturur. Dolayisiyla

4
a = - = z)\las -
3t 3

D.5

Yiksek derecede uyariimis bir dis elektron icin gekirdek ve i¢ elektronlar, net yiku +e olan bir merkez

gibi davranir. Belirtilen klasik dairesel yortinge modelini kullaniyor, elektronun bu merkez bolgesine
nufuz etmesinden kaynaklanan etkileri ve ¢cok daha agir olan merkezin hareketini ihmal ediyoruz.

Coulomb ¢ekimi merkezcil kuvveti saglar:

mev? B e?
r Adwegr?’
Verilen agisal momentum
mevr = nh
seklindedir. v yok edildiginde
n’h?2 e?

)
mers 4eor?
boylece

r=——73"n" =an’,
mMe€
elde edilir; burada

ap ~ 5.292 x 10 ! m.

. Alas o meez>\las
n = = —|
(o7)) 47T€()h2

Kestirilen yarigapi Alas'a esit alirsak

Alas = 380 nm igin

-9
n— \/ 380 x10 ° 47

5.292 x 101!

Dolayisiyla karsilik gelen tamsayi bas kuantum sayisi

olur.

Gozlm, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.
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