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题目 1：零长度弹簧与彩虹弹簧

零有效长度弹簧（ZLS）是一种弹力与弹簧长度成正比的弹簧，即当  时， ，其中

 是弹簧的最小长度，也是其未拉伸时的长度。图 1 给出了 ZLS 的弹力  与弹簧长度  之间的关

系，其中直线的斜率为劲度系数 。

图 1：弹力  与弹簧长度  之间的关系

ZLS 可用于地震测量，并能够非常精确地测量重力加速度  的变化。这里，我们将考虑一根均匀的

ZLS，其重力  大于 。我们定义相应的无量纲比值 ，以表征弹簧的相对

柔软程度。名为“彩虹弹簧”（slinky）的玩具可能是（但不一定是）这样的 ZLS。

部分 A：静力学（3.0 分）

A.1
考虑未拉伸的 ZLS 弹簧中长度为  的一段，在失重条件下，用力  将其拉伸。该段的长度

 是 、  及弹簧参数的什么函数？

0.5

分

A.2 对于长度为  的一段弹簧，计算将其从原长  拉伸至长度  所需做的功 。
0.5

分

在本题中，我们用弹簧未拉伸时某点到弹簧底端的距离  来标记弹簧上的该点。特别地，

对于弹簧上的每一点，  在弹簧拉伸过程中保持不变。

A.3
假设将弹簧的顶端悬挂起来，使其在自身重力作用下伸长。悬挂的弹簧达到平衡时，其总长度

 是多少？用  和  表示你的答案。

2.0

分

部分 B：动力学（5.5 分）

实验表明，将弹簧悬挂至静止后释放，它会从顶端开始逐渐收缩，而下部保持静止（见图 2）。随着

时间推移，收缩部分作为一个整体运动，并不断吸纳更多的弹簧线圈，而静止部分则逐渐变短。弹簧

上的每一点只有在运动部分到达该点时才开始运动。只有当弹簧完全收拢、达到其未拉伸时的长度

 时，弹簧底端才开始运动。此后，收拢的弹簧在重力作用下作为刚体继续竖直下落，不发生翻

滚。
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图 2：左：彩虹弹簧自由下落过程中拍摄的一组连续照片。右：弹簧自由下落过程中的运动部分 I 和

静止部分 II。

在本题的其余部分中，请根据上述模型求解。可以忽略空气阻力，但不能忽略 。

B.1

计算从弹簧释放的瞬间起，到其完全收拢并恢复至最小长度  所需的时间 。用 、  和 

表示你的答案。对于 、 、  的弹簧，取  为

，计算  的数值。

2.5

分

B.2

在本小题中，  表示部分 I（图 2 中的运动部分）与部分 II（静止部分）之间分界处的坐标。在

静止部分仍然存在的某一时刻，其质量为 ，运动部分各点以相同的瞬时速度

 运动。证明在该时刻（静止部分仍然存在时），运动部分的速度为 。

用 、  和  表示常数  和 。

2.5

分

B.3
根据 B.2，求弹簧释放后、撞击地面前的运动过程中，其运动部分的最小速率 。用 、

、  和  表示你的答案。

0.5

分

部分 C：能量分析（1.5 分）

C.1
计算从弹簧释放的瞬间起，到弹簧即将撞击地面之前，因生热而损失的机械能 。用 、

、  和  表示你的答案。

1.5

分

题目译自官方英文原文。
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答案

A.1

A.2，对于 ：

A.3

B.1

B.2，取向下的速度为正：

收拢过程经过的范围为 。

B.3

该最小速率出现在运动部分与初始时紧密并拢的底部发生碰撞之后的瞬间。

C.1

解答

A.1

在失重条件下，各处张力相同。由于弹簧是均匀的，每一段拉伸后的长度与未拉伸时的长度之比都相同。

当  时，整根弹簧的长度为 ，因此

等价地，该段弹簧的劲度系数为

当  时，该段弹簧保持最小长度。因此

Δy = Δℓ max(1,
F

kL0
)

Δy ≥ Δℓ
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]
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A.2

将张力增大到  的过程不产生位移，因此不需要做机械功。在随后的拉伸过程中，当该段弹簧的瞬时长

度为  时，

准静态拉伸所需做的功为

因此

这也是弹性势能的增加量。

A.3

单位未拉伸长度的质量为

在物质坐标  处，张力支撑着该点下方的全部弹簧：

只有在  的位置才会发生拉伸。因此，紧密并拢部分与拉伸部分的分界处满足

因此，弹簧最下方占比为  的部分保持未拉伸状态。

设  为平衡时相对于底端的高度。在局部应用 A.1 的结果，得

积分并利用 ，得

特别地，
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⎪
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B.1

释放后，重力是唯一的外力。因此，即使内部碰撞耗散能量，质心仍以加速度  下落。

初始质心高度为

在完全收拢的瞬间，底端尚未移动。弹簧占据从  到  的区间，因此

所以质心下落的距离为

由于质心从静止开始下落，

因此

对于题给数据，

使用以下等价表达式较为方便：

数值计算得

B.2

取向下的速度为正。引入

这里，  是已并入运动的紧密并拢部分的弹簧在未拉伸时的长度。该部分的质量和实际长度为

由于剩余弹簧静止，向下的总动量为 。从释放时刻起对外力  作时间积分，得

g

ycm,0 =
1
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∫
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0
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=
1
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[∫
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0
ℓ dℓ + ∫
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(
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+
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2
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即

这一动量方程包含了运动部分质量增加的影响。

运动部分的下边界位于高度  处。因此，其顶端的高度为

当分界处位于初始时被拉伸的部分内时，

将此式与  联立，得

从  开始积分，得

因此

代入动量关系式，得

于是

运动的分界处在  时到达初始时紧密并拢的底部。因此，这一连续收缩阶段所涵盖的范围为

B.3

由于 ，运动部分的速率随  减小而降低。在即将到达初始时紧密并拢的底部之前，其速率为

M

L0
xvI = Mgt,
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3
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此时，运动部分的质量为 ，而紧密并拢的底部质量为 ，仍然静止。弹簧已达到最小总长

度，因此这两部分通过一次完全非弹性碰撞结合在一起，这与题设要求此后作刚体运动相符。

在这一瞬时碰撞过程中，重力的冲量可以忽略。由动量守恒，得

因此

这一速率小于 。此后，整根弹簧以加速度  向下加速，速率增大。因此，

作为检验，

所以

这与完全收拢时总动量的要求一致。

“释放后”排除了释放瞬间完全静止的状态。在题设的连续介质模型中，当  时，运动部分的质量趋

于零，因此在总动量趋于零的同时，速率可以趋于一个有限值。

C.1

取弹簧处于最小长度时的弹性势能为零。对无穷小的一段弹簧应用 A.2 的结果，得

初始时紧密并拢的底部对弹性势能的贡献为零。因此

利用 ，得

完全收拢之后的瞬间，弹性势能为零，整根弹簧以速率  平动。截至这一时刻，耗散的能量为

然而，由质心的自由落体运动可得

这两项相消，剩下
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2
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收拢后，弹簧作为刚体下落，不受空气阻力，也不发生翻滚，因此在撞击前不再损失机械能。将结果因式

分解，得

解答已与官方解答核对。

题目 2：微波炉的物理原理

本题讨论微波炉中微波辐射的产生，以及利用微波辐射加热食物的过程。微波辐射由一种称为“磁控

管”的装置产生。A 部分讨论磁控管的工作原理，B 部分讨论食物对微波辐射的吸收。

图 1

部分 A: 磁控管的结构与工作原理（6.6 分）

磁控管是一种产生微波辐射的装置，既可以产生脉冲辐射（用于雷达），也可以产生连续辐射（例如

用于微波炉）。磁控管具有一种自放大的振荡模式。给磁控管施加静态（非交变）电压，就能迅速激

发这一模式。由此产生的微波辐射被传输到磁控管外。

典型的微波炉磁控管由实心铜圆柱形阴极（半径为 ）和环绕它的阳极（半径为 ）组成。阳极呈厚

圆柱壳形，其中钻有圆柱形空腔。这些空腔称为“谐振腔”。其中一个谐振腔与天线耦合，天线将微波

能量传输出去；以下讨论中我们忽略天线。所有内部空间均为真空。我们考虑一个具有八个谐振腔的

典型磁控管，如图 1(a) 所示。单个谐振腔的三维结构如图 1(b) 所示。如图所示，八个空腔中的每一

个都相当于一个电感–电容（LC）谐振器，其工作频率为 。

沿磁控管的纵轴施加一个静态匀强磁场，在图 1(a) 中其方向垂直纸面向外。此外，在阳极（正电

势）与阴极（负电势）之间施加恒定电压。从阴极发射的电子到达阳极并使其带电，从而激发一种振

荡模式，在该模式下，每两个相邻谐振腔的电荷符号相反。空腔的振荡使这些振荡得到放大。

.Q =
MgL0

6α
(1 − 3α2 + 2α3) =

MgL0

6α
(1 − α)2(1 + 2α)

a b

f = 2.45 GHz
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上述过程在阴极与阳极之间的空间中产生频率为前述  的交变电场（图 1(a) 中的蓝

线；图中未画出静电场），它叠加在外加恒定电压所产生的静电场上。在稳态下，阳极与阴极之间交

变电场的典型振幅约为该处静电场的 。阴极与阳极之间空间中的电子运动同时受到电场的静态部分

和交变部分的影响。这使得到达阳极的电子将其从静电场获得的能量的约  转移给交变电场。少

数发射出的电子返回阴极，释放出更多电子，从而进一步放大交变电场。

每个谐振腔都可以看作一个电容器和一个电感器，见图 1(b)。电容主要来自谐振腔表面的平面部分，

而电感则来自圆柱面部分。假设谐振腔中的电流在紧贴其圆柱形空腔表面处均匀流动，且该电流产生

的磁场大小为理想无限长螺线管磁场大小的  倍。确定谐振腔几何形状的各个长度在图 1(b) 中给

出。真空介电常数和真空磁导率分别为  和 。

A.1 — 0.4 分

利用上述数据估算单个谐振腔的频率 。（你的结果可能与实际值  不同。在本题

其余部分中，请使用实际值。）

下面的任务 A.2 不涉及磁控管本身，而是帮助引入一些相关的物理知识。考虑一个电子在自由空间中

运动，受到沿  轴负方向的匀强电场  和沿  轴正方向的匀强磁场  的作用（

 和  均为正数；  是按通常方式定向的单位矢量）。用  表示电子在时刻  的速度。

电子的漂移速度  定义为其平均速度。分别用  和  表示电子的质量和电荷。

A.2 — 1.5 分

对于以下两种情况，分别求出 。此外，在答题纸上画出电子在时间间隔  内的轨迹

（在实验室参考系中），条件分别为：

1. 在  时，电子的速度为 ，

2. 在  时，电子的速度为 。

现在我们继续讨论磁控管。阴极与阳极之间的距离为 。假设由于前述向交变场的能量损失，

每个电子的最大动能不超过 。静磁场的大小为 。电子的质量和电荷分

别为  和 。

A.3 — 0.4 分

在电子运动近似为圆周运动的参考系中，估算电子运动轨迹的最大半径  的数值，并将该参考系视为

近似惯性系。

图 2

f = 2.45 GHz

1
3

80%

0.6

ε0 = 8.85 ⋅ 10−12 F/m μ0 = 4π ⋅ 10−7 H/m

fest f = 2.45 GHz

y →E = −E0ŷ z →B = B0ẑ

E0 B0 x̂, ŷ, ẑ →u(t) t

→uD m −e

→uD 0 < t < 4πm
eB0

t = 0 →u(0) = (3E0/B0)x̂

t = 0 →u(0) = −(3E0/B0)x̂

15 mm

Kmax = 800 eV B0 = 0.3 T

m = 9.1 ⋅ 10−31 kg −e = −1.6 ⋅ 10−19 C

r
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A.4 — 1.2 分

图 2 描绘了某一时刻阳极与阴极之间的交变电场线（图中未画出静电场）。在答题纸上指出，位于

A、B、C、D 和 E 的电子中，哪些在该时刻向阳极漂移，哪些向阴极漂移，哪些沿垂直于半径的方

向漂移。

图 3

图 3 描绘了某一时刻阳极与阴极之间的交变电场线（图中未画出静电场）。六个电子在该时刻的位置

分别用 A、B、C、D、E 和 F 表示。所有电子到阴极的距离均相同。

A.5 — 1.2 分

考虑图 3 所示的情形。对于六对电子 AB、AC、BC、DE、DF、EF，分别在答题纸上指出，其漂移

会使它们的位置矢量（以阴极中心 O 为起点）之间的夹角在该时刻增大还是减小。

图 4
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你在任务 A.5 中发现的规律构成了一种聚焦机制，使阴极与阳极之间空间中的电子集中成辐条状。图

4 描绘了其中一条辐条，记为 S。

A.6 — 0.8 分

在答题纸上画出该时刻的其他辐条。用箭头标出它们的旋转方向，并计算其平均角速度 。

作如下近似：阴极与阳极之间中点处的总电场等于沿阴极到阳极的一条径向线上的静电场平均值，并

且辐条在该区域内近似沿径向。阴极和阳极的半径（分别为  和 ）在图 4 中定义。

A.7 — 1.1 分

求出使磁控管按上述方式工作所需的静态电压  的近似表达式。（你求出的表达式给出了磁控管工

作所需最小电压的近似值；最佳电压略高于此值。）

部分 B: 微波辐射与水分子的相互作用（3.4 分）

本部分讨论利用微波辐射（由磁控管天线辐射到食物腔内）进行烹饪，也就是加热有损耗的电介质材

料，例如纯水或盐水（后者可作为汤等食物的模型）。

电偶极子由两个相距很小距离 、电荷量大小相等且符号相反的电荷  和  构成。电偶极矩矢量由

负电荷指向正电荷，其大小为 。

一个随时间变化的电场  作用于单个偶极子，其偶极矩为 ，大小恒为

。偶极矩与电场之间的夹角为 。

B.1 — 0.5 分

用 、 、  及其导数，写出电场作用于偶极子的力矩大小  以及电场向偶极子传递能量

的功率  的表达式。

水分子具有极性，因此可以视为电偶极子。由于液态水中水分子之间存在很强的氢键，不能将它们视

为相互独立的偶极子。而应使用极化强度矢量 ，它是偶极矩密度（水分子集合中单位体积的平

均偶极矩）。极化强度  平行于局部外加交变电场（微波辐射的电场） ，并随时间振荡，其

振幅与局部交变电场的振幅成正比，但相位滞后 。

水中某一位置的局部交变电场为 ，其中 ，它产生的极化强度为

，其中无量纲常数  是水的一项性质。

B.2 — 0.5 分

求水在单位体积内吸收的时间平均功率  的表达式。

随时间变化的周期变量  在其周期  内的时间平均值定义为：

现在考虑辐射在水中的传播。水的相对介电常数（在该电磁场频率下）为 ，对应的水的折射率为

。电场的瞬时能量密度为 。电场和磁场的时间平均能量密度相等。

B.3 — 1.1 分

用  表示时间平均辐射能流密度（通过单位面积的平均辐射功率）。这里  是辐射进入水中的穿

透深度，辐射沿  方向传播。求能流密度  随  变化的表达式。结果中可以包含水面处的能流密

度 。

ωs

a b

V0

d q −q

p = qd

→E(t) = E(t)x̂ →p(t)
p0 = |→p(t)| θ(t)

p0 E(t) θ(t) τ(t)

Hi(t)

→P(t)
→P(t) →E(t)

δ

→E(t) = E0 sin(ωt)x̂ ω = 2πf

→P(t) = βε0E0 sin(ωt − δ)x̂ β

⟨H(t)⟩

f(t) T

⟨f(t)⟩ =
1

T
∫

t0+T

t0

f(t) dt. (1)

εr

n = √εr
1
2 εrε0E

2

I(z) z

z I(z) z

I(0)
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相位滞后  是水分子间相互作用的结果。它通过关系  取决于无量纲介电损耗系数 

和相对介电常数 （两者均取决于辐射角频率  和温度）。当  足够小时，水中穿透深度  处的电

场为：

其中 ，  为真空中的光速。

B.4 — 0.6 分

采用近似 ，用其他参数表示任务 B.2 中定义的系数 。

图 5。箭头表示各曲线随温度从  到  的变化方向。

图 5 给出了在几个不同温度下，纯水（实线）和稀盐水溶液（虚线）的 （蓝色）和 （红色）随

波长或频率的变化关系。粗竖线标出了角频率 。以下仅考虑这一频率的微波

辐射。

B.5 — 0.7 分

利用图 5 回答以下问题：

1. 对于  的水，求单位体积吸收功率降至  处数值一半时的穿透深度 。

2. 在答题纸上指出，微波辐射在水中的穿透深度随温度升高是增大、减小还是保持不变。

3. 在答题纸上指出，微波辐射在汤（稀盐溶液）中的穿透深度随温度升高是增大、减小还是保持

不变。

题目译自官方英文原文。

δ tan δ = εℓ/εr εℓ

εr ω δ z

→E(z, t) = →E0e
− 1

2 nk0z tan δ sin(nk0z − ωt) (2)

k0 = ω/c c = 3.0 ⋅ 108 m/s

tan δ ≈ sin δ β

0∘C 100∘C

εℓ εr

ω = 2π ⋅ 2.45 ⋅ 109 s−1

20∘C z = 0 z1/2
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答案

A.1: ， ，由此得到

A.2: 两种情况下均有

令 、 、 。取初始位置为原点，则所求轨迹为

它们是向左漂移、带有环圈的长幅摆线，回旋方向为逆时针。

A.3:

A.4: 我对电场线切线方向的判读结果是：A 和 B 向阴极漂移；C、D 和 E 向阳极漂移；没有

电子的漂移方向恰好垂直于半径。下文会说明读图的不确定性。

A.5: AB、AC 和 BC 的夹角减小；DE、DF 和 EF 的夹角增大。

A.6: 共有四条辐条，彼此相隔 。补画将 S 分别旋转 、  和  后得到的辐条。

它们沿逆时针方向旋转，角速度为

A.7:

B.1: 以  表示电场大小，并以偶极矩与瞬时电场之间的夹角作为角度，有

不依赖于约定的功率公式为 。

B.2:

B.3:

C ≃ 0.93 pF L ≃ 6.6 nH

fest ≃ 2.03 GHz.

→uD = −
E0

B0
x̂.

ωc = eB0/m ℓ = mE0/(eB2
0) s = ωct

(x, y)1

ℓ
= (−s + 4 sin s, 4[1 − cos s]),

0 < s < 4π.
(x, y)2

ℓ
= (−s − 2 sin s, −2[1 − cos s]),

rmax ≃ 3.2 × 10−4 m = 0.32 mm.

90∘ 90∘ 180∘ 270∘

ωs =
2πf

4
= 3.85 × 109 rad s−1.

V0 ≃
B0ωs

2
(b2 − a2) =

πfB0

4
(b2 − a2).

|E|

τ = p0|E| sin θ, Hi = −p0|E| sin θ θ̇.

Hi = →E ⋅ →̇p

⟨H⟩ =
1

2
βε0ωE

2
0 sin δ.

I(z) = I(0) exp[−
βω sin δ

nc
z].

eulersolve.org/ipho/2019/ 13 / 31



B.4:

B.5:

1.

其中采用了从图中读出的近似值 、 。

2. 纯水中的穿透深度随温度升高而增大。

3. 汤中的穿透深度随温度升高而减小。

解答

A.1

构成狭缝的两个近似平行导电面的面积为 ，间距为 。忽略边缘效应，其电容为

使用图 1 中的尺寸，

设  为绕圆柱形空腔流动的总电流。电流沿高度  均匀分布，因此等效面电流密度为 。具有这一面

电流的理想无限长螺线管会产生  的磁场。应用题目指定的修正，

将穿过空腔的磁通量近似为 ，则

因此

由于  且 ，高度被约去。这个估算是近似的，因为我们用理想化的集总电容和电感来表示

谐振腔。

A.2

电子遵循洛伦兹力方程，

对于题目给定的场，其分量形式为

β ≃ n2 = εr.

z1/2 =
c√εr ln 2

ωεℓ
≃ 1.2 cm

εr ≃ 78 εℓ ≃ 10

hl d

C ≃
ε0hl

d
.

C =
(8.85 × 10−12)(17.5 × 10−3)(6 × 10−3)

1 × 10−3
= 9.29 × 10−13 F.

I h I/h

μ0I/h

B ≃ 0.6
μ0I

h
.

BπR2

L =
Φ

I
≃ 0.6

μ0πR
2

h
= 6.63 × 10−9 H.

fest =
1

2π√LC
=

1

2π
√

d

0.6μ0ε0πR2l
≃ 2.03 × 109 Hz.

C ∝ h L ∝ h−1

m
d→u

dt
= −e( →E + →u × →B).

u̇x = −ωcuy, u̇y = ωc(ux +
E0

B0
), ωc =

eB0

m
.
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定义 。恒定速度  使电场力与磁场力相互抵消。更一般地，

在以此速度平移的参考系中，剩余的速度矢量匀速转动。对于 ，

其中 。振荡项的平均值为零，因此两种初始条件给出相同的漂移速度。

取 ，积分得到

对于情况 1， ；对于情况 2， 。由此得到答案中给出的轨迹参数方程。

为了准确作图，使用 。下列各点描述了第一个回旋周期：

情况 1: 情况 2: 

将这条曲线沿  方向平移  后重复，即得到第二个周期的轨迹。

在情况 1 中，电子最初向右运动并向上弯曲；整条曲线位于  内。在情况 2 中，电子最初向左

运动并向下弯曲；曲线位于  内。在指定时间间隔结束后，两者都到达 。它们的

回旋方向均为逆时针，且由于速度始终不为零，两条轨迹都没有尖点。

A.3

在近似惯性的局部漂移参考系中，电场力近似被与参考系速度相对应的磁场力抵消。剩余运动近似为圆周

运动：

将全部动能的上限用作回旋运动能量的上限估计，

这里

因此

并且

vD = E0/B0 −vDx̂

→uD =
→E × →B

B2
0

= −vDx̂.

uy(0) = 0

ux = −vD + A cos(ωct), uy = A sin(ωct),

A = ux(0) + vD

x(0) = y(0) = 0

x = −vDt +
A

ωc

sin(ωct), y =
A

ωc

[1 − cos(ωct)].

A = 4vD A = −2vD

ℓ = vD/ωc

s = ωct (x/ℓ, y/ℓ) (x/ℓ, y/ℓ)

0 (0, 0) (0, 0)

π/2 (4 − π/2, 4) (−2 − π/2, −2)

π (−π, 8) (−π, −4)

3π/2 (−4 − 3π/2, 4) (2 − 3π/2, −2)

2π (−2π, 0) (−2π, 0)

x −2πℓ

0 ≤ y ≤ 8ℓ

−4ℓ ≤ y ≤ 0 (−4πℓ, 0)

mv2
⊥

r
= ev⊥B0, r =

mv⊥

eB0
.

v⊥ ≲ √

2Kmax

m
.

Kmax = 800(1.6 × 10−19) = 1.28 × 10−16 J,

vmax ≃ 1.68 × 107 m s−1,

rmax ≃
√2mKmax

eB0
=

√2(9.1 × 10−31)(1.28 × 10−16)

(1.6 × 10−19)(0.3)
= 3.18 × 10−4 m.
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所以 ，远小于  的间隙。这支持将回旋视为叠加在其中心漂移之上的小尺度运

动。

A.4

令  沿径向向外，  沿逆时针方向。当磁场垂直纸面向外时，

给出

因此：

 产生朝向阳极的漂移。

 产生朝向阴极的漂移。

 产生垂直于半径的漂移。

静电场沿径向，因此仅对方位角方向的漂移有贡献。径向漂移的分类完全由图示交变电场的切向分量决

定。

我对局部切线方向的判读结果如下：

电子 交变电场的切向分量 径向漂移

A 顺时针 朝向阴极

B 顺时针 朝向阴极

C 逆时针 朝向阳极

D 逆时针 朝向阳极

E 逆时针 朝向阳极

这些分类针对的是径向分量；电子也有方位角方向的漂移。切线方向是从示意图中读取的，因此这些分类

存在一定的判读不确定性。

A.5

在距阴极中心相同的距离  处，

静电场沿径向向内，使六个电子在该半径处具有相同的逆时针角速度。因此，只有交变电场径向分量的差

异才会影响它们的瞬时角间距。

对于 A、B 和 C，图 3 显示交变电场的径向分量从 A 处向外，经 B 处近似为零，变为 C 处向内。因此，

它们的位置满足 。因此，后方电子比前方电子运动得更快，三个角间距都减小：

对于 D、E 和 F，交变电场径向分量的变化方式相反：D 处向内，E 处近似为零，F 处向外。因此

rmax ≃ 0.32 mm 15 mm

r̂ ϕ̂

→E = Err̂ + Eϕϕ̂

→uD =
→E × →B

B2
0

=
Eϕ

B0
r̂ −

Er

B0
ϕ̂.

Eϕ > 0

Eϕ < 0

Eϕ = 0

ρ

ϕ̇ =
uϕ

ρ
= −

Er

B0ρ
.

ϕ̇A < ϕ̇B < ϕ̇C.

ϕA > ϕB > ϕC

d

dt
(ϕA − ϕB) < 0,

d

dt
(ϕA − ϕC) < 0,

d

dt
(ϕB − ϕC) < 0.

ϕ̇D > ϕ̇E > ϕ̇F .
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由于 ，三个角间距都增大。

电子对 角间距的变化

AB 减小

AC 减小

BC 减小

DE 增大

DF 增大

EF 增大

A.6

相邻谐振腔的振荡相位相反。因此，在给定时刻，相隔的角向区域使电子聚焦，而其间的区域使电子分

散。所以八个谐振腔产生四条辐条。

图中应补画三条与 S 相同的辐条，它们由 S 绕阴极中心分别旋转 、  和  得到。它们的形状

应具有相同的弯曲方向。

静电场指向内侧。它产生的漂移方向为

因此辐条沿逆时针方向旋转。

经过半个振荡周期后，谐振腔的极性反转。一条辐条必须前进至下一个谐振腔的位置，即转过角度

。因此

使用 ，

等价地，辐条每秒旋转  圈。

A.7

在题目指定的近似下，间隙中点处的电场大小为

中点处的半径为

该处电子的漂移速度必须等于辐条的切向速度：

因此，

由此得到

ϕD > ϕE > ϕF

90∘ 180∘ 270∘

(−r̂) × ẑ = +ϕ̂,

2π/8 = π/4

ωs =
π/4

T/2
=

π

2T
=

2πf

4
.

f = 2.45 × 109 Hz

ωs = 3.85 × 109 rad s−1.

6.125 × 108

Emid ≃
V0

b − a
.

ρmid =
a + b

2
.

Emid

B0
≃ ωsρmid.

V0

B0(b − a)
≃ ωs

a + b

2
,
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代入给定的  和 ，也可写为

其中  和  以米为单位。

B.1

两个电荷所受的力构成力偶。力矩为

因此，将  定义为偶极矩与瞬时电场之间的夹角时，

力矩使该夹角趋于减小。因此，与  共轭的带符号力矩分量为 ，从而得到机械功率

特别地，趋向与电场对齐的偶极子满足 ，因此电场传递的功率为正。

无需约定角度的定义也能推导出这一结果。若  和  为两个电荷的位置，则

因此

如果改为从固定的  轴正方向量取 ，并令  表示带符号的分量，则上式变为

传递给偶极子的机械功率中没有  项。

B.2

将单位体积内各个偶极子的功率相加，得到

给定极化强度的导数为

因此

利用

以及周期平均值

V0 ≃
B0ωs

2
(b2 − a2) =

πfB0

4
(b2 − a2).

B0 f

V0 ≃ (5.77 × 108 V m−2)(b2 − a2),

a b

→τ = →p × →E.

θ

τ = p0|E| sin θ.

θ −p0|E| sin θ

Hi = −p0|E| sin θ θ̇.

θ̇ < 0

→r+ →r−

Hi = q →E ⋅ →̇r+ − q →E ⋅ →̇r− = →E ⋅
d

dt
[q(→r+ − →r−)].

Hi = →E ⋅ →̇p.

x θ E(t)

Hi = E(t)
d

dt
(p0 cos θ) = −p0E(t) sin θ θ̇.

Ė

H(t) = →E(t) ⋅
d →P

dt
.

d →P

dt
= βε0E0ω cos(ωt − δ)x̂.

H(t) = βε0ωE
2
0 sin(ωt) cos(ωt − δ).

cos(ωt − δ) = cos(ωt) cos δ + sin(ωt) sin δ,
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得到

当相位滞后为正时，平均吸收功率为正。

B.3

用  表示局部电场振幅。平均电场能量密度为

平均磁场能量密度与其相等，因此

采用题目中电介质波动模型的传播速度 ，

其中 。

对厚度为  的薄层应用能量守恒，得到

代入 B.2 的结果并消去 ，

对于温度固定的均匀介质，该系数为常数。积分得到

因此，功率的衰减系数为

B.4

式 (2) 给出的电场振幅正比于

由于强度正比于该振幅的平方，

与 B.3 比较，并使用 ，得到

因此

⟨sin(ωt) cos(ωt)⟩ = 0, ⟨sin2(ωt)⟩ =
1

2
,

⟨H⟩ =
1

2
βε0ωE

2
0 sin δ.

E(z)

⟨uE⟩ =
1

2
εrε0⟨E

2⟩ =
1

4
εrε0E

2.

⟨u⟩ =
1

2
εrε0E

2.

c/n

I(z) =
c

n
⟨u⟩ =

1

2
ncε0E

2(z),

n2 = εr

dz

−
dI

dz
= ⟨H⟩.

E 2

−
dI

dz
=

1

2
βε0ωE

2 sin δ =
βω sin δ

nc
I.

I(z) = I(0) exp[−
βω sin δ

nc
z].

α =
βω sin δ

nc
.

e− 1
2 nk0z tan δ.

I(z) = I(0)e−nk0z tan δ.

k0 = ω/c

βω sin δ

nc
=

nω

c
tan δ.
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在所要求的近似  下，

这一结果是在题目指定的电介质近似和小损耗近似下得到的。

B.5

利用给定关系 ，功率衰减系数为

在温度均匀时，单位体积内的局部吸收功率正比于局部强度：

因此，它具有相同的指数变化关系，

1.  时的半功率深度。

由条件  得到

在标出的频率处，从  对应的实线读出的近似值为

因此，

因此，根据图像得到的半功率深度约为

这是半功率深度；电场振幅衰减的指数只有功率衰减指数的一半。

2. 温度升高时的纯水。

在频率固定时，

蓝色实线表明，  随温度升高而显著减小。相比之下，  的相对减小幅度小得多。因此，这一比值增

大：

3. 温度升高时的汤。

在相同频率下，蓝色虚线表明介电损耗随温度升高而增大，而红色虚线表明  减小。这两种变化都会使

 减小。因此

β sin δ = n2 tan δ.

tan δ ≃ sin δ

β ≃ n2 = εr.

tan δ = εℓ/εr

α = nk0 tan δ =
ω

c

εℓ

√εr
.

⟨H(z)⟩ = αI(z).

⟨H(z)⟩

⟨H(0)⟩
= e−αz.

20∘C

e−αz1/2 = 1/2

z1/2 =
ln 2

α
=

c√εr ln 2

ωεℓ
.

20∘C

εr ≃ 78, εℓ ≃ 10.

z1/2 ≃
(3.0 × 108)√78 ln 2

(2π)(2.45 × 109)(10)
= 1.19 × 10−2 m.

z1/2 ≃ 1.2 cm.

z1/2 ∝
√εr

εℓ
.

εℓ √εr

纯水中的穿透深度随温度升高而增大。

εr

√εr/εℓ
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解答已与官方解答核对。

题目 3：热声发动机

热声发动机是一种将热量转化为声功率，即声波（一种机械功形式）的装置。与许多其他热机一样，

它也可以逆向运行，成为制冷机，利用声音将热量从低温热源泵送至高温热源。较高的工作频率减小

了热传导，并使其无需设置任何封闭的工作腔。与许多其他类型的发动机不同，热声发动机除工质本

身外没有任何运动部件。

热声机械的效率通常低于其他类型的发动机，但在建造和维护成本方面具有优势。这为可再生能源应

用带来了机会，例如太阳能热发电站和余热利用。我们的分析将着重于系统内部声能的产生，而不考

虑为外部装置供能时声能的提取或转换。

部分 A：封闭管内的声波（3.7 分）

考虑一根长度为 、横截面积为  的绝热管，其轴线沿  方向。管的两端分别位于  和

。管内充满理想气体，两端均密封。平衡时，气体的温度为 ，压强为 ，质量密度为

。假设可以忽略黏性，且气体仅沿  方向运动。气体的性质在与之垂直的  和  方向上均匀一

致。

图 1

A.1（0.3 分）

当形成声驻波时，各气体微元沿  方向以角频率  振动。振幅取决于各微元沿管的平衡位置 。每

个气体微元相对于其平衡位置  的纵向位移为

（请注意，这里的  表示气体微元的位移）

其中，  为正常量，  为波数，  为波长。该系统中可能的最大波长  是多少？

本题始终假设振动模式满足 。

现在，考虑一小薄层气体，静止时位于  与  之间（ ）。在 A.1 中位移波的作用

下，该气体微团沿  轴振动，其体积及其他热力学性质也随之变化。

在以下各问中，均假设这些热力学性质的变化相对于未受扰动时的值很小。

A.2（0.5 分）

气体微团的体积  在平衡值  附近振荡，其形式为

求  的表达式，用 、 、  和  表示。

汤中的穿透深度随温度升高而减小。

L S x x = 0

x = L T0 p0

ρ0 x y z

x ω x

x

u(x, t) = a sin(kx) cos(ωt) = u1(x) cos(ωt) (1)

u

a ≪ L k = 2π/λ λ λmax

λ = λmax

x x + Δx Δx ≪ L

x

V (x, t) V0 = SΔx

V (x, t) = V0 + V1(x) cos(ωt). (2)

V1(x) V0 a k x
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A.3（0.7 分）

假设在声波作用下，气体的总压强近似具有以下形式

考虑作用在气体微团上的力，计算压强振荡振幅  的最低阶表达式，用位置 、平衡密度 、

位移振幅  以及波的参数  和  表示。

在声频范围内，可以忽略气体的热传导。我们将气体微团的膨胀和收缩视为纯绝热过程，满足关系

，其中  为绝热指数。

A.4（0.3 分）

利用上述关系及前面各问的结果，在一阶近似下求管内声波传播速度  的表达式。用 、

和绝热指数  表示答案。

A.5（0.7 分）

声波引起的绝热膨胀和收缩使气体温度发生变化，其形式为：

计算温度振荡的振幅 ，用 、 、 、  和  表示。

A.6（1.2 分）

仅在本问中，我们假设管壁与气体之间存在微弱的热相互作用。因此，声驻波几乎保持不变，但气体

可以与管壁交换少量热量。可以忽略黏性产生的热量。

对于图 2 中的各点（A、C 位于管的两端，B 位于中央），分别说明经过较长时间后，该点处管壁的

温度会升高、降低还是保持不变。

图 2

部分 B：外部热接触引起的声波放大（6.3 分）

在管内放置一组彼此留有适当间距的固体薄板，组成板叠。板叠中的各板均平行于管轴，以免阻碍气

体沿管流动。板叠的中心位于 ，沿管轴方向的宽度为 ，并占满管的整个横截面。

板叠左右两端维持温差 。板叠左端位于 ，由外部热源维持在温度

；同时，其右端位于 ，维持在温度 。

板叠允许少量纵向热流通过，以在两端之间维持恒定的温度梯度，使得 。

p(x, t) = p0 − p1(x) cos(ωt). (3)

p1(x) x ρ0

a k ω

pV γ = const γ

c = ω/k p0 ρ0

γ

T (x, t) = T0 − T1(x) cos(ωt). (4)

T1(x) T0 γ a k x

x0 = L/4 ℓ ≪ L

τ xH = x0 − ℓ/2

TH = T0 + τ/2 xC = x0 + ℓ/2 TC = T0 − τ/2

Tplate(x) = T0 − x−x0

ℓ τ
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图 3. 系统示意图。(A) 和 (B) 分别表示高温热源和低温热源。(D) 表示板叠。

为分析板叠与气体之间的热接触对管内声波的影响，作如下假设：

与上一部分相同，所有热力学性质的变化相对于未受扰动时的值都很小。

系统以波长为最大可能波长的基频驻波模式运行。板叠的存在仅使该模式发生微小变化。

板叠的长度远小于波长， ，且可以放置在距位移波节和压强波节均足够远的位置，从

而可认为位移  和压强  在板叠的整个长度上均匀一致。

可以忽略气体微团进出板叠所引起的任何边缘效应。

板叠两端之间，即高温热源与低温热源之间的温差，相对于绝对温度很小： 。

通过板叠、通过气体以及沿管壁的热传导均可忽略。只有气体运动引起的对流以及气体与板叠

之间的热传导对热传递有显著贡献。

B.1（0.4 分）

考虑板叠区域内一个特定的气体微团，其初始位置为 。当该微团在板叠内运动时，附近板

叠部分的局部温度按如下方式变化：

用 、  和  表示 。

B.2（1.0 分）

当温差超过哪个临界值  时，气体会将热量从高温热源输送到低温热源？用 、 、  和  表示

。

B.3（0.8 分）

求流入一个小气体微团的热流率  的一般近似表达式，将其写成体积变化率和压强变化率的线性函

数。用体积变化率 、压强变化率 、微团压强和体积未受扰动时的平衡值  以及绝热指数

 表示答案。（可以使用定容摩尔热容表达式 ，其中  为气体常量。）

微团与板叠之间有限的热流率使微团的压强振荡与体积振荡之间产生相位差。我们将考察这一相位差

如何产生功。

设从板叠流入微团的热流率正比于微团与相邻板叠微元之间的温差，近似为

。这里，  和  分别为 A.5 和 B.1 中气体微团与相邻板叠的温度

振荡振幅，  为常量。假设在机器的工作频率下，这一热流引起的气体温度变化与  和  相

比均可忽略。

ℓ ≪ λmax

u(x, t) ≈ u(x0, t) p(x, t) ≈ p(x0, t)

τ ≪ T0

x0 = L/4

Tenv(t) = T0 − Tst cos(ωt). (5)

a τ ℓ Tst

τcr T0 γ k ℓ

τcr

dQ

dt
dV
dt

dp

dt
p0,V0

γ cv = R
γ−1 R

dQ

dt
= −βV0(Tst − T1) cos(ωt) T1 Tst

β > 0 T1 Tst
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B.4（1.9 分）

为了计算功，我们将考虑运动中的微团因与板叠热接触而产生的体积变化。将受板叠影响的微团压强

和体积写成如下形式：

给定  和 ，求系数  和 。用  和  表示答案。

B.5（0.8 分）

求气体微团在一个周期内产生的单位体积声功  的近似表达式。对板叠的体积积分，求气体在一个

周期内产生的总功 。用  和  表示 。

B.6（0.8 分）

求一个周期内从平面  左侧输送到右侧的热量  的近似表达式。用  表

示答案。

（提示：对于对流引起的热流，可以使用公式 。）

B.7（0.6 分）

求热声发动机的效率 。效率定义为产生的声功与从高温热源吸收的热量之比。用高温热源与低温热

源之间的温差 、临界温差  以及卡诺效率  表示答案。

题目译自官方英文原文。

答案

系数  是给定振荡形式中的带符号系数。全文均有 。

A.1

A.2

A.3

A.4

A.5

A.6 A：升高；B：降低；C：升高。

p = p0 + pa sin(ωt) − pb cos(ωt),

V = V0 + Va sin(ωt) + Vb cos(ωt),
(6)

pa pb Va Vb pa, pb, p0,V0, γ, τ, τcr,β,ω, a ℓ

w

Wtot γ, τ, τcr,β,ω, a, k S Wtot

x = x0 Qtot τ, τcr,β,ω, a,S, ℓ

j = Q du
dt

η

τ τcr ηc = 1 − TC/TH

V1, p1,T1 k = π/L

λmax = 2L.

V1(x) = V0ak cos(kx).

p1(x) =
ρ0aω

2

k
cos(kx).

c = √

γp0

ρ0
.

T1(x) = (γ − 1)T0ak cos(kx).
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B.1

B.2

当  时，热量从高温端输送到低温端。

B.3

B.4

B.5

B.6

B.7

解答

求振荡的热力学量时，我们保留一阶扰动。功和输送热量的周期平均值在波振幅的二阶才首次出现非零

项。热耦合很弱，因此在已经正比于该耦合强度的表达式中，可以使用未受扰动的波振幅。

A.1

密封的刚性端面要求纵向位移为零：

第一个条件已经满足。第二个条件给出

取  时不存在波。因此

最长波长对应于 ：

Tst =
aτ

√2 ℓ
.

τcr = (γ − 1)T0kℓ.

τ > τcr

dQ

dt
≃

γp0 dV /dt + V0 dp/dt

γ − 1
.

Va = −
V0

γp0
[pa +

(γ − 1)βa(τ − τcr)

√2ωℓ
], Vb =

V0pb

γp0
.

w ≃
π(γ − 1)βa2k

2ωℓ
(τ − τcr),

Wtot ≃
π(γ − 1)βa2kS

2ω
(τ − τcr).

Qtot ≃
πβa2S

2ωℓ
(τ − τcr).

η ≃
τcr

τ
ηc, τ > τcr.

u(0, t) = u(L, t) = 0.

sin(kL) = 0 ⟹ kL = nπ, n = 1, 2, … .

n = 0

λn =
2π

k
=

2L

n
.

n = 1
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A.2

微团的两个边界移动到

因此，

当  时，

所以，

A.3

在一阶近似下，微团所受压力的合力为

微团的质量为 。因此，牛顿第二定律变为

代入给定的振荡形式，

于是

积分得

不存在空间上均匀的声致压缩：总体积变化正比于

A.4 中将明确写出的线性绝热压强与压缩量关系，因而要求压强扰动的空间平均值为零。由于

，可确定 。因此

A.4

将  线性化，

λmax = 2L, k =
π

L
.

x + u(x, t), x + Δx + u(x + Δx, t).

V (x, t) = S [Δx + u(x + Δx, t) − u(x, t)].

kΔx ≪ 1

V (x, t) ≃ SΔx(1 +
∂u

∂x
) = V0 [1 + ak cos(kx) cos(ωt)].

V1(x) = V0ak cos(kx).

Fx = S[p(x, t) − p(x + Δx, t)] ≃ −SΔx
∂p

∂x
.

ρ0SΔx

ρ0
∂ 2u

∂t2
= −

∂p

∂x
.

−ρ0aω
2 sin(kx) cos(ωt) = p

′
1(x) cos(ωt),

p′
1(x) = −ρ0aω

2 sin(kx).

p1(x) =
ρ0aω

2

k
cos(kx) + C.

∫

L

0

∂u

∂x
dx = u(L, t) − u(0, t) = 0.

∫

L

0 cos(kx) dx = 0 C = 0

p1(x) =
ρ0aω

2

k
cos(kx).

pV γ = p0V
γ

0

δp

p0
+ γ

δV

V0
= 0.
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利用  和 ，

与 A.3 比较得

因此

A.5

对于一定量的理想气体，

其线性化形式为

利用 A.4 中的绝热关系，

与给定的温度振荡形式比较，

A.6

考虑管左半部的一个微团，此处 。

当微团向右偏移时，它膨胀并冷却。因此，它在相对偏右的位置从管壁吸热。当微团向左偏移时，它受到

压缩并升温，因而在相对偏左的位置向管壁放热。这一过程反复进行，将热量输送至左端。

在管的右半部， ，因此上述对应关系反转：微团向中央偏移时吸热，向右端偏移时放热。

因此，声学运动将热量从中央区域泵送至两端：

虽然平衡位置恰在中央的微团的一阶温度振荡为零，但邻近微团会经过中央区域并带走热量。平均热效应

是振幅的二阶效应；它并非由某一个平衡位置处的一阶温度决定。

B.1

在板叠中心，

因此微团的位移为

它的瞬时位置为 。将其代入板的温度分布得

δp = −p1 cos(ωt) δV = V1 cos(ωt)

p1 = γp0
V1

V0
= γp0ak cos(kx).

ρ0aω
2

k
= γp0ak,

c =
ω

k
= √

γp0

ρ0
.

pV = nRT .

δT

T0
=

δp

p0
+

δV

V0
.

δT

T0
= −(γ − 1)

δV

V0
= −(γ − 1)ak cos(kx) cos(ωt).

T1(x) = (γ − 1)T0ak cos(kx).

cos(kx) > 0

cos(kx) < 0

A : 温度升高, B : 温度降低, C : 温度升高.

kx0 =
π

L

L

4
=

π

4
,

u(x0, t) =
a

√2
cos(ωt).

x0 + u(x0, t)
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因此，

B.2

板叠中心处气体的绝热温度振幅为

当微团运动至最左端时，气体温度为 ，而相邻板叠的温度为 。若要在此处吸热，微团必

须满足

在最右端，同一条件使板叠的温度低于气体温度，因此微团在此处放热。所以，微团将热量从高温端输送

到低温端的条件恰为

因此，临界温差为

等号成立时，气体与相邻板叠的温度振荡相同，因此最低阶的热交换为零。低于此阈值时，热输送方向反

转。

B.3

规定流入微团的热量为正，即 ，气体对外做功为正，即 。热力学第一定律为

对于理想气体，

因此

在一阶近似下，与微小变化率相乘的系数可以用平衡值代替：

B.4

由 B.1 和 B.2，

为简便起见，定义

Tenv(t) = T0 −
τ

ℓ
u(x0, t) = T0 −

aτ

√2 ℓ
cos(ωt).

Tst =
aτ

√2 ℓ
.

T1(x0) =
(γ − 1)T0ak

√2
.

T0 + T1 T0 + Tst

Tst > T1.

aτ

√2 ℓ
>

(γ − 1)T0ak

√2
.

τcr = (γ − 1)T0kℓ.

dQ > 0 p dV > 0

dQ = dU + p dV .

U = ncvT =
nRT

γ − 1
=

pV

γ − 1
.

dQ =
V dp + p dV

γ − 1
+ p dV =

V dp + γp dV

γ − 1
.

dQ

dt
≃

V0 dp/dt + γp0 dV /dt

γ − 1
.

Tst − T1 =
a

√2 ℓ
(τ − τcr).
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于是，给定的输入热流率为

对压强和体积表达式求导，

代入 B.3 得

比较正弦项的系数，

因此

比较余弦项的系数，

于是

正比于  的项提供了使周期净功非零所需的体积振荡分量。

B.5

微团在一个周期内所做的功为

令 ，恒定压强项的积分为零，剩下

利用

得到

代入 B.4 后，含  的项相互抵消：

ΔT ≡
a(τ − τcr)

√2 ℓ
.

Q̇ = −βV0ΔT cos(ωt).

ṗ = ωpa cos(ωt) + ωpb sin(ωt),

V̇ = ωVa cos(ωt) − ωVb sin(ωt).

Q̇ =
ω

γ − 1
[(V0pa + γp0Va) cos(ωt) + (V0pb − γp0Vb) sin(ωt)].

V0pb − γp0Vb = 0,

Vb =
V0pb

γp0
.

ω

γ − 1
(V0pa + γp0Va) = −βV0ΔT .

Va = −
V0

γp0
[pa +

(γ − 1)βa(τ − τcr)

√2ωℓ
].

β

Wparcel = ∮ p dV .

θ = ωt

Wparcel = ∫

2π

0
(pa sin θ − pb cos θ)(Va cos θ − Vb sin θ) dθ.

∫

2π

0
sin θ cos θ dθ = 0, ∫

2π

0
sin2 θ dθ = ∫

2π

0
cos2 θ dθ = π,

Wparcel = −π(paVb + pbVa).

papb

Wparcel =
π(γ − 1)βV0pb

γp0ω
ΔT .
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因此，单位平衡体积所做的功为

由于此式已经是热耦合的一阶量，使用未受扰动的压强系数：

因此

板叠很短，因此这一功密度在其气体体积  内近似均匀。所以

得到

在发动机工作区间  内，功为正。

B.6

令  表示单位平衡气体体积从板叠获得的热量，以任意常量为参考零点。在所保留的近似阶数下，

积分得

板叠中心处微团的速度为

由于  以单位体积计，单位面积的对流热流为

任意常量不产生净输送，因为速度的平均值为零。纯绝热部分的周期平均贡献也为零：它正比于

，而速度正比于 。因此，通过横截面输送的净热量为

代入 ，

w =
Wparcel

V0
=

π(γ − 1)βpb
γp0ω

a(τ − τcr)

√2 ℓ
.

pb ≃ p1(x0) = γp0ak cos(
π

4
) =

γp0ak

√2
.

w ≃
π(γ − 1)βa2k

2ωℓ
(τ − τcr).

Sℓ

Wtot ≃ wSℓ,

Wtot ≃
π(γ − 1)βa2kS

2ω
(τ − τcr).

τ > τcr

q(t)

q̇ =
Q̇

V0
= −βΔT cos(ωt).

q(t) = −
βΔT

ω
sin(ωt) + q∗.

v(t) = u̇(x0, t) = −
aω

√2
sin(ωt).

q

j(t) = q(t)v(t).

cos(ωt) sin(ωt)

Qtot = S ∫
2π/ω

0
q(t)v(t) dt

=
SβaΔT

√2
∫

2π/ω

0
sin2(ωt) dt

=
πSβaΔT

√2ω
.

ΔT

Qtot ≃
πβa2S

2ωℓ
(τ − τcr).
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当  时，符号为正，表示热量从左向右输送。

B.7

在短板叠和小温差所对应的近似精度下，从高温热源吸收的热量近似等于通过板叠中心输送的热量：

两者之差与声功同阶。由于效率本身很小，计入这一差异只会对效率产生更高阶的修正。

利用 B.5 和 B.6，

另一方面，

因为 。因此，

发动机运行时， ，因此效率低于卡诺效率。当温差从上方趋近阈值时，在这一近似阶数下，效率趋

近卡诺效率，而输出功和热输送量均趋于零。在阈值处，两者之比并不能定义具有有限输出功的发动机效

率。

解答已与官方解答核对。

τ > τcr

QH ≃ Qtot.

η =
Wtot

QH

≃
Wtot

Qtot
= (γ − 1)kℓ =

τcr

T0
.

ηc = 1 −
T0 − τ/2

T0 + τ/2
=

τ

T0 + τ/2
≃

τ

T0
,

τ ≪ T0

η ≃
τcr

τ
ηc.

τ > τcr
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