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Problema 1: Muelles de longitud nula y espiras de un slinky
[
Un muelle de longitud efectiva nula (ZLS) es un muelle en el que la fuerza es proporcional a su
longitud, F' = kL para L > L, donde L es tanto la longitud minima del muelle como su
longitud sin estirar. La figura 1 muestra la relacion entre la fuerza F'y la longitud del muelle L para
un ZLS, donde la pendiente de la recta es la constante elastica k.
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Figura 1: relacion entre la fuerza F'y la longitud del muelle L

Un ZLS resulta util en sismografia y permite medir con gran precision las variaciones de la
aceleracion de la gravedad g. Aqui consideraremos un ZLS homogéneo cuyo peso Mg es mayor
que kL. Definimos el correspondiente cociente adimensional, « = k:Lo/Mg < 1, para
caracterizar la flexibilidad relativa del muelle. El juguete conocido como «slinky» puede ser
(aungue no necesariamente) un ZLS de este tipo.

Parte A: Estatica (3.0 puntos)

Considere un segmento de longitud A¢ del muelle ZLS sin estirar, que posteriormente se
A.1  estira mediante una fuerza F', en condiciones de ingravidez. ;Cudl es la longitud Ay de 0.5pt
este segmento en funcién de F', Al y los pardmetros del muelle?

f Para un segmento de longitud A/, calcule el trabajo AW necesario para estirarlo desde 0.5pt
) su longitud original A/ hasta una longitud Ay. s

A lo largo de este problema, identificaremos cada punto del muelle mediante su distancia
0 < /¢ < Ly al extremo inferior del muelle cuando este se encuentra sin estirar. En particular, para
cada punto del muelle, £ permanece invariable mientras el muelle se estira.

Suponga que colgamos el muelle por su extremo superior, de modo que se estira bajo su
A.3 propio peso. ;Cudl es la longitud total H del muelle suspendido en equilibrio? Exprese sus  2.0pt

respuestas en funcién de Ly y .
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Parte B: Dinamica (5.5 puntos)

Los experimentos muestran que, cuando el muelle esta colgado en reposo y luego se suelta, se
contrae gradualmente desde arriba, mientras que la parte inferior permanece inmovil (véase la
figura 2). A medida que transcurre el tiempo, la parte que se contrae se mueve como un bloque
sélido e incorpora mas espiras del muelle, mientras que la parte inmévil se hace mas corta. Cada
punto del muelle comienza a moverse Unicamente cuando la parte movil lo alcanza. El extremo
inferior del muelle empieza a moverse solo cuando el muelle se ha contraido por completo y ha
alcanzado su longitud sin estirar L. A partir de entonces, el muelle contraido sigue cayendo
verticalmente hacia abajo, sin dar tumbos, como un cuerpo rigido bajo la accién de la gravedad.
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Figura 2: Izquierda: secuencia de fotografias tomadas durante la caida libre de un slinky. Derecha:
la parte movil | y la parte inmdvil Il durante la caida libre del muelle.

En los apartados restantes del problema, debe basar su solucién en el modelo descrito. Puede
despreciar la resistencia del aire, pero no puede despreciar L.

Calcule el tiempo t. que transcurre desde el instante en que se suelta el muelle hasta que
se contrae por completo y vuelve a su longitud minima L. Exprese su respuesta en

B.1 2.5pt
funcién de Ly, g y . Calcule el valor numérico de t. para un muelle con k = 1.02 N/m, P
Lo = 0.055 my M = 0.201 kg, tomando g igual a 9.80 m/s>.

B.2 En este apartado, £ se utiliza para denotar la coordenada de la frontera entre las partes | 2.5pt

(la parte moévil de la figura 2) y Il (la parte inmdvil). En cierto instante, mientras aun existe
/

una parte inmavil, su masa es m(f) = L—OM, y la parte movil se mueve con una velocidad

instantanea uniforme vI(E). Demuestre que en ese instante (mientras existe una parte
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inmavil) la velocidad de la parte mévil es v;(£) = v/ AL + B. Exprese las constantes A y
Ben funcién de Ly, gy a.

A partir de B.2, halle la rapidez minima vmin de la parte movil del muelle durante su
B.3 movimiento, después de soltarlo y antes de que choque con el suelo. Exprese su 0.5pt
respuesta en funcién de Ly, o, Ay B.

Parte C: Energética (1.5 puntos)

Calcule la cantidad de energia mecanica (Q que se pierde al transformarse en calor, desde
C.1 el instante en que se suelta el muelle hasta justo antes de que choque con el suelo. 1.5pt
Exprese su respuesta en funcion de Ly, M, gy a.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e A1

A.2, para Ay > Al:

kLO 2 2
AW = —|(A — (AY
oAz (BY)" — (A0)7]
e A3
L
H = —0(1 + a?)
2x
e BA1
te = te ~ 0.245 s
¢ B.2, tomando como positiva la velocidad hacia abajo:
A:ﬁ, B — 9Lo(l —30)
3o 3o

La contraccién se desarrolla en el intervalo oLy < ¢ < Ly.

e B.3

Umin = (1 — a)v/ AaLo + B

Esto ocurre inmediatamente después de que la parte movil choque con la porcién inferior

inicialmente compacta.
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e C1

. MgLo

™ (1—a)?%(1+ 20)

Q

Solucion
A1

En condiciones de ingravidez, la tension es uniforme. Como el muelle es homogéneo, todos los
segmentos tienen el mismo cociente entre su longitud estirada y su longitud sin estirar.

Cuando F' > kL, el muelle completo tiene una longitud L = F'/k, por lo que
Ay _ L _F
Al L kL,

De forma equivalente, la constante elastica del segmento es

k:Lo

e

Para0 < F' < kL, el segmento permanece en su longitud minima. Por tanto,

Al 0 < F <kLy,

Ay=<{ FA?
kL,

kseg =

F > kL.

A.2

Aumentar la tension hasta kL no produce ningun desplazamiento y, por tanto, no requiere trabajo
mecanico. Durante el estiramiento posterior, cuando la longitud instantanea del segmento es s,

kL
F(s) = s.
(s) = %7
El trabajo necesario para un estiramiento cuasiestatico es
Ay kL Ay
AW = F(s)ds = -2 sds.
Al Al Jae
Por consiguiente,
kL
AW = ——[(Ay)? — (A0)?]|.
oAz (AY)" = (A0)7]
Este es también el aumento de la energia potencial elastica.
A.3
La masa por unidad de longitud sin estirar es
M
IJ’ - L() .
En la coordenada material ¢, la tension sostiene todo el muelle situado por debajo de ese punto:
M
T(6) = pgl = —2+.
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El estiramiento solo se produce donde T(K) > kL. Por tanto, la frontera entre las porciones compacta

y estirada viene dada por

M
Ly

Asi pues, la fraccién inferior o del muelle permanece sin estirar.

Sea yp (ﬁ) la altura de equilibrio respecto al extremo inferior. Aplicando A.1 localmente,

1, 0 < { < OéL(),
dyo _
d¢ ——, aLo</{< Ly.
aLO
Al integrar con yo(0) = 0, se obtiene
L, 0</?<aLy,
yo(f) = 02 aLy
Ly </t < L,.
dal, 2 M0SfE0

En particular,

L
H = yo(Lo) = 5 (1 +a?)|

B.1
Después de soltar el muelle, la gravedad es la Unica fuerza externa. En consecuencia, el centro de

masas cae con aceleracion g, aunque las colisiones internas disipen energia.

La altura inicial del centro de masas es
1 [l
Yem,0 = 7 yo(ﬁ) at
Ly J

aLO LO 2
:il/ £d£+/ ( ‘ +O‘L0>d4
LO 0 aLg 2aL0 2

L
= 6—(2(1 +3a® — a?).

En el instante en que se completa la contraccion, el extremo inferior todavia no se ha movido. El muelle
ocupa el intervalode y = 0 ay = L, por lo que
Yem,c = 7

Por tanto, el centro de masas ha descendido una distancia

Yem,0 — Yem,e = 6 (1 —3a+ 3a2 - a3)
a
= —(1-—
6q L)
Como parte del reposo,
1 L
—gt? = —=(1-0a)?
2 Ire 6 ( )

y, por consiguiente,
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Para los datos proporcionados,

1.02(0.055)

o= —0.0284800.
0.201(9.80)

Resulta conveniente utilizar la expresion equivalente
M
te=1{/ 71—« 32,

t. =0.2454228 ... s = 0.245 s |

Numéricamente,

B.2

Tomemos como positivas las velocidades hacia abajo. Introduzcamos
x:Lo—K, D:(l—a)LO

Aqui, = es la longitud sin estirar que ya se ha incorporado al bloque compacto mévil. Sumasay su
longitud real son

Como el resto del muelle permanece inmdvil, la cantidad de movimiento total hacia abajo es mjv;. Al
integrar la fuerza externa Mg desde el instante en que se suelta el muelle, se obtiene

M
L—OZI’UI = Mgt,

o bien

TV = Log‘t .

Esta ecuacion de la cantidad de movimiento incluye el efecto del aumento de masa del bloque movil.

La frontera inferior del bloque movil se encuentra a la altura yo(£). Por consiguiente, su extremo
superior esta en

Kop = yo(f) + LO — 4.
Mientras la frontera se encuentra en la porcidn inicialmente estirada,
_ Wi
dt
V4 .
aLO
D—zx .

= z.
aLy

vr =

Combinando esto con zv; = Lggt,
z(D — )i = aLigt.
Integrando desde x = 0, t = 0,
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Dz? 2%  aLigt?
2 3 2

2
s T 2z
fo 2 (p-2)
09

Al sustituir en la relacién de la cantidad de movimiento, se obtiene
2242
Lig=t

(o)
= 2ty 20

2g 9Lo(1 — 3a)
- 30/+ 3a '

Por tanto,

v} =

Asi pues,

Lo(1 —
v1(6) = VAL T B), A_ 29 p_gh(d-39)]

~ 3a’ 3a

La frontera movil alcanza la porcidn inferior inicialmente compacta en £ = a L. Por tanto, esta etapa
de contraccion continua abarca

aLy < /! < L,.
B.3
Como A > 0, el bloque mdvil se frena a medida que £ disminuye. Justo antes de alcanzar la porcién
inferior inicialmente compacta, su rapidez es
v_ = \/AaLO + B.

En ese instante, la masa movil es (1 — a)M, mientras que la masa compacta inferior oM sigue
inmovil. El muelle ha alcanzado su longitud total minima, de modo que estas porciones se unen en una
colision perfectamente ineldstica, tal como exige el movimiento posterior como cuerpo rigido
estipulado en el enunciado.

El impulso gravitatorio durante esta colisidn instantdnea es despreciable. La conservacion de la
cantidad de movimiento da

(1 - a)Mv_ = Mwv,,

y, por tanto,

ve = (1 — a)y/AaLy + B.

Esta rapidez es menor que v_. Posteriormente, todo el muelle acelera hacia abajo con aceleracion g,
por lo que su rapidez aumenta. En consecuencia,

Umin = (1 — a)y/ AaLg + B|.

Como comprobacion,
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Lo(1l —
AaLo—i—B:M

por lo que

= gt.,

Umin

tal como exige la cantidad de movimiento total al completarse la contraccion.

El estado de reposo exacto en el instante en que se suelta el muelle queda excluido por la expresion
«después de soltarlo». En el modelo continuo prescrito, la masa del bloque mdvil tiende a cero cuando
t — 07, lo que permite una rapidez limite finita mientras la cantidad de movimiento total tiende a cero.

Ci1

Elijamos como cero de la energia potencial elastica la del muelle en su longitud minima. Aplicando A.2 a
un segmento infinitesimal, se obtiene

kLo | (dyy\®
dUg = 2 (dﬂ) —1|d¢t.

La contribucion de la porcién inferior inicialmente compacta es nula. Por tanto,

kLo (™| ¢
Uao = =~ oy~ L]
Ong (67 LO
kLg 2 o3
Utilizando kL) = aMg,
MgLg

Ueo = (1 —3a®+ 2a%).

6

Inmediatamente después de completarse la contraccion, la energia elastica es nula y todo el muelle se
traslada con rapidez v. = gt.. La energia disipada hasta ese momento es

Q = Uap + Mg(Yemo — Yeme) — %MUZ
Sin embargo, la caida libre del centro de masas da
M(Yem0 — Yeme) = %Mgzti -~ %M v
Estos dos términos se cancelan, y queda
Q = Ua-

Después de la contraccidn, el muelle rigido cae sin resistencia del aire ni tumbos, de modo que no se
pierde mas energia mecanica antes del impacto. Factorizando el resultado,

MgL, MgLy

Q= (1—3a%+2a%) = (1—a)*(1+2a)|

La solucién se comprobd con la solucion oficial.
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Problema 2: La fisica de un horno microondas

[

Este problema trata sobre la generacidn de radiacion de microondas en un horno microondas y su
uso para calentar alimentos. La radiacién de microondas se genera en un dispositivo llamado
«magnetréon». La Parte A trata sobre el funcionamiento del magnetrén, mientras que la Parte B
aborda la absorcidn de la radiacion de microondas en los alimentos.

d=1mm
[l =6mm
R =7 mm
h=17.5mm

Figura 1
Parte A: Estructura y funcionamiento de un magnetron (6.6 puntos)

Un magnetrdn es un dispositivo que genera radiacidon de microondas, ya sea en pulsos (para
aplicaciones de radar) o de forma continua (por ejemplo, en un horno microondas). El magnetrén
posee un modo de oscilaciones que se autoamplifican. Al alimentar el magnetrén con una tension
estatica (no alterna), este modo se excita rapidamente. La radiacién de microondas asi creada se
transmite al exterior del magnetron.

Un magnetron tipico de un horno microondas consta de un catodo cilindrico macizo de cobre (de
radio a) y un dnodo que lo rodea (de radio b). Este ultimo tiene la forma de una envoltura cilindrica
gruesa en la que se perforan cavidades cilindricas. Estas cavidades se denominan
«resonadores». Uno de los resonadores estad acoplado a una antena que transmitira la energia de
microondas al exterior; en lo que sigue ignoraremos la antena. Todos los espacios internos se
encuentran en el vacio. Consideraremos un magnetrén tipico con ocho resonadores, como se
muestra en la Figura 1(a). La estructura tridimensional de un solo resonador se muestra en la
Figura 1(b). Como se indica en ella, cada una de las ocho cavidades se comporta como un
resonador de bobina y condensador (LC), con una frecuencia de funcionamiento f = 2.45 GHz.

eulersolve.org/ipho/2019/ 9/36



Se aplica un campo magnético estatico y uniforme a lo largo del eje longitudinal del magnetrén,
dirigido hacia fuera de la pdgina en la Figura 1(a). Ademas, se aplica una tensién constante entre
el dnodo (potencial positivo) y el catodo (potencial negativo). Los electrones emitidos por el
catodo llegan al dnodo y lo cargan, de modo que excitan un modo de oscilacién en el que el signo
de la carga es opuesto en cada par de resonadores adyacentes. La oscilacién de las cavidades
amplifica estas oscilaciones.

El proceso descrito anteriormente crea un campo eléctrico alterno con la frecuencia antes
mencionada f = 2.45 GHz (lineas azules en la Figura 1(a); no se representa el campo estatico)
en el espacio entre el catodo y el dnodo, ademas del campo estdtico causado por la tensién
constante aplicada. En régimen estacionario, la amplitud tipica del campo eléctrico alterno entre
el dnodo y el catodo es aproximadamente % del campo eléctrico estatico en esa region. El
movimiento de los electrones en el espacio entre el catodo y el dnodo se ve afectado tanto por la
parte estatica como por la parte alterna del campo. Esto hace que los electrones que llegan al
anodo transfieran al campo alterno aproximadamente el 80% de la energia que adquieren del
campo estatico. Una minoria de los electrones emitidos regresa al catodo y libera electrones
adicionales, lo que amplifica aiin mas el campo alterno.

Cada resonador puede considerarse como un condensador y una bobina; véase la Figura 1(b). La
capacitancia procede principalmente de las partes planas de la superficie del resonador, mientras
que la inductancia se debe a la parte cilindrica. Suponga que la corriente en el resonador fluye
uniformemente muy cerca de la superficie de su cavidad cilindrica, y que la magnitud del campo
magnético generado por esta corriente es 0.6 veces la de un solenoide ideal infinito. Las distintas
longitudes que definen la geometria del resonador se indican en la Figura 1(b). La permitividad y
la permeabilidad del vacio son g9 = 8.85 - 102 F/mypo=4n- 1077 H/m, respectivamente.

A.1— 0.4pt

Utilice los datos anteriores para estimar la frecuencia fest de un solo resonador. (Su resultado
puede diferir del valor real, f = 2.45 GHz. Utilice el valor real en el resto del problema.)

El apartado A.2 que sigue no trata sobre el magnetrén en si, sino que ayuda a introducir algunos
de los conceptos fisicos pertinentes. Considere un electrén que se mueve en el espacio libre bajo

la influencia de un campo eléctrico uniforme dirigido a lo largo del eje y negativo, E = —FEuy, Y
de un campo magnético uniforme dirigido a lo largo del eje z positivo, B = Byz (Eyy Bg son
positivos; I, g, Z son vectores unitarios orientados de la manera convencional). Denotemos la
velocidad del electrén en el instante ¢ por 4(t). La velocidad de deriva up del electrén se define

como su velocidad media. Denotamos por m y —e la masa y la carga del electrén,
respectivamente.

A.2 —1.5pt

En cada uno de los dos casos siguientes, halle 4 . Ademas, dibuje en la Hoja de Respuestas la
trayectoria del electrén (en el sistema de referencia del laboratorio) durante el intervalo de tiempo
0<t< 4%? si:

€.

1.ent = 0 la velocidad del electrén es u(0) = (3Ey/Bo)z,
2.ent = 0 la velocidad del electrén es 4(0) = —(3Eo/Bo)z.
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Retomemos ahora el andlisis del magnetron. La distancia entre el catodo y el anodo es 15 mm.
Suponga que, debido a la pérdida de energia hacia los campos alternos antes mencionada, la
energia cinética maxima de cada electréon no supera Kax = 800 eV. La magnitud del campo
magnético estatico es By = 0.3 T. La masa vy la carga del electron sonm = 9.1 - 103! kgy
—e=—1.6-10"'C, respectivamente.

A.3 — 0.4pt

Estime numéricamente el radio maximo 7 de la trayectoria del electrén en el sistema de referencia
en el que este movimiento es aproximadamente circular, considerando dicho sistema de
referencia como aproximadamente inercial.

Figura 2
A.4 —1.2pt

La Figura 2 representa las lineas del campo eléctrico alterno entre el anodo y el cdtodo en un
instante dado (no se representa el campo estatico). Indique en la Hoja de Respuestas cudles de
los electrones situados en A,B,C,D y E tendran una deriva hacia el anodo, cudles hacia el catodo y
cudles en una direccion perpendicular al radio en ese instante.

Figura 3
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La Figura 3 representa las lineas del campo eléctrico alterno entre el anodo y el catodo (no se
representa el campo estatico) en un instante dado. Las posiciones de seis electrones en ese
instante se denotan por A, B, C, D, E y F. Todos los electrones se encuentran a la misma distancia
del catodo.

A.5 —1.2pt

Considere la situacidén que se muestra en la Figura 3. Para cada uno de los seis pares de
electrones AB, AC, BC, DE, DF, EF, indique en la Hoja de Respuestas si su deriva hara que el
angulo entre sus vectores de posicion (medidos desde el centro O del catodo) aumente o
disminuya en ese instante.

Figura 4

El patron que ha descubierto en el apartado A.5 actlia como un mecanismo de enfoque,
concentrando los electrones del espacio entre el catodo y el &nodo en haces radiales. La Figura 4
representa uno de estos haces, denotado por S.

A.6 — 0.8pt

Represente en la Hoja de Respuestas los demds haces radiales en ese instante. Indique mediante
flechas su sentido de rotacién y calcule su velocidad angular media w.

Adopte la aproximacién de que el campo eléctrico total a mitad de camino entre el cadtodo y el
anodo es igual a su valor estatico medio a lo largo de una linea radial desde el catodo hasta el
anodo, y de que los haces son aproximadamente radiales en esa region. Los radios del catodo y
del 4nodo (a y b, respectivamente) se definen en la Figura 4.

A.7 —1.1pt

Halle una expresion aproximada para la tension estatica Vy necesaria para que el magnetrén
funcione de la manera descrita. (La expresion que obtendra proporciona una aproximacion al valor
minimo necesario para el funcionamiento del magnetrdn; la tension dptima es algo mayor.)
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Parte B: Interaccion de la radiacion de microondas con las moléculas de agua (3.4 puntos)

Esta parte trata sobre el uso de la radiacidon de microondas (emitida por la antena del magnetrén
hacia la cdmara de coccidén) para cocinar, es decir, para calentar un material dieléctrico con
pérdidas como el agua, ya sea pura o salada (que es nuestro modelo para, por ejemplo, una
sopa).

Un dipolo eléctrico es una configuracion de dos cargas eléctricas iguales y opuestas gy —q,
separadas por una pequefia distancia d. El vector dipolar eléctrico apunta desde la carga negativa
hacia la positiva, y su magnitud es p = qd.

Se aplica un campo eléctrico dependiente del tiempo E’(t) = E(t)& a un Unico dipolo de
momento P(t) con magnitud constante py = |p(¢)|. El dngulo entre el dipolo y el campo eléctrico

es 6(t).
B.1— 0.5pt

Escriba expresiones tanto para la magnitud del momento de fuerzas T(t) que el campo eléctrico
ejerce sobre el dipolo como para la potencia Hl(t) que el campo entrega al dipolo, en funcion de
po, E(t), 6(t) y sus derivadas.

Las moléculas de agua son polares, por lo que pueden tratarse como dipolos eléctricos. Debido a
los fuertes enlaces de hidrégeno entre las moléculas de agua en el agua liquida, no es posible
tratarlas como dipolos independientes. En su lugar, debe utilizarse el vector de polarizacion I3(t)
que es la densidad de momento dipolar (momento dipolar medio por unidad de volumen de un

conjunto de moléculas de agua). La polarizacién P(t) es paralela al campo eléctrico alterno local

aplicado (de la radiacion de microondas), E(t), y oscila en el tiempo con una amplitud
proporcional a la amplitud del campo eléctrico alterno local, pero con un retraso de fase 4.

El campo eléctrico alterno local en un punto dado del interior del agua es E(t) = E sin(wt)Z,

donde w = 27, y da lugar a una polarizacién P(t) = BeoE, sin(wt — §)&, donde la constante
adimensional 3 es una propiedad del agua.

B.2 — 0.5pt

Halle una expresion para la potencia media temporal (H(t)> absorbida por el agua por unidad de
volumen.

El promedio temporal de una variable peridédica dependiente del tiempo f(t) alo largo de su
periodo 1" se define como:

to+T
=7 [ 1o 0

0
Consideremos ahora la propagacion de la radiacién a través del agua. La constante dieléctrica
relativa del agua (a la frecuencia del campo electromagnético) es ¢, y el indice de refraccion
correspondiente del aguaes n = \/87 La densidad de energia instantdnea del campo eléctrico
viene dada por %67«80E2. Las densidades de energia medias temporales de los campos eléctrico
y magnético son iguales.
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B.3 —1.1pt

Denotemos la densidad de flujo de energia de la radiacién promediada en el tiempo por I(z) (flujo
medio de potencia de radiacion por unidad de area). Aqui z es la profundidad de penetracion en el
agua, y la radiacién se propaga en la direccion z. Halle una expresion para la dependencia de la
densidad de flujo I(z) con z. La densidad de flujo en la superficie del agua, 1(0), puede aparecer
en su resultado.

El retraso de fase d es consecuencia de la interaccion entre las moléculas de agua. Depende del
coeficiente adimensional de pérdidas dieléctricas €, y de la constante dieléctrica relativa ¢,
(ambos dependientes de la frecuencia angular de la radiacién w y de la temperatura) mediante la
relacion tand = €g/ET. Cuando 4 es suficientemente pequefio, el campo eléctrico a una
profundidad de penetracién z en el agua viene dado por:

E(z,t) = Eje—2nkoztand sin(nkgz — wt) (2)
donde kg = w/cy c = 3.0 - 103 m/s es la velocidad de la luz en el vacio.
B.4 — 0.6pt

Emplee la aproximacion tan d ~ sin J y halle una expresién para el coeficiente 8 definido en el
apartado B.2 en funcién de los demas parametros.

f GHz
90 1000 100 10 245 10 °C
| mnrrrrir | i [ | 1l I|I|T ’ll ’g'__J&J__I.i.iOH:
| AR
80 HAgE = 20
Er s Jﬁg'
r i G
60 aly | idwdmy nien)
11711 iR ?PE
50 f;éy%_ Al 100;
_Q?_Cj 741 4 ;/ i
40 100° Z <K 1N A
30 A “11°°¢
E 2
4 100°C —)":Q N
20 SIS
T N
10 ’” s & \\\ | TN
|——= <l IRS=y = SSSS
0 — -
0.01 0.1 1 100°C 10 100
(cm)

Figura 5. Las flechas indican la variacion con la temperatura a través de las curvas desde 0°C
hasta 100°C.

La Figura 5 representa €y (azul) y €, (rojo), tanto para agua pura (lineas continuas) como para una
disolucion diluida de sal en agua (lineas discontinuas), en funcién de la longitud de onda o de la
frecuencia, a varias temperaturas diferentes. La frecuencia angular w = 27 - 2.45 - 10757 ! esta
indicada mediante una linea vertical gruesa. A continuaciéon consideraremos Unicamente radiacion
de microondas a esta frecuencia.
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B.5 — 0.7pt
Utilice la Figura 5 para responder a las siguientes preguntas:
1. Para agua a 20°C, halle la profundidad de penetracion zy/palaquela potencia por unidad
de volumen se reduce a la mitad de su valor en z = 0.
2. Indique en la Hoja de Respuestas si la profundidad de penetracion de la radiacion de
microondas en el agua aumenta, disminuye o permanece igual con la temperatura.
3. Indique en la Hoja de Respuestas si la profundidad de penetracion de la radiacion de

microondas en la sopa (disolucién diluida de sal) aumenta, disminuye o permanece igual
con la temperatura.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e A1:C ~0.93pF, L ~ 6.6nH, lo que da
fest ~ 2.03 GHz.

e A.2: En ambos casos,

Definamos w, = eBy/m, £ = mE/(eB2) y s = w,t. Con la posicién inicial en el origen,
las trayectorias solicitadas son

(x’ey)l = (—s+4sins, 4[1 — cos s)),

(m7y)2
14

Son trocoides con bucles que derivan hacia la izquierda, con un movimiento de giro en

= (—s —2sins, —2[1 — cos s]), 0 < s <d4m.

sentido antihorario.

e A.3:

Poax ™~ 3.2 X 1074 m = 0.32 mm.

e A.4: Miinterpretacion de las tangentes a las lineas de campo es A y B hacia el catodo; C,
D y E hacia el anodo; ninguno exactamente perpendicular al radio. La incertidumbre de
la interpretacion del diagrama se seflala mas adelante.

e A.5: AB, ACy BC disminuyen; DE, DF y EF aumentan.

e A.6: Hay cuatro haces radiales, separados por 90°. Alada copias de S giradas 90°, 180°
y 270°. Giran en sentido antihorario, con

_ 2nf
4

W, = 3.85 x 10%rads L.
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B
VO ~ 02ws (b2 — az)

_ 7fBy
4

(b2 — a?).

B.1: Para una magnitud del campo |E| y el dngulo entre el dipolo y el campo instantaneo,

7 = po|E|sin, H; = —po|E|sin 4.

La férmula de la potencia independiente de la convenciénes H; = E - p.

e B.2:
1 )

(H) = EﬂaowEo sin 6.
e B.3

Bw sin §

I(z) =1 _EUSmO L.
(2) = 10) exp| - 22222 -
e B4
/8 = n2 =&
e B.5
1.

_ cy/€,In2 il
21/2— —wse ~ 1.2CIn

a partir de las lecturas aproximadas de la gréfica e, ~ 78, €, >~ 10.
2. La profundidad de penetracion en el agua pura aumenta con la temperatura.
3. La profundidad de penetracion en la sopa disminuye con la temperatura.

\

Solucion
A1

Las caras conductoras aproximadamente paralelas que forman la ranura tienen un area hl y una

separacion d. Despreciando los efectos de borde, su capacitancia es
thl

C ~ )
d

Utilizando las dimensiones de la Figura 1,

~ (8.85 x 107 '%)(17.5 x 107*)(6 x 10?)
B 1x1073

Sea I la corriente total que circula alrededor de la cavidad cilindrica. Su distribucién uniforme a lo largo

C —9.29 x 107 B F.

de la altura h da una densidad superficial de corriente efectiva I /h. Un solenoide ideal infinito con esta
corriente superficial produciria ,uoI/h. Aplicando la correccién especificada,

pol
B~0.6——-.
h
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Aproximando el flujo a través de la cavidad por BrR?,

2
=2 gtk

= 6.63 x 1072 H.
i h %

Por tanto,

B 1 1 d
27V LC 27 0.6poc0mR21

La altura se cancela porque C ox hy L h~L. La estimacion es aproximada porque el resonador se

~ 2.03 x 10° Hz.

representa mediante una capacitancia y una inductancia concentradas e idealizadas.
A.2

El electrén obedece la ecuacion de la fuerza de Lorentz,

—

U - . -
— = —e(E+u x B).

™A
Para los campos indicados, sus componentes son
) . Ey eBy
Uy = —Wcly, Uy = (uw + Bo) We = 7

Definamos vp = EO/BO. Una velocidad constante —vpZ hace que las fuerzas eléctrica y magnética
se cancelen. De forma mas general,

__BxB
D B(Z)

= —VUpZ.

En el sistema de referencia que se traslada con esta velocidad, la velocidad restante gira
uniformemente. Para u,(0) = 0,

ugz = —vp + Acos(wct), uy = Asin(w.t),

donde A = ux(O) + vp. Los términos oscilatorios tienen promedio nulo, por lo que ambas condiciones
iniciales dan la misma deriva.

Tomando z(0) = y(0) = 0, la integracién da

x = —vpt+ isin(wct), Y= i[1 — cos(wet)].

C C

Para el caso 1, A = 4vp; para el caso 2, A = —2vp. Esto da las trayectorias paramétricas indicadas
en las respuestas.

Para un dibujo preciso, utilice £ = ’U[)/wc. Los siguientes puntos describen el primer periodo
ciclotrénico:

s =w.t Caso1l (z/l,y/l) Caso2:(z/l,y/l)

0 (0,0) (0,0)
/2 (4—7/2,4) (-2 —7/2,-2)
™ (=,8) (=m, —4)
3m/2 (—
(=

4—3m1/2,4)  (2—37/2,-2)
2

om ,0) (—2m,0)
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Repita esta curva trasladada —27¢ en x para obtener el segundo periodo.

En el caso 1, el electron se mueve inicialmente hacia la derecha y se curva hacia arriba; toda la curva se
encuentra en 0 < y < 8/. En el caso 2, se mueve inicialmente hacia la izquierda y se curva hacia abajo;
la curva se encuentra en —4¢ < y < 0. Ambos terminan en (—47/, 0) tras el intervalo especificado.
Su movimiento de giro es antihorario, y ninguna de las trayectorias tiene cuspides porque su velocidad
nunca se anula.

A.3

En el sistema de referencia local de deriva, aproximadamente inercial, la fuerza eléctrica queda
aproximadamente cancelada por la fuerza magnética asociada a la velocidad del sistema de referencia.
El movimiento restante es aproximadamente circular:

2

i = evLBo, r = moL .
T eB,
Utilizando la cota total de energia cinética como estimacion superior de la energia de giro,
v < \/Mﬂ
m
Aqui,
Komax = 800(1.6 x 10719) = 1.28 x 1071¢J,
por lo que
Umax =~ 1.68 X 10" ms ™1,
y

G 1/2(91x 107%)(1.28 x 10°1%)
Tmax = =
eBy (1.6 x 10719)(0.3)

Por tanto, rmax =~ 0.32 mm, mucho menor que la separacién de 15 mm. Esto justifica tratar el giro
como un pequefio movimiento superpuesto a la deriva de su centro.

—=3.18 x 10 *m.

A4

Sea 7 el vector unitario radial hacia fuera y ¢ el vector unitario azimutal en sentido antihorario. Con el
campo magnético dirigido hacia fuera de la pagina,

E = E,i+ Ey

da
- E’ X E E¢ . E, -
“PT 7B T B, B
Por tanto:

e E4 > 0 produce una deriva hacia el anodo.
e E4 < 0 produce una deriva hacia el catodo.
e E4 = 0 produce una deriva perpendicular al radio.
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El campo eléctrico estatico es radial, por lo que solo contribuye a la deriva azimutal. La clasificacién
radial queda determinada por completo por la componente tangencial del campo alterno representado.

Mi interpretacién de las tangentes locales da:

Electron Componente tangencial del campo alterno Deriva radial

A Sentido horario Hacia el catodo
B Sentido horario Hacia el catodo
C Sentido antihorario Hacia el anodo
D Sentido antihorario Hacia el anodo
E Sentido antihorario Hacia el dnodo

Estas clasificaciones se refieren a la componente radial; los electrones también tienen deriva azimutal.
Las tangentes se leen en un esquema, por lo que estas clasificaciones conllevan cierta incertidumbre
de lectura.

A.5

A una distancia comun p del centro del catodo,

é ’U,qg Er
~ p By’
El campo estético es radial hacia dentro y proporciona a los seis electrones la misma velocidad angular
antihoraria a ese radio. Por tanto, solo las diferencias en la componente radial del campo alterno
afectan a sus separaciones angulares instantaneas.

Para A, By C, la Figura 3 muestra que la componente radial del campo alterno cambia de dirigida hacia
fuera en A, pasando por aproximadamente cero en B, a dirigida hacia dentro en C. En consecuencia,

P4 < 9B < ¢Pc.
Sus posiciones estan ordenadas como ¢4 > ¢ > ¢¢. Por tanto, el electron que va detras se mueve
mas deprisa que el que va delante, de modo que las tres separaciones disminuyen:

d d d
(4 —98) <0, —(da—¢c) <0, (b5~ ¢c) <0

Para D, E y F, la componente radial del campo alterno cambia de manera opuesta: hacia dentro en D,
aproximadamente cero en E y hacia fuera en F. Asi,

¢p > b5 > dr.
Como ¢p > ¢E > ¢r, las tres separaciones aumentan.

Par Cambio de la separacion angular

AB  Disminuye

AC  Disminuye

BC  Disminuye

DE  Aumenta

DF  Aumenta

EF Aumenta
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A.6

Los resonadores adyacentes tienen fases de oscilacién opuestas. Por tanto, en un instante dado,
regiones angulares alternas concentran los electrones, mientras que las regiones intermedias los
dispersan. Asi, ocho resonadores producen cuatro haces radiales.

El dibujo debe contener tres copias adicionales de S, obtenidas mediante rotaciones de 90°, 180° y
270° alrededor del centro del catodo. Sus formas deben tener el mismo sentido de curvatura.

El campo estatico apunta hacia dentro. Su deriva es
(_72) X Z= +¢)
por lo que los haces giran en sentido antihorario.

Tras medio periodo de oscilacion, las polaridades de los resonadores se invierten. Un haz debe avanzar
hasta la posicion del siguiente resonador, un angulo 27/8 = 7 /4. Por tanto,

/4 ™ 2rf
S T/2 2T 4

Ws

Utilizando f = 2.45 x 10° Hz,

ws = 3.85 x 10°rad s~ 1.

Equivalentemente, los haces realizan 6.125 x 10® revoluciones por segundo.
A.7

Bajo la aproximacion indicada, la magnitud del campo en el punto medio del espacio entre los
electrodos es

Vo
Bmia = b—a
El radio del punto medio es
a+b
Pmid = 2
La deriva de los electrones alli debe tener la rapidez tangencial del haz:
@ = WsPmid-
By
En consecuencia,
Vo a+b
By(b—a) SWTy
lo que da
R R P oL

Con los valores dados de By y f, esto también puede escribirse como
Vo ~ (5.77 x 10 Vm?)(b* — a?),

con a y b medidos en metros.
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B.1
Las fuerzas sobre las dos cargas forman un par. El momento de fuerzas es
7=px E.

Asi, si 8 se define como el 4ngulo entre el dipolo y el campo instantaneo,

T = po| E| sin 6.

El momento de fuerzas tiende a reducir este angulo. Su componente con signo conjugada a 0 es, por
tanto, —po| E| sin 6, lo que da la potencia mecanica

H; = —po|E|siné4.

En particular, un dipolo que se esta alineando tiene 6 < 0, por lo que el campo entrega una potencia
positiva.

El resultado puede deducirse sin adoptar una convencién angular. Si 7, y 7_ son las posiciones de las
cargas,

=S =S = d — —
Hl':qE-rJr—qE-r,:E-E[q(vq—r,)].

Por tanto,

H;=E-p.

Si, en cambio, 0 se mide desde el semieje positivo fijo z y E(t) es una componente con signo, esto se
convierte en

H;, = E(t)%(po cos @) = —poE(t)sin 6.

No hay ningun término Eenla potencia mecdanica entregada al dipolo.
B.2

Sumando la potencia de cada dipolo en una unidad de volumen se obtiene

= dP
H(t) = B(t) - — .
La polarizacién dada tiene como derivada
(il_}t) = BeoEqw cos(wt — 8)Z.
Por tanto,
H(t) = BeowE} sin(wt) cos(wt — §).
Utilizando

cos(wt — &) = cos(wt) cos d + sin(wt) sin 6,
y los promedios a lo largo de un periodo

(sin(wt) cos(wt)) = 0, (sin®(wt)) = %,

obtenemos
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1
(H) = EBanEg sin 4.

Para un retraso de fase positivo, la potencia media absorbida es positiva.
B.3
Sea S(Z) la amplitud local del campo eléctrico. La densidad media de energia eléctrica es

1 1
(up) = §€r50<E2> = Z‘Sr€052-

La densidad media de energia magnética es igual a esta, por lo que

1
(u) = 567-8052.
Utilizando la velocidad de propagacion c/n en el modelo de ondas en un dieléctrico del problema,
c 1
I(2) = —(u) = =nceo€?(2),
n 2

donde n? = Er.

La conservacion de la energia para una capa delgada de espesor dz da

dr
—— = (H).
4 — H)
Sustituyendo el resultado de B.2 y eliminando 52,
dr 1 Bw sin &
2 .
—— = —fBgow€“sind = ———1I.
dz 2 Beo nc
Para un medio homogéneo a temperatura fija, el coeficiente es constante. La integracién da
Bw sin &
I(z) =1(0)exp| —— 2] .
()= 10) exp| - 222
El coeficiente de atenuacion de la potencia es, por tanto,
_ Bwsind

nc
B.4

La ecuacion (2) da una amplitud del campo eléctrico proporcional a

e %nkoz tand

Como la intensidad es proporcional al cuadrado de esta amplitud,
I(z) — I(O)e—nkgztané.
La comparacion con B.3, utilizando ky = w/c, da
Ppwsind  nw

= tan d.
ne c

Asi,
Bsind = n?tand.

Dentro de la aproximacién solicitada tan d ~ sin 4,
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B~n?=¢,.

Este resultado se obtiene dentro de las aproximaciones de dieléctrico y de pérdidas pequefas
especificadas en el problema.

B.5

Utilizando la relacién proporcionada tan § = 5@/5,«, el coeficiente de atenuacion de la potencia es
w €
a=nkgtand = — Z_
c +/er

A temperatura uniforme, la potencia local absorbida por unidad de volumen es proporcional a la
intensidad local:

(H(2) = al(2).
Por tanto, tiene la misma dependencia exponencial,

(H(2) .

(H(0))
1. Profundidad de reduccion de la potencia a la mitad a 20°C.
La condicién e **12 = 1/2 da

In2 c\/erIn2
 wer

R1/2 =
A la frecuencia sefialada, las curvas continuas para 20°C dan aproximadamente
er >~ 78, e¢ ~ 10.
En consecuencia,

(3.0 x 10%)4/781n 2
21/2 ~ 9
(27)(2.45 x 10%)(10)

Por tanto, la gréafica indica una profundidad de reduccién de la potencia a la mitad de aproximadamente

—=1.19 x 10 % m.

z1/2 >~ 1.2 cm.

Esta es la profundidad de reduccion de la potencia a la mitad; el decaimiento de la amplitud del campo
tiene un exponente menor en un factor de dos.

2. Agua pura al aumentar la temperatura.

A frecuencia fija,

’\/E:_T .

R1/2 X
€Y

Las curvas azules continuas muestran una disminucién considerable de €, con la temperatura. La
disminucién de /€, es mucho menor en términos relativos. Por tanto, el cociente aumenta:

La profundidad de penetracién en el agua pura aumenta con la temperatura.
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3. Sopa al aumentar la temperatura.

A la misma frecuencia, las curvas azules discontinuas muestran que las pérdidas dieléctricas aumentan
al aumentar la temperatura, mientras que las curvas rojas discontinuas muestran una disminucion de
er. Ambos cambios reducen /€, /€. Por tanto,

La profundidad de penetracién en la sopa disminuye con la temperatura.

La solucién se comprobo con la solucidn oficial.

Problema 3: Motor termoacustico

[
Un motor termoacustico es un dispositivo que convierte calor en potencia acustica, u ondas
sonoras, una forma de trabajo mecdnico. Como muchas otras maquinas térmicas, puede
funcionar en sentido inverso para convertirse en un refrigerador, utilizando el sonido para
bombear calor desde un foco frio hasta uno caliente. Las altas frecuencias de funcionamiento
reducen la conduccién de calor y eliminan la necesidad de confinar una cdmara de trabajo. A
diferencia de muchos otros tipos de motores, el motor termoacustico no tiene piezas moviles,
salvo el propio fluido de trabajo.

Los rendimientos de las maquinas termoacusticas suelen ser inferiores a los de otros tipos de
motores, pero presentan ventajas en cuanto a costes de instalacion y mantenimiento. Esto abre
posibilidades para aplicaciones de energias renovables, como las centrales termosolares vy el
aprovechamiento del calor residual. Nuestro andlisis se centrara en la generacion de energia
acustica dentro del sistema, sin considerar su extraccion o conversidn para accionar dispositivos
externos.

Parte A: Onda sonora en un tubo cerrado (3.7 puntos)

Consideremos un tubo térmicamente aislante de longitud L y drea de seccion transversal S, cuyo
eje se encuentra en la direccion . Los dos extremos del tubo estan situadosenx = 0y x = L.
El tubo estd lleno de un gas ideal y cerrado herméticamente por ambos extremos. En equilibrio, el
gas tiene temperatura 7§, presion p, y densidad de masa pg. Supongamos que la viscosidad
puede despreciarse y que el gas solo se mueve en la direccion x. Las propiedades del gas son
uniformes en las direcciones perpendiculares y y z.

Figura 1

A.1(0.3pt)

Cuando se forma una onda sonora estacionaria, los elementos de gas oscilan en la direccién x
con frecuencia angular w. La amplitud de las oscilaciones depende de la posicion de equilibrio x

de cada elemento a lo largo del tubo. El desplazamiento longitudinal de cada elemento de gas
respecto de su posicion de equilibrio x viene dado por

u(z,t) = asin(kx) cos(wt) = u1(x) cos(wt) (1)
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(obsérvese que aqui u describe el desplazamiento de un elemento de gas)

donde a < L es una constante positiva, k = 271'/)\ es el nimero de onda y \ es la longitud de
onda. ;Cual es la maxima longitud de onda posible Amax €n este sistema?

A lo largo de todo el problema supondremos un modo de oscilacion con A = Amax.

Consideremos ahora una pequefia porcién de gas, situada en reposo entre z y x + Az (
Az < L). Como consecuencia de la onda de desplazamiento del apartado A.1, la porcién oscila a
lo largo del eje x y experimenta un cambio de volumen y de otras propiedades termodinamicas.

En todos los apartados siguientes, supongamos que estos cambios de las propiedades
termodindmicas son pequefios en comparacion con los valores sin perturbar.

A.2 (0.5pt)

El volumen de la porcién V(z, t) oscila alrededor del valor de equilibrio Vo = SAz y tiene la
forma

V(z,t) = Vo + Vi(x) cos(wt). (2)
Obtenga una expresién para Vi(z) en funcién de Vo, a, ky x.
A.3 (0.7pt)

Suponga que la presion total del gas, como consecuencia de la onda sonora, toma la forma
aproximada

p(z,t) = po — p1(x) cos(wt). (3)
Considerando las fuerzas que actian sobre la porcién de gas, calcule la amplitud pl(m) dela

oscilacion de presion al orden dominante, en funcién de la posicidon x, la densidad de equilibrio
po, la amplitud de desplazamiento a y los parametros de la onda k y w.

A frecuencias acusticas, la conductividad térmica del gas puede despreciarse. Trataremos la
expansién y la contraccién de las porciones de gas como procesos puramente adiabaticos, que
satisfacen la relacién pV'7 = const, donde 7y es el coeficiente adiabatico.

A.4 (0.3pt)

Utilice la relaciéon anterior y los resultados de los apartados anteriores para obtener una expresion
para la velocidad de las ondas sonoras ¢ = w/k: en el tubo, a primer orden. Exprese su respuesta
en funcion de py, pg Y el coeficiente adiabatico +y.

A.5 (0.7pt)

El cambio de temperatura del gas debido a la expansién y la contraccion adiabaticas, como
consecuencia de la onda sonora, tiene la forma:

T(z,t) = To — T1(z) cos(wt). (4)
Calcule la amplitud Tl(a:) de las oscilaciones de temperatura en funciéon de Ty, v, a, ky x.
A.6 (1.2pt)

Unicamente para este apartado, suponemos una interaccion térmica débil entre el tubo y el gas.
Como consecuencia, la onda sonora estacionaria permanece casi inalterada, pero el gas puede
intercambiar una pequefia cantidad de calor con el tubo. El calentamiento debido a la viscosidad
puede despreciarse.
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Para cada uno de los puntos de la Figura 2 (A 'y C en los extremos del tubo, B en el centro),
indique si la temperatura del tubo en ese punto aumentard, disminuird o permanecera igual a largo

plazo.
A B c
T i O
i \‘ ~
0 L
Figura 2

Parte B: Amplificacidon de la onda sonora inducida por contacto térmico externo (6.3
puntos)

Se coloca dentro del tubo un apilamiento de placas sélidas delgadas y bien separadas. Las placas
del apilamiento estan alineadas en paralelo al eje del tubo, para no obstaculizar el flujo de gas a lo
largo de este. El centro del apilamiento se sitla en g = L/4, y este abarca una anchura? << L a
lo largo del eje del tubo, ocupando toda su seccidn transversal. Entre los extremos derecho e
izquierdo del apilamiento se mantiene una diferencia de temperatura 7. Un foco térmico externo
mantiene el extremo izquierdo del apilamiento, situadoen g = g — £/2, a una temperatura
Tw = To + 7/2, mientras que su extremo derecho, situado en z¢ = ¢ + £/2, se mantiene a
una temperatura Tc = To — 7/2.

El apilamiento de placas permite un pequefio flujo longitudinal de calor para mantener un

gradiente de temperatura constante entre sus extremos, de modo que Tplate(:c) =Ty — ’”70 T.

L/4—0/2  L/A  L/A+1()2

b

Figura 3. Esquema del sistema. (A) y (B) indican los focos térmicos caliente y frio,
respectivamente. (D) indica el apilamiento.

Para analizar el efecto del contacto térmico entre el apilamiento de placas y el gas sobre las
ondas sonoras en el tubo, adopte las siguientes hipdtesis:

e Como en la parte anterior, todos los cambios de las propiedades termodindmicas son
pequefios en comparacion con los valores sin perturbar.

e El sistema funciona en el modo fundamental de onda estacionaria, con la mayor longitud de
onda posible. Este modo solo se ve ligeramente modificado por la presencia del apilamiento
de placas.
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e El apilamiento es mucho mas corto que la longitud de onda £ < A.x, V¥ puede situarse lo
bastante lejos tanto de los nodos de desplazamiento como de los de presidon, de modo que
el desplazamiento u(x,t) ~ u(xo,t) y la presion p(z, t) ~ p(xo,t) pueden considerarse
uniformes en toda la longitud del apilamiento.

e Podemos despreciar los efectos de borde causados por las porciones que entran y salen
del apilamiento.

e La diferencia de temperatura entre los extremos del apilamiento de placas, es decir, entre
los focos caliente y frio, es pequefia en comparacién con la temperatura absoluta: 7 < Tj,.

e La conduccidén de calor a través del apilamiento, a través del gas y a lo largo del tubo es
despreciable en todos los casos. Los Unicos mecanismos significativos de transferencia de
calor son la conveccion debida al movimiento del gas y la conduccion entre el gas y el
apilamiento.

B.1(0.4pt)

Considere una porcion concreta de gas en la region del apilamiento, situada originalmente en
B[ = L/4. A medida que la porcion se mueve dentro del apilamiento, la temperatura local de la
parte cercana del apilamiento cambia de la siguiente manera:

Tonv(t) = Ty — Ty cos(wt). (5)
Exprese T, en funcién de a, Ty /.
B.2 (1.0pt)

¢Por encima de qué diferencia de temperatura critica 7., transportara el gas calor desde el foco
caliente hasta el frio? Exprese 7, en funcion de Ty, v, ky £.

B.3 (0.8pt)

., . . d . .,
Obtenga la expresidn general aproximada del flujo de calor d—? que entra en una pequeia porcion

de gas como funcion lineal de las tasas de variacion de su volumen y su presidn. Exprese su

respuesta en funcién de la tasa de variacién del volumen 4V '|a tasa de variacién de la presion

dt !
d e ., .
d—f, los valores de equilibrio sin perturbar de la presion y el volumen de la porcién pg, Vv el

indice adiabatico . (Puede utilizar la expresion de la capacidad calorifica molar a volumen
R

Pl donde R es la constante de los gases.)

constante ¢, =

La tasa limitada de transferencia de calor entre la porcidn y el apilamiento provoca una diferencia
de fase entre las oscilaciones de presion y de volumen de la porcidon. Veremos como esto genera
trabajo.

Supongamos que el flujo de calor que entra en la porcién desde el apilamiento es proporcional a
la diferencia de temperatura entre la porcidn y el elemento vecino del apilamiento, y viene dado
aproximadamente por % = —BVo(Ts — T1) cos(wt). Aqui, T1 y T son las amplitudes de las
oscilaciones de temperatura de la porcion de gas y de la parte vecina del apilamiento de los
apartados A.5 y B.1, respectivamente, y 5 > 0 es una constante. Suponga que, a las frecuencias
de funcionamiento de la maquina, el cambio de temperatura del gas debido a este flujo de calor
es insignificante en comparacion tanto con T como con Tk;.
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B.4 (1.9pt)

Para calcular el trabajo, consideraremos un cambio del volumen de la porcidn en movimiento
debido al contacto térmico con el apilamiento. Escribamos la presion y el volumen de la porcion
bajo la influencia del apilamiento en la forma:

P = po + P, sin(wt) — p, cos(wt),

V =V + V, sin(wt) + Vj cos(wt), (6)

Dados p, Y Py, halle los coeficientes V,, y V},. Exprese su respuesta en funcién de
Da> Py, Po, V07 Y Ty Ters B) w,ay L.

B.5 (0.8pt)

Obtenga una expresion aproximada del trabajo acustico por unidad de volumen w producido por
la porcidn de gas durante un ciclo. Integre sobre el volumen del apilamiento para obtener el
trabajo total Wiot generado por el gas durante un ciclo. Exprese Wit en funcion de

Yy Ty Ters Byw, a, ky S.

B.6 (0.8pt)

Obtenga una expresién aproximada del calor Q¢ transportado desde el lado izquierdo del plano
x = x hacia el derecho durante un ciclo. Exprese su respuesta en funcién de 7, 7¢;, 8, w, a, S, £.

(Pista: puede utilizar la féormula 7 = % para la corriente de calor debida a la conveccién.)
B.7 (0.6pt)

Halle el rendimiento 7 del motor termoacustico. El rendimiento se define como el cociente entre el
trabajo acustico generado y el calor extraido del foco caliente. Exprese su respuesta en funcion
de la diferencia de temperatura 7 entre los focos caliente y frio, la diferencia de temperatura
critica T¢r y el rendimiento de Carnotn. = 1 — T /TH.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Los coeficientes V1, p1, T son coeficientes con signo en las formas oscilatorias especificadas. En
todo el problema, k = /L.

e A1
e A2

Vi(z) = Voak cos(kz).
e A3

pi(z) = poc;wQ cos(kz).
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YPo
Po

T, (z) = (v — 1)Tyak cos(kx).

A.6 A: aumenta; B: disminuye; C: aumenta.

B.1

aT

VT

Tst

T = (v — 1)Tokt.

El calor se transporta del foco caliente al frio cuando 7 > 7¢;.

e B.3

dQ - YPo dV/dt 2 V() dp/dt

dt v—1 '
e B4

V - 1 - Cr V
Vaz——opa+(7 )Ba(r 7'), Vi = opb.
YPo V2wl YPo
e B5
n(y — 1)Ba’k
( 2wz (7= 7a),
(v — 1)Ba’kS
Whiot ~ b 2316 (T — Tar)
e B.6
mBa’S
Qtot = Toul (T - 7-cr)-
e B.7
TCI'
= Tnc, A T
L
Solucion

Conservamos las perturbaciones de primer orden al determinar las magnitudes termodinamicas
oscilantes. Los primeros promedios no nulos por ciclo del trabajo y del calor transportado aparecen a
segundo orden en la amplitud de la onda. El acoplamiento térmico es débil, por lo que pueden utilizarse
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las amplitudes de la onda sin perturbar en las expresiones que ya son proporcionales a dicho

acoplamiento.

A1

Los extremos rigidos y cerrados herméticamente exigen que el desplazamiento longitudinal sea nulo:

u(0,t) = u(L,t) = 0.
La primera condicion ya se cumple. La segunda da
sin(kL) =0 =— kL =nm, n=12,....
La eleccion n = 0 no produce ninguna onda. Por tanto,

2m 2L
A==

La mayor longitud de onda corresponde an = 1:

Amax = 2L, k=

&~

A.2
Los dos limites de la porcidén se desplazan hasta
z + u(z,t), z + Az + u(z + Az, t).
En consecuencia,
V(z,t) = S[Az + u(z + Az, t) — u(z, t)].
Para kAz < 1,

V(z,t) ~ SAx (1 + %) = Vo [1 + ak cos(kz) cos(wt)].
Por tanto,
Vi(z) = Voak cos(kz).
A.3

Las fuerzas de presién sobre la porcién dan, a primer orden,

0
F, = S[p(z,t) — p(x + Azx,t)] ~ —SAzx 8_2;
La masa de la porcion es pgSAz. Por tanto, la segunda ley de Newton se convierte en
0%u _ Op
P = oz

Sustituyendo las oscilaciones dadas,
—poaw? sin(kz) cos(wt) = p}(z) cos(wt),
de modo que
p(z) = —poaw’ sin(kz).
La integracién da

0aw?

pi(z) = P cos(kz) + C.
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No hay compresion acUstica espacialmente uniforme: el cambio total de volumen es proporcional a

L
/ O e = w(L, t) — u(0,t) = 0.
0 or

La relacién adiabatica lineal entre presién y compresion, que se explicita en A.4, exige entonces que el
promedio espacial de la perturbacion de presion sea nulo. Como fo cos(k:a:) dr = 0, esto fijaC = 0.
Por consiguiente,

2
pi(z) = podt cos(kz).
A.4
Linealizando pV" = p, V.,
op oV
Ly~
Dbo 7 Vo

Utilizando dp = —p1 cos(wt) y 6V = V; cos(wt),

v
P11 = ’Ypovl = ypoak cos(kz).
0

La comparacion con A.3 da

pPoaw
P Ypoak,
y, por tanto,
c— w YPo
k Po
A.5
Para una cantidad fija de gas ideal,
pV =nRT.
Su forma linealizada es
oT - op n 1%
To, po Vo

Utilizando la relacién adiabatica de A.4,

6T )
— = —(y— 1)—V = —(y — 1)ak cos(kzx) cos(wt).
TO VO

Comparando con la oscilacidon de temperatura especificada,

Ti(z) = (v — 1)Toak cos(kx).

A.6
Consideremos una porcién en la mitad izquierda del tubo, donde cos(kz) > 0.

Cuando se desplaza hacia la derecha, se expande y se enfria. En consecuencia, absorbe calor del tubo
en una posicion relativamente mas a la derecha. Cuando se desplaza hacia la izquierda, se comprime y
se calienta, por lo que cede calor al tubo en una posicién relativamente mas a la izquierda. La
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repeticidon de este proceso transfiere calor hacia el extremo izquierdo.

En la mitad derecha, cos(k:z) < 0, por lo que la correspondencia se invierte: una porcion absorbe calor
cuando se desplaza hacia el centro y cede calor cuando se desplaza hacia el extremo derecho.

Asi, el movimiento acustico bombea calor desde la regidn central hacia ambos extremos:

A : latemperatura aumenta, B : latemperatura disminuye, C': latemperatura aumenta.

Aunque la porcidn cuya posicion de equilibrio estd exactamente en el centro tiene una oscilacion de
temperatura de primer orden nula, las porciones vecinas atraviesan la regién central y extraen calor. El
efecto térmico medio es de segundo orden en la amplitud; no esta determinado por la temperatura de
primer orden en una Unica posicion de equilibrio.

B.1

En el centro del apilamiento,

i 7 L i
€T = ee—— = —
T T4 w
por lo que el desplazamiento de la porcidn es
a
u(xo,t) = —=cos(wt).
2

Su posicién instantanea es g + u(mo, t). Sustituyendo en el perfil de temperatura de las placas se

obtiene
Tone(t) = Ty — %u(mo, t) = To — ———cos(wt).
Por tanto,
Tst == az— .
V2/
B.2

La amplitud adiabatica de la temperatura del gas en el centro del apilamiento es
(’)’ — 1)T0(1,k
V2

En el extremo izquierdo del movimiento de la porcidn, la temperatura del gas es Ty + 17, mientras que

Ti(zo) =

la temperatura de la parte vecina del apilamiento es T(y + T;. Para absorber calor alli, la porcion debe
satisfacer

Ty > Th.

En el extremo derecho, esta misma condicién hace que el apilamiento esté mas frio que el gas, de
modo que la porcién cede calor alli. Asi, transporta calor del foco caliente al frio precisamente cuando

ar (v — 1)Thak
NeY. V2o

La diferencia de temperatura critica es, por tanto,

Ter = (’Y - ].)Tokﬁ
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Cuando se cumple la igualdad, las oscilaciones de temperatura del gas y de la parte vecina del
apilamiento coinciden, por lo que el intercambio térmico al orden dominante se anula. Por debajo de
este umbral, el transporte de calor se invierte.

B.3

Tomemos d(@) > 0 para el calor que entra en la porciény pdV > 0 para el trabajo realizado por el gas.
El primer principio es
dQ) =dU +pdV.

Para el gas ideal,

U=nc,T = nRT: pv
y—-1 -1
Por consiguiente,
Vd dVv Vd dV
dQ = LRV | gy = LR TP
v—1 v—1

A primer orden, los coeficientes que multiplican las pequefias tasas de variacion pueden sustituirse por
los valores de equilibrio:

dQ - ngp/dt+’)/p0 dV/dt
dt v—1 '

B.4
De B.1y B.2,

Para abreviar, definimos

El aporte de calor prescrito es entonces

Q = —BVoAT cos(wt).
Derivando las expresiones de la presion y del volumen,
D = wpq cos(wt) + wpy sin(wt),

V = wV, cos(wt) — wVp sin(wt).

La sustitucion en B.3 da
. w .
Q= po— [(Vopa + ¥poVa) cos(wt) + (Vops — ypoVh) sin(wt)].

Igualando los coeficientes del seno,
Vopy — vpoVs = 0,

de modo que

77
Vi = 0Py '
YPo
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Igualando los coeficientes del coseno,

w
ﬁ(Vopa +poVa) = —BVOAT.

Asi

1

Vo (v —1)Ba(t — Ter)
——— |Pa +
YPo V2wl

El término proporcional a B aporta la componente del volumen necesaria para que el trabajo por ciclo

Va -

sea no nulo.
B.5

El trabajo realizado por una porcién durante un ciclo es

Wparcel = %p av.

Escribiendo 6 = wt, la contribucion de la presidn constante se anula al integrar, y queda
2
Wparcel = / (po sin @ — py cos 0)(V, cos @ — Vi, sin 6) d6.
0
Utilizando

27 27 2
/ sinfcos0df = 0, / sin® 0 df = / cos>0dh =,
0 0 0

obtenemos
Wparcel = _W(pavb + pra)-

Los términos que contienen p,p; se cancelan al sustituir B.4:

— 1)V,
Wparcel — 7"('7 )/8 ope AT.

YPowW
Por tanto, el trabajo por unidad de volumen de equilibrio es

_ Wparcel . 71'(’)/ — 1)51717 a,(T — Tcr)

Vo Ypow V24

Como esta expresion ya es de primer orden en el acoplamiento térmico, utilizamos el coeficiente de

w

presion sin perturbar:

7r ypoak
Py =~ p1(xo) = ypoak cos (Z) = :

V2

Por consiguiente,

NECERTT
w = 2w£ T Ter ).

El apilamiento es corto, por lo que esta densidad de trabajo es aproximadamente uniforme en su

volumen de gas S¥. Asi,
Wtot ~ wSﬁ,

lo que da
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(v — 1)Ba’kS
Wtot i ( 23) (T o 7-cr)‘

El trabajo es positivo en el régimen de funcionamiento como motor 7 > 7;.
B.6

Sea q(t) el calor adquirido del apilamiento por unidad de volumen de equilibrio del gas, medido
respecto de una constante arbitraria. Al orden conservado,

qg= % = —BAT cos(wt).

Integrando,

o) = ~ P2 G (wt) + q..

w

La velocidad de la porcién en el centro del apilamiento es

v(t) = u(zo,t) = —ﬂsin(wt).

V2

Con g expresado por unidad de volumen, el flujo de calor por conveccidn por unidad de area es

j(t) = q(t)v(t).
La constante arbitraria no contribuye al transporte neto porque el promedio de la velocidad es nulo. La
contribucion puramente adiabatica también tiene un promedio por ciclo nulo: es proporcional a

cos(wt), mientras que la velocidad es proporcional a sin(wt). El calor neto transportado a través de la
seccion transversal es, por tanto,

27 /w
Qtot = S/o q(t)v(t) dt

_ SBaAT [*

V2 Jo
wSPaAT

V2w

sin?(wt) dt

Sustituyendo AT,

mBa’S

Qtot ~ W

(T — Ter).

El signo es positivo para el transporte de izquierda a derecha cuando 7 > T¢;.
B.7

Con la precisidon adoptada para el apilamiento corto y la pequeia diferencia de temperatura, el calor
extraido del foco caliente es aproximadamente el calor transportado a través del centro del
apilamiento:

Qr =~ Qtot-

La diferencia entre ambos es del orden del trabajo acustico. Como el propio rendimiento es pequefio,
tener en cuenta esa diferencia solo modificaria el rendimiento a un orden superior.

Utilizando B.5 y B.6,
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W, W,
n tot tot _( —l)kﬁzk.
QH Qtot TO
Por otra parte,
Ty —7/2 T T
Te = 1 = —

_T()—I—T/2 T0+T/2_T0,
porque 7 < Tj. Por tanto,

Para el funcionamiento como motor, 7 > 7., de modo que el rendimiento es inferior al rendimiento de
Carnot. Al acercarse al umbral desde valores superiores, el rendimiento se aproxima al valor de Carnot
a este orden, mientras que tanto el trabajo producido como el calor transportado se anulan. En el
propio umbral, su cociente no define un rendimiento de motor con produccién de trabajo finita.

La solucién se comprobd con la solucidn oficial.
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