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Aufgabe 1: Federn mit effektiver Lange null und Slinky-Spiralfedern

[
Eine Feder mit effektiver Lange null (ZLS) ist eine Feder, bei der die Kraft proportional zur

ungedehnte Lange ist. Abbildung 1 zeigt den Zusammenhang zwischen der Kraft F' und der
Federlange L fir eine ZLS; die Steigung der Geraden ist die Federkonstante k.
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Abbildung 1: Zusammenhang zwischen der Kraft F' und der Federlange L

Eine ZLS ist in der Seismografie nlitzlich und ermdglicht eine sehr genaue Messung von
Anderungen der Fallbeschleunigung g. Hier betrachten wir eine homogene ZLS, deren
Gewichtskraft Mg groBer als kL ist. Wir definieren das entsprechende dimensionslose
Verhaltnis o = kLo/Mg < 1, um die relative Weichheit der Feder zu charakterisieren. Das als
,Slinky" bekannte Spielzeug kann eine solche ZLS sein, muss es aber nicht.

Teil A: Statik (3.0 Punkte)

Betrachten Sie einen Abschnitt der ungedehnten ZLS-Feder mit der Lange A/, der

In dieser gesamten Aufgabe kennzeichnen wir einen Punkt auf der Feder durch seinen Abstand
0 < ¢ < Lo vom unteren Ende der Feder im ungedehnten Zustand. Insbesondere bleibt ¢ fiir
jeden Punkt auf der Feder unverandert, wenn sich die Feder dehnt.

A.3 Angenommen, wir hangen die Feder an ihrem oberen Ende auf, sodass sie sich unter
ihrem Eigengewicht dehnt. Wie groB ist die Gesamtlange H der aufgehangten Feder im

2.0
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Federlange ist, F' = kL fir L > L, wobei Ly sowohl die minimale Lange der Feder als auch ihre

AA anschlieBend unter schwerelosen Bedingungen durch eine Kraft F' gedehnt wird. Wie groB 0.5

) ist die Lange Ay dieses Abschnitts als Funktion von F', A/ und den Parametern der Pkt.
Feder?

s Berechnen Sie fur einen Abschnitt der Lange A/ die Arbeit AT, die erforderlich ist, um 0.5

) ihn von seiner urspriinglichen Lange A/ auf eine Lange Ay zu dehnen. Pkt.

Pkt.
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Gleichgewicht? Driicken Sie Ihre Antworten durch L und « aus.

Teil B: Dynamik (5.5 Punkte)

Experimente zeigen, dass sich die Feder, wenn sie zunachst ruhend aufgehangt und dann
losgelassen wird, allmahlich vom oberen Ende her zusammenzieht, wahrend der untere Teil in
Ruhe bleibt (siehe Abbildung 2). Im weiteren zeitlichen Verlauf bewegt sich der sich
zusammenziehende Teil als kompakter Block und nimmt weitere Windungen der Feder auf,
wahrend der ruhende Teil klirzer wird. Jeder Punkt auf der Feder beginnt sich erst dann zu
bewegen, wenn der bewegte Teil ihn erreicht. Das untere Ende der Feder beginnt sich erst dann
zu bewegen, wenn sich die Feder vollstandig zusammengezogen und ihre ungedehnte Léange Ly
erreicht hat. Danach fallt die zusammengezogene Feder unter dem Einfluss der Schwerkraft als
starrer Korper geradlinig nach unten weiter, ohne zu taumeln.
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Abbildung 2: Links: eine Folge von Aufnahmen wahrend des freien Falls eines Slinkys. Rechts: der
bewegte Teil | und der ruhende Teil Il wahrend des freien Falls der Feder.

In den verbleibenden Teilen der Aufgabe sollen Sie |hre Losung auf dieses beschriebene Modell
stitzen. Sie diirfen den Luftwiderstand vernachlassigen, L jedoch nicht.

Berechnen Sie die Zeit t. vom Loslassen der Feder bis zu dem Zeitpunkt, an dem sie sich
wieder vollstandig auf ihre minimale Lange Ly zusammengezogen hat. Driicken Sie Ihre

B.1  Antwort durch Lo, g und a aus. Berechnen Sie den Zahlenwert von t. fiir eine Feder mit
k=1.02 N/m, Ly = 0.055 m und M = 0.201 kg, wobei Sie fiir g den Wert 9.80 rn/s2
verwenden.

25
Pkt.
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In dieser Teilaufgabe bezeichnet £ die Koordinate der Grenze zwischen den Teilen | (in
Abbildung 2 der bewegte Teil) und Il (der ruhende Teil). Zu einem bestimmten Zeitpunkt, zu
dem noch ein ruhender Teil vorhanden ist, betragt dessen Masse m(ﬁ) = L%M, und der

B.2 bewegte Teil bewegt sich mit der raumlich einheitlichen momentanen Geschwindigkeit
vj(f). Zeigen Sie, dass zu diesem Zeitpunkt (solange ein ruhender Teil vorhanden ist) die
Geschwindigkeit des bewegten Teils v7(£) = v/ A + B betragt. Driicken Sie die
Konstanten A und B durch L, g und « aus.

Bestimmen Sie auf Grundlage von B.2 den kleinsten Geschwindigkeitsbetrag v,,;, des
B.3 bewegten Teils der Feder im Verlauf seiner Bewegung nach dem Loslassen und vor dem
Auftreffen auf den Boden. Driicken Sie lhre Antwort durch Lg, o, A und B aus.

Teil C: Energetik (1.5 Punkte)

Berechnen Sie den Betrag der mechanischen Energie (0, der vom Loslassen der Feder bis
C.1  unmittelbar vor ihrem Auftreffen auf den Boden durch Warmeentwicklung verloren geht.
Driicken Sie Ihre Antwort durch Ly, M, g und « aus.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e A1

F
Ay = AEmax(l, k—LO>

A.2, fur Ay > Al

. kLO 2 . 2
AW = o [(Ay)® — (AL0)?]
e A3
_ LO 2
H= 2a (1+a7)
e BA1

t. ~0.245 s

B.2, wobei nach unten gerichtete Geschwindigkeiten als positiv gelten:

2 Lo(1—3
A=22  p_3x0-0d) o(1 — 32)
3a 3a

Das Zusammenziehen erfolgt im Bereich aLg < £ < Ly.
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e B.3

Vmin = (1 — a)y/ AaL, + B

Dieser Wert wird unmittelbar nach dem Stol3 des bewegten Teils mit dem anfangs
kompakten unteren Abschnitt erreicht.

e C1

_ MgL,
- 6a

Q (1—a)’(1+20)

L

Losung
A1

Unter schwerelosen Bedingungen ist die Zugkraft tiberall gleich. Da die Feder homogen ist, ist das
Verhaltnis von gedehnter zu ungedehnter Lange fur jeden Abschnitt gleich.
Fur F' > kL hat die gesamte Feder die Lange L = F'/k, also gilt
Ay L F
At Lo KLy
Gleichbedeutend damit hat der Abschnitt die Federkonstante
kL,
VA
Fir 0 < F' < kL behalt der Abschnitt seine minimale Lange. Somit gilt
Al 0 < F <kL,,

Ay =< FA/
kL,

kseg -

F > kLy.

A.2

Eine Erhéhung der Zugkraft bis auf kL bewirkt keine Verschiebung und erfordert daher keine
mechanische Arbeit. Wahrend der anschlieBenden Dehnung gilt bei der momentanen Abschnittslange s

kLo

F(s) = —s.

(8) = =73

Die fir eine quasistatische Dehnung erforderliche Arbeit ist
Ay kL, [2Y

AW = F(s)ds = —- sds.
a TV =R
Daraus folgt
kL 2 2
AW = —— (A — (AY .

Sag (AY)" = (A0)7]

Dies ist zugleich die Zunahme der elastischen potenziellen Energie.
A.3

Die Masse pro Einheit der ungedehnten Lange betragt
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An der Materialkoordinate £ tragt die Zugkraft die gesamte Feder unterhalb dieses Punktes:
M
T() = pgl = —2¢.
Ly

Eine Dehnung tritt nur dort auf, wo T'(£) > kL gilt. Fir die Grenze zwischen dem kompakten und dem
gedehnten Abschnitt gilt daher

Mg

Somit bleibt der unterste Anteil o der Feder ungedehnt.

Sei yo(ﬁ) die Gleichgewichtshohe tUber dem unteren Ende. Die lokale Anwendung von A.1 ergibt

1, 0 </t <alLy,
Wo _
A\ ——, aL,<(< L,
OéL()
Integration mit yo(0) = O liefert
L, 0</?<aLy,
yO(g) = f2 aLg
Ly</{¢<L,.
daL, |z Mosfst

Insbesondere gilt

L
H = yo(Lo) = 5 (1 +a?)|

B.1

Nach dem Loslassen ist die Schwerkraft die einzige auBere Kraft. Folglich fallt der Schwerpunkt mit der
Beschleunigung g, obwohl innere StoBe Energie dissipieren.

Die anfangliche Schwerpunkthohe betragt
1 [l
Ly Jy

1 aLo Lo £2 OéLO
- L_ol/o gdg—i_LLo <2aL0 * 2 )CM]

In dem Augenblick, in dem sich die Feder vollstandig zusammengezogen hat, hat sich ihr unteres Ende
noch nicht bewegt. Die Feder erstreckt sich iber das Intervall von y = 0 bis y = L, also gilt

Yo (ﬁ) df

Yem,0 =

Ly
Yem,e = 7
Der Schwerpunkt ist daher um die Strecke
Ly
Yem,0 — Yem,e = _(1 —3a+ 3a2 - O-'S)

6
L

=21-0a)?
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gefallen. Da er aus der Ruhe startet, gilt

1 L
- t2 - (1— 3
29 C 6a ( Cl() Y
und somit
P Lo(1—a)?
‘< 3ag '
Fir die angegebenen Daten gilt
1.02(0.055)
a=——————= = 0.0284800.
0.201(9.80)
Es ist zweckmaBig, den aquivalenten Ausdruck
M
te =1/ —(1—a)*?
3k

zu verwenden. Numerisch ergibt sich

t. = 0.2454228 ... s = 0.245 s |

B.2

Wir wahlen nach unten gerichtete Geschwindigkeiten als positiv. Wir fihren
JJZL()—E, D:(l—a)L()

ein. Dabei ist  die ungedehnte Lange, die bereits in den bewegten kompakten Block aufgenommen
wurde. Seine Masse und seine tatsachliche Lange betragen

M
_Logg,

Da die ubrige Feder ruht, betragt der gesamte nach unten gerichtete Impuls mv;. Die Integration der

my L=z

duBeren Kraft Mg ab dem Loslassen ergibt

M = Mgt
Loa:vj— gt,

also
201 = Logl}
Diese Impulsgleichung berlicksichtigt die Massenzunahme des bewegten Blocks.

Die untere Grenze des bewegten Blocks befindet sich auf der Héhe yo(£). Sein oberes Ende befindet
sich folglich bei

lftop = yo(f) + Lo — 4.

Solange die Grenze im anfangs gedehnten Abschnitt liegt, gilt
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d}/top
dt

= — <—£ — 1)12
O{Lo

D—zx .
= xI.
OAL()

Zusammen mit xv; = Lggt ergibt dies
z(D — )i = aLigt.
Integration ausgehend von z = 0, ¢ = 0 liefert

Dz? 3 aLigt?

T
2 3 2

2 _ z? (D_2:v>
aL%g 3 )

Einsetzen in die Impulsbeziehung ergibt
B L%gztz

)
-2o-3
o 3

9

- {(1 —a)Lo - %(L0 - e)]

«

Damit gilt

vl

2 Lo(1—3
—g€+ 9Lo( 0‘)-
3a 3a
Somit gilt

2 Lo(l —3
v1(6) = VAL + B), :%, B:%.

Die bewegte Grenze erreicht den anfangs kompakten unteren Abschnitt bei £ = aL¢. Diese Phase des
kontinuierlichen Zusammenziehens umfasst daher den Bereich

aLo < { < Ly.
B.3

Da A > 0 gilt, wird der bewegte Block mit abnehmendem ¢ langsamer. Unmittelbar bevor er den
anfangs kompakten unteren Abschnitt erreicht, betragt sein Geschwindigkeitsbetrag

vo = \/AozLo + B.

In diesem Augenblick betragt die bewegte Masse (1 — a)M, wahrend die kompakte untere Masse a M
noch ruht. Die Feder hat ihre minimale Gesamtlange erreicht, sodass sich diese Abschnitte in einem
vollkommen unelastischen StoB vereinigen, wie es die vorgegebene anschlieBende Bewegung als
starrer Korper erfordert.

Der KraftstoB der Schwerkraft wahrend dieses momentanen StoBes ist vernachlassigbar. Die
Impulserhaltung ergibt

(1 -a)Mv_ = Mwv,,
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und daher

ve = (1 —a)v AaLy + B.

Dieser Wert ist kleiner als v—. AnschlieBend wird die gesamte Feder mit g nach unten beschleunigt,
sodass ihr Geschwindigkeitsbetrag zunimmt. Folglich gilt

Vmin = (1 — Oé)\/ AaLg + B|.

Zur Kontrolle gilt

Lo(1l —
AaLg+ B = M,
3a
also
9Lo(1 — a)?
Umin = - . — gtm
3o

wie es der Gesamtimpuls beim vollstandigen Zusammenziehen erfordert.

Der exakt ruhende Zustand beim Loslassen ist durch ,nach dem Loslassen” ausgeschlossen. Im
vorgegebenen Kontinuumsmodell geht die Masse des bewegten Blocks fiir ¢t — 0" gegen null,
wodurch ein endlicher Grenzwert des Geschwindigkeitsbetrags moglich ist, wahrend der Gesamtimpuls
gegen null geht.

C1

Wir wahlen die elastische potenzielle Energie der Feder bei ihrer minimalen Lange gleich null. Die
Anwendung von A.2 auf einen infinitesimalen Abschnitt ergibt

kLo | ( dyo ?
dUq = 5 [( dﬁ) —lldﬁ.

Der anfangs kompakte untere Abschnitt liefert keinen Beitrag. Somit gilt

L 2
Uag = kLo [ c 1] dr

2 (]tLO azL%
kL2
= W(l — 3052 + 20&3).
Mit kLo = aM g folgt
MgL
Uno = —222(1 — 302 + 203).
’ 6

Unmittelbar nach dem vollstandigen Zusammenziehen ist die elastische Energie null, und die gesamte
Feder fUhrt eine Translation mit der Geschwindigkeit v, = gt. aus. Die bis zu diesem Zeitpunkt
dissipierte Energie betragt

1
Q = Uel,o + Mg(ycmp — ycm’c) - §M'Uz

Aus dem freien Fall des Schwerpunkts folgt jedoch
1 1

Mg(ycm,o - ycm,c) - 5M92t(2: = EM’Uz
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Diese beiden Terme heben sich auf, sodass
Q — Uel,O
Ubrig bleibt.

Nach dem Zusammenziehen fallt die starre Feder ohne Luftwiderstand und ohne zu taumeln, sodass
vor dem Aufprall keine weitere mechanische Energie verloren geht. Durch Faktorisieren des
Ergebnisses erhalt man

MgLO
6

(1—3a®+2a°) = (1—a)*(1+2a)|

MgL
Q= 690

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Die Physik eines Mikrowellenherds

[
Diese Aufgabe behandelt die Erzeugung von Mikrowellenstrahlung in einem Mikrowellenherd und
ihre Verwendung zum Erwarmen von Speisen. Die Mikrowellenstrahlung wird in einer Vorrichtung
erzeugt, die als ,Magnetron” bezeichnet wird. Teil A befasst sich mit der Funktionsweise des
Magnetrons, wahrend Teil B die Absorption von Mikrowellenstrahlung in Speisen behandelt.

d=1mm
[ =6 mm
R =7 mm
h=17.5mm

Abbildung 1
Teil A: Aufbau und Funktionsweise eines Magnetrons (6.6 Punkte)

Ein Magnetron ist eine Vorrichtung zur Erzeugung von Mikrowellenstrahlung, entweder in Pulsen
(fGr Radaranwendungen) oder kontinuierlich (z. B. in einem Mikrowellenherd). Das Magnetron
besitzt eine sich selbst verstarkende Schwingungsmode. Wird an das Magnetron eine statische
Spannung (keine Wechselspannung) angelegt, so wird diese Mode rasch angeregt. Die so
erzeugte Mikrowellenstrahlung wird aus dem Magnetron ausgekoppelt.

eulersolve.org/ipho/2019/
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Das Magnetron eines typischen Mikrowellenherds besteht aus einer massiven zylindrischen
Kupferkathode (mit dem Radius a) und einer sie umgebenden Anode (mit dem Radius b). Letztere
hat die Form eines dickwandigen Hohlzylinders, in den zylindrische Hohlraume gebohrt sind.
Diese Hohlraume werden als ,Resonatoren” bezeichnet. Einer der Resonatoren ist an eine Antenne
gekoppelt, die die Mikrowellenenergie nach auBen Ubertragt; im Folgenden vernachlassigen wir
die Antenne. Alle Innenraume sind evakuiert. Wir betrachten ein typisches Magnetron mit acht
Resonatoren, wie es in Abbildung 1(a) dargestellt ist. Die dreidimensionale Struktur eines
einzelnen Resonators ist in Abbildung 1(b) gezeigt. Wie dort angedeutet, verhalt sich jeder der
acht Hohlraume wie ein LC-Schwingkreis aus einer Induktivitat und einer Kapazitat, mit der
Betriebsfrequenz f = 2.45 GHz.

Entlang der Langsachse des Magnetrons wird ein statisches homogenes Magnetfeld angelegt,
das in Abbildung 1(a) aus der Zeichenebene herauszeigt. Zusatzlich wird zwischen der Anode
(positives Potenzial) und der Kathode (negatives Potenzial) eine konstante Spannung angelegt.
Von der Kathode emittierte Elektronen erreichen die Anode und laden sie auf, sodass sie eine
Schwingungsmode anregen, bei der die Ladungen benachbarter Resonatoren jeweils
entgegengesetzte Vorzeichen haben. Die Schwingungen der Hohlraume verstarken diese
Schwingungen.

Der oben beschriebene Vorgang erzeugt im Raum zwischen Kathode und Anode zusatzlich zu
dem durch die angelegte konstante Spannung verursachten statischen Feld ein elektrisches
Wechselfeld mit der bereits genannten Frequenz f = 2.45 GHz (blaue Linien in Abbildung 1(a);
das statische Feld ist nicht eingezeichnet). Im stationaren Zustand betragt die typische Amplitude
des elektrischen Wechselfelds zwischen Anode und Kathode ungefahr % des dortigen statischen
elektrischen Felds. Die Bewegung der Elektronen im Raum zwischen Kathode und Anode wird
sowohl durch den statischen als auch durch den zeitlich wechselnden Anteil des Felds
beeinflusst. Dies bewirkt, dass Elektronen, die die Anode erreichen, etwa 80% der Energie, die sie
aus dem statischen Feld aufnehmen, auf das Wechselfeld tbertragen. Ein kleinerer Teil der
emittierten Elektronen kehrt zur Kathode zurlick und |ost weitere Elektronen heraus, wodurch das
Wechselfeld weiter verstarkt wird.

Jeder Resonator kann als Kondensator und Spule aufgefasst werden, siehe Abbildung 1(b). Die
Kapazitat ergibt sich hauptsachlich aus den ebenen Teilen der Resonatoroberflache, wahrend die
Induktivitat vom zylindrischen Teil herrlihrt. Nehmen Sie an, dass der Strom im Resonator
gleichmaBig verteilt unmittelbar an der Oberflache seines zylindrischen Hohlraums flieBt und dass
der Betrag des von diesem Strom erzeugten Magnetfelds das 0.6-Fache desjenigen einer idealen
unendlich langen Spule betragt. Die verschiedenen Langen, die die Geometrie des Resonators
festlegen, sind in Abbildung 1(b) angegeben. Die Permittivitat und die Permeabilitat des Vakuums
betragen €9 = 8.85 - 10 2 F /m bzw. po = 47 - 107" H/m.

A1 — 0.4 Punkte

Schatzen Sie anhand der obigen Angaben die Frequenz fes; eines einzelnen Resonators ab. (lhr
Ergebnis kann vom tatsdchlichen Wert f = 2.45 GHz abweichen. Verwenden Sie im weiteren
Verlauf der Aufgabe den tatsachlichen Wert.)

Die folgende Teilaufgabe A.2 behandelt nicht das Magnetron selbst, dient jedoch dazu, einige der
relevanten physikalischen Zusammenhange einzufiihren. Betrachten Sie ein Elektron, das sich im

freien Raum unter dem Einfluss eines homogenen elektrischen Felds in Richtung der negativen y-
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Achse, E= — Eyy, und eines homogenen Magnetfelds in Richtung der positiven z-Achse,

B= Bz, bewegt (E, und By sind positiv; Z, 9, 2 sind in der liblichen Weise orientierte
Einheitsvektoren). Wir bezeichnen die Geschwindigkeit des Elektrons zum Zeitpunkt ¢ mit 4(t).
Die Driftgeschwindigkeit % p des Elektrons ist als seine mittlere Geschwindigkeit definiert. Mit m
und —e bezeichnen wir die Masse bzw. die Ladung des Elektrons.

A.2 — 1.5 Punkte

Bestimmen Sie in jedem der folgenden beiden Fille % p. Zeichnen Sie auBerdem auf dem
Antwortblatt die Bahn des Elektrons (im Laborsystem) wahrend des Zeitintervalls 0 < ¢t < igg‘,

wenn:

1. zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Geschwindigkeit des Elektrons %(0) = (3E,/By)Z betragt,
2. zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Geschwindigkeit des Elektrons %#(0) = —(3E,/By) betragt.

Wir kehren nun zur Betrachtung des Magnetrons zurtick. Der Abstand zwischen Kathode und
Anode betragt 15 mm. Nehmen Sie an, dass aufgrund der oben erwahnten Energieabgabe an die
Wechselfelder die maximale kinetische Energie jedes Elektrons den Wert K .., = 800 eV nicht
Uberschreitet. Der Betrag des statischen Magnetfelds betragt By = 0.3 T. Masse und Ladung
des Elektrons sind m = 9.1- 10 * kg bzw. —e = —1.6 - 107 '° C.

A.3 — 0.4 Punkte

Schatzen Sie den maximalen Radius r der Elektronenbahn in dem Bezugssystem, in dem diese
Bewegung naherungsweise kreisformig ist, numerisch ab. Betrachten Sie dieses Bezugssystem
dabei naherungsweise als Inertialsystem.

Abbildung 2
A.4 — 1.2 Punkte

Abbildung 2 zeigt die Feldlinien des elektrischen Wechselfelds zwischen Anode und Kathode zu
einem bestimmten Zeitpunkt (das statische Feld ist nicht eingezeichnet). Geben Sie auf dem
Antwortblatt an, welche der Elektronen an den Positionen A, B, C, D und E zu diesem Zeitpunkt
zur Anode, welche zur Kathode und welche in einer Richtung senkrecht zum Radius driften.
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Abbildung 3

Abbildung 3 zeigt die Feldlinien des elektrischen Wechselfelds zwischen Anode und Kathode (das
statische Feld ist nicht eingezeichnet) zu einem bestimmten Zeitpunkt. Die Positionen von sechs
Elektronen zu diesem Zeitpunkt sind mit A, B, C, D, E und F bezeichnet. Alle Elektronen haben
denselben Abstand von der Kathode.

A.5 — 1.2 Punkte

Betrachten Sie die in Abbildung 3 gezeigte Situation. Geben Sie fur jedes der sechs
Elektronenpaare AB, AC, BC, DE, DF, EF auf dem Antwortblatt an, ob sich der Winkel zwischen
ihren Ortsvektoren (gemessen vom Mittelpunkt O der Kathode aus) durch ihre Drift zu diesem
Zeitpunkt vergroBert oder verkleinert.

Abbildung 4
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Das in Teilaufgabe A.5 entdeckte Muster wirkt als Fokussierungsmechanismus, der die Elektronen
im Raum zwischen Kathode und Anode in Speichen konzentriert. Abbildung 4 zeigt eine solche
Speiche, die mit S bezeichnet ist.

A.6 — 0.8 Punkte

Zeichnen Sie auf dem Antwortblatt die Gbrigen Speichen zu diesem Zeitpunkt ein. Geben Sie ihre
Drehrichtung durch Pfeile an und berechnen Sie ihre mittlere Winkelgeschwindigkeit wy.

Nehmen Sie naherungsweise an, dass das gesamte elektrische Feld auf halbem Weg zwischen
Kathode und Anode gleich seinem mittleren statischen Wert entlang einer radialen Linie von der
Kathode zur Anode ist und dass die Speichen in diesem Bereich naherungsweise radial verlaufen.
Die Radien der Kathode und der Anode (a bzw. b) sind in Abbildung 4 definiert.

A.7 — 1.1 Punkte

Bestimmen Sie einen Ndherungsausdruck fir die statische Spannung Vj, die erforderlich ist, um
das Magnetron in der beschriebenen Weise zu betreiben. (Der von Ihnen gefundene Ausdruck
liefert eine Naherung fur den zum Betrieb des Magnetrons erforderlichen Mindestwert; die
optimale Spannung liegt etwas hoher.)

Teil B: Die Wechselwirkung von Mikrowellenstrahlung mit Wassermolekiilen (3.4 Punkte)

Dieser Teil behandelt die Verwendung von Mikrowellenstrahlung (die von der Antenne des
Magnetrons in den Garraum abgestrahlt wird) zum Garen, also zum Erwarmen eines
verlustbehafteten dielektrischen Materials wie Wasser, entweder rein oder salzhaltig (was
beispielsweise als Modell flir Suppe dient).

Ein elektrischer Dipol ist eine Anordnung zweier betragsgleicher, entgegengesetzter elektrischer
Ladungen q und —g, die einen kleinen Abstand d voneinander haben. Der elektrische Dipolvektor
zeigt von der negativen zur positiven Ladung, und sein Betrag ist p = qd.

Auf einen einzelnen Dipol mit dem Moment p(¢) und dem konstanten Betrag po = |p(t)| wirkt ein

zeitabhangiges elektrisches Feld E’(t) = E(t)&. Der Winkel zwischen dem Dipol und dem
elektrischen Feld ist 6(t).

B.1 — 0.5 Punkte

Geben Sie Ausdriicke sowohl fir den Betrag des Drehmoments 7(t), das das elektrische Feld auf
den Dipol auslibt, als auch fir die Leistung H;(t), die das Feld auf den Dipol libertragt, in
Abhangigkeit von pg, E(t), 6(t) und ihren Ableitungen an.

Wassermolekile sind polar und konnen daher als elektrische Dipole behandelt werden. Aufgrund
der starken Wasserstoffbriickenbindungen zwischen Wassermolekiilen in flissigem Wasser kann
man sie nicht als unabhangige Dipole behandeln. Stattdessen sollte man den Polarisationsvektor

ﬁ(t) betrachten, der die Dipolmomentdichte darstellt (das mittlere Dipolmoment pro

Volumeneinheit eines Ensembles von Wassermolekulen). Die Polarisation P(t) ist parallel zum

lokal angelegten elektrischen Wechselfeld (der Mikrowellenstrahlung), E(t), und schwingt zeitlich
mit einer Amplitude, die proportional zur Amplitude des lokalen elektrischen Wechselfelds ist,
jedoch mit einer Phasenverzdgerung 6.
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Das lokale elektrische Wechselfeld an einem bestimmten Ort im Wasser lautet
E(t) = Eysin(wt)&, wobei w = 2 f. Es erzeugt die Polarisation P(t) = BeoE, sin(wt — 8)&,
wobei die dimensionslose Konstante 3 eine Eigenschaft des Wassers ist.

B.2 — 0.5 Punkte

Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die vom Wasser absorbierte zeitlich gemittelte Leistung (H(t))
pro Volumeneinheit.

Der zeitliche Mittelwert einer zeitabhangigen periodischen GroBRe f(t) Uber ihre Periode T ist
definiert als:

uor =7 [ 1oa. 2

to
Betrachten wir nun die Ausbreitung der Strahlung durch das Wasser. Die relative
Dielektrizitatskonstante des Wassers (bei der Frequenz des elektromagnetischen Felds) betragt
€r, und der zugehorige Brechungsindex des Wassers ist n = \/s_,«. Die momentane Energiedichte
des elektrischen Felds ist durch %5T50E2 gegeben. Die zeitlich gemittelten Energiedichten des
elektrischen und des magnetischen Felds sind gleich.

B.3 — 1.1 Punkte

Wir bezeichnen die zeitlich gemittelte Energieflussdichte der Strahlung mit I(z) (mittlere
Strahlungsleistung pro Flacheneinheit). Dabei ist z die Eindringtiefe in das Wasser, und die
Strahlung breitet sich in z-Richtung aus. Bestimmen Sie einen Ausdruck fur die Abhangigkeit der
Flussdichte I(z) von z. Die Flussdichte an der Wasseroberflache, I(0), darf in Inrem Ergebnis
vorkommen.

Die Phasenverzdgerung d entsteht durch die Wechselwirkung zwischen den Wassermolekdilen. Sie
hangt Uber die Beziehung tan § = 55/5T vom dimensionslosen dielektrischen Verlustkoeffizienten
€¢ und von der relativen Dielektrizitatskonstante €,. ab (die beide von der Kreisfrequenz w der
Strahlung und von der Temperatur abhangen). Wenn ¢ hinreichend klein ist, ist das elektrische
Feld in der Eindringtiefe z im Wasser gegeben durch:

E(z,t) = [y B G sin(nkoz — wt) (2)
wobei kg = w/c gilt und ¢ = 3.0 - 108 m/s die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist.
B.4 — 0.6 Punkte

Verwenden Sie die Naherung tan § & sin § und bestimmen Sie einen Ausdruck fiir den in
Teilaufgabe B.2 definierten Koeffizienten 3 in Abhangigkeit von den tbrigen Parametern.
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Abbildung 5. Die Pfeile geben die Anderung entlang der Kurvenscharen mit der Temperatur von
0°C bis 100°C an.

Abbildung 5 zeigt €, (blau) und €, (rot) sowohl fir reines Wasser (durchgezogene Linien) als auch
fUr eine verdunnte Salzlosung in Wasser (gestrichelte Linien) als Funktionen der Wellenlange oder
der Frequenz bei mehreren verschiedenen Temperaturen. Die Kreisfrequenz

w = 2w - 2.45 - 10° s~ L ist durch eine dicke senkrechte Linie markiert. Im Folgenden betrachten
wir ausschlieBlich Mikrowellenstrahlung dieser Frequenz.

B.5 — 0.7 Punkte
Beantworten Sie anhand von Abbildung 5 die folgenden Fragen:
1. Bestimmen Sie fiir Wasser bei 20°C die Eindringtiefe z1/2, bei der die Leistung pro
Volumeneinheit auf die Halfte ihres Werts bei z = 0 gesunken ist.
2. Geben Sie auf dem Antwortblatt an, ob die Eindringtiefe der Mikrowellenstrahlung in Wasser
mit der Temperatur zunimmt, abnimmt oder gleich bleibt.

3. Geben Sie auf dem Antwortblatt an, ob die Eindringtiefe der Mikrowellenstrahlung in Suppe
(verdiinnte Salzlosung) mit der Temperatur zunimmt, abnimmt oder gleich bleibt.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e A1:C ~ 0.93pF, L ~ 6.6 nH, woraus folgt:
fest > 2.03 GHz.
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e A.2:In beiden Fallen gilt

L Ey .
Up = —B—x.
0

Setzen wir w. = eBy/m, { = mEy/(eB2) und s = w,t. Liegt die Anfangsposition im
Ursprung, so lauten die gesuchten Bahnen

(:C,y)1
14

= (—s +4sins, 4[1 — cos s]),

(:U,y)z
14

Es handelt sich um schleifenformige Trochoiden, die nach links driften und deren Gyration

= (—s—2sins, —2[1 — cos s]), 0 < s <4m.

gegen den Uhrzeigersinn erfolgt.

o A.3:

Pmax ~ 3.2 X 1074 m = 0.32 mm.

e A.4: Nach meiner Ablesung der Feldlinientangenten gilt: A und B zur Kathode; C, D und E
zur Anode; keines genau senkrecht zum Radius. Auf die Unsicherheit beim Ablesen der
Abbildung wird weiter unten hingewiesen.

e A.5: AB, AC und BC nehmen ab; DE, DF und EF nehmen zu.

e A.6: Es gibt vier Speichen mit einem Winkelabstand von 90°. Erganzen Sie um 90°, 180°
und 270° gedrehte Kopien von S. Sie rotieren gegen den Uhrzeigersinn, mit

Wy = %f = 3.85 x 10°rads~ ..
¢ A7
Bows B
Vo~ 2 (12 ?) = ”f4 0 (b2 — g2).

e B.1: Fur den Feldbetrag | E/| und den Winkel zwischen dem Dipol und dem momentanen
Feld gilt

7 =po|E|sing,  H; = —po|E|sindé.

—

Die von der Konvention unabhiangige Leistungsformel lautet H; = E. P.

e B.2:
1 9 o
(H) = EIBEO"‘JEO sin 4.
e B.3
in §
I(z) = I(0) exp [_ﬁw% z] .
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e B.4:

2
B~n”=c¢,.

e B.5:
1.
c\/e,In2
Z1/2 = +€Z ~ 12CIIl

aus den naherungsweise abgelesenen Werten €, >~ 78, €, ~ 10.
2. Die Eindringtiefe in reinem Wasser nimmt mit der Temperatur zu.
3. Die Eindringtiefe in Suppe nimmt mit der Temperatur ab.

L

Losung
A1

Die naherungsweise parallelen leitenden Flachen, die den Spalt bilden, haben die Flache Al und den
Abstand d. Unter Vernachlassigung der Randfelder betragt ihre Kapazitat

eohl
C ~ .
d

Mit den Abmessungen aus Abbildung 1 ergibt sich

(8.85 x 10712)(17.5 x 1073)(6 x 1073)
1x10°3

Sei I der gesamte Strom, der um den zylindrischen Hohlraum flieBt. Seine gleichmaBige Verteilung
Uber die Hohe h ergibt eine effektive Flachenstromdichte I /h. Eine ideale unendlich lange Spule mit
diesem Oberflachenstrom wiirde pol /h erzeugen. Unter Anwendung der angegebenen Korrektur gilt

C = —9.29 x 107 B F.

pol
B~0.6—.
h

Nzhert man den Fluss durch den Hohlraum durch BmR? an, so erhalt man

P 2

L=2 0 068™ _663x10 0.

I h

Damit folgt
f - = d 2.03 x 10°H
it = ——— = —4 | ————————— ~ 2.03 x Z.
' onvLC  2m\ 0.6uoeomR2l

Die Hohe kiirzt sich heraus, da C oc h und L ht gelten. Die Abschatzung ist nur naherungsweise
gultig, da der Resonator durch idealisierte konzentrierte Kapazitat und Induktivitat beschrieben wird.

A.2
Flr das Elektron gilt die Bewegungsgleichung mit der Lorentzkraft,
du

m_

dt

Fir die angegebenen Felder lauten ihre Komponenten

= —e(E+1x B).
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. . EO GBO
Uy = —Welly, Uy = We | Up + —— | W, = ——.
m
Definieren wir vp = Ej/By. Bei einer konstanten Geschwindigkeit —v p& heben sich die elektrische
und die magnetische Kraft auf. Allgemeiner gilt
. ExB .
up = = —UpX.
2
By

Im Bezugssystem, das sich mit dieser Geschwindigkeit translatorisch bewegt, rotiert der verbleibende
Geschwindigkeitsvektor gleichférmig. Fiir u,(0) = 0 gilt

ugz = —vp + Acos(wct), uy = Asin(wet),

wobei A = uz(0) + vp. Die schwingenden Terme haben den Mittelwert null, sodass beide
Anfangsbedingungen dieselbe Drift ergeben.

Mit (0) = y(0) = 0 liefert die Integration

A A
z = —vpt + —sin(wct), y= —1I[1 — cos(w.t)].
wC wC
Fir Fall 1 gilt A = 4w p; fir Fall 2 gilt A = —2vp. Daraus ergeben sich die in den Antworten

angegebenen parametrischen Bahnen.

Verwenden Sie fiir eine genaue Skizze £ = vD/wc. Die folgenden Punkte beschreiben die erste
Zyklotronperiode:

s=wct Fall1:(z/l,y/l) Fall2:(z/l,y/l)

0 (0,0) (0,0)

/2 (4—m/2,4) (-2 —-7/2,-2)
™ (—m,8) (—m, —4)

3r/2  (—4-31/2,4) (2-31/2,-2)
2 (—2m,0) (—2m,0)

Wiederholen Sie diese Kurve um —27¢ in x-Richtung verschoben, um die zweite Periode zu erhalten.

In Fall 1 bewegt sich das Elektron zunachst nach rechts und wird nach oben abgelenkt; die gesamte
Kurve liegtin 0 < y < 84. In Fall 2 bewegt es sich zun&chst nach links und wird nach unten abgelenkt;
die Kurve liegt in —4¢ < y < 0. Beide enden nach dem angegebenen Intervall bei (—47r£, 0). Ihre
Gyration erfolgt gegen den Uhrzeigersinn, und keine der beiden Bahnen besitzt Spitzen, da ihre
Geschwindigkeit niemals verschwindet.

A3

Im lokalen Driftbezugssystem, das naherungsweise ein Inertialsystem ist, wird die elektrische Kraft
durch die mit der Geschwindigkeit des Bezugssystems verbundene magnetische Kraft naherungsweise
aufgehoben. Die verbleibende Bewegung ist naherungsweise kreisformig:

mvi muv

= B’UJ_B() T = .
r ’ eBy

Verwendet man die gesamte obere Schranke der kinetischen Energie als obere Abschatzung fir die

Gyrationsenergie, so gilt
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vl ,S \/2Kmax .
m

Hier ist
Komax = 800(1.6 x 10719) = 1.28 x 1071%J,
also
Vmax ~ 1.68 x 10" ms 1,
und

JImE /2091 x 107%)(1.28 x 10°1%)
Tmax =~ -
eBy (1.6 x 10719)(0.3)

Somit ist rmax =~ 0.32 mm, also viel kleiner als die Spaltbreite von 15 mm. Dies rechtfertigt es, die
Gyration als kleine Bewegung zu behandeln, die der Drift ihres Mittelpunkts Uberlagert ist.

=318 x 10 *m.

A.4

Sei 7 radial nach auBen und $ gegen den Uhrzeigersinn gerichtet. Fur ein aus der Zeichenebene
herausgerichtetes Magnetfeld ergibt

die Driftgeschwindigkeit

Daraus folgt:

o E’¢ > (0 bewirkt eine Drift zur Anode.
o E¢ < 0 bewirkt eine Drift zur Kathode.
° E¢ = 0 bewirkt eine Drift senkrecht zum Radius.

Das statische elektrische Feld ist radial und tragt daher nur zur azimutalen Drift bei. Die Einordnung der
radialen Drift wird vollstandig durch die tangentiale Komponente des eingezeichneten Wechselfelds
bestimmt.

Meine Ablesung der lokalen Tangenten ergibt:

Elektron Tangentiale Komponente des Wechselfelds Radiale Drift

A Im Uhrzeigersinn Zur Kathode
B Im Uhrzeigersinn Zur Kathode
C Gegen den Uhrzeigersinn Zur Anode
D Gegen den Uhrzeigersinn Zur Anode
E Gegen den Uhrzeigersinn Zur Anode

Diese Einordnungen beziehen sich auf die radiale Komponente; die Elektronen weisen auBerdem eine
azimutale Drift auf. Die Tangenten werden aus einer schematischen Abbildung abgelesen; diese
Einordnungen sind daher mit einer gewissen Ableseunsicherheit behaftet.
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A.5

E,
p B
Das statische Feld ist radial nach innen gerichtet und verleiht allen sechs Elektronen bei diesem Radius
dieselbe Winkelgeschwindigkeit gegen den Uhrzeigersinn. Daher beeinflussen nur Unterschiede in der

Bei einem gemeinsamen Abstand p vom Kathodenmittelpunkt gilt
b=—=

radialen Komponente des Wechselfelds ihre momentanen Winkelabstande.

Fir A, B und C zeigt Abbildung 3, dass sich die radiale Komponente des Wechselfelds von einer nach
auBen gerichteten Komponente bei A lGber einen Wert von ungefahr null bei B zu einer nach innen
gerichteten Komponente bei C andert. Folglich gilt

$a < ¢ < 9c-
Ihre Positionen sind gemaB ¢4 > ¢B > ¢¢ angeordnet. Das jeweils hintere Elektron bewegt sich
daher schneller als das vordere, sodass alle drei Abstande abnehmen:

d d d
E(CZ)A — ¢B) <0, E(¢A — ¢c) <0, E(CZSB — ¢c) < 0.

Fur D, E und F andert sich die radiale Komponente des Wechselfelds in umgekehrter Weise: bei D nach
innen gerichtet, bei E ungefahr null und bei F nach auBen gerichtet. Daher gilt

Ci)D > ¢E > ¢F
Da ¢p > ¢r > ¢r gilt, nehmen alle drei Absténde zu.
Paar Anderung des Winkelabstands
AB Nimmt ab
AC Nimmt ab
BC Nimmt ab
DE Nimmt zu
DF Nimmt zu

EF Nimmt zu

A.6

Benachbarte Resonatoren schwingen gegenphasig. Daher fokussieren zu einem bestimmten Zeitpunkt
abwechselnde Winkelbereiche die Elektronen, wahrend die dazwischenliegenden Bereiche sie
auseinandertreiben. Acht Resonatoren erzeugen somit vier Speichen.

Die Zeichnung sollte drei zusatzliche Kopien von S enthalten, die durch Drehungen um 90°, 180° und
270° um den Kathodenmittelpunkt entstehen. lhre Formen sollten denselben Kriimmungssinn
aufweisen.

Das statische Feld zeigt nach innen. Die zugehorige Drift ist
(_’f‘) X ZzZ= —I—(,ZAS,

also rotieren die Speichen gegen den Uhrzeigersinn.
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Nach einer halben Schwingungsperiode kehren sich die Polaritaten der Resonatoren um. Eine Speiche
muss sich bis zur Position des ndchsten Resonators weiterbewegen, also um den Winkel 27/8 = /4.
Daher gilt

_7w/4  «w  2nf

S T/2 2T 4

Ws

Mit f = 2.45 x 10° Hz folgt

ws = 3.85 x 10°rads~!.

Gleichbedeutend damit fiihren die Speichen 6.125 x 108 Umdrehungen pro Sekunde aus.
A.7

Unter der vorgegebenen Naherung betragt der Feldbetrag in der Mitte des Spalts

Vo
FE 4~ .
mid b—a
Der Radius in der Mitte des Spalts ist
a+b
Pmid = 5
Die Drift der Elektronen muss dort dieselbe Tangentialgeschwindigkeit wie die Speiche haben:
Emid ~ W, P
BO — WsPmid-

Folglich gilt
Vo a+b
=T = wS )
Bg(b — a) 2

woraus sich ergibt:

7 fBy
4

V() ~ —Bows (b2 — a,2) =

5 (b — a?).

Mit den gegebenen Werten von By und f Iasst sich dies auch schreiben als
Vo ~ (5.77 x 10 Vm?)(b* — a?),
wobei a und b in Metern gemessen werden.
B.1
Die Krafte auf die beiden Ladungen bilden ein Kraftepaar. Das Drehmoment lautet
7=pxE.

Wenn 6 als Winkel zwischen dem Dipol und dem momentanen Feld definiert ist, gilt somit

T = po| E| sin 6.

Das Drehmoment wirkt darauf hin, diesen Winkel zu verkleinern. Seine vorzeichenbehaftete, zu 6
konjugierte Komponente ist daher —polE\ sin @, woraus sich die mechanische Leistung ergibt:

H; = —po|E|sin 4.
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Insbesondere gilt flr einen Dipol, der sich am Feld ausrichtet, 6 < 0, sodass das Feld eine positive
Leistung Ubertragt.

Das Ergebnis lasst sich ohne eine Winkelkonvention herleiten. Sind 7, und 7_ die Positionen der
Ladungen, so gilt

N =S = d — —
Hi:qE-r+—qE~r_:E-E[q(’mr—r_)].

Daher gilt

Wird 6 stattdessen von der festen positiven z-Achse aus gemessen und ist E(t) eine
vorzeichenbehaftete Komponente, so wird daraus

d :
H; = E(t)a(po cosf) = —poE(t)sin 6.

In der auf den Dipol lUbertragenen mechanischen Leistung tritt kein Term mit E auf.
B.2

Die Summation der Leistung der einzelnen Dipole Uber eine Volumeneinheit ergibt

. dP
H(t) =E(t)  —.
() =B - —
Die Ableitung der gegebenen Polarisation lautet
dP )
— = BeoEow cos(wt — §)z.
dt
Daher gilt
H(t) = BeqwEE sin(wt) cos(wt — §).
Mit

cos(wt — §) = cos(wt) cos d + sin(wt) sin 6,
und den Mittelwerten lber eine Periode

1

(sin(wt) cos(wt)) = 0, (sin’(wt)) = bX

erhalten wir

1
(H) = EﬁeowEg sin 4.

Bei einer positiven Phasenverzogerung ist die mittlere absorbierte Leistung positiv.
B.3

Sei S(z) die lokale Amplitude des elektrischen Felds. Die mittlere elektrische Energiedichte betragt
1 1
<’LLE> = E€T€0<E2> = Z€T€082.

Die mittlere magnetische Energiedichte ist ebenso grofB, also gilt
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1

(u) = —er£0E%
2
Mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit c/n im Modell der Aufgabe fur Wellen in einem Dielektrikum folgt
c 1
I(2) = = {(u) = =nceo€?(z
(2) = —(u) = 5nceo(2),

wobei n? = ¢, gilt.

Die Energieerhaltung fiir eine diinne Schicht der Dicke dz ergibt
dI -
dz

Setzt man das Ergebnis aus B.2 ein und eliminiert £2, so erhalt man

dl 1 2
—— = —Pegow&sind =
dz 2 Peo

Fir ein homogenes Medium bei fester Temperatur ist der Koeffizient konstant. Die Integration ergibt

Bwsin & ]

— .

nc

(H).

Bw sin & I
ne

I(z) = I(0) exp {—

Der Abschwachungskoeffizient fir die Leistung betragt daher
_ Bwsind
 ne

B.4

Gleichung (2) liefert eine Amplitude des elektrischen Felds, die proportional ist zu

e~ %nkoz tan §

Da die Intensitat proportional zum Quadrat dieser Amplitude ist, gilt
I(z) — I(O)efnkoztané.
Der Vergleich mit B.3 unter Verwendung von kg = w/c ergibt
Pwsind  n

w
tan d.
nc c

Somit gilt
Bsind = n%tand.

Im Rahmen der geforderten Naherung tan ¢ ~ sin J folgt

B~n®=c¢,.

Dieses Ergebnis gilt im Rahmen der in der Aufgabe vorgegebenen Naherungen fiir das Dielektrikum und
fur kleine Verluste.

B.5

Mit der angegebenen Beziehung tan § = 54/87, lautet der Abschwachungskoeffizient flr die Leistung

w €
a=nkgtand = — ‘

c \/E'

Bei einheitlicher Temperatur ist die lokal absorbierte Leistung pro Volumeneinheit proportional zur

lokalen Intensitat:
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(H(2)) = al(2).
Sie weist daher dieselbe exponentielle Abhangigkeit auf,
(H2) .
(H(0))
1. Halbwertstiefe der Leistung bei 20°C.

Die Bedingung e ®#1/2 = 1/2 ergibt

In2 C\/€—,«ln2

Z1/2 —= —_=
a wey

Bei der markierten Frequenz liefern die durchgezogenen Kurven fiir 20°C naherungsweise
€, >~ T8, g, ~ 10.
Folglich qilt
3.0 x 108)v/781n2
21/9 ( ) 5 =1.19 x 10 *m.
(27)(2.45 x 107)(10)

Damit ergibt sich aus dem Diagramm eine Halbwertstiefe der Leistung von ungefahr

z1/2 >~ 1.2 cm.

Dies ist die Halbwertstiefe der Leistung; der Exponent fiir die Abnahme der Feldamplitude ist um einen
Faktor zwei kleiner.

2. Reines Wasser bei steigender Temperatur.

Bei fester Frequenz gilt

Ve

21/2 X
€

Die durchgezogenen blauen Kurven zeigen eine deutliche Abnahme von €, mit der Temperatur. Die
relative Abnahme von /€, ist wesentlich geringer. Daher nimmt das Verhaltnis zu:

Die Eindringtiefe in reinem Wasser nimmt mit der Temperatur zu.

3. Suppe bei steigender Temperatur.

Bei derselben Frequenz zeigen die gestrichelten blauen Kurven zunehmende dielektrische Verluste bei
steigender Temperatur, wahrend die gestrichelten roten Kurven eine Abnahme von ¢, zeigen. Beide
Anderungen verringern \/s_r/e:g. Daher gilt

Die Eindringtiefe in Suppe nimmt mit der Temperatur ab.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Thermoakustische Warmekraftmaschine

Eine thermoakustische Warmekraftmaschine ist eine Vorrichtung, die Warme in akustische
Leistung, also Schallwellen, umwandelt — eine Form mechanischer Arbeit. Wie viele andere
Warmekraftmaschinen kann sie umgekehrt als Kaltemaschine betrieben werden, wobei Schall
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genutzt wird, um Warme von einem kalten zu einem heiBen Reservoir zu transportieren. Die hohen
Betriebsfrequenzen verringern die Warmeleitung und machen eine Begrenzung des Arbeitsraums
Uberfllssig. Im Gegensatz zu vielen anderen Maschinentypen besitzt die thermoakustische
Warmekraftmaschine auBer dem Arbeitsfluid selbst keine beweglichen Teile.

Die Wirkungsgrade thermoakustischer Maschinen sind typischerweise niedriger als die anderer
Maschinentypen, doch bieten sie Vorteile bei den Errichtungs- und Wartungskosten. Dies eroffnet
Moglichkeiten flir Anwendungen im Bereich erneuerbarer Energien, etwa in solarthermischen
Kraftwerken und bei der Nutzung von Abwarme. Unsere Untersuchung konzentriert sich auf die
Erzeugung akustischer Energie innerhalb des Systems; die Entnahme oder Umwandlung dieser
Energie zum Betrieb externer Gerate bleibt unbericksichtigt.

Teil A: Schallwelle in einem geschlossenen Rohr (3.7 Punkte)

Betrachten Sie ein warmeisolierendes Rohr der Lange L mit der Querschnittsflache S, dessen
Achse entlang der z-Richtung liegt. Die beiden Rohrenden befinden sich beiz = Ound z = L.
Das Rohr ist mit einem idealen Gas geflillt und an beiden Enden verschlossen. Im Gleichgewicht
hat das Gas die Temperatur T, den Druck pg und die Massendichte pg. Nehmen Sie an, dass die
Viskositat vernachlassigt werden kann und dass sich das Gas nur in z-Richtung bewegt. In den
dazu senkrechten Richtungen y und z sind die Eigenschaften des Gases raumlich einheitlich.

Abbildung 1
A1 (0.3 Pkt.)

Wenn sich eine stehende Schallwelle ausbildet, schwingen die Gaselemente in z-Richtung mit der
Kreisfrequenz w. Die Schwingungsamplitude hangt von der Gleichgewichtslage x des jeweiligen
Elements entlang des Rohres ab. Die longitudinale Auslenkung jedes Gaselements aus seiner
Gleichgewichtslage x ist gegeben durch

u(z,t) = asin(kz) cos(wt) = uq(z) cos(wt) (1)
(beachten Sie, dass u hier die Auslenkung eines Gaselements beschreibt)

wobei a < L eine positive Konstante, k = 27/ die Wellenzahl und A die Wellenlange ist. Wie
groB ist die maximal mdgliche Wellenlange A, in diesem System?

Wir nehmen in der gesamten Aufgabe einen Schwingungsmodus mit A = A, an.

Betrachten Sie nun ein schmales Gaspaket, das sich im Ruhezustand zwischen z und = + Az
befindet (Az < L). Infolge der Auslenkungswelle aus Aufgabe A.1 schwingt das Paket entlang
der z-Achse, wobei sich sein Volumen und seine anderen thermodynamischen ZustandsgroBen
andern.

Nehmen Sie in allen folgenden Teilaufgaben an, dass samtliche Anderungen dieser
thermodynamischen ZustandsgroBen klein gegentiber den ungestorten Werten sind.
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A.2 (0.5 Pkt.)
Das Volumen V(z, t) des Gaspakets schwingt um den Gleichgewichtswert Vy = SAx und hat
die Form

V(z,t) = Vo + Vi(x) cos(wt). (2)
Bestimmen Sie einen Ausdruck fir Vi (z) in Abhéngigkeit von Vj, a, k und .

A.3 (0.7 Pkt.)

Nehmen Sie an, dass der Gesamtdruck des Gases infolge der Schallwelle naherungsweise die
Form

p(z,t) = po — p1(x) cos(wt). (3)
annimmt. Berechnen Sie unter Berticksichtigung der auf das Gaspaket wirkenden Krafte die

Amplitude p1(x) der Druckschwingung in flihrender Ordnung in Abhangigkeit vom Ort x, der
Gleichgewichtsdichte pg, der Auslenkungsamplitude a und den Wellenparametern k und w.

Bei akustischen Frequenzen kann die Warmeleitfahigkeit des Gases vernachlassigt werden. Wir
behandeln die Expansion und Kompression der Gaspakete als rein adiabatisch, sodass die
Beziehung pV' 7 = const gilt, wobei v der Adiabatenexponent ist.

A.4 (0.3 Pkt.)

Verwenden Sie die obige Beziehung und die Ergebnisse der vorherigen Teilaufgaben, um in erster
Ordnung einen Ausdruck flir die Schallgeschwindigkeit ¢ = w/k im Rohr herzuleiten. Geben Sie
Ihre Antwort in Abhangigkeit von pg, po und dem Adiabatenexponenten -y an.

A.5 (0.7 Pkt.)

Die Anderung der Gastemperatur aufgrund der adiabatischen Expansion und Kompression infolge
der Schallwelle hat die Form:

T(z,t) =Ty — T1(x) cos(wt). (4)

Berechnen Sie die Amplitude T (z) der Temperaturschwingungen in Abhangigkeit von Ty, v, a, k
und x.

A.6 (1.2 Pkt.)

Nur fur diese Teilaufgabe nehmen wir eine schwache thermische Wechselwirkung zwischen dem
Rohr und dem Gas an. Dadurch bleibt die stehende Schallwelle nahezu unverandert, aber das Gas
kann eine kleine Warmemenge mit dem Rohr austauschen. Die Erwarmung durch Viskositat kann
vernachlassigt werden.

Geben Sie fur jeden der Punkte in Abbildung 2 (A und C an den Rohrenden, B in der Mitte) an, ob
die Temperatur des Rohres an diesem Punkt Uber einen langen Zeitraum steigt, sinkt oder gleich
bleibt.

— I

i m

00
p_4

Abbildung 2
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Teil B: Verstarkung der Schallwelle durch auBeren thermischen Kontakt (6.3 Punkte)

Ein Stapel diinner Festkorperplatten mit ausreichend groBen Zwischenraumen wird in das Rohr
eingebracht. Die Platten des Stapels sind parallel zur Rohrachse ausgerichtet, damit sie die
Gasstromung entlang des Rohres nicht behindern. Die Mitte des Stapels befindet sich bei

xo = L/4; er erstreckt sich tiber eine Breite £ < L entlang der Rohrachse und fiillt den
gesamten Rohrquerschnitt aus. Zwischen dem rechten und dem linken Rand des Stapels wird eine
Temperaturdifferenz 7 aufrechterhalten. Der linke Rand des Stapels bei x g = xy — £/2 wird
durch ein duBeres Warmereservoir auf der Temperatur Ty = Ty + 7/2 gehalten, wahrend
gleichzeitig sein rechter Rand bei z¢ = xg + £/2 auf einer Temperatur T = T — 7/2 gehalten
wird.

Der Plattenstapel ermoglicht einen geringen longitudinalen Warmestrom, der einen konstanten
—X
l

Temperaturgradienten zwischen seinen Randern aufrechterhalt, sodass Tplate(m) =Ty —
gilt.

T

L/A—t/2  L/a  L/4+1(/2

S

{ TH ‘ Tc ’

Abbildung 3. Skizze des Systems. (A) und (B) bezeichnen das heiBe beziehungsweise das kalte
Warmereservoir. (D) bezeichnet den Stapel.

Treffen Sie zur Untersuchung des Einflusses des thermischen Kontakts zwischen dem
Plattenstapel und dem Gas auf die Schallwellen im Rohr die folgenden Annahmen:

e Wie im vorherigen Teil sind alle Anderungen der thermodynamischen ZustandsgréBen klein
gegenuber den ungestorten Werten.

e Das System arbeitet im Grundmodus der stehenden Welle mit der groBtmaoglichen
Wellenlange. Dieser wird durch den Plattenstapel nur geringfligig verandert.

e Der Stapel ist viel kiirzer als die Wellenlange, £ < Amax, und kann weit genug sowohl von
Auslenkungs- als auch von Druckknoten entfernt angeordnet werden, sodass die
Auslenkung u(z, t) ~ u(xo,t) und der Druck p(x, t) ~ p(zo, t) lber die gesamte Lange
des Stapels als raumlich einheitlich angesehen werden konnen.

e Samtliche Randeffekte, die durch das Ein- und Austreten der Gaspakete in den
beziehungsweise aus dem Stapel entstehen, konnen vernachlassigt werden.

e Die Temperaturdifferenz zwischen den Enden des Plattenstapels, also zwischen dem heif3en
und dem kalten Reservoir, ist klein gegenliber der absoluten Temperatur: 7 < Tj.

e Die Warmeleitung durch den Stapel, durch das Gas und entlang des Rohres ist jeweils
vernachlassigbar. Die einzigen wesentlichen Mechanismen der Warmeubertragung sind
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Konvektion infolge der Gasbewegung und Warmeleitung zwischen dem Gas und dem
Stapel.

B.1 (0.4 Pkt.)

Betrachten Sie ein bestimmtes Gaspaket im Bereich des Stapels, das sich urspriinglich bei
Ty = L/4 befindet. Wahrend sich das Paket innerhalb des Stapels bewegt, andert sich die lokale
Temperatur des benachbarten Stapelabschnitts wie folgt:

Tone(t) = Ty — Tt cos(wt). (5)
Driicken Sie T durch a, 7 und £ aus.

B.2 (1.0 Pkt.)

Oberhalb welcher kritischen Temperaturdifferenz 7, transportiert das Gas Warme vom heiBen
zum kalten Reservoir? Driicken Sie 7, durch T}, -y, k und £ aus.

B.3 (0.8 Pkt.)

. . . .. .. .. aQ . . .
Bestimmen Sie den allgemeinen Naherungsausdruck fir den Warmestrom d—? in ein kleines

Gaspaket als lineare Funktion der Anderungsraten seines Volumens und seines Drucks. Geben Sie
Ihre Antwort in Abhangigkeit von der Volumenanderungsrate ‘fj—‘t/, der Druckanderungsrate %,
den ungestorten Gleichgewichtswerten von Druck und Volumen des Pakets pg, V) sowie dem
Adiabatenexponenten 7y an. (Sie durfen den Ausdruck fir die molare Warmekapazitat bei

konstantem Volumen ¢, = %1 verwenden, wobei R die Gaskonstante ist.)

Der begrenzte Warmestrom zwischen dem Paket und dem Stapel verursacht eine

Phasenverschiebung zwischen den Druck- und Volumenschwingungen des Pakets. Wir werden
sehen, wie dadurch Arbeit erzeugt wird.

Der Warmestrom vom Stapel in das Paket sei proportional zur Temperaturdifferenz zwischen dem
Paket und dem benachbarten Element des Stapels und naherungsweise gegeben durch

% = —BVy(Ts — T1) cos(wt). Hier sind T und T die Temperaturschwingungsamplituden des
Gaspakets beziehungsweise des benachbarten Stapelabschnitts aus den Aufgaben A.5 und B.1,
und 8 > 0 ist eine Konstante. Nehmen Sie an, dass bei den Betriebsfrequenzen der Maschine die
Anderung der Gastemperatur infolge dieses Warmestroms sowohl gegeniiber T} als auch
gegeniber T vernachlassigbar ist.

B.4 (1.9 Pkt.)

Zur Berechnung der Arbeit betrachten wir die Anderung des Volumens des bewegten Pakets
infolge des thermischen Kontakts mit dem Stapel. Wir schreiben Druck und Volumen des Pakets
unter dem Einfluss des Stapels in der Form:

P = po + pa sin(wt) — pp cos(wt),
V = Vo + Ve sin(wt) + Vj cos(wt),

Bestimmen Sie bei gegebenen p, und py die Koeffizienten V,, und V. Geben Sie lhre Antwort in

(6)

Abhangigkeit von pg, Pb, Po, Vo, Y, T, Ter, B, w, @ und £ an.
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B.5 (0.8 Pkt.)

Bestimmen Sie einen Naherungsausdruck fiir die akustische Arbeit pro Volumeneinheit w, die das
Gaspaket wahrend eines Zyklus erzeugt. Integrieren Sie liber das Volumen des Stapels, um die
gesamte vom Gas wahrend eines Zyklus erzeugte Arbeit Wit zu erhalten. Driicken Sie Wit
durch v, 7, Ter, B, w, a, k und S aus.

B.6 (0.8 Pkt.)

Bestimmen Sie einen Naherungsausdruck fiir die Warme @, die wahrend eines Zyklus von der
linken Seite der Ebene x = x( nach rechts transportiert wird. Geben Sie Ihre Antwort in
Abhangigkeit von 7, 7., 8, w, a, S, £ an.

(Hinweis: Sie dirfen die Formel j = Q‘é—‘; fur den konvektiven Warmestrom verwenden.)
B.7 (0.6 Pkt.)

Bestimmen Sie den Wirkungsgrad 7 der thermoakustischen Warmekraftmaschine. Der
Wirkungsgrad ist als Verhaltnis der erzeugten akustischen Arbeit zur dem heiBen Reservoir
entnommenen Warme definiert. Geben Sie Ihre Antwort in Abhangigkeit von der
Temperaturdifferenz 7 zwischen dem heien und dem kalten Reservoir, der kritischen
Temperaturdifferenz 7., und dem Carnot-Wirkungsgrad . = 1 — To /Ty an.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Die Koeffizienten V7, p1, T1 sind vorzeichenbehaftete Koeffizienten in den angegebenen
Schwingungsansatzen. Durchgehend gilt k£ = 7r/L.

e A1
Amax = 2L.
e A2
Vi(z) = Vhak cos(kz).
e A3
pi(z) = p02w2 cos(kx).
e A4
c= /2
Po
e A5

Ti(z) = (v — 1)Toak cos(kx).

A.6 A: steigt; B: sinkt; C: steigt.
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aT

Ty = .
V214

Ter = (’)’ — 1)T()k£.

Warme wird von heiB3 nach kalt transportiert, wenn 7 > 7,.

e B.3
dQ _ po dV /dt + Vo dp/dt
dt v—1 '
e B4
= |l — ler
Va:—ﬁ a+(’v )Ba(T — Ter) ’ Vb:VOPb-
YPo V2wl YPo
e B.5
n(y — 1)Ba’k
= 2wl (T = 7ar),
(v — 1)Ba’kS
Wtot = (7 Z)B (T - 7-cr)
w
e B.6
wha’S

Qtot — 2w£ (T Tcr)

e B.7
Ter
n = ”70’ T > TCI‘
L
Losung

Bei der Bestimmung der schwingenden thermodynamischen GroBen berlcksichtigen wir Storungen
erster Ordnung. Die ersten von null verschiedenen Zyklusmittelwerte der Arbeit und der transportierten
Warme treten in zweiter Ordnung in der Wellenamplitude auf. Die thermische Kopplung ist schwach,
sodass in Ausdriicken, die bereits proportional zu dieser Kopplung sind, die ungestorten
Wellenamplituden verwendet werden konnen.

A1
An den verschlossenen, starren Enden muss die longitudinale Auslenkung null sein:
u(0,t) = u(L,t) = 0.
Die erste Bedingung ist bereits erfillt. Die zweite ergibt
sin(kL) =0 =— kL = nm, n=12,....
Die Wahl n = 0 liefert keine Welle. Somit gilt
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Die groBte Wellenlange entspricht n = 1:

Amax = 2L, k=

A.2

Die beiden Grenzen des Pakets bewegen sich nach
z + u(zx,t), z + Az + u(z + Az, t).
Folglich gilt
V(z,t) = S[Az + u(z + Az, t) — u(z, t))].
Fur KAz < 1 gilt

V(z,t) ~ SAx <1 + %) = Vo [1 + ak cos(kx) cos(wt)].
Daher ist
Vi(z) = Voak cos(kx).
A.3

Die Druckkrafte auf das Paket ergeben in erster Ordnung

0
F, = S[p(z,t) — p(x + Az, t)] ~ —SAzx 3_p
T
Die Masse des Pakets betragt pgSAz. Das zweite Newtonsche Gesetz lautet daher
0*u  Op
P92~ Bn

Einsetzen der gegebenen Schwingungen liefert
—poaw? sin(kz) cos(wt) = p}(z) cos(wt),
also
P (z) = —poaw’ sin(kz).

Integration ergibt

2
pi(z) = pOZw cos(kz) + C.

Es gibt keine raumlich gleichformige akustische Kompression: Die gesamte Volumenanderung ist

proportional zu

L
O e — (L) — u(0,8) = 0.
0 or

Die lineare adiabatische Beziehung zwischen Druck und Kompression, die in A.4 explizit angegeben

wird, verlangt dann, dass die raumlich gemittelte Druckstorung verschwindet. Da fOL cos(kx) dr =0,
folgt daraus C = 0. Somit ist
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aw
pi(z) = £ ——cos(ka).

A.4

Die Linearisierung von pV'7 = p0V07 ergibt
o oV
Ly 7y— =0.
Do Vo

Mit dp = —p; cos(wt) und 6V = V; cos(wt) folgt

v
p1 = vpovl = ypoak cos(kx).
0

Der Vergleich mit A.3 liefert
2

poaw
und somit
w YPo
c=—=,/—.
k P0
A.5
Fir eine feste Stoffmenge eines idealen Gases gilt
pV =nRT.
Die linearisierte Form lautet
I _dp OV
To po Vo
Mit der adiabatischen Beziehung aus A.4 folgt
oT oV
— = —(y—1)— = —(v — 1)akcos(kz) cos(wt).
To Vo

Der Vergleich mit der angegebenen Temperaturschwingung ergibt

T, (z) = (v — 1)Tyak cos(kx).

A.6
Betrachten Sie ein Paket in der linken Rohrhalfte, wo cos(kz) > 0 gilt.

Wird es nach rechts ausgelenkt, expandiert es und kuhlt ab. Es nimmt daher an einer relativ weit rechts
liegenden Position Warme vom Rohr auf. Wird es nach links ausgelenkt, wird es komprimiert und
erwarmt, sodass es an einer relativ weit links liegenden Position Warme an das Rohr abgibt. Durch
Wiederholung wird Warme zum linken Ende transportiert.

In der rechten Halfte gilt cos(kx) < 0, sodass sich die Zuordnung umkehrt: Ein Paket nimmt Warme
auf, wenn es zur Mitte hin ausgelenkt ist, und gibt Warme ab, wenn es zum rechten Ende hin
ausgelenkt ist.

Somit pumpt die akustische Bewegung Warme aus dem mittleren Bereich zu beiden Enden:

A : Temperatur steigt, B : Temperatur sinkt, C' : Temperatur steigt.
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Obwohl das Paket, dessen Gleichgewichtslage genau in der Mitte liegt, in erster Ordnung keine
Temperaturschwingung aufweist, bewegen sich benachbarte Pakete durch den mittleren Bereich und
entziehen ihm Warme. Der mittlere thermische Effekt ist von zweiter Ordnung in der Amplitude; er wird
nicht durch die Temperatur erster Ordnung an einer einzelnen Gleichgewichtslage bestimmt.

B.1

In der Mitte des Stapels gilt

w L e
kxg = —— = —,
L 4 4
sodass die Auslenkung des Pakets
a
u(xg,t) = —cos(wt).
2
betragt. Seine momentane Position ist zg + u(mg, t). Einsetzen in das Temperaturprofil der Platten
ergibt
-
Tone(t) =Ty — —u(zg,t) =T — cos(wt).
nv e b \/EE
Daher gilt
T aTt
st — —
V24
B.2

Die Amplitude der adiabatischen Gastemperaturschwingung in der Mitte des Stapels betragt
(’y - 1)Toak
V2o

Am linken Umkehrpunkt der Paketbewegung betragt die Gastemperatur Ty + 17, wahrend die

Ti(zo) =

Temperatur des benachbarten Stapelabschnitts Ty + T betragt. Damit das Paket dort Warme
aufnimmt, muss gelten

Ty > T.

Am rechten Umkehrpunkt bewirkt dieselbe Bedingung, dass der Stapel kalter als das Gas ist, sodass
das Paket dort Warme abgibt. Es transportiert daher genau dann Warme von hei3 nach kalt, wenn

ar_ (v —1)Thak
V21 V2o

Die kritische Temperaturdifferenz ist somit

Ter — (’)/ - 1)T0k€

Bei Gleichheit stimmen die Temperaturschwingungen des Gases und des benachbarten
Stapelabschnitts Uberein, sodass der Warmeaustausch in fiihrender Ordnung verschwindet. Unterhalb
dieser Schwelle kehrt sich die Richtung des Warmetransports um.

B.3

Wir wahlen d@ > 0 fir Warme, die dem Paket zugefiihrt wird, und pdV > 0 fiir vom Gas verrichtete
Arbeit. Der erste Hauptsatz lautet
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dQ = dU + pdV.

Fir das ideale Gas gilt

nRT pV
U = nec, T = = .
y—-1 -1
Daraus folgt
dQ — Vdp+pdV L pdV = Vdp-l—”ypdV-
v—1 v—1

In erster Ordnung kdnnen die Koeffizienten vor den kleinen Anderungsraten durch die
Gleichgewichtswerte ersetzt werden:

dQ _ Vodp/dt + ypodV /dt

dt v—1
B.4
Aus B.1 und B.2 folgt
Ty —T) = —( )
st —41 = T — Ter)-
V24
Zur Abkurzung definieren wir
a(T — T
AT = M

V224
Die vorgegebene Warmezufuhr pro Zeit lautet dann
Q = —BV,AT cos(wt).
Ableiten der Ausdricke fir Druck und Volumen ergibt
D = wp, cos(wt) + wpy sin(wt),
V = wV, cos(wt) — wVj sin(wt).

Einsetzen in B.3 liefert

. w ]
Q= ’yj[(vopa + vpoVa) cos(wt) + (Vop, — vpoVs) sin(wt)].

Der Vergleich der Sinuskoeffizienten ergibt
Vops — vpoVis = 0,

also

v, — Vo ‘

YPo

Der Vergleich der Kosinuskoeffizienten ergibt
w
ﬁ(VOPa +vpoVa) = —BVOAT.

Somit gilt

o Vo[, O DBalr 7o)

po | V2wl
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Der zu 3 proportionale Term liefert den Volumenanteil, der fiir eine von null verschiedene Arbeit pro
Zyklus erforderlich ist.

B.5

Die von einem Paket wahrend eines Zyklus verrichtete Arbeit betragt

Wparcel = %p av.

Mit @ = wt integriert sich der Beitrag des konstanten Drucks zu null, und es bleibt
2
Wparcel = / (po sin @ — py cos 0)(V, cos @ — Vi, sin 6) d6.
0

Mit

27 27 27

/ sinfcos0df = 0, / sin29d0:/ cos>0dh =,
0 0 0

erhalten wir
Wparcel = _ﬂ-(pavb + pra)'
Beim Einsetzen von B.4 heben sich die Terme mit p,p; auf:

— 1)V,
Wparcel — 7"('7 )/8 ope AT.

YPowW
Die Arbeit pro Einheit des Gleichgewichtsvolumens betragt daher

_ Wparcel o ﬂ—(’y — 1)/pr a/(T — TCI')

Vo Ypow V24

Da dieser Ausdruck bereits von erster Ordnung in der thermischen Kopplung ist, verwenden wir den

w

ungestorten Druckkoeffizienten:

Py =~ p1(2o) = Ypoak cos (%) _ Ypoak

V2

Daraus folgt

—w(v—1)8a’k
w o~ 5ol (T — Ter)-

Der Stapel ist kurz, sodass diese Arbeitsdichte tber sein Gasvolumen S¢ ndherungsweise raumlich
einheitlich ist. Somit gilt

Wtot ~ wSﬁ,

woraus sich

n(y — 1)Ba’kS

Wiot =
tot 20

(T — Ter)-

ergibt. Die Arbeit ist im Warmekraftmaschinenbetrieb 7 > 7, positiv.
B.6

Sei q(t) die vom Stapel aufgenommene Warme pro Einheit des Gleichgewichtsvolumens des Gases,
bezogen auf eine beliebige Konstante. In der berlicksichtigten Ordnung gilt
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g = — = —BAT cos(wt).

Integration ergibt

BAT

w

q(t) = — sin(wt) + g,

Die Geschwindigkeit des Pakets in der Mitte des Stapels betragt

o(t) = a(zo,t) = —%sin(wt).

Da g auf eine Volumeneinheit bezogen ist, lautet die konvektive Warmestromdichte pro Flacheneinheit
(t) = q(t)v(t).

Die beliebige Konstante tragt nicht zum Nettotransport bei, da der Mittelwert der Geschwindigkeit null

ist. Auch der rein adiabatische Beitrag hat einen verschwindenden Zyklusmittelwert: Er ist proportional

zu cos(wt), wahrend die Geschwindigkeit proportional zu sin(wt) ist. Die netto durch den Querschnitt

transportierte Warme betragt daher

27w
Qtot = S/ q(t)v(t) dt
0

27w
_ SpaAT sin?(wt) dt

v2 Jo
wSBaAT

V2w

Einsetzen von AT ergibt

Ba’S

Qtot =~ 2w£

(T — Ter).

FUr 7 > 7. ist das Vorzeichen positiv, entsprechend einem Transport von links nach rechts.
B.7

Innerhalb der berlicksichtigten Genauigkeit flir den kurzen Stapel und die kleine Temperaturdifferenz ist
die dem heilBen Reservoir entnommene Warme naherungsweise gleich der durch die Mitte des Stapels
transportierten Warme:

Qr =~ Qtot-

Ihre Differenz ist von der GroBenordnung der akustischen Arbeit. Da der Wirkungsgrad selbst klein ist,
wurde die Berlicksichtigung dieser Differenz den Wirkungsgrad nur in hoherer Ordnung verandern.

Mit B.5 und B.6 folgt

n = Wiot ~ Wiot _ (7_1)]%: E.
QH Qtot TO
Zugleich gilt
Ty — T/2 T T
ne=1 R

T Tot+7/2 Tot+1/2  Tp!
weil 7 < T Daher ist
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Fir den Warmekraftmaschinenbetrieb gilt 7 > 7., sodass der Wirkungsgrad unter dem Carnot-
Wirkungsgrad liegt. Nahert man sich der Schwelle von oben, nahert sich der Wirkungsgrad in dieser
Ordnung dem Carnot-Wert, wahrend sowohl die abgegebene Arbeit als auch der Warmetransport
verschwinden. An der Schwelle selbst definiert ihr Verhaltnis keinen Wirkungsgrad einer
Warmekraftmaschine mit endlicher Leistungsabgabe.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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