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Aufgabe 1: LIGO-GW150914

[
Im Jahr 2015 registrierte das Gravitationswellenobservatorium LIGO erstmals den Durchgang von

Gravitationswellen (GW) durch die Erde. Dieses Ereignis mit der Bezeichnung GW150914 wurde
durch Wellen ausgeldst, die von zwei schwarzen Lochern auf nahezu kreisformigen Umlaufbahnen
erzeugt wurden. In dieser Aufgabe werden Sie aus den Eigenschaften des gemessenen Signals
einige physikalische Parameter des Systems abschatzen.

Teil A: Newtonsche (konservative) Umlaufbahnen (3.0 Punkte)
A1 1.0 Punkte

Betrachten Sie ein System aus zwei Sternen mit den Massen M7, M>, die sich beziiglich des
Schwerpunkts des Systems an den Orten 71, 75 befinden, das heiBt,

MlFl =+ Mz’?z =0. (1

Die Sterne sind vom Rest des Universums isoliert und bewegen sich mit nichtrelativistischen
Geschwindigkeiten. Mithilfe der Newtonschen Gesetze lasst sich der Beschleunigungsvektor der
Masse M7 ausdrlcken als

d’r1 T1
dt2 = _aﬁ Y (2)

wobei r; = |71|, 7y = |F3|. Bestimmen Sie n € Nund o = a(G, My, M), wobei G die
Newtonsche Gravitationskonstante ist [G' ~ 6.67 x 10~ Nm? kg ?].

A.2 1.0 Punkte

Die Gesamtenergie des Systems aus zwei Massen auf Kreisbahnen lasst sich ausdriicken als:

M
E:A(,LL, QaL) - TM) (3)
wobei
M1 M,
= M = M; + M, 4
7 M.t M, 1 2 (4)

die reduzierte Masse und die Gesamtmasse des Systems sind, {2 die Winkelgeschwindigkeit jeder
Masse ist und L den gesamten Abstand L = r; + ry bezeichnet. Bestimmen Sie die explizite
Form des Terms A(u, 2, L).

A.3 1.0 Punkte

Gleichung 3 lasst sich zu E = ﬁG# vereinfachen. Bestimmen Sie die Zahl S.
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Teil B: Einfiihrung relativistischer Dissipation (7.0 Punkte)

Die korrekte Gravitationstheorie, die allgemeine Relativitdtstheorie, wurde 1915 von Einstein
formuliert und sagt voraus, dass sich die Gravitation mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Die
Trager der Information Uber die Wechselwirkung werden GW genannt. GW werden immer dann
ausgesendet, wenn Massen beschleunigt werden, wodurch das System aus diesen Massen
Energie verliert.

Betrachten Sie ein System aus zwei punktformigen Teilchen, das vom Rest des Universums isoliert
ist. Einstein bewies, dass die ausgesendeten GW bei hinreichend kleinen Geschwindigkeiten: 1)
eine Frequenz haben, die doppelt so groB wie die Umlauffrequenz ist; 2) durch eine Leuchtkraft,
also eine abgestrahlte Leistung P, charakterisiert werden konnen, deren dominierender Beitrag
durch Einsteins Quadrupolformel gegeben ist,

G [ BQi; d*Qi;
PZ@ZZ< dt3 a3 |- ®)

Hier ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3 X 108 m/s. Flr ein System aus zwei punktformigen

Teilchen, die in der  — y-Ebene umlaufen, ist Q);; durch die folgende Tabelle gegeben (i, j
bezeichnen die Zeilen- bzw. Spaltennummer)
2

M
Qu = Z—A(zmi — %)

el
2
My
Q22 = Z T(zyi —z%), (6)
A1
2
M
Q33 = —Z TA(«’L’Z + %),
A=1
2
Q12 = Q21 = Z Mazaya, (7)
e

und Qij = 0 fur alle anderen Kombinationen. Hier ist (x 4,y 4) die Position der Masse A im
Schwerpunktsystem.

B.1 1.0 Punkte

Fur die in A.2 beschriebenen Kreisbahnen lassen sich die Komponenten von Qij als Funktion der
Zeit t ausdriicken als:

L? i4j L2
Qii = NT(G’Z —+ bz COS kt) 5 QZ] :] NTcij sin kt . (8)

Bestimmen Sie k in Abhangigkeit von 2 sowie die Zahlenwerte der Konstanten a;, b;, Cij.
B.2 1.0 Punkte

Berechnen Sie die von diesem System in Form von Gravitationswellen abgestrahlte Leistung P,
und leiten Sie her:

@
P=¢p’Li0C. 9)
@
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Welchen Wert hat die Zahl £? [Falls Sie & nicht bestimmen konnten, verwenden Sie im Folgenden
£§=06.41]

B.3 1.0 Punkte

Ohne die Emission von GW wirden die beiden Massen unbegrenzt auf einer unveranderlichen
Kreisbahn umlaufen. Durch die Emission von GW verliert das System jedoch Energie und geht
langsam zu kleineren Kreisbahnen iiber. Zeigen Sie, dass die Anderungsrate % der
Bahnwinkelgeschwindigkeit die Form

dn\’® QU
(ﬂ) 2(35)3CT(GMC)5, (10)

annimmt, wobei M. als Chirp-Masse bezeichnet wird. Bestimmen Sie M. als Funktion von M und
. Diese Masse bestimmt die Zunahme der Frequenz wahrend des Schrumpfens der Umlaufbahn.
[Die Bezeichnung ,Chirp" ist vom hohen Zwitschern (mit zunehmender Frequenz) kleiner Vogel
inspiriert.]

B.4 2.0 Punkte

Stellen Sie mithilfe der oben gegebenen Informationen den Zusammenhang zwischen der
Bahnwinkelgeschwindigkeit 2 und der GW-Frequenz fqw her. Fir jede glatte Funktion F(t) und
a # 1 gilt

dF(t)

—— =xF@®)" = F@®)""=x(1-a)t—t), (1

wobei x eine Konstante und t eine Integrationskonstante ist. Zeigen Sie damit, dass aus (10) fur
die GW-Frequenz

- GM. (2/3)+p -
GS{?’ = 8w8/3§<T> (to — t)*? (12)

folgt, und bestimmen Sie die Konstante p.

Am 14. September 2015 wurde GW150914 von den LIGO-Detektoren registriert, die aus zwei L-
formig angeordneten Armen von jeweils 4 km Lange bestehen. Die relative Langenanderung
dieser Arme ist in Abb. 1 dargestellt. Die Arme des Detektors reagieren linear auf eine
durchlaufende Gravitationswelle, und der Verlauf ihrer Reaktion bildet die Welle nach. Diese Welle
wurde von zwei schwarzen Lochern auf nahezu kreisformigen Umlaufbahnen erzeugt; der
Energieverlust durch Gravitationsstrahlung flihrte dazu, dass die Umlaufbahn schrumpfte und die
schwarzen Locher schlieBlich kollidierten. Der Zeitpunkt der Kollision entspricht ungefahr dem
Maximum des Signals nach Punkt D in Abb. 1.

eulersolve.org/ipho/2018/ 3/832



Abbildung 1. Dehnung, also die relative Langenanderung jedes Arms, am LIGO-Detektor H1. Die
horizontale Achse zeigt die Zeit, und die Punkte A, B, C, D entsprechen den Zeiten
t = 0.000, 0.009, 0.034, 0.040 Sekunden.

B.5 1.0 Punkte

Schétzen Sie anhand der Abbildung faw (t) zu den Zeitpunkten

_tstta ., _tottc

E= g o ; (13)

Nehmen Sie an, dass (12) bis zur Kollision gliltig bleibt (was streng genommen nicht zutrifft) und
dass die beiden Objekte die gleiche Masse haben. Schatzen Sie die Chirp-Masse M, und die
Gesamtmasse des Systems in Einheiten der Sonnenmasse Mg ~ 2 x 10% kg.

B.6 1.0 Punkte

Schatzen Sie den minimalen Bahnabstand zwischen den beiden Objekten zum Zeitpunkt t@.
Schétzen Sie daraus eine maximale GréBe fir jedes Objekt, R, Bestimmen Sie R /R yax, UM
diese GroBe mit dem Radius unserer Sonne, Rg ~ 7 X 10° km, zu vergleichen. Schatzen Sie
auch ihre lineare Bahngeschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt, v¢o1, und vergleichen Sie diese mit
der Lichtgeschwindigkeit, vco1 /.

SchlieBen Sie daraus, dass es sich tatsachlich um extrem schnell bewegte, extrem kompakte
Objekte handelt!

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten
GM;
e Al:n =3, o= -
. (M + Ms)
o A.2: A(p,Q, L) = EyQQL?
1
e A3:p=——.
p 2

B.1: Wenn die Massen bei t = 0 auf der x-Achse liegen und gegen den Uhrzeigersinn
umlaufen,

11 2

_)7 (bl,b2,b3) = (1,—1,0).

k=2Q, (a1,a2,a3)= (5’5’_3

AuBerdem gilt c12 = c21 = 1; alle anderen auBerdiagonalen ci; verschwinden.

32 32G 5.4
e B2:({=— =64 = ——u“L*Q°.
¢== y P=F5w
e B3: M, = /,L3/5M2/5, mit
9 _ g GM s
dt c®
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Q
e B.4: faw = o p=1,und

~ GM,\°"?
G‘S,V/3:87r8/3£(—63 ) (to — 1)

e B.5: fow(0.0045s) ~ 56 Hz, faw(0.037s) ~ 83 Hz; M. ~ 30My, M ~ 69Ms.
e B.6: Ly ~ 5.1 x 102km, Ry ~ 2.6 X 10°km, Ry /Rpay =~ 2.7 x 10°. Die
Bahngeschwindigkeit jedes Objekts betragt v., ~ 6.7 X 107 m/s, also vy /¢ =~ 0.22.

L

Losung

A1

Das Newtonsche Gravitationsgesetz liefert fiir die Beschleunigung des ersten Sterns:
427 e

5 - _GM2T

dt 71 —72?

Aus der Schwerpunktsbedingung folgt

L N O N k¥
2 = M, 1, 1 2 = M, 1-
Folglich gilt
d*r, GM; 7
dt2  (My+ My)? 43
Der Vergleich mit (2) ergibt
GM}
n =3, = |
(M1 + M>)
A.2
Aus der Schwerpunktsbedingung und L = r; + 74 folgt
M: M
T = —2L, T = —1L
M M

Die Sterne haben die Bahngeschwindigkeiten v1 = 71 und v2 = (rs. lhre gesamte kinetische

Energie betragt daher

1 1
T = EM:[QZT'% + §M2Q2T%

_ lQ2L2 ]\4'1]\422—}_]\42]\412
2 M2

1
= SuQ’L?.
5 1

Die potenzielle Gravitationsenergie mit dem Nullpunkt bei unendlichem Abstand ist
GM1M2 o GM,U,
L L~

U=-

Der Term A ist somit die kinetische Energie:
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A(p,Q, L) = %MQ2L2 .

A.3

Fur den ersten Stern liefert die Gravitation die Zentripetalkraft:

G MM
M192’T‘1 = %
Mit 71 = MyL/M erhalten wir die Beziehung fiir Kreisbahnen
02 GM
= 55t
Damit gilt
1 GMu
T=_-pVLl*=—"—"+
la oL
und
GMup GMuy GMu
E = T = — = — .
+U 2L L 2L
Also ist
5= 1
=5t
B.1

Wir wahlen den Zeitnullpunkt so, dass die erste Masse bei t = 0 auf der positiven z-Achse liegt und
sich gegen den Uhrzeigersinn bewegt. Dann gilt

(z1,y1) = (r1 cos Qt, rqsin Qt),
(z2,y2) = (—r2cosQt, — rasint).

Aus A.2 folgt
Myr? + Mars = pL?.

Einsetzen in die Quadrupolkomponenten ergibt

L? L (1
Q1 = %(2 cos? Qt — sin® Ot) = Ll <§ + cos 2Qt) ,

2
L’ L? (1
szz'u (2sin29t—cos29t):'u — —cos2Qt |,
3 2 3
2 2
_ kL pl 2
@u=-"3-=7 ( 3)’
L2
Q1o = Qo = pL? cos Qtsin Ut = B2 sin 20t

Somit ist

=)

Die Diagonalkoeffizienten sind
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~.

a; bi

1 1/3 1
2 1/3 -1
3 -2/3 0

Die auBerdiagonalen Koeffizienten sind

[c12 = ¢y = 1, C13 = C31 = Cg3 = C32 = 0.

B.2

Wir setzen ¢ = uL?/2 und k = 2Q. Fiir die Kreisbahn sind die von null verschiedenen dritten
Ableitungen

.Q'n — gk sin kt,
Q.QQ = —qk® sin kt,
.Q'12 = Q.Q]_ = —qk:3 cos kt.
Beide auBerdiagonalen Eintrage tragen zur Doppelsumme bei. Daher gilt

Z(QU)2 = 2¢°k® sin? kt + 2¢°k° cos? kt

]
— 2q2k6
2<“L ) (20)°
2
= 32u% LS.
Die Leuchtkraft ist folglich
32G 32
P = p2LA0s | = — =64|
55 ¢ 5

Das Ergebnis ist unabhangig von der Bahnphase.
B.3

Wir nahern die Einspiralbewegung durch eine sich langsam entwickelnde Folge von Kreisbahnen an. Die

Massen bleiben konstant, und fir die durch die Wellen abgeflihrte Energie gilt
dE __p
a

Die Eliminierung von L mithilfe der Beziehung fiir Kreisbahnen,
L= (GM)'P 3,
ergibt

Die zeitliche Ableitung davon ist
1/3 AL dS)

dE
= GM)?3Q~ .
( ) rry

a3t
Die Leuchtkraft, ausgedriickt durch €2, ist
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G , 4/3010/3
Setzt man die Energiednderungsrate gleich —P, ergibt sich

df2 _ 3¢ G M3 QLL/3.

dt b
Durch Kubieren folgt

dQ2
< - ) (35)3 G5 3M2

Dies hat die geforderte Form, wenn

Somit ist

(M1M2)3/5

Mc — 3/5M2/5 — i
a (M; + My)'/5

Insbesondere gilt dQ/dt > 0: Wenn das System Energie verliert, schrumpft seine Umlaufbahn und
seine Umlauffrequenz nimmt zu.

B.4

Die Umlauffrequenz ist fo.;, = Q/(27r). Aus dem gegebenen Faktor zwei zwischen GW-Frequenz und
Umlauffrequenz folgt daher

Q
fow = 2fo, = —|
s

Ziehen der positiven Kubikwurzel aus (10) ergibt

dQ _ 3€ (GMC)5/3 Qll/?).
dt

cd

Mit Q = 7 few wird daraus

dfew g/3( GM. 5/3 11/3
2IEW g T e
dt & c3 Jaw

Die Anwendung von (11) mit a = 11/3 oder die direkte Ableitung von fé\%?’ liefert

d -8/3\ _ 8/3 GM, 5/
a( QW > = 8£7T —C3 .

e/ GM,\°"?
GV\; —88/35( =3 ) (to — )|

Der Vergleich der Exponenten mit (12) ergibt

Integration ergibt

2, 5
3 P73
also
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p=1]|
Hier ist {( der formale Zeitpunkt, zu dem dieses Naherungsmodell der Einspiralbewegung eine
divergierende Frequenz vorhersagt.

B.5

A und B markieren aufeinanderfolgende Nulldurchgange beiderseits eines positiven Wellenbergs; C und
D tun dies entsprechend flr einen spateren Wellenberg. Jedes Intervall umfasst daher ungefahr eine
halbe GW-Periode.

Wir nahern die Frequenz wahrend jedes kurzen Intervalls durch ihren Wert in der Intervallmitte an:

1 1
o) — ~ 55.6 Hz,
faw(tsp) 2(tg —ty)  2(0.0095) ’
1 1
fow(tss) =~ = ~ 83.3 Hz.

2(tp — tc) 2(0.006s)
Die entsprechenden Zeitpunkte sind
t45 = 0.0045s, tep = 0.037s,
ihre Differenz betragt also 0.0325 s.

Diese Frequenzschatzungen seien mit fap und fop bezeichnet. Subtrahiert man die fir die beiden
Zeitpunkte ausgewertete Beziehung aus B.4, wird £ eliminiert:

5/3
~8/3 -8/3 o g8/3.( GM.
w5 — fop = 8mY 'f<—cg ) (tep — tam)-

Auflosen nach der Chirp-Masse ergibt

C3

‘G

~8/3 ~8/3 3/5
AB fCD .
Mit den angegebenen Konstanten und £ = 6.4 folgt

M, ~ 6.02 x 10% kg,

oder mit angemessener Genauigkeit

| M, ~ 30M |

Bei gleichen Einzelmassen gilt M; = My, = M /2, also
3/5
M:% Mc:(%> M2/5:£.

Somit ist
M = 43°M, ~ 1.38 x 1032 kg,

und

Jede Komponente hat daher eine Masse von ungefahr 35 M.
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B.6

Zum spateren Messzeitpunkt gilt

Qep = 7fep =~ 2.62 x 102 rad/s.

1/3
(GM)
L= .
02 _
CD

Die Wahl gleicher Massen ergibt zugleich die minimale Gesamtmasse und damit den minimalen

Die Beziehung fur Kreisbahnen liefert

Abstand, die mit der abgeleiteten Chirp-Masse und Frequenz vereinbar sind. Es gilt namlich
MM
Ao MM,

1
M~ (M + My)? — 4’

also

M. = (2 3/5< M
c (M) = 43/5°

Gleichheit gilt bei gleichen Massen. Mit der in B.5 bestimmten Masse folgt

m,

6.67 x 10711)(1.383 x 10%) 1 /3

Lyin >~ l (
(2.618 x 102)2

woraus sich ergibt

Luin ~ 5.1 x 10°m = 5.1 x 10®km .

Wenn wir fur die gleich schweren Objekte denselben Radius ansetzen, erfordert ihr Fortbestehen als
getrennte Objekte naherungsweise 2R < L. Daher gilt

Lmin 2
Ruyax ~ 5 ~ 2.6 x 10°km|.

Der Vergleich mit der Sonne ergibt
Ry _ 7x10°km
Ruax  2.56 x 102km

also

Rq
Rax

~ 2.7 x 10%|.

Jedes Objekt umlauft den Schwerpunkt auf einer Bahn mit dem Radius L /2. Seine
Bahngeschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt betragt daher

L
~ (2.618 x 10%)(2.562 x 10°) m/s,

Vcol = Q@;

woraus folgt

Vel = 6.7 x 107 m/s|, Yool 0.22].
C
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Somit enthalt jedes Objekt etwa 35 Sonnenmassen innerhalb eines Radius von hochstens ungefahr

260 km und bewegt sich dabei mit etwa einem Flinftel der Lichtgeschwindigkeit. Es handelt sich um

extrem kompakte und schnell bewegte Objekte. Die numerischen Abschatzungen verwenden die

vorgegebenen Naherungen Newtonscher Kreisbahnen und der Quadrupolstrahlung, deren Genauigkeit

in der Nahe der Verschmelzung abnimmt.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Wo ist das Neutrino?

[
Wenn am Large Hadron Collider (LHC) zwei Protonen mit sehr hoher Energie kollidieren, konnen

und ihre jeweiligen Antiteilchen. Die meisten dieser Teilchen konnen mit dem Teilchendetektor

Prozess namens Hadronisierung, bei dem sie sich in einen Schauer subatomarer Teilchen
verwandeln, der als ,Jet" bezeichnet wird. AuBerdem bewirkt das starke Magnetfeld in den
Detektoren, dass die Bahnen selbst sehr energiereicher geladener Teilchen ausreichend
gekrimmt werden, um ihren Impuls bestimmen zu konnen. Der ATLAS-Detektor verwendet ein
supraleitendes Solenoidsystem, das im inneren Teil des Detektors um den Kollisionspunkt ein
zeitlich konstantes und homogenes Magnetfeld von 2.00 Tesla erzeugt. Die Bahnen geladener
Teilchen mit Impulsen unterhalb eines bestimmten Wertes werden so stark gekriimmt, dass die
Teilchen das Feld wiederholt auf geschlossenen Bahnen durchlaufen und hochstwahrscheinlich
nicht gemessen werden. Das Neutrino wird aufgrund seiner Eigenschaften Uberhaupt nicht
nachgewiesen, da es den Detektor ohne Wechselwirkung durchquert und entkommt.

Gegebene Daten: Ruhemasse des Elektrons, m = 9.11 X 1073 kg; Elementarladung,
e=1.60 x 107 C;

Lichtgeschwindigkeit, ¢ = 3.00 x 108 ms™!; elektrische Feldkonstante,
€g =885 x 10712 Fm™!

Teil A. Physik des ATLAS-Detektors (4.0 Punkte)
A.1— 0.5 Punkte

Leiten Sie einen Ausdruck fur den Zyklotronradius r der Kreisbahn eines Elektrons her, auf das
als Funktion seiner kinetischen Energie K, seines Ladungsbetrags e, seiner Masse m und des

Magnetfelds B aus. Nehmen Sie an, dass das Elektron ein nichtrelativistisches klassisches
Teilchen ist.

Impuls verwendet wird.

eulersolve.org/ipho/2018/

nachgewiesen werden, der den Kollisionspunkt umgibt. Beispielsweise durchlaufen Quarks einen

bei dieser Kollision verschiedene Teilchen entstehen, etwa Elektronen, Myonen, Neutrinos, Quarks

eine magnetische Kraft senkrecht zu seiner Geschwindigkeit wirkt, und driicken Sie diesen Radius

Elektronen, die im ATLAS-Detektor entstehen, miissen relativistisch behandelt werden. Die Formel
fur den Zyklotronradius gilt jedoch auch fiir relativistische Bewegungen, wenn der relativistische
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A.2 — 0.5 Punkte

Berechnen Sie den Mindestwert des Impulses eines Elektrons, bei dem es den inneren Teil des
Detektors in radialer Richtung verlassen kann. Der innere Teil des Detektors hat die Form eines
Zylinders mit einem Radius von 1.1 Metern, und das Elektron entsteht am Kollisionspunkt genau im
Zentrum des Zylinders. Geben Sie lhre Antwort in MeV/c an.

Werden relativistische Teilchen mit der Ladung e und der Ruhemasse m senkrecht zu ihrer
Geschwindigkeit beschleunigt, so emittieren sie elektromagnetische Strahlung, die als
Synchrotronstrahlung bezeichnet wird. Die abgestrahlte Leistung ist gegeben durch

2,24
e‘a
p_ et
6megc3
wobei a die Beschleunigung ist und v = [1 — (v/c)?] /2 gilt.

A.3 — 1.0 Punkte

Ein Teilchen wird als ultrarelativistisch bezeichnet, wenn seine Geschwindigkeit sehr nahe an der
Lichtgeschwindigkeit liegt. Fir ein ultrarelativistisches Teilchen lasst sich die abgestrahlte
Leistung folgendermaBen ausdriicken:

el

P=¢{——E’B’,
€Egmrc

wobei £ eine reelle Zahl ist, n und k ganze Zahlen sind, E die Energie des geladenen Teilchens
und B das Magnetfeld ist. Bestimmen Sie &, n und k.

A.4 — 1.0 Punkte

Im ultrarelativistischen Grenzfall ist die Energie des Elektrons als Funktion der Zeit gegeben
durch:

1 + aFEyt ’

wobei F; die Anfangsenergie des Elektrons ist. Bestimmen Sie « als Funktion von e, ¢, B, €; und

E(t)

m.
A.5 — 0.5 Punkte

Betrachten Sie ein Elektron, das am Kollisionspunkt mit einer Energie von 100 GeV in radialer
Richtung erzeugt wird. Schatzen Sie die Energie ab, die durch Synchrotronstrahlung verloren
geht, bis das Elektron den inneren Teil des Detektors verlasst. Geben Sie lhre Antwort in MeV an.

A.6 — 0.5 Punkte

Bestimmen Sie im ultrarelativistischen Grenzfall einen Ausdruck fur die Zyklotronfrequenz des
Elektrons als Funktion der Zeit.

Teil B. Das Neutrino finden (6.0 Punkte)

Die in Abbildung 1 dargestellte Kollision zweier Protonen fihrt zur Erzeugung eines Top-Quarks (t)

und eines Anti-Top-Quarks (t), der schwersten jemals nachgewiesenen Elementarteilchen. Das
Top-Quark zerféllt in ein W T -Boson und ein Bottom-Quark (b), wahrend das Anti-Top-Quark in

ein W ~-Boson und ein Anti-Bottom-Quark (b) zerféllt. Im in Abbildung 1 dargestellten Fall zerfallt
das W T -Boson in ein Antimyon (,u*) und ein Neutrino (v), und das W ~-Boson zerfallt in ein
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Quark und ein Antiquark. Ziel dieser Aufgabe ist es, den vollstandigen Impuls des Neutrinos
mithilfe der Impulse einiger nachgewiesener Teilchen zu rekonstruieren. Der Einfachheit halber
werden alle Teilchen und Jets in dieser Aufgabe als masselos betrachtet, mit Ausnahme des
Top-Quarks und der W *-Bosonen.

Die Impulse der Zerfallsprodukte des Top-Quarks konnen experimentell bestimmt werden (siehe
Tabelle), mit Ausnahme der Impulskomponente des Neutrinos entlang der z-Achse. Der
Gesamtimpuls der vom Detektor erfassten Teilchen im Endzustand ist nur in der Transversalebene
(zy-Ebene) null, nicht aber entlang der Kollisionsachse (z-Achse). Daher lasst sich der
Transversalimpuls des Neutrinos aus dem fehlenden Impuls in der Transversalebene bestimmen.

Am 4. Juni 2015 zeichnete das ATLAS-Experiment am LHC um 00:21:24 GMT+1 eine Proton-
Proton-Kollision auf, wie sie in Abbildung 1 dargestellt ist.

Jet1

Out
b /T,,—*"\m
N\ O
A
P 9 O @ <4 o e e &
1 p
_ W™ Ot
Jet2 /
b
Jet4

Jet3

Abbildung 1. Schematische Darstellung des Koordinatensystems des ATLAS-Detektors (links) und
der Proton-Proton-Kollision (rechts).

Die Impulse der drei Teilchen im Endzustand, die aus dem Zerfall des Top-Quarks hervorgehen,
einschlieBlich des Neutrinos, sind nachfolgend flr jede Komponente angegeben.

Teilchen pz (GeV[c) py (GeV[c) p. (GeV/c)

Antimyon (u ™) —24.7 —24.9 —124
Jet 1 (1) —14.2 +50.1 +94.1
Neutrino (v) —104.1 +5.3 ---

B.1 — 1.5 Punkte

Bestimmen Sie eine Gleichung, die das Quadrat der Masse des W *-Bosons, m%v, mit den in der
obigen Tabelle angegebenen Impulskomponenten des Neutrinos und des Antimyons verknlpft.
Dricken Sie Ihre Antwort durch die Transversalimpulse des Neutrinos und des Antimyons,

—.\rg;/) — p:(EU);z +p?(!l’)j und ﬁ’(]é‘u) — p(w:“)’?‘l +pg(/”)j,

und ihre Impulskomponenten entlang der z-Achse, pff‘) und pgy), aus.
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B.2 — 1.5 Punkte

Berechnen Sie unter der Annahme einer Masse des W -Bosons von mw = 80.4 GeV /c? die

beiden moglichen Losungen fur den Impuls des Neutrinos entlang der z-Achse, pgy). Geben Sie
Ihre Antwort in GeV/c an.

B.3 — 1.0 Punkte

Berechnen Sie die Masse des Top-Quarks fur jede der beiden vorherigen Losungen. Geben Sie
Ihre Antwort in GeV/c2 an.

[Falls Sie in B.2 die beiden Losungen nicht erhalten haben, verwenden Sie pgy) =70 GeV/cund
p) = —180 GeV/cl]

Die normierte Anzahl der Kollisionsereignisse zur Messung der Masse des Top-Quarks (wie sie
experimentell bestimmt wird) hat zwei Komponenten: das sogenannte ,Signal” (das dem Zerfall
von Top-Quarks entspricht) und den ,Untergrund” (der Ereignissen aus anderen Prozessen
entspricht, an denen keine Top-Quarks beteiligt sind). Die experimentellen Daten enthalten beide
Prozesse, siehe Abb. 2.

P o014

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02 "_
AT IR o L , | | I

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
m, | (GeVic?)

Abbildung 2. Experimentell bestimmte Massenverteilung des Top-Quarks, d. h. die normierte
Anzahl der Ereignisse, aufgetragen gegen die Masse des Top-Quarks. Die Punkte entsprechen
den Daten. Die gestrichelte Linie entspricht dem ,Signal” und die schattierte Flache dem
L,Untergrund”.

B.4 — 1.0 Punkte

Welche der beiden vorherigen Losungen ist gemaB der Massenverteilung des Top-Quarks mit
groBerer Wahrscheinlichkeit die richtige? Schatzen Sie die Wahrscheinlichkeit fir die
wahrscheinlichere Losung ab.
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B.5 — 1.0 Punkte

Berechnen Sie anhand der wahrscheinlicheren Losung die Strecke, die das Top-Quark vor seinem
Zerfall zurticklegt. Nehmen Sie fur das Top-Quark eine mittlere Lebensdauer in Ruhe von
5x 10" s an.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten
Hier giltp(Ta) = |1_9'(T?)|
2mK
e Al:r = \/ m
eBBR
e A2:pin = © 5 = 3.3 x 102 MeV/c
1
.A3€:—, ’n,:5’ k:4
6m
et B2
e Adioy= ——.
6megmicd

A.5: AE ~ 55 MeV.
A.6: Die momentane Frequenz ist

eBc?
= 1 Et).
£(8) = 5o (1+ )

Die Kreisfrequenz ist w(t) = 2w f(t).
B.1:

e _ 6t 0] [+ 6]

2
-t B Y.
B.2: pi”) ~ +74.0 GeV/c oder —188 GeV /c.
B.3: Entsprechend m; ~ 169 GeV /c? oder 311 GeV /c2.
B.4: Die Lésung p,(;’) ~ +74.0 GeV/c ist wahrscheinlicher. Die im Diagramm dargestellte
Wahrscheinlichkeit bei ihrer rekonstruierten Masse betragt ungefahr P ~ 0.12, also 12%.

B.5: Die mittlere Strecke betragt L ~ 1.9 x 1016 m.

.

Losung
A1

Bei einer Bewegung senkrecht zum Magnetfeld liefert die magnetische Lorentzkraft die

Zentripetalkraft:

’I’I’L’U2

evB =
r

Somit gilt r = muv/(eB). Mit der nichtrelativistischen kinetischen Energie K = %mv2 ergibt sich
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V2mK
eB |

r =

Aquivalent dazu gilt 7 = p/(eB), was auch relativistisch gilt, wenn p der relativistische Impuls ist.
A.2

Der Detektorradius sei R = 1.1 m. Die Kreisbahn des Elektrons verlduft durch den Kollisionspunkt,
sodass ihr Mittelpunkt den Abstand 7 von diesem Punkt hat. Der groBte radiale Abstand vom
Kollisionspunkt betragt daher 2r.

Die Grenzbahn berlhrt die zylindrische Begrenzung, wenn
2r = R.

Der minimale Gesamtimpuls ergibt sich bei einer Bewegung senkrecht zum Solenoidfeld. Daher betragt
der Schwellenimpuls flir das Verlassen des Detektors

1.1
Prmin = eBg = (1.60 x 10_19)(2'00)7 = 1.76 x 10 P kgms'.
Wegen
10%(1.60 x 1071
] MeV /e — 20160 _ ) o 533%10 2 kgms L,
3.00 x 10
erhalten wir

Pmin = 3.3 X 10% MeV /c|.

Knapp oberhalb dieser Schwelle schneidet die Bahn die zylindrische Begrenzung.
A.3

Fir eine Beschleunigung senkrecht zur Geschwindigkeit lautet die relativistische transversale
Bewegungsgleichung

evB = yma,
sodass die Zentripetalbeschleunigung gegeben ist durch

evB
a = ;
ym

Einsetzen in die angegebene Strahlungsformel ergibt
2 2,2 2 4102,2.2
e e‘v'B* , e*Bvy

pP= A=EZ0T
6megc®  y2m?2 6megm?c?

Im ultrarelativistischen Grenzfall gilt v ~ ¢, wahrend die Gesamtenergie F = fymcz betragt. Daher gilt
et B2 ( E )2 e*E2B?
P~ 5

~ 6megmic \ me 6megmic®

Der Vergleich mit der gesuchten Form liefert

_ 1
67’

¢ n="5  k=4|
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A4

Die magnetische Kraft verrichtet keine Arbeit, sodass die Energie des Elektrons um die abgestrahlte

Energie abnimmt:

dE _ _p_ 52
e T Y
wobei nach A.3 qilt:
e‘B?
¢ 6megmicd |
Integration mit E(0) = Ej ergibt
E(t) dE t
/ Ty = —Oé/ dt,
B, & 0
woraus folgt:
1 B 1 ot
E(t) Ey '
Somit gilt
Ey
E(t) =
() =7 T aB

wie in der Aufgabenstellung angegeben.

A.5

Zunachst Uberprufen wir die Bahnkrimmung. Fur ein ultrarelativistisches Elektron gilt p ~ E/c, sodass

sein anfanglicher Zyklotronradius gegeben ist durch

Ey
"= CBe
Hier gilt
Ey =100 GeV =1.60 x 1078 J,
und daher

1.60 x 1078
(1.60 x 1071?)(2.00)(3.00 x 10%)

Darg > R = 1.1 m gilt, ist die Bahn durch den Detektor nahezu geradlinig. Somit gilt

= 1.67 x 10 m.

To =

R 1.1
texit ™~ — = = = 3.67 x 10 Y s.
c 3.00 x 10
Mit den angegebenen Konstanten ergibt sich
402
e*B
a=———=939x102J st
6megmic®

und
aEyteg = 5.51 x 1074,

Die verlorene Energie betragt
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EO aEgtexit

AE = Eq — = :
0 1+ aEOtexit 1+ aEOtexit

Numerisch ergibt sich

AE = 8.81 x 1072 J = 55.1 MeV.

Mit angemessener Genauigkeit gilt somit

AFE ~ 55 MeV|.

Dies entspricht nur etwa 5.5 X 10~* der Anfangsenergie und bestatigt, dass der Radius wahrend des
gesamten Flugs sehr groB bleibt.

A.6

Die momentane Winkelgeschwindigkeit der Drehung des Impulsvektors ist

v eB
w=—=—-:
T ym
Mit E = ymc? ergibt sich
eBc?
w(t) = :
E(t)
Einsetzen des Ergebnisses aus A.4 liefert
eBc?
w(t) = (1 + aEgt)|
Ey

Die gewohnliche Frequenz, gemessen in Umlaufen pro Sekunde, ist daher

eBc?
f(t) = nE, (1+ aEpt)|.

Beide nehmen im Rahmen der ultrarelativistischen Naherung linear mit der Zeit zu.
B.1
Die Erhaltung des Viererimpulses bei W' — ,u+ + v ergibt

Ew=E,+E,  pw=p"+p".

Die invariante Masse des Zweiteilchensystems erfullt
2

2 4 2 2] = -
myc = (E,+E,)" —c ‘p(") +p(")‘ :
Beide Tochterteilchen werden als masselos behandelt, daher gilt
E,= c\ﬁ(/‘)|, E, = c|p'(”)|.
Beim Ausmultiplizieren der Invariante heben sich die einzelnen Energie-Impuls-Terme auf:

m3ct = 2 ( ELE, — c*® .ﬁ(v)),

Nun gilt

59 = /692 + )z,

und
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—»(V):I_))T .pT _|_pz Dz .

5(#) P

Die gesuchte Beziehung lautet daher

m%2VC2 - \/[(pﬁ_f‘))%r(pﬁ“))z] @)+ )]

—ﬁ%” -ﬁgj) —p¥p).

B.2

Wir definieren

g=p", =9, a=0¥)?% b=V
und setzen
— m2 cz — —\V
po= %], D=3 L5 5.

2

Die Gleichung aus B.1 wird zu
Dy \/m =D+ /q.
Quadrieren und Verwenden von pi — 02 = a ergibt
aq? — 2Dlq +pib —D*=0.

Ilhre Losungen lauten

_ D{+p,VD?—ab
q= - :
Die gemessenen Komponenten liefern
a=24.7% 4+ 24.9% = 1230.1 (GeV/c)?,
b=104.12 + 5.32 = 10864.9 (GeV/c)?,
Py = V/24.7% + 24.92 + 12.4> = 37.2003 GeV /c,
p) L B = (—24.7)(—104.1) + (—24.9)(5.3)
= 2439.3 (GeV/c)?,
80.42

D= 4 2439.3 = 5671.38 (GeV/c)*.

Die beiden numerischen Losungen sind somit
g, = 73.9532 GeV/c, g = —188.2937 GeV /c.

Beide erflllen die urspringliche, nicht quadrierte Gleichung. Daher gilt

pg”) ~ +74.0 GeV/c oder — 188 GeV/c|

B.3

Das Top-Quark zerfallt in das Antimyon, das Neutrino und den Bottom-Quark-Jet. Aus der Energie- und
Impulserhaltung folgt

E,=E,+E,+Ej, pi=p®+p" +p00.

Da alle drei Zerfallsprodukte als masselos behandelt werden, gilt
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By = c (15" + 5] + 159])-

Der Betrag des Jetimpulses ist

| = \/ (—14.2)% 4 50.12 + 94.1% = 107.5475 GeV /c.

Wenn q als sein Zahlenwert in GeV/c eingesetzt wird, ergibt sich

E, = [37.2003 +107.5475 + 1/10864.9 + qﬂ GeV,

und
pr = (—143.0, 30.5, 81.7 + q) GeV/c.
Die rekonstruierte Masse des Top-Quarks folgt aus
mict = B} — 5[

Wenn wahrend der Rechnung zusatzliche Stellen beibehalten werden, ergibt sich:

Neutrinolésung E, (GeV) FE;(GeV) p:. (GeVic) my (Gev/c?)

q+ = 73.9532 GeV/c 127.804 272.552 155.653 169.344

q- = —188.2937 GeV/c 215.219  359.967 —106.594 311.183
Daher gilt

m,; ~ 169 GeV /c? fijrpgy) > 0],

me ~ 311 GeV/c2 fUI‘p,(zV) < 0|

B.4

Die Masse 169 GeV/c2 liegt nahe am Maximum der Verteilung in Abbildung 2, wahrend 311 GeV/c2
in ihrem schwach besetzten oberen Auslaufer liegt. Die Losung mit positivem pgy) ist daher

wahrscheinlicher.

Das Ablesen der Ordinate der dargestellten Gesamtverteilungskurve in der Ndhe von 169 GeV/c2
ergibt

P ~0.12 oderungefahr 12%|.

Der zugehorige rekonstruierte Neutrinoimpuls ist

¥ ~ (=104.1, +5.3, +74.0) GeV/c|

B.5
Fur die wahrscheinlichere Losung gilt
pr = (—143.0, 30.5, 155.653) GeV/c,
somit gilt
|p:| = 213.558 GeV/c.

Der Lorentzfaktor und die Geschwindigkeit des Top-Quarks sind

E, 272552
myc?  169.344

v = = 1.609,
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_ |Bele 213558
- E;,  272.552

Die mittlere Lebensdauer im Bezugssystem des Detektors betragt ;7. Somit ist die mittlere

Bt = 0.7836.

zurickgelegte Strecke

|Bilc
myc?

L = vyymg = Beyiery = CTp-

Einsetzen ergibt

213.558

f — 219999
169.344

(3.00 x 10%)(5 x 1072°) = 1.89 x 106 m.

Daher gilt

L~19x%x10 % m]|

Dies ist eine mittlere Strecke, da die angegebene Lebensdauer im Ruhesystem eine mittlere
Lebensdauer ist.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Physik lebender Systeme

[

Gegeben: Normaler Atmospharendruck, Py = 1.013 x 10° Pa = 760 mmHg
Teil A. Die Physik der Blutstromung (4.5 Punkte)
In diesem Teil untersuchen Sie zwei vereinfachte Modelle der Blutstromung in GefaBen.

BlutgefaBe sind naherungsweise zylinderformig. Flr eine stationare, nicht turbulente Stromung
einer inkompressiblen Fllssigkeit in einem starren Zylinder ist bekannt, dass die Druckdifferenz
der Flussigkeit zwischen den beiden Enden des Zylinders gegeben ist durch

AP = %Q, (1)
wobei £ und 7 die Lange und der Radius des Zylinders sind, n die Viskositat der Flissigkeit und Q
der Volumenstrom, also das Flissigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit durch den
Zylinderquerschnitt stromt. Dieser Ausdruck liefert haufig die richtige GroBenordnung der
Druckdifferenz in einem GefaB, selbst wenn die pulsierende Stromung, die Kompressibilitat und
die unregelmaBige Form des GefaBes sowie die Tatsache unberlicksichtigt bleiben, dass Blut
keine einfache Flissigkeit, sondern ein Gemisch aus Zellen und Plasma ist. AuBerdem hat dieser

Ausdruck dieselbe Form wie das ohmsche Gesetz, wobei der Volumenstrom als Stromstarke, die
84n

7r7‘4

Druckdifferenz als Spannung und der Faktor R = als Widerstand interpretiert werden.

Betrachten Sie beispielsweise das in Abbildung 1 dargestellte symmetrische Netzwerk aus
Arteriolen (kleinen Arterien), das das Kapillarbett eines Gewebes mit Blut versorgt. In diesem
Netzwerk teilt sich an jeder Verzweigung ein GefaB in zwei identische GefaBe. Die GefaBe hoherer
Ebenen sind jedoch diinner und kiirzer: Nehmen Sie an, dass die Radien und Langen der Gefal3e
zweier aufeinanderfolgender Ebenen, 2 und ¢z + 1, durch r;, 1 = ri/21/3 und 4,1 = éi/21/3
miteinander verknlpft sind.
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Abbildung 1. Netzwerk aus Arteriolen.
A.1 (1.3 Punkte)

Leiten Sie einen Ausdruck fiir den Volumenstrom @); in einem GefaB einer beliebigen Ebene i her,

als Funktion der Gesamtzahl der Ebenen IV, der Viskositat 7, des Radius 7y und der Lange £, des

ersten GefaBes sowie der Differenz AP = Py — P, zwischen dem Druck F in der Arteriole auf
Ebene 0 und dem Druck P, im Kapillarbett.

A.2 (0.5 Punkte)

Berechnen Sie den Zahlenwert des Volumenstroms Q¢ der Arteriole auf Ebene 0, wenn ihr Radius
6.0 x 10~° m und ihre Lange 2.0 x 103 m betragen. Nehmen Sie an, dass der Druck am Einlass
der Arteriole 55 mmHg betragt und das GefaBnetzwerk N = 6 Ebenen besitzt, die diese Arteriole
mit dem Kapillarbett bei einem Druck von 30 mmHg verbinden. Nehmen Sie flr die Viskositat des
Blutes n = 3.5 X 103 kg m s~ ! an. Geben Sie Ihr Ergebnis in mi/h an.

Ein BlutgefaB als LCR-Schaltung

Die Naherung starrer zylindrischer GefalB3e ist aus mehreren Grinden unzureichend. Besonders
wichtig ist es, die zeitabhdngige Stromung einzubeziehen und die Anderung des
GefaBdurchmessers zu beriicksichtigen, die auftritt, wenn sich der Druck wahrend eines
Pumpzyklus des Herzens andert. AuBerdem beobachtet man, dass der Blutdruck in groBeren
GefaBen wahrend eines Zyklus erheblich schwankt, wahrend in kleineren GefaBen die Amplitude
der Druckschwingungen wesentlich geringer und die Stromung nahezu zeitunabhangig ist.

Wenn der Druck in einem einzelnen elastischen GefaB zunimmt, vergroBert sich dessen
Durchmesser. Dadurch kann das Gefal3 mehr Fllssigkeit speichern und diese bei sinkendem
Druck wieder abgeben. Aus diesem Grund lasst sich das elastische Verhalten des GefaBes
simulieren, indem wir unsere ursprungliche Beschreibung um einen Kondensator erganzen.
Bertlicksichtigt man zudem den zeitabhangigen Blutvolumenstrom, muss man die Tragheit der
Flussigkeit einbeziehen, die proportional zu ihrer Dichte p = 1.05 X 103 kg m 3 ist. Diese
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Tragheit lasst sich in unserem Modell durch eine Induktivitat beschreiben. In Abbildung 2 ist das
Ersatzschaltbild fur ein einzelnes Gefal in diesem Modell dargestellt. Die Ersatzkapazitat und die
Ersatzinduktivitat sind gegeben durch

3
3l ol — 94p ’
2Eh 42

wobei h die Dicke der GefaBwand und E der Elastizitdtsmodul der Arterie ist, ein Koeffizient, der
die GroBenanderung des GefaRgewebes unter Einwirkung einer Kraft beschreibt. Der

C = (2)

Elastizitatsmodul hat die Einheit eines Drucks und liegt bei Arteriolen in der GroBenordnung von
E = 0.06 MPa.

R L
— VWWA— N

() Rycosor c_

P

out

A
E cos(®?+¢)

v

Abbildung 2. Elektrisches Ersatzschaltbild fiir ein einzelnes Gefal.
A.3 (2.0 Punkte)

Bestimmen Sie im eingeschwungenen Zustand die Druckamplitude am GefaBauslass, P, als
Funktion der Druckamplitude am Einlass, P;,, des Ersatzwiderstands R, der Ersatzinduktivitat L
und der Ersatzkapazitat C fir eine Stromung mit der Kreisfrequenz w. Stellen Sie die Bedingung
zwischenn, p, E, h, r und £ auf, unter der bei niedrigen Frequenzen die Amplitude der
Druckschwingung am Auslass kleiner als Py, ist.

A.4 (0.7 Punkte)

Schétzen Sie fiir das GefaBnetzwerk aus A.2 die maximale Wanddicke h der Arteriolen ab, fur die
die in A.3 aufgestellte Bedingung erfillt ist (nehmen Sie an, dass h von der Ebene unabhangig
ist).

Teil B. Tumorwachstum (5.5 Punkte)

Tumorwachstum ist ein sehr komplexer Prozess, bei dem biologische Mechanismen wie
Zellvermehrung und natirliche Selektion mit physikalischen Vorgangen verflochten sind. In dieser
Aufgabe betrachten wir ein vereinfachtes Modell des Tumorwachstums, das den haufig in soliden
Tumoren beobachteten Druckanstieg beschreibt.

Betrachten Sie eine Gruppe normaler Zellen, die ein Gewebe bilden, das von einer undehnbaren
Basalmembran umgeben ist. Diese zwingt das Gewebe, stets dieselbe Form beizubehalten: eine
Kugel mit dem Radius R (Abbildung 3).
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Abbildung 3. Vereinfachter Tumor.

Anfangs weist das Gewebe keine Eigenspannungen auf, d. h., der Druck ist an jedem Punkt gleich
dem Atmospharendruck.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt im Zentrum dieser Kugel ein Tumor zu wachsen, und mit seinem
Wachstum steigt der Druck im Gewebe. Nehmen Sie an, dass beide Gewebe (normales Gewebe,
N, und Tumorgewebe, T) kompressibel sind, sodass ihre Dichten pyx und pt linear mit dem Druck
zunehmen:

p p
— 14+ 2 — 14+ 2 3
PN P0(+K>, PT P0(+K>, (3)

wobei p( die Gewebedichte im Ruhezustand, p die Druckdifferenz gegenuber dem
Atmospharendruck und Ky, K1 die Kompressionsmoduln des normalen Gewebes bzw. des
Tumorgewebes sind. Im Allgemeinen sind Tumoren steifer und besitzen daher einen hoheren
Kompressionsmodul.

B.1 (1.0 Punkte)

Die Masse der normalen Zellen andert sich wahrend des Tumorwachstums nicht. Bestimmen Sie
das Verhaltnis zwischen Tumorvolumen und gesamtem Gewebevolumen, v = V1 /V/, als Funktion
des Verhaltnisses zwischen der Tumormasse (M) und der Masse des normalen Gewebes (M),
pu = My /My, sowie des Verhéltnisses der Kompressionsmoduln, kK = Ky /K.

Hyperthermie wird bei der Krebsbehandlung gelegentlich gemeinsam mit Chemotherapie und
Strahlentherapie eingesetzt. Bei der Hyperthermie werden die Krebszellen gezielt von der
normalen menschlichen Kérpertemperatur von 37 °C auf Temperaturen tber 43 °C erwarmt,
wodurch ihr Absterben ausgelost wird. Forschende entwickeln derzeit Kohlenstoffnanorchren, die
mit speziellen Proteinen beschichtet sind, die an Tumorzellen binden konnen. Wird das Gewebe
mit nahinfraroter Strahlung bestrahlt, absorbieren die Nanorohren diese wesentlich starker als das
umgebende Gewebe und konnen daher zusammen mit den Tumorzellen, an die sie gebunden
sind, gezielt erwarmt werden.

Nehmen Sie an, dass der Tumor, die normalen Zellen und das umgebende Gewebe eine konstante
Warmeleitfahigkeit k besitzen, d. h., in der Geometrie dieser Aufgabe ist die Energie, die eine

Kugeloberflache mit dem Radius r pro Zeiteinheit und Flacheneinheit durchquert, gleich k mal der
Ableitung der Temperatur nach r. Die Nanordhren sind gleichmafBig im Tumorvolumen verteilt und
konnen pro Volumeneinheit eine Warmeleistung P abgeben. Nehmen Sie an, dass die Temperatur

in sehr groBer Entfernung vom Tumor gleich der normalen menschlichen Korpertemperatur ist.
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B.2 (1.7 Punkte)

Bestimmen Sie fur den stationaren Zustand die Temperatur im Zentrum des Tumors als Funktion
von P, k, der menschlichen Korpertemperatur und dem Tumorradius R.

B.3 (0.5 Punkte)

Bestimmen Sie die minimale Leistung pro Volumeneinheit, Pmin, die benotigt wird, um alle
Tumorzellen in einem Tumor mit einem Radius von 5.0 cm auf eine Temperatur tiber 43.0 °C zu

erwarmen. Nehmen Sie fiir die Warmeleitfahigkeit des Gewebes k = 0.60 WK ' m ™! an.

Nehmen Sie an, dass der Tumor von einem GefaBnetzwerk mit einer Verzweigungsstruktur wie in
Aufgabe A.1 durchblutet wird. Wenn der Tumor wéchst und sein Druck p den Druck P, in den
dunnsten GefaBen lbersteigt, verringern sich die Radien dieser GefaBe um einen kleinen Betrag
or. Erreicht dieser Druck einen kritischen Wert p,. (der einer Radiusverringerung von dr,.
entsprache), wirden die diinnsten GefaBe kollabieren, wodurch die Durchblutung des Tumors
stark beeintrachtigt wirde. Druck und Radiusanderung lassen sich durch die folgende
phanomenologische Beziehung miteinander verkniupfen:

P Pe or \ or
1= 1) (22 )L 4
Py (Pcap ) ( 5'rc) ore (4)

Nehmen Sie an, dass sich bei steigendem Tumordruck nur die Radien der kleinsten GefaBe (auf
Ebene N — 1) andern.

B.4 (2.3 Punkte)

Driicken Sie im linearen Bereich (nehmen Sie also an, dass p — P.,;, sehr klein ist) die relative
0QN-1
QnN-1
Tumorvolumenanteils v = VT/V sowie von Kn, N, pc, 0r¢, N1, Peap aus.

Abnahme des Volumenstroms in diesen diunnsten Gefal3en als Funktion des

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten
e A1
wréAP
a1 1=0,...,N—1
87]€0N A
e A.2

Qo = 1.4536... ml/h ~ 1.5 ml/h|.
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e A3

e A4

e B.1

e B.3

L

Losung
A1

Aus der geometrischen Skalierung folgt

Folglich betragt der hydraulische Widerstand eines einzelnen GefaBes auf Ebene 7

eulersolve.org/ipho/2018/

Pout -

P
VA —&’LC)? + (wRO)? |

R2C>2L <+ kK< ]
- — 3pEr?

64n>02

erfolgt die Abschwachung in der Ordnung wh.

Eine Abschwachung bei hinreichend niedrigen, von null verschiedenen Frequenzen erfordert

Fiir eine Abschwichung in der Ordnung w? gilt die strikte Ungleichung; bei Gleichheit

max

6472L2
T2 7.7%107% m = 77 um)|.

3pEr3

Ebene 0 liefert die strengste Einschrankung.

2

e B.2 Mit T}, als normaler Korpertemperatur gilt

PR2
T(0) =T L
(0) b+ %

v= .
1+p++/(1—p)?+4kp

Pmin -

3k(43.0 — 37.0) K
( ) ~4.3%x10°Wm3|

RY

Leistungsdichte darlber liegen.

e B.4 Wenn dQ) y—_1 die positiv gezdhlte Abnahme bezeichnet, gilt

Dies ist der Schwellenwert; damit 43.0 °C Uberall strikt Gberschritten werden, muss die

0QN-1 _ 207

Knv

Qn-1 N NTNfl(pc - Pcap) (1 —v

)]

T =170 2_1/3, i =4y 273,

Dies gilt knapp oberhalb des Beginns der Kompression, wo p > Pcap ist.

26/32



_ 8nli 8k

4 4
7'('1"Z- wr 0

R, 2! = R, 2°.

Die Erhaltung des Volumenstroms und die Symmetrie bedingen, dass sich die Stromung an jeder
Verzweigung gleichmaBig aufteilt. Daher gilt

Qo
Qi = i

Der Druckabfall Giber ein beliebiges einzelnes GefaB auf Ebene 7 betragt somit
AP; = R;Q; = RyQo.

Jeder Weg vom Einlass zum Kapillarbett fiihrt durch jeweils ein GefaB auf jeder der /N Ebenen. Die

Addition der Druckabfalle entlang eines solchen Weges ergibt

AP = NRyQo.
Damit folgt
0, = Qo _ nrg AP
b2t 8plgN 2|

Gleichwertig tragt jede Ebene Ri/2i = R,y zum Gesamtwiderstand des Netzwerks bei, sodass
Req == NRO gllt

A.2

Mit der angegebenen Umrechnung zwischen mmHg und Pascal erhalt man

1.013 x 10° 5
AP = (55 — 30)T Pa = 3.3322 x 10° Pa.

Daher gilt
7(6.0 x 107°)%(3.3322 x 10%)
Qo= 8(3.5 x 107%)(2.0 x 107°%)(6)
Da1m? = 10% ml und 1 h = 3600 s sind, folgt
Qo = (4.0379 x 107°)(10°%)(3600) = 1.4536 ml/h.

Auf zwei signifikante Stellen gerundet ergibt sich

Qo ~ 1.5ml/h|

= 4.0379 x 109 m3s71,

A3

In der Schaltungsanalogie entspricht der Druck der Spannung und der Volumenstrom der Stromstarke.
Die Kondensatorgleichung und die Druckbilanz entlang des Stromkreises lauten

dpout dQ
Q=C d(;u ) pin_pout:RQ"i_LE-
Die Kombination dieser Gleichungen ergibt
dzpout dpout
LO—2 4+ RC2™ 4 pout = Pin.
dt2 dt pout p

Nachdem die Einschwingvorgange abgeklungen sind, schwingen Eingangs- und Ausgangsdruck mit
derselben Kreisfrequenz. Stellt man sie durch komplexe Amplituden dar, erhalt man
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(1 — w’LC + iwRC) Py = Py,

Durch Betragsbildung folgt

P,
VA = &?LC)? + w?R2C? |

Pout -

Das Quadrat des Nenners ist
1+ C(R?’C — 2L)w* + L*C?w*.
Fur hinreichend kleine, von null verschiedene w erfordert eine Abschwachung in fiihrender Ordnung

R2C > 2L.

Ist R?2C < 2L, so ist der Nenner bei hinreichend niedrigen Frequenzen kleiner als eins, und die
Druckschwingung wird verstarkt. Im Grenzfall R2C = 2L wird das Quadrat des Nenners zu

1 + L2C?w* > 1, sodass auch im Grenzfall eine Abschwachung auftritt, allerdings erst in der Ordnung
w?. Die exakte Bedingung lautet daher R2C > 2L.

Setzt man die gegebenen GefalBparameter ein, erhalt man

RO (8£n>23£7rr3 96n%°

mrd 2Eh  nEhr5’
wahrend
9¢
of = —F_
2772
Somit gilt

64n°¢*> > 3pEhr®

oder gleichwertig

64n>02

h < hgit = .
> llcrit 3pE’I’3

Fiir eine Abschwichung in der Ordnung w? sind diese Ungleichungen durch strikte Ungleichungen zu
ersetzen. Bei der Frequenz null betragt der Druckverstarkungsfaktor genau eins.

A4

Auf Ebene 7 gilt

22
3 3 '
3pEr; 3pEr;

crit,i —

Diese Schranke nimmt mit der Ebenennummer zu. Da dieselbe Wanddicke die Bedingung auf jeder
Ebene erfillen muss, ergibt sich die strengste Einschrankung aus Ebene 0.

Mit E = 0.06 x 10° Pa erhilt man
64(3.5 x 1073)2(2.0 x 103)2
Pnax = ( . A . ) — = 7.6818 x 107° m.
3(1.05 x 10%)(0.06 x 10°)(6.0 x 107°)3

Somit gilt im Rahmen des gegebenen Modells
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Panax ~ 7.7 % 10° m = 77 pm |.

Bei einer Dicke unterhalb dieses Grenzwerts ist die strikte Bedingung fir eine Abschwachung in
fuhrender Ordnung im gesamten Netzwerk erfullt.

B.A1

Das gesamte Gewebevolumen V ist fest. Anfangs enthalt es normales Gewebe mit der Dichte pyo,
sodass aus der Erhaltung der Masse der normalen Zellen folgt

My = poV = pn(V — Vr).
Mit v = V1 /V und Gleichung (3) erhalt man

1:<L+£%>ﬂ—vy

Damit ist der Druck mit dem Tumorvolumen verknlpft durch

_KNU
P=9—0]

Die Tumormasse betragt

Durch Umstellen erhalt man eine quadratische Gleichung fur v:
(1— kK)o — (1+ p)v+p=0.
Die physikalische Lésung geht gegen null, wenn i gegen null geht. Fir k # 1 lautet sie

I VA G D e )
2(1 — k) '

Durch Rationalisieren erhalt man eine Form, die auch fiir & = 1 unmittelbar gilt:

V= 21
L+ p++4/(1—p)?+4kp

Zur Kontrolle: Bei gleichen Kompressionsmoduln haben beide Gewebe dieselbe Dichte, woraus

v = pu/(1+ p) folgt, wie es dieser Ausdruck vorhersagt.
B.2

Es sei T}, die Korpertemperatur weit entfernt vom Tumor. Im stationdren Zustand ist der nach auBen
gerichtete Warmestrom durch eine Kugel gleich der gesamten in ihrem Inneren erzeugten Leistung.
Wahlt man den nach auBen gerichteten Warmestrom als positiv, lautet das fouriersche Gesetz

o 9 dT
H(r) = 47r'rkdr.

Im Inneren des Tumors, 0 < r < R, ergibt die gleichmaBige Warmeerzeugung
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dT B 47r®

—4mr’k
o dr 3

P,

also
dT Pr
dr 3k
AuBerhalb des Tumors durchquert die gesamte erzeugte Leistung jede Kugeloberflache:

dT 47rR%
—Anrlk— =
dr 3

Integration unter der Bedingung T'(r) — T} fur r — oo ergibt

3
PR
3kr’
Damit betragt die Temperatur an der Tumoroberflache

T(r) =Ty, +

r > Rr.

PR
3k
Die Temperatur ist an der Oberflache stetig. Integriert man den Temperaturgradienten im Inneren von

T(Rt) =Ty, +

dieser Oberflache aus nach innen, erhalt man

P P
T(r) = T(Rr) + o= (Ry —r°) = Tp + 2 (3Ry — 7).

Folglich gilt

PRZ
2k |

Die Temperatur nimmt im Inneren des Tumors quadratisch ab und nahert sich auBerhalb davon mit 1/r
dem Wert Tj,.

T00)=T,+

B.3

Die Temperatur nimmt mit dem Abstand vom Zentrum ab, sodass sich die kaltesten Tumorzellen an der
Oberflache befinden. Damit jede Tumorzelle auf tiber 43.0 °C erwarmt wird, muss daher gelten

2

PR2 .
T(Rr) =Ty + — >43.0°C.

Der Schwellenwert der Leistungsdichte betragt
3k(43.0 — 37.0) K

Pmin -
R%,

Einsetzen von Rt = 5.0 x 1072 m ergibt
3(0.60)(6.0)

- =4.32x10° Wm°.
(5.0 x 1077)2

Pmin -

Damit folgt

Poin ~ 4.3 x 10> Wm 3|
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Bei diesem Schwellenwert betragt die Temperatur an der Oberflache genau 43.0 °C, wahrend sie im
Zentrum 46.0 °C betragt. Damit die angegebene Temperatur liberall strikt iberschritten wird, ist
P > 4.32 x 102 W m 3 erforderlich.

B.4

Zunachst wird die Druck-Radius-Beziehung linearisiert. Gleichung (4) lasst sich schreiben als

or or \ 2
2570‘(5%) ]

Auf dem mit dem unkomprimierten Zustand verbundenen Losungszweig gilt hinreichend nahe bei
b= Pcap

P = Peap = (pc — Peap)

or,
2(pc - Pcap)
Nur die EndgefaRe andern ihren Radius. Wir setzen

or

TN-1

or ~ (p — Peap) |-

€E =

< 1

Ilhre Langen bleiben unverandert, sodass das Gesetz von Poiseuille ergibt
Ry 1 =Rn-1(1—€) "~ Ry_1(1 + 4e).

Nach A.1 tragen die oN-1 EndgefaBe zusammen anfangs Ry zum Netzwerkwiderstand bei. Die librigen
N — 1 Ebenen bleiben unverandert. Somit gilt

R., = (N —1)Ry+ Ro(1 — €) * ~ NRg + 4Rye.

eq =
Bei festen Einlass- und Kapillardriicken ist der Gesamtvolumenstrom umgekehrt proportional zu Req.
Aufgrund der Symmetrie ist der Volumenstrom durch ein EndgefaB weiterhin gleich dem

2N—1

Gesamtvolumenstrom geteilt durch , sodass seine relative Abnahme derjenigen des

Gesamtvolumenstroms entspricht:

5QN71 -~ R:eq - Req 4 or

QN*I n Req N N rN—1 )
Der Faktor 1/N berticksichtigt, dass sich nur einer der N gleichen Widerstandsbeitrage andert.

Durch Einsetzen der linearisierten Radiusanderung erhalt man
5QN—1 - 257"c b — Pcap
QN—l B Nry-1 pc_Pcap-

SchlieBlich ergibt die Erhaltung der Masse der normalen Zellen aus B.1 die Beziehung
p = Knv/(1 — v). Daher gilt

0QN-1 N 207, (KNU _p >
Qn-1 B NrN—l(pc - Pcap) 1-vw A

Dieser Ausdruck gilt knapp oberhalb des Volumenanteils, bei dem die Kompression einsetzt,
Pcap
Ve = )
KN + Pcap
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mit (p — Peap)/(Pe — Peap) << 1 und dr/rn_; < 1. Unterhalb dieses Einsatzpunkts gibt das
angegebene Modell keine GefalBverengung vor.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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