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Soru 1: Karanhk Madde

[

Karanlik maddenin varligina iliskin ilk bilimsel ¢ikarim, Fritz Zwicky tarafindan, yaklasik bin
galaksiden olusan Coma galaksi kiimesinin dinamigine iliskin gozlemlerine dayanilarak yapilmistir.
Zwicky, galaksi kiimesinin kutlesini tahmin etmek igin virial teoremini kullanmistir. Gezegenin
Gunes'in ¢cevresinde dairesel bir yoriingede dolandigi basit bir Glines-gezegen sisteminde virial
teoremi, gezegenin kinetik enerjisi ile kiitlegekimsel potansiyel enerjisi arasinda kesin bir baginti
oldugunu belirtir. Daha genel olarak, bir etkilesimle birbirine bagh ¢ok sayida pargaciktan olusan
bir sistem icin virial teoremi, toplam kinetik enerjinin zaman ortalamasi ile toplam potansiyel
enerjinin zaman ortalamasini iligkilendirir.

Zwicky, 1933 yilinda Coma galaksi kiimesinin kenarina yakin galaksilerin hizlarina iligkin
gozlemlerine dayanarak, kiimenin gorsel olarak gozlemlenenden (yani galaksilerden) daha fazla
kitleye sahip oldugunu tahmin etmistir. Gozlemlenebilir maddenin (galaksilerin) kitlegcekimsel
¢ekimi, galaksilerin hizlarini agiklamak i¢in ¢ok klicukti. Dolayisiyla, bu kadar buyuk hizlar
aciklayan gizli bir kitlenin bulunmasi gerekiyordu. Bu gizli kitle, karanlik madde kutlesidir.
Asagida, her bir galaksinin kutlesinin, gorunir kutlesi ile o galaksiyle birlikte hareket eden karanlik
maddenin ktlesinin toplami oldugunu ve karanlik maddenin goriintir maddeyle yalnizca
kutlegekimsel olarak etkilestigini varsayin.

A. Galaksi Kiimesi

Cok sayida, N adet galaksiden ve karanlik maddeden olusan, bunlarin R yarigapl bir kiire iginde
homojen olarak dagildidi ve toplam kiitlesi (galaksiler ve karanlik madde) M olan bir galaksi
kiimesini ele alin. Bir galaksinin ortalama toplam kitlesinin (gortnur madde ve karanlik madde) m
oldugunu varsayin.

Kiimedeki maddenin sirekli bir dagilima sahip oldugunu varsayarak, kiimenin toplam 1.0
kitlecekimsel potansiyel enerjisini M ve R cinsinden bulun. puan

Kozmolojik genisleme nedeniyle, uzaktaki her cisim Dlnya'daki bir gézlemciden, gézlemci ile cisim
arasindaki uzakliga bagli bir suratle uzaklasir. Galaksi kiimesindeki ¢. galakside bulunan IA tipi bir
stipernovanin belirli bir Lyman (hidrojenin bir salma tayf ¢izgisi) frekansi, 2 = 1, ..., N olmak
Uzere f; olarak gozlemlenirken, buna karsilik gelen ayni Lyman frekansi Diinya'da fo'dir.

Galaksi kiimesinin bir butiin olarak Diinya'dan uzaklagmasinin ortalama surati V,,'vi, f; (

. . o . e 0.5
A2 i=1,...,N.olmak lizere), fo ve N cinsinden belirleyin. Bir galaksinin siratinin 1sik hizi ¢
.. - N . puan
'ye gore ¢ok kuglk oldugunu dikkate alin.
A.3  Galaksilerin kime merkezine gore hizlarinin izotropik (her yonde ayni) oldugunu 1.5

varsayarak, galaksilerin kiime merkezine gére karekok ortalama kare sirati vyms'yi, IV, f; ( puan
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i =1,..., N olmak lzere) ve fj cinsinden belirleyin. Bu sonugtan yararlanarak bir
galaksinin kiime merkezine gore ortalama kinetik enerjisini v,,s ve m cinsinden belirleyin.

Kdmenin toplam kitlesini bulmak igin virial teoremi kullanilabilir. Bu teorem, korunumlu
kuvvetleriyle birbirine bagli pargcaciklardan olusan bir sistem igin

(K): = —v(U)s,
bagintisinin gegerli oldugunu belirtir. Burada (K)+ toplam kinetik enerjinin zaman ortalamasi, (U);
toplam potansiyel enerjinin zaman ortalamasi ve <y bir sabittir. Bu teorem, kendi etkilesimiyle bagli
parcaciklardan olusan bir sistemde her pargacigin konum ve momentum buyukltklerinin sonlu
oldugu, dolayisiyla asagidaki niceligin de sonlu oldugu varsayilarak turetilebilir:

L= fi#
1

dF/dt'nin uzun bir zaman araligi Gizerinden alinan zaman ortalamasinin sifir oldugu,

Al (dI'/dt), = 0, bilgisini kullanarak, kiitlegekimsel etkilesim durumu igin yukaridaki virial 1.7
' teoremindeki «'y1 belirleyin. (ipucu: I"'daki toplami kiguk ve sonlu sayida galaksi igin ele puan
alarak soruyu ¢6zmeyi deneyin.)
Onceki sonuglardan yararlanarak kiimenin toplam karanlik madde kiitlesini N, mg, R ve
o Upms Cinsinden belirleyin; burada m, bir galaksinin ortalama toplam gérinur kutlesidir. 0.5

Karanlk maddenin karekok ortalama kare siratinin galaksilerinkiyle ayni oldugunu dikkate puan
alin.

B. Bir Galaksideki Karanlik Madde

Karanlik madde, bir galaksinin iginde ve gevresinde de bulunur. Gériinir sinirinin yarigapi R4 olan
kiresel bir galaksiyi ele alin (bu, ¢cok sayida yildizin hala gorulebildigi yaklasik en dis uzaklktir;
ancak ¢ok az sayida yildizin R,'nin 6tesindeki bolgede de dagiimis olabilecedini dikkate alin).
Galaksideki yildizlarin ortalama kitlesi m s olan noktasal pargaciklar oldugunu varsayin. Galakside
n sayl yogunluguyla homojen olarak dagilimis yildizlarin dairesel yoriingelerde hareket ettigi
varsayllmaktadir.

Galaksi yalnizca yildizlardan olusuyorsa, bir yildizin surati v(r)'yi galaksi merkezine olan
B.1 uzakhdinin fonksiyonu olarak bulunve r < Rgiler > R igin v(r)'nin grafigini kabaca
gizin.

0.8
puan

Karanlk maddenin varligi, gozlemlerden elde edilen v(r)'nin grafigi olan galaksi donme egrisinden
cikarilabilir. Asagidaki sekil, galaksi donme egrisinin yaygin bir bigimini gostermektedir.
Basitlestirmek igin v(7)'nin r < R, icin dogrusal bir fonksiyon ve 7 > R, igin vy sabiti oldugunu
varsayabilirsiniz.
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Sek. 1 Bir galaksideki galaksi donme egrisinin grafigi.

Galaksinin Rg yarigapli kire iginde kalan kisminin toplam kitlesi mpg'yi vg ve Rg 0.5
cinsinden bulun. puan

B.2.'deki sekil ile B.1'de elde edilen grafik arasindaki uyusmazlik, karanlik maddenin varligina isaret
eder.

r < Ryver > R, igin karanlik maddenin kiitle yogunlugunu r, Ry, vo, m ve m,'nin 1.5
fonksiyonu olarak belirleyin. puan

C. Yildizlararasi Gaz ve Karanlik Madde

Simdi kutlesinin buyuk boliminui yildizlararasi gaz ve karanlik maddenin olusturdugu geng bir
galaksiyi ele alin (yildizlarin kitlesini ihmal edin). Yildizlararasi gazin, kitlesi m,, olan 6zdes
parcgaciklardan olustugu varsayilmaktadir. Gazin sayi yogunlugu n(r) ve sicaklig T(r), galaksinin
merkezinden olan uzaklik r'ye bagldir. Gazda bir¢ok fiziksel stire¢ gergceklesmesine ragmen, gazin
kendi basinci ve galaksinin kitlegekimsel ¢gekimi nedeniyle hidrostatik dengede oldugunu
varsayabiliriz.

Gazin basing gradyani dP/dr'yi m'(r), r ve n(r) cinsinden bulun. Burada m/(r), galaksi
C.1 merkezini merkez alan r yaricaph bir kiire icindeki gazin ve karanlik maddenin toplam

- puan
kutlesidir.
oo Yildizlararasi gazin ideal gaz oldugunu varsayarak m'(r)'yi n(r), T'(r) ve bunlarin r'ye 0.5
’ gore turevleri cinsinden bulun. puan

Simdi basitlik agisindan gazin T sicakliginda izotermal bir dagilima sahip oldugunu ve
yildizlararasi gazin say1 yogunlugunun
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() = ———
n(r) =

r(B+7)?’
ile verildigini varsayin; burada a ve (3 birer sabittir.

C.3 Galaksinin igindeki karanlik maddenin kitle yogunlugunu r'nin fonksiyonu olarak bulun. 1.0 puan

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Su tanimi yapalm:
1 X
f=g 24

Burada G kitlegekim sabiti, kg ise Boltzmann sabitidir. Doppler sonuglarinda siiratin ¢'ye oraninin
birinci mertebesine kadar olan terimler tutulmustur.

e A1
3GM?2
U= ————|
5R
e A.2
!
V'CT =€ 1 - T
fo
e A3
€ 3 X _ 1
Urms = A | 7 D (fi-H?, (Kgal) = Emvfms :
0 i—1
e A4
_ 1
Y= 2 [
e AS
= — Nm
DM 3G g
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e B.1

(
J P —
m/%, 0<r<R,

L
Cozum

A1

Kitlenin tamami sonsuzda dagilmis durumdayken kutlegekimsel potansiyel enerjiyi sifir segelim.

Homojen kiitle yogunlugu ve 7 yarigapi i¢cinde kalan kitle soyledir:

3M 4 3

= M(r) = —pr® = M~
P~ 4rR — 3 TR
Sonsuzdan art arda ince klresel kabuklar getirerek kireyi olugturalim. Kitlesi
3Mr?
dM = 4nr’pdr = dr

olan bir kabugun, daha once bir araya getirilmis i¢ kutleyle etkilesim enerjisi soyledir:
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(r > 0).

v(r) = S
4rGnms R}
—— 7= M
\ 3r
Grafik, baglangi¢ noktasindan R,'deki maksimumuna kadar dogrusal olarak yiikselir,
ardindan 7~ /2 ile orantili olarak azalarak sifira yaklasir.
e B.2
vo Ry
m =5
YT e
e B.3
3v2
O  _nm,, r< R,
47TGR3
PDM\T) =
2
v >R
T .
4rGr? g
e C1
dP Gm/(r)myn(r)
dr T
e C.2
, kgr? [dT  T(r) dn
m'(r) = + —
Gm, | dr  n(r) dr
e C3
) kgTo(B? + 68r + 3r?) am,,
r) = -
pOM 4rGmpr?(f + )2 r(B+r)?
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GM(r)

r

dU = — dM.

Bu olusturma yontemi, her ikili etkilesimi bir kez sayar. Dolayisiyla,
B G (Mrd\ [ 3Mr? 3GM? R®
U=- — dr = — —.
o T\ R3 R3 R6 5

3GM?
SR

Boylece,

U=-

A.2

u;, © galaksisinin Dlinya'ya gore goris dogrultusundaki hizi olsun; uzaklasma yonini pozitif alalim.
u; < cigin birinci mertebeden Doppler bagintisi

fi =~ fo (1—%),

fO fz
fo

Kimenin durgun oldugu referans sisteminde i¢ hizlarin ortalamasi sifirdir. Bu nedenle kiimenin

oldugundan,

U; = ¢
uzaklagma surati, ol¢llen bu goris dogrultusundaki hizlarin ortalamasidir:

1 & ¢ <
cr:W;uiEN—be(fO_fi)'

i=1

Verxe|1— ! iﬁ =c l—i
i Nfy 27 fo ]|

t galaksisinin kiime merkezine gore hizinin goriis dogrultusundaki bileseni soyledir:

Sonug olarak,

A.3

w; =uj — Ve =~ _%(fi — 1.

izotropik bir hiz dagiiminda, hizin karesinin ortalamasi birbirine dik tic dodrultu arasinda esit olarak
paylasilir:

2 2 2
(vz) = (vy) = (7).
z dogrultusu gorus dogrultusu boyunca alindiginda,

3 N
v?‘ms:<v:23+v§+vz> ZWZ
i=1

Boylece,

c 3 & =
’Urmsﬁf_ NZ(fz_

.
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Esdeger olarak,

1 &\
’U%ms — f2 N Zfz <N ;f1>

Temsili toplam galaksi kitlesi m kullanildiginda, kiimenin durgun oldugu referans sistemindeki ortalama
kinetik enerji soyledir:

m(vz) = —muy|

A4

Kitle merkezi referans sisteminde ¢alisalim. Verilen niceligin tirevi alinirsa,
dar dp; _ . dr; =S
— = T ;- = F;-ri+2K.
dt ;(dt G ) =R

J parcaciginin ¢ parcacigina uyguladigi kuvvet olsun. Newton'un lglinci yasasi, kuvvet teriminin

Fij,
sirasiz ¢iftler halinde gruplanmasina olanak verir:

ZT'L F; = Z <7’Z TRETE ~1> Z(Tz —7;) - Fy;.
1<j 1<j

Newton kutlegekimi igin,

Dolayisiyla,

Gm;m;
Sy Iy,

7 1<j
burada U, tim ikili etkilesimlerin toplam kiitlecekimsel potansiyel enerjisidir. Buradan,
dr =2K+U.
dt

I" sinirli kaldigindan,

dI’ . T(t+7)-T()
— ) = lim =0.
dt T—00 T
Boylece zaman ortalamasi alindiginda,
1
2(K) +(U): =0, (K)¢ = —§<U>t-

Verilen teoremle karsilastirildiginda,

A.5

Kiimeyi duragan virial dengesinde kabul edelim; boylece gozlemlenen makroskopik 6zellikleri zaman
ortalamalarini temsil eder. Karanlik madde ve galaksiler ayni karekok ortalama kare slirate sahip
oldugundan, toplam kinetik enerji soyledir:
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K—1M2
_2 v

rms*

Virial teoremini A.1 ile birlestirirsek,

2K = -U =— M}, = 36;?_?2.
M > 0igin,
M- 5Rv2,. .

3G
Toplam goriinir kiitle Nm'dir. Bunu toplam kiitleden gikarirsak,

2

Mpy = 5?&’“ — Nm,
B.1
Yildizlarin kitle yogunlugu soyledir:
Px = MM,

R,'nin 6tesindeki seyrek yildizlarin toplam kiitlesini ihmal edelim, ancak onlari yoriingeleri dis
kutlegekim alanini belirlemeye yarayan test parcaciklari olarak ele almaya devam edelim. Bu durumda
iceride kalan yildiz kutlesi soyledir:

47T 3

?nmsfr‘ , T <Ry
M, (r) =
=3
?nmng, r > Ry.

Kiresel kabuk teoremine gore, r'deki kutlegekim ivmesine yalnizca igeride kalan kutle katkida bulunur.
Bu ivmeyi merkezcil ivmeye esitlersek,

v(r)? _ GM,(r) o(r)? = GM*(’I’).

Boylece,

( AdrGnm,
r B — 0<r<R,,

v(r) =
4rGnm,R;

— >R
L 3r

g

Grafigi kabaca gizmek igin su tanimi yapalim:

4rGnmg

Egri, (0,0) noktasindan (R4, v4) noktasina uzanan bir dogru pargasidir. Sireklidir ve maksimumunu bu
noktada alir. R,'nin dtesinde,

bagintisini izleyerek v = 0 yatay asimptotuna dogru azalir.
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B.2

r = R,'de gozlemlenen dairesel yoriinge stirati vo'dir. Dairesel yoriinge kogulundan,
2

vy  Gmgpg
R, RZ
Dolayisiyla, karanlik madde dahil iceride kalan toplam kitle soyledir:
U(%Rg
mp = .
e

B.3

Dairesel yoringeler araciligiyla belirlenen herhangi bir kiiresel simetrik kitle dagilimi igin,

ru(r)?

G

Gozlemlenen donme egrisi icin belirtilen yaklasim soyledir:

o(r) = {vor/Rg, r < Ry,

Mene (7") =

Vo, r > Ry.
Bu nedenle,
vgr3
CRZ r < Ry,
g
Menc(r) =
v%r
?, T 2 Rg.
Bir kiiresel kabugun kiitlesi dM,. = 4712 pyo dr oldugundan,
31;(2) R
——, T <Ry
( ) 1 dMenc 47TGR§’ ,
)= =
Prot 4rr2  dr 2
0
— r> R,.
ArGr?’ -9
Gorlndr sinirin iginde yildiz yogunlugu nim'yi ¢ikarip disindaki yildiz yogunlugunu ihmal edersek,
31)(2) R
—nm r <
471'GR3 * o
pom(r) =
v3 -
T .
ArGr?’ g
iceride kalan kiitle R,'de sureklidir; ancak bu ideallestiriimis modelde yogunluk bu noktada sigrama
gosterebilir.
C1

Burada m'(r), soruda belirtilen iceride kalan kuitleyi gosterir; Ustteki ¢izgi bir tirev degil, gdsterimin bir
parcasidir.

Radyal kalinigi dr ve kesit alani dA olan kiiglk bir gaz elemanini ele alalim. Kitlesi soyledir:
dm = myn(r) dAdr.
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Disarlya dogru net basing kuvveti soyledir:

dFp = —£ dAdr.
dr

iceriye dogru kiitlegekim kuvvetinin biyiikligii soyledir:

Gm/(r)

dFg = 5—— myn(r) dAdr.
7

Hidrostatik denge, bu kuvvetlerin birbirini dengelemesini gerektirir. Dolayisiyla,

dP . Gm’(r)mpn(r) .

dr r

Eksi isareti, gazi iceriye dogru kutlegekimine karsi dengede tutmak igin basincin disariya dogru azalmasi
gerektigini ifade eder.

C.2
ideal bir gaz icin,
P(r) = n(r)kT(r).

Turev alirsak,

dP dn dT
—  =kp |T(r)— — .
dr B [ (r) dr +n(r) dr]
Hidrostatik denge denkleminde yerine koyup iceride kalan kutle i¢in ¢ozersek,
kpr? dn dT
!/
= —— 7 |T(r)— — .
m(r) Gm,n(r) [ (r) ar n(r) dr }
Boylece,
kgr® [dT  T(r) dn
/ [ — — —
m(r) = Gm, {dr + n(r) dr
Esdeger bir bigim soyledir:
kgT(r)r [dlnn dInT
/ e
m(r) = Gm, {dlnr i dln’r]'

C.3
izotermal gaz i¢in T'(r) = T oldugundan, C.2 su héli alir:

kgTyr? dlnn
Gm dr

m'(r) = -

Verilen sayl yogunlugu

Inn=Ina—Inr—2In(8+r),

badintisini saglar ve dolayisiyla,
dlnn 1 2

dr  r B4r’

Bunun sonucunda, igeride kalan toplam kutle soyledir:

eulersolve.org/ipho/2017/ 10/35



m/(r)

. kBTO (T—l— 27’2 ) . kBTO 7"(,3‘1‘37")
- Gmy B+r) Gm, B+r

iceride kalan bu kiitlenin tiirevini alalim:
dm'(r)  kpTy B>+ 6Br + 3r?
dr Gm,, (B+1)?
Boylece toplam kitle yogunlugu soyledir:

1 dm/(r)  kpTy(6* +66r+ 3r?)
2 dr  ArGmyr2(B+r)?

ptOt (/r) = 4

Gazin kutle yogunlugu soyledir:

amy,

Peas(T) = mpn(r) = W

Bunu toplam yogunluktan gikarirsak,

_ kgTo(B*+68r + 3r2) am,
pom(r) = 4rGm,r2(f + r)2 B r(B+ )2 (r>0).

Cozum, resmi ¢ozlmle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 2: Deprem, Yanardag ve Tsunami
[
Endonezya, dogal tehlikelerin slipermarketidir. Yanardag patlamalari, depremler ve tsunamiler gibi
dogal tehlikelerin hemen hemen timu Endonezya'da meydana gelmistir.

A. Merapi Yanardagi'nin Patlamasi

Yogyakarta'daki Merapi Yanardadi, Java'nin en etkin yanardaglarindan biridir. Piroklastik akintilar,
bu yanardadin iyi bilinen pliskiirme 6zelliklerindendir. Piroklastik akinti, bir yanardagdan
uzaklasarak ilerleyen sicak bir gaz ve kaya karisimidir. 26 Ekim 2010'da Merapi, 12 km yukseklige
ulasan bir kil situnu (Sek. 1) ve yanardagin gevresindeki 20,000'den fazla insani yerinden eden
piroklastik akintilar olusturarak patlayici karakterini gostermistir.
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(Fig. 1: Pyroclastic cloud during Merapi eruption,
Courtesy of Volcanological Office of Yogyakarta,
BPPTKG)

(Sek. 1: Merapi patlamasi sirasinda piroklastik bulut; Yogyakarta Volkanoloji Ofisi, BPPTKG'nin
izniyle)

Merapi'nin 2010'daki en buylk patlamasinin nedenlerine bakalim. Digaridan gelen suyun magmaya
etkisinin, volkanik puskirmelerin patlayici davraniginda (hidromagmatik puskirmeler) énemli bir rol
oynadigi jeofizikgilerce bilinmektedir. Yanardagdi, magmatik parcaciklar ve su karisimindan olusan
bir sistem olarak ele aldigimizi varsayalim. Yanardagin puskirme agzini olusturan yapilar ve
atmosfer, sistemin sinirini olugturmaktadir. Patlayici puskirmenin iki asamada gergeklestigi kabul
edilir: (1) ani bir magma-su etkilesimi ve (2) sistemin genlesmesi. ilk asamada, mutlak sicakligi (
T},) olan bir magma kiitlesi (m,), mutlak sicakhgi (1%,) olan dis kaynakl bir su kitlesiyle (1m.,)
kangir. Isil dengeye neredeyse aninda ulasilir. Bu etkilesim, hacmin yaklasik olarak sabit kaldigi bir
sure¢ olarak dusunulebilir. Suyun buharlagma gizli 1sisi ve magmanin erime gizli 1sisi ihmal
edilebilir.

A ik asamadaki denge sicakligini, kitleler ile suyun ¢y, ve magmanin cyq, birim kitle 0.5

' basina i1si kapasiteleri cinsinden bulunuz. puan
0 Karisimin ideal gaz olarak modellenebildigini varsayarak ilk asamadaki denge basincini 0.3

' belirleyiniz. Karisimin mol basina hacminin v, oldugunu varsayiniz. puan

Sistemin genlesmesi (ikinci agama) cesitli yollarla gergeklesebilir; bunlardan biri isil
detonasyondur. Boyle bir sure¢ oldukga karmasik olsa da puskuren karisimin bagil hizini deneysel
olarak Olgebiliriz. Piskirme sirasindaki gaz hizi, yanardag bacasindaki karisimin basincina p,
toplam kditlesine m ve hacmine V baghdir.

Piiskiirme sirasindaki gaz hizini, bir k oranti sabitine kadar, p, m ve V cinsinden ifade 0.5
ediniz. puan
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Gozlenen basing 100 MPa mertebesindedir. Bu nedenle puskiurmenin (bagdil) hizi, balistik hiz kadar
blyuk olabilir.

B. Yogyakarta Depremi

Bantul ve Yogyakarta bdlgesindeki birgok binayi yikan, M, = 6.4 buyikligindeki 2006
Yogyakarta depremi, yerel saatle 05:54:00.00'da, yani UTC ile 22:54:00.00'da meydana gelmistir.
Depreme, Opak fay segmentinin ani bir yer degistirmesi neden olmustur (bkz. Sek. 2). ig merkez,
ylzeyin 15 km altinda bulunuyordu.

Yer kabugunda yayilan sismik dalga, sismometre kullanilarak kaydedilebilir. Sismometreden elde
edilen grafige sismogram denir (Sek. 2 ve 3, alttaki grafik). Bu sismogramlar, Yogyakarta'daki
Gamping istasyonu (YOGI) (Sek. 2) ve Bali'deki Denpasar (DNP) (Sek. 3) sismik istasyonlarinca
kaydedilen dusey yer hizini zamanin fonksiyonu olarak gostermektedir. Genel olarak sismik
dalgalar U¢ dalga tirinden olusur: boyuna veya birincil dalga (P dalgasi), enine veya ikincil dalga (
S dalgasl) ve ylizey dalgasi. P ve S dalgalari yer altinda ilerlerken ylizey dalgasi Yer yiizeyi
boyunca ilerler. Yer altindan istasyonlara ulasan sismik dalgalar; dogrusal olarak yayilanlar, bir
katman sinirindan yansiyanlar ve bir sonraki katmana kirillarak gegenler olarak ayrilabilir. Boyuna
dalga veya birincil dalga en yiliksek hiza sahipken ylizey dalgasi, P dalgasinin hizinin yaklasik
%60'"1 kadar olan en duslk hiza sahiptir.

x10°m/s Station YOGI
5.0
25
]
-2.5 r\
-5.0
7.5
22:54:00 22:54:05 22:54:10

(Sek. 2: YOGI'nin haritadaki konumu)
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Station DNP

22:55:05 22:55:15 22:55:25

(Sek. 3: DNP'nin (Denpasar) haritadaki konumu)

Dis merkez (i¢ merkezin Yer yuzeyindeki izdigimu) ile YOGI ve DNP istasyonlari arasindaki
uzakliklar sirasiyla 22.5 km ve 500 km'dir. Endonezya'nin Java bolgesinde yer kabugu katmaninin
derinligi 30 km'dir. Yer kabugunun altinda Yer'in manto katmani bulunur. Diger dalga olaylarinda
oldugu gibi sismik dalgalar da Snell yasasina uyar. Sismik dalga, manto katmanindan da
yansiyabilir. Bu soruda Yer'in egriliginin ihmal edildigini varsayiyoruz.

B Sek. 2, YOGI istasyonundaki sismogrami gostermektedir. Verileri kullanarak P dalgasinin 0.5

yer kabugundaki hizini bulunuz. puan
B Yogyakarta depremi nedeniyle Denpasar'daki DNP istasyonuna ulasan dogrudan P 0.6
’ dalgasinin ve yansiyan dalganin yayilma surelerini bulunuz. puan

Yer'in yalnizca iki katmandan, kabuk ve mantodan olustugu varsayildiginda birincil dalga, kabukta
ve mantoda birbirinden farkli sabit hizlarla yayilir. Mantodaki hiz, kabuktakinden buyukttr. Mantoya
dik aciyla (90°) kirilarak gecen P dalgasinin, kabuk-manto siniri boyunca ilerledigi yolun
tamaminda kismen tekrar kabuga kirilarak gectigine dikkat ediniz.

B.3 P dalgasinin mantodaki hizini bulunuz. 1.2 puan

Daha gercekgi bir Yer yapisi icin kabuk, sismik dalganin hizi ’U(Z) = vo + az bagdintisina gore
derinligin 2z bir fonksiyonu olacak bigimde ¢ok sayida ince katmana ayrilabilir; burada a bir sabittir
ve i¢ merkezin yaklasik olarak ytzeyde bulundugu kabul edilir. Bu modelde dalga isini egrilir.

Isin parametresini p = sin 6(z) /v(z) olarak tanimlayalim; burada 6(z), isin ile normal

B.4 arasindaki agidir. Bir sismik dalganin istasyona p isin parametresiyle ulastigini varsayiniz; 1.4
' ic merkeze olan uzaklidi p, vy ve a cinsinden ifade ediniz. ic merkezin yer yiizeyine ¢ok puan
yakin oldugunu varsayiniz.
BE i(; merkezden herhangi bir istasyona yayilma siiresini T', z lizerinden bir integral bigiminde 1.0

bulunuz. puan
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Yer, her bir katmanin hizinin v;, kalinhidinin ise dz; oldudu, Ust Gste dizilmis homojen katmanlardan
olusmaktadir.

Onceki sorunun sonucundan yararlanarak, ic merkezden DNP istasyonuna yayilma siiresini
(T') yaklasik olarak hesaplayiniz; kabugun yalnizca ti¢ ayrik katmandan, (i = 1,2, 3),

B.6 olustugunu ve bu katmanlarin v; = 6.65 km/sec, v2 = 6.97 km/sec, v3 = 6.99 km/sec,
p = 0.143 sec/km, §z; = 6.0 km, dz5 = 9.0 km, dz3 = 15 km ile tanimlandigini
varsayiniz.

1.0
puan

Vf 62 1

Fig. 4: A simplified model of earth’s layers.

Sek. 4: Yer'in katmanlarinin basitlestirilmis bir modeli.
C. Java Tsunamisi

2006 Pangandaran depremi ve tsunamisi, 17 Temmuz'da yerel saatle 15:19:27'de, Java'nin bati ve
orta kesimlerinin agiklarinda meydana gelmistir. Dis merkezdeki fayin okyanus tabaninda
bulundugu bir deprem sirasinda fay yer degistirerek tsunami adi verilen, son derece buyuk bir su
dalgasi olusturabilir. Bagka bir deyisle tsunami, ¢ok kiguk bir genlikle ancak son derece buyuk bir
dalga boyuyla baslayan bir si§ su dalgasidir. Sek. 5'te gosterildigi gibi, okyanus tabaninin bir
kisminin yikselmesine neden olan ani bir fay hareketini ele aliniz. Depremin enerjisinin, ylkselen
bu okyanus suyunun potansiyel enerjisine donustigunu varsayiniz. Basit bir model igin yukselen
suyun, taban alani AL /2 (burada L >> ) ve yiiksekligi h olan bir dikdértgenler prizmasi
geometrisine sahip oldugunu yaklasik olarak kabul ediyoruz.

eulersolve.org/ipho/2017/
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CA1

C.2

c.3

A
v

x=M\2

Sek. 5: Tsunami dalgasinin gésterimi; d, okyanusun derinligidir.

Deprem nedeniyle yikselen okyanus suyunda, okyanus ylizeyine gore depolanan
potansiyel enerjiyi bulunuz. Deniz suyunun yogunlugunun p oldugunu varsayiniz.

Tsunami dalgasinin hizini boyutsuz bir ¢garpana kadar bulunuz.
Derinligin yavas degistigini varsayarak ve dg derinligindeki genligin Ay oldugunu bilerek,

enerjiye dayali bir akil yirttmeyle tsunami dalgasinin genligini derinligin fonksiyonu olarak
belirleyiniz.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

0.5
puan

1.2
puan

1.3
puan

Cevaplar

'dir. v, ve v, kabuktaki ve mantodaki hizlari gostersin.

mchme + meVwTw

ALT, =
MmCVym + MwCVw
e B RT,
2:pe = -

[ pV
A3:u=~&K p—.
m

B.1: v, ~ 5.4kms L.

B.2: tgirect =~ 92.5 s, treflected = 92.8s; grafigin duyarlihg diizeyinde her ikisi de

yaklasik 93 s'dir.
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B.3:v,, ~ 7.6kms !

2
B.4: X = —4/1—p2v} a>0ve0 < pyy < 1varsayimistr.
ap

dz p~ I —

2t
B.5:T = 2/ , 2t =
0 v(2)y/1—p?v(2)? a
e B.6: Dogrudan ayriklastirma 1" ~ 1.84 x 102 s sonucunu verir. Bu katman toplami, belirtilen
500 km yatay uzaklikla geometrik olarak tutarsizdir; bu durum asagida agiklanmistir.

1
e C1:U = Zpg)\Lhz.
C.2:c= C’\/g_d; burada C' boyutsuzdur; dogrusal si§ su kurami C' = 1 verir.

1/4

L
Cozim
A.1— Denge sicakhgi

Hizli karisma sirasinda gevreyle i1si aligverisinin ve sinir isinin ihmal edilebilir oldugunu kabul edelim.
Belirtilen gizli 1silari ihmal edip 1sI kapasitelerini sabit alirsak i¢ enerjinin korunumu

mmCVm(Te - Tm) + meVw(Te - Tw) = 0.

badintisini verir. Boylece

mchme + m'wCVwTw

T, =
MmCVm + MywCVw

Bu, baslangi¢ sicakliklarinin iki i1s1 kapasitesiyle agirliklandiriimis ortalamasidir.
A.2 — Denge basinci

ideal gaz karigiminin . molii igin
peV - nRTe.

Molar hacmi v, = V' /n oldugundan

Do = RT. o R mpevmTm + mycvw Ty
e e e — .
Ve Ve MmCVm + MwCVw

Burada R, evrensel gaz sabitidir.

A.3 — Piiskiirme hizi

Belirtildigi gibi hizin yalnizca p, m, V'ye bagli oldugunu varsayalim. Séyle yazalim:
u = kp*mPV 7.

Su boyutlar kullanirsak

[pl =ML T2  ml=M, [V]=L>
boyutsal tutarhlik su kosullari gerektirir:
a+ =0, —a+3y=1, —2a = —1.

Dolayisiyla
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ve

2|
m

Esdeger olarak, u = m\/p/pmix; burada pmix = m/V'dir. Boyut analizi 'y belirlemez.

B.1 — P dalgasinin kabuktaki hizi

Kaynak derinligi zs = 15 km olsun. YOGI'ye yatay uzaklk 22.5 km oldugundan kaynaktan istasyona
dogrudan uzakhk

sy = V/22.52 4 152 = 27.04 km.

Sek. 2'de taban gizgisinden gorulebilen ilk sapma, yaklagik UTC 22:54:05'te gerceklesir. Deprem
zamani 22:54:00'a gore bu,

ty ~ bs.
sonucunu verir. Boylece
S 27.04
v, = Y2 o 54kms |,
ty 5

Grafik bu kadar ¢ok anlamli basamagi desteklemese de asagidaki sayisal hesaplamalarin ara
islemlerinde 5.4083 km s~ ! degeri korunmustur.

B.2 — DNP'ye dogrudan ve yansiyarak yayilma siireleri
Kaynaktan DNP'ye yatay uzakligi X = 500 km, kabuk kalinligini ise H = 30 km olarak yazalim.

Dogrudan dalga igin

Sdirect = \/X2 + Zga

dolayisiyla

2 2
tdirect - \/500 15 ~ 92.5s|
Ve

Yatay kabuk-manto sinirindaki yansimayi ele almak icin kaynadin z = H dizlemine gore simetrigini
alahm. Gorintistnin derinligi

Zimage = 2H — 2y = 45 km.

Yansiyan isin yolu agildiginda bu gorintiiden DNP'ye uzanan bir dogru elde edilir. Sonug olarak

Sreflected = \/X2 + (2H - Zs)2a

ve

V500% +45°

Ve

92.8s

Lreflected =

Her iki yayllma siiresi de yaklasik 93 s'dir; hesaplanan farklari yaklasik 0.33 s'dir.
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B.3 — P dalgasinin mantodaki hizi

Sek. 3'te diiz taban ¢izgisinden ilk sapma, yaklasik UTC 22:55:12'de gercgeklesir ve

tp >~ 72s.
sonucunu verir. Bu, kabukta ilerleyen dogrudan ve yansiyan dalgalar i¢in yukarida hesaplanan
variglardan oncedir. Bu varigi, manto siniri boyunca ilerleyip kabuga geri yayilan, kritik kirllmaya ugramis
dalgayla iligkilendiriyoruz.
0., diseyden olcllen kritik aci olsun. Snell yasasi

sin @, 1 ) U,
= —, sinf, =
vC Um Um

badintilarini verir. Kabukta asadi dogru ilerleyen yol pargasi H — z;, yukari dogru ilerleyen yol pargasi
ise H derinlik araligini kat eder. Dusey yer degistirmelerinin biyklikleri toplami

K=(H-25)+H=2H—z, =45km.

Dolayisiyla toplam uzunluklar ve yatay izdtsumleri

K
Scrust — — Xcrust = Ktan 00'
cos 0,
Manto siniri boyunca alinan yol
Xmantle — X - Ktaﬂ 0C'
Boylece
K X — Ktan#,
tp = + .
v, cos b, U,
sin . = v./vp, kullanildiginda bu ifade
X K v?
tp = — + —4/1— 5
Uy, Ve v2,

bicimine sadelesir. Grafikten okunan deger yerine konuldugunda

2
500 45 5.4083
72 = + 1— ,
Um 5.4083 U,
elde edilir; burada uzakliklar kilometre, hizlar ise kilometre/saniye cinsindendir. Denklem ¢ozuldiginde

Uy ~ 7.554kms ™,

veya uygun duyarhhkla

1

Um =~ 7.6kms™

Kontrol amaciyla, 6. ~ 45.7° bulunur ve mantodaki yol parcasi yaklagik 454 km uzunlugundadir.
Kabuktaki yol pargalarinin kat edilmesi yaklasik 11.9 s, mantodaki yol pargasinin kat edilmesi ise yaklasik
60.1 s sirer.

B.4 — Siirekli degisen hiz i¢in uzakhk

z eksenini asagiya dogru pozitif,  eksenini yatay alalim. ince yatay katmanlar arasinda Snell yasasi,
sin 0(z)

v(2)
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ifadesinin bir 1IN boyunca sabit oldugunu gdsterir. Dolayisiyla

sin 0(z) = pv(z), cosf(z) = \/1 — p2u(2)2.

Asagi dogdru ilerleyen yol pargasinda

dr v(z

— =tanf(z) = po(2) .

dz 1— p2u(z)?
a > 0 olan bir ortamda geri dénen bir 1sIn igin en derin noktaya, 1sinin yatay hale geldigi yerde ulasilir:

pu(z¢) = 1.
v(2) = vy + az oldugundan
p ! —
zt =
a

Hem kaynagin hem de alicinin yaklasik olarak yiuzeyde bulundugu kabul edildiginde, asagi ve yukari
ilerleyen kisimlar simetriktir. Yatay uzaklik

X=2 /Zt oo * 22 dz.
0 +/1—p%(vg + az)?

u = p(vo + az) degisken dontstimini yapalim; bdylece du = pa dz olur. O halde
2 L U
X=— — du.
ap J pv, \/1 — u?

Belirsiz integral —v/1 — u2 oldugundan

2 2 /1
_ /1 — 22 — 2 a2
X_ap 1 pvo—a e vy |-

Geri donen 1sin ¢oziimi, 0 < pvg < 1 kosulunu gerektirir.

B.5 — Yayilma siiresi integrali

ds uzunlugundaki bir 1sin pargasinin kat edilmesi i¢in gegen siire
ds

dt = o(2)’

|dz| = ds cos 0(z) oldugundan
|d2]
dt = :
o(2) /T = PP

Hem asagi hem yukari ilerleyen yol pargalari hesaba katildiginda

“ dz
T=2 .
/0 v(2)y/1 — p?v(2)?

Dogrusal hiz profili igin bu ifade

(p'-vo)/a
T:2/ az .
0 (vo + az)y/1 — p*(vg + az)?
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Doniis noktasindaki tekillik integrallenebilirdir. integralin hesaplanmasi ayrica

1+\/1—va
T:—ln
a

sonucunu verir. B.6'daki sayisal yaklasimi incelemek igin kullanigli olan esdeger bir bigim, pX ¢ikarilarak
elde edilir:

Dolayisiyla geometrik olarak tutarh bir 1gin igin

T:pX+2/ L—p2dz
0 v(2)?

B.4-B.5'teki ylzeyde bulunan kaynak yaklagimini koruyarak ilk yayllma stresi integralini ayriklagtiralim:

3 0z;
T2y S|
i=1 p;4/1 —p%?

iki carpani, her katmanin hem asagdi hem yukari ilerleyen yol boyunca gecilmesini hesaba katar.

B.6 — Ug katmanli yaklagim

Sayilar tam olarak verildigi bicimde kullanildiginda su sonuclar elde edilir:

iki yol katk 20z
Katman 2 pU; i yol parcgasinin katkisi 2
1— p21)i
1 0.95095 5 833 s
2 0.99671 31.863 5
3 0.99957 146.366 s

Boylece katmanlar Gizerinden dogrudan sayisal integrasyon

T ~ 184.06s ~ 1.84 x 10%s

sonucunu verir. Bu sayinin DNP'ye yayilma siiresi olarak yorumlanmasinda bir tutarlilik sinirlamasi vardir.

Ayni ayrik 1sinin yatay uzakligi

3
0zi pv;
Xlayers 2 Z i p’U ~ 1280.9 km,

\/1 pv

olurdu; bu da 500 km'den 6nemli igtide farkhdir.

Bunun yerine, B.5'in ikinci bigimine verilen 500 km yatay uzaklik konulup integrali yaklasik olarak
hesaplanirsa, bigcimsel olarak su tahmin elde edilir:
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3
1
T ~ p(500) + 2 E 0ziy | — — P
i=1 v;

=T71.5+0.8934
~ 72.39s.

Surekli ortam icin elde edilen iki formul esdegerdir; ancak bu kaba yaklasimlar, formillerin gerektirdigi
uzaklik bagintisini koruyamaz. Dolayisiyla 184 s, yayilma siresinin dogrudan katman toplamidir; 72.4 s
ise yatay uzakhgin sabit tutuldugu bir tahmindir. Verilen parametrelerle, bu iki deger ayni gergek Ug
katmanli isini betimleyemez.

C.1 — Yiikselen suyun potansiyel enerjisi

Yukselen su prizmasinin yatay alani

AL

olsun. Bozulmamis okyanus yiizeyindeki kiitlegekim potansiyelini sifir alirsak, z yiiksekligindeki dz
kalinlikli yatay bir dilimin kitlesi pS dz olur. Sonug olarak

h
1
U:/ pSgzdz = EpSghz.
0

Dolayisiyla

1 2
U= Zpg)\Lh .

Esdeder olarak, baslangigtaki yiizeyin lizerindeki suyun kiitlesi pSh, kitle merkezinin yiiksekligi ise h/2
'dir.
C.2 — Tsunami hizi
Si1g su ve kuguk genlik yaklagimlarini kullanalim:
A>d, h < d.

Bu durumda yatay akigkan hizi derinlik boyunca yaklasik olarak sabittir ve diisey basing dagilimi yaklasik
olarak hidrostatiktir.

n(:c, t) yuzeyin yer degistirmesi, u(w, t) ise yatay akiskan hizi olsun. Suyun hacminin korunumu, d
derinligi ¢cevresinde dogrusallastirildiginda

0 ou
9L aZ .
ot or
bagintisini verir. Yatay basing gradyani pg Bn/ﬁz‘tir. Dolayisiyla Newton'un ikinci yasasi
ou on
ot g oz’
bagintisini verir. ilk denklemin zamana gdre tiirevi alinip ikinci denklem yerine konuldugunda
0? 0?
n_ gd n .
ot? Ox?

Bu, dalga denklemidir; dolayisiyla

I
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Soruda istenen dlzeyde

c=Cv/gd|,

burada C boyutsuz bir garpandir; belirtilen dogrusal sig su varsayimlari C' = 1 verir. Yogunluk, hem

eylemsizligin hem de kutlegekimden kaynaklanan geri ¢agirici kuvvetin ¢arpani oldugundan sadelesir.
C.3 — Derinlik degisirken genlik

Derinligin yavas degistigini, yansima ve eneriji kayiplarinin ihmal edilebilir oldugunu ve dalga cephesi
genisliginin sabit kaldigini varsayalim. L > A oldugundan dalga, yerel olarak diizlem dalga kabul
edilebilir.

Genligi A olan siniizoidal bir ylizey yer degistirmesi icin
n = Acos(kz — wt), (n?) = —.

Birim yatay alan basina ortalama kitlecekim potansiyel enerjisi

o 1 2 1 2
Epot = 5pg(") = 7 PgA”.

ilerleyen bir si§ su dalgast igin siireklilik,

c
u = —=n.
d n
bagintisini verir. Dolayisiyla birim yatay alan basina ortalama kinetik enerjisi
- 1 pc2A? 1
Exin = - pd(u®) = = —pgA®.
kin ) P < > Ad 4pg
Boylece toplam ortalama enerji yogunlugu
- 1
E= EpgA2.

Si§ su dalgalari dispersif degildir; dolayisiyla grup hizlari ¢ = \/g_d'ye esittir. Birim dalga cephesi
genisligi basina enerji akisinin korunumu

Ec= sabit,
veya
A%/d = sabit.
bagintisini verir. dg derinligindeki referans genlik A¢ kullanildiginda
A%/d = A2\/d,.

Dolayisiyla

a0~ n(%2)"]

Bu, Green yasasidir. Gegerliligi, genligin derinlige gore kuguk olmasini ve derinligin yeterince yavas

degismesini gerektirir; dalganin sonunda kirilmasini betimlemez.

Cozum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.
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Soru 3: Kozmik Enflasyon
[
Duinya'dan gozlenen gokadalarin goreli hareketi nedeniyle, belirli bir gokadanin gorinur tayfindaki
dalga boylari 6zgtin dalga boylarindan farklidir; buna elektromanyetik Doppler etkisi denir. Bir
goOkada toplulugu igin dalga boyu kaymalarinin rastgele dagiimasi beklenir: bazilari pozitif
(kirmiziya kayma), bazilari ise negatif (maviye kayma) olur. Ancak gozlemler, yakindaki bir gokada
grubu disinda tum gokadalarin kirmiziya kaydigini gostermektedir. Gozlemler evrenin farkli bir
noktasindan yapilsa da bunun gecgerli olmasi gerekir. Buradan, evrenimizin genisliyor olmasi
gerektigi sonucuna varilir. Ote yandan evrenin yerel diizensizlikleri, 100 Mpc'den biiyiik Olceklerde
ihmal edilebilir; burada 1 pc = 3.26 isik yilidir. Buyuk olgeklerde ortalamasi alindiginda, gokadalarin
kiimeli dagilimi giderek daha izotropik (yonden badimsiz) ve homojen (konumdan bagimsiz) hale
gelir. Dolayisiyla evreni, diizgin bir p kitle yogunluguna sahip, genisleyen bir madde dagilimi
olarak kabul edebiliriz.

A. Evrenin Genislemesi

Evrenimizin basit bir modeli olarak, ayni yogunluga sahip ¢ok daha blyuk bir kiirenin olusturdugu
ortamin iginde bulunan, diizglin yogunluklu ve genisleyen bir kireyi ele alalim. Belirli bir anda
kiiguk kirenin yarigapl R olsun. Kiirenin genislemesini ifade etmek igin, yarigapin zamana
bagimliigi R(t), a(t) 6lgek carpaniile, yani R(t) = a(t) R, bigiminde ifade edilebilir.

Evren modelimize gore kire sinirindaki bir kitle elemaninin hizini hesaplamak igin Newton'un kutle
¢cekim yasasi kullanilarak bir dizi Friedmann denklemi elde edilebilir:

@) _ (t) e ()
a) — R2a?(t)
Burada k boyutsuz bir sabit, c ise 1sik hizidr.

Kisim Soru Puan

A1 (1) denklemindeki A7 sabitini belirleyiniz. 1.3 puan

Buraya kadarki inceleme goreli degildir. Ancak gergekte, ,o(t)c2 toplam enerji yogunlugu (kttle
cekim potansiyel enerijisi harig) olarak yeniden yorumlanarak goreli bir sisteme genisletilebilir. Bu
goreli sistemde ikinci Friedmann denklemi

oo (2)) =0
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adyabatik bir sistem i¢in termodinamigin birinci yasasi kullanilarak tiretilir; burada p, kire
Uzerindeki basinci gosterir.

Kisim Soru Puan

A.2 (2) denklemindeki A, sabitini belirleyiniz. 0.9 puan

(1) ve (2) denklemlerini gdzmek igin, w bir sabit olmak {izere p(t) /c? = wp(t) gibi bir p = p(p)
bagintisi varsayilmalidir. Ayrica Hubble parametresi olarak adlandirilan H = d/a carpani vardir.
Parametrelerin glinimiizdeki degerleri genellikle tg, po, Ho, ap vb. biciminde 0 alt indisiyle
gosterilir. Basitlik igin ag = 1 aliyoruz.

Evrenin, goreli pargaciklardan olusan isinimi Ureten ve Blyuk Patlama adi verilen blyuk bir
patlamayla basladigi dusunulmektedir. Genislerken evren sogur ve igindeki pargaciklar goreli
olmayan hale gelir. Bununla birlikte, yakin tarihli gozlemler giinimUizdeki evrende kozmolojik
sabitin enerji yogunlugunun baskin oldugunu ortaya koymaktadir. Fotonlar s6z konusu oldugunda,
evren genigledikce fotonun dalga boyu dlgek ¢carpaniyla orantili olarak artar.

Kisim Soru Puan
Asagdidaki Ui¢ durumun her biri igin ortaya ¢ikan w degerini belirleyiniz: (i) yalnizca 19
A.3 isinimla (yani foton enerjisiyle) dolu bir evren, (ii) yalnizca goreli olmayan maddeyle '
uan
dolu bir evren ve (iii) enerji yogunlugu sabit olan bir evren. P
k = 0 durumunda, A.3'te belirtilen (i) ile (iii) arasindaki durumlarin her biri igin a(t)'yi 19
A4 bulunuz. (i) ve (ii) durumlariigin a(t = O) = 0 baslangig kosulunu, (iii) durumu igin ise ’
puan

ap = 1 kosulunu kullaniniz.

(1) denklemindeki k sabiti, evrenin uzaysal geometrisinin siniflandiriimasiyla ilgilidir. Degeri, pozitif
egrilikli bir evren (kapal) icin k = 41, diiz bir evren (sonsuz) icin k = 0 ve negatif egrilikli bir
evren (aglk, sonsuz) igin k = —1 olabilir. Q = p/pc yodunluk oranini tanimlayalim; burada

pec? = H? /A, kritik enerji yogunlugudur. A;'in A.1 sorusundan elde edildigine dikkat ediniz.

Kisim Soru Puan

A5 (1) denklemindeki k'yi Q, H, a ve R cinsinden ifade ediniz. 0.1 puan
A.6 k =41, k = 0 ve k = —1 degerlerinin her birine karsilik gelen €2 araligini bulunuz. 0.3 puan

B. Enflasyon Evresinin One Siiriilme Gerekgesi ve Genel Kosullari

Kozmik mikrodalga arka plan isinimi (CMB) g6zlemleri, ginimuzdeki evrenimizin yaklasik olarak
diiz oldugunu dustindirmektedir. Sorun sudur: Bu dogruysa, guinimiizdeki evrenin baslangigtaki
erken evreni tam olarak diiz olmalidir; aksi halde diizllikten herhangi bir sapma zamanla biylyerek
glinuimuzdeki dizligu bozacaktir.

Kisim Soru Puan

B 1 Isinimin veya géreli olmayan maddenin baskin oldugu evren igin (Q(t) — 1)'i zamanin 0.5
' bir fonksiyonu olarak bulunuz (A.3 sorusuna bakiniz). puan

Bu sorunu ¢ozmek i¢in evren, tarihinin erken bir doneminde, enflasyon doénemi adi verilen ustel bir
geniglemeye yol agan, sabit enerji yogunlugunun baskin oldugu bir donemden ge¢melidir.
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Kisim Soru Puan

25 Sabit enerji yogunlugunun baskin oldugu bu dénem igin (2(¢) — 1)'i zamanin bir 0.3

) fonksiyonu olarak bulunuz. (2(¢) — 1) < 1 oldugunu varsayiniz. puan
B Enflasyon kosulunun su kosullari gerektirdigini gosteriniz: negatif basing, ivmeli 0.9

' genisleme (@ > 0) ve azalan Hubble yarigapi (d(aH) ™! /dt < 0). puan
B.4 Azalan Hubble yarigapi kosulunun, € = —H/I—I2 parametresi cinsinden € < 1 olarak 0.2

) ifade edilebilecegini gosteriniz. puan

Enflasyon, € < 1 oldugdu siirece gergeklesir ve € = 1 oldugunda sona erer. dN = dIlna = Hdt
olacak ve enflasyonun sonunda N = 0 olacak sekilde IV e-katlanma sayisini tanimlayabiliriz.

C. Homojen Dagilmis Maddenin Olusturdugu Enflasyon

Bir enflasyon donemi olusturabilen basit bir fiziksel sisteme 6rnek, homojen dagilmis maddenin
baskin oldugu bir evrendir. Bu tiir maddeye inflaton denir ve bu madde bir ¢(¢) fonksiyonuyla
betimlenebilir.

Maddenin dinamik denklemi sdyle ifade edilebilir:

¢+3Hp=-V', (3)
Burada V = V(QS) bir potansiyel fonksiyonu ve V' = g—g'dir. Hubble parametresi su bagintiyi
saglar:
1 1.
H? = —+V|. 4
32 {2 ¢ &

Burada Mpl, indirgenmis Planck kiitlesi adi verilen bir sabittir. Enflasyon evresi, V' potansiyel
enerjisinin q'52/2 kinetik enerjisine, (3) denklemindeki czS teriminin ihmal edilebilmesini saglayacak
kadar uzun slre baskin olmasi sirasinda gerceklesir. Bu kosula yavas yuvarlanma yaklagimi denir.

8 = —¢/(Hd) olmak iizere, € ve ; = & + € niceliklerine ‘yavas yuvarlanma’ parametreleri denir.
Kisim Soru Puan
cA € parametresini, ny parametresini ve dIN /d¢'yi V(¢) potansiyeli ile onun birinci ve 1.7

' ikinci turevleri (V' ve V") cinsinden yaklasik olarak hesaplayiniz. puan

D. Basit Bir Potansiyelle Enflasyon

Herhangi bir enflasyon modelinin dngorileri, CMB'den elde edilen su gozlemsel kisitlarla
karsilastinimalidir: ng, = 0.968 == 0.006 ve » < 0.12. Burada, baskin bir maddenin olusturdugu
enflasyon modeliigin r = 16e ve ny, = 1 4 21y, — 6€, ¢ = P 444,+ dederinde hesaplanir. Maddenin

n
potansiyelinin V(¢) = A4 (Ml,> basit biciminde oldugunu varsayiniz; burada n herhangi bir tam
y4

sayl, A ise bir sabittir.

Kisim Soru Puan
. . 0.5
D.1 Enflasyonun sonundaki ¢.,,;'i hesaplayiniz.
puan
r ve n,'yi IN e-katlanma sayisi ve n tam sayisi cinsinden ifade ediniz. Gozlemsel r ve 0.9
D.2 ns deg@erlerine en yakin sonucu veren n degerini tahmin ediniz. Hesabinizda N = 60 i
puan
aliniz.
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l Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

[

Cevaplar

Asagidaki sonuclarda boyutsal olarak tutarli olan p, = H2/A1 kritik yogunlugu kullaniimistir.
A = Q — 1yazalm.D.2 igin N = In(@end/astart) = —Nstart > 0 olsun; istenen 60 e-katlanma,
N = 60 anlamina gelir.

81G
e A1 Alsz.

e A.2: .

. _ 1 _ _
e A.3: Wradiation — 3 Wmatter = 07 Weonstant density — -1}

* A.4: Genigleyen ¢6zim dalinda,

= (2Hot)? = (t/t0) V2,
(i) a(t) = (2Hot)”* = (t/t)*?,

(i) a(t) = eflolt=t),

Burada Hg = 8mGpo/3 olup (i)'de Hotg = 1/2, (ii)'de ise 2/3'tr.

aHR, ) 2

(&

e A5: k:(Q—l)(

e AG:lk=+41:Q>1; k=0:Q=1; k=—1:Q < 1| Negatif olmayan yogunluk
igin son aralik 0 < € < 1'dir.

e B.1: Dizluge yakin durumda basat mertebede, bir ¢, referans zamanina gore,

At) ~ {A*(t/t*), ISInim,

A (t/t.)?/3,  goreli olmayan madde.

e B.2: Hy = \/87erA/3 olmak tizere,

A(t) ~ Aje 2altt) |

e B.3: Sabit yogunluk su sonuglari verir:

Q 871G d
p=—pc® <0, %: 7T3 £ <o, E(aH)*1<O.

Daha genel olarak, ivmeli genisleme p < —pc2/3 kosulunu gerektirir.

B.4:

—(aH) ! = <0 <= e<l.

eulersolve.org/ipho/2017/ 27135



e C.1: Yavas yuvarlanma yaklagiminda,

2
e:% i 2 nV:MZV” dN:— 4 :
2 \vV )’ Ly’ do M2V

e D.1: n > O igin, alanin pozitif oldugu ¢6zim dalinda,

n
¢end > —— My |.

V2

Bigimsel esik || ~ \n\Mpl/\/i'dir. Pozitif olmayan n, bu modelde yavas yuvarlanma

enflasyonunun varsayilan bigimde sona ermesini saglamaz.

e D.2:
16m 2(n + 2)
r~ — g ©2 | = =———=.
AN +n AN +n
Esdeger olarak, soru metnindeki isaretli tanim kullanildiginda paydalar n — 4 Ngtart olur.
N =60 icin,
n | r N

1] 0.0664 0.9751
2 | 0.1322 0.9669

r < 0.12 kosulu uygulanirsa, en yakin pozitif tam sayi1 se¢cimi n = 1'dir. Higbir pozitif
tam sayi, verilen iki gozlemsel siniri birden saglamaz.

.
Cozim
A1

Yarigapi R = aR; olan, evrenin genislemesiyle birlikte hareket eden bir kiirenin sinirindaki bir kiitle
elemanini ele alalim. Newton'un klresel kabuk teoremine gore, bu elemanin ivmesi yalnizca kirenin
icinde kalan kutleye baghdir:

M = —pR?.
3
Goreli olmayan modelde, iceride kalan bu kitle sabittir. Newton denklemi soyledir:
.. GM
R=— .
R2
Rile carpip integral alindiginda, korunan birim kutle basina mekanik enerji elde edilir:
Lp GM _
2 R

Dolayisiyla

R

. 2
R\ _2GM , 26 G . 2
-~ rR TR 3 T aeRr

R/R = a/a oldugundan, 2& = —kc? eslestirmesi yapilarak (1) ile kargilastirildiginda su sonug elde
edilir:
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8nG
A= ——
‘T3
A.2
Kirenin fiziksel hacmi soyle olsun:
47
V= —(aR,)’.
3
Toplam i¢ enerjisi U = pc2V'dir. Adyabatik bir sistem igin birinci yasa su bagintiyi verir:
dU = —padV.

Boylece
Vdp + (p02 +p)dyY = 0.
V/V = 3a/a kullanildiginda,

p+3(p+ %)3 — 0.
C a

Buradan
Ay =3
A3
Sabit w igin sureklilik denklemi su hale gelir:
p
Dolayisiyla ag = 1 kullanilarak,
o= pOa—3(1+w) i

Isinim igin foton sayi yogunlugu a3 ile orantil olarak azalir. Her fotonun eneriisi hc/)\'dlr ve verilen
A & a dalga boyu 6lgeklenmesi, enerjisini a1 ile orantil kilar. Dolayisiyla

2 —4
pc’ xa °,

ve buradan

3(1 +w) =4, w= 2

Goreli olmayan madde igin enerjiye baskin katki, pargacik basina yaklasik sabit olan durgunluk

enerjisinden gelir. Say1 yogunlugu a3 ile orantili olarak azalir ve su sonug elde edilir:
poca w = 0]

Bu, basingsiz madde yaklagimidir.
Sabit enerji yogunlugu igin p = 0'dir. Genisleyen bir evrende stireklilik denklemi su kosulu gerektirir:

p

1Y + by - 07

c

ve dolayisiyla

w=—1|
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A4

k = 0igin,
HZ — 87er — Hg —3(14w)
3
Genisleyen ¢6zim dal secildiginde,
a = Hoal_%(1+w)-
w # —1igin, a(0) = 0 kosuluyla integral alinirsa
3
a7 (14w = 5(1 + w) Hot.

Sonug olarak, 1sinim igin,

a(t) = (2H,t)Y?|.

a(to) = 1 normalizasyonu 2Hyto = 1 sonucunu verir; dolayisiyla

- (1)

alt) = (gHot) 7

a(t) = (%)2/3.

Sabit enerji yodunlugu icin H = H sabittir. a/a = Hy'"in integrali alinip a(tg) = 1 kosulu
uygulandiginda,

Goreli olmayan madde igin,

Burada 3Hoto/2 = 1 oldugundan,

a(t) = eHolt=t0) |

A.5
(1)'de k = 0 alinmasi, kritik kiitle esdegeri yogunlugunu belirler:
_ H®* 3H?
Pe= A, ~ 8nG"

Dolayisiyla basili metindeki pcc2 = H2/A1 tanimi boyutsal olarak tutarsizdir. Buna karsilik gelen kritik

enerji yogunlugu soyledir:

) CZ _ H2c2
c Al °
Tutarh tanim kullanildiginda,
A
0=2
H?2

(1)'i H?'ye bélelim:
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kc?

1=0— ———.
a’R2H?
ap = 1 oldugundan, glinimiizdeki yarigap Ry = R,'dir. Dolayisiyla
27172 P2
a“H*R
k=(Q-1)——5—|
c

A.6
A.5'te 2 — 1'in 6niindeki carpan pozitiftir. Bu nedenle k ve €} — 1 ayni isarete sahiptir:
Uzaysal egrilik  Yogunluk orani
k=+1 kapai Q2 >1
k=0, duz =1
k= —1, acik <1
Enerji yogunlugu negatif degilse, acgik evrene karsilik gelen aralik 0 < €} < 1'dir.
B.1
A.5'ten,
kc? kc?

1= = .
R2a?H?  R2a?

Bu 6zdeglik kesindir.

Diizliikten kiguk bir sapmayi incelemek igin, a'y1 basat mertebede A.4'teki diiz evren ¢ozimlerini
kullanarak hesaplayalim. Eger

a x t%,
ise
a2 oc 2072, A o 272
Isinimin baskin oldugu dénemde o = 1/2'dir; dolayisiyla
t
ol

A(t) ~ A,

Maddenin baskin oldugu dénemde o = 2/3'tir; dolayisiyla

A(t) ~ A*<ti>2/3 .

*

Boylece, duzliikten kiguk ve sifirdan farkli herhangi bir sapmanin buyukligu her iki donemde de artar.
Bu kuvvet yasalari, egrilik genislemeye kii¢lk bir diizeltme olarak kaldigi stirece gecerlidir.

B.2

Sabit yodunluk p, olsun ve su tanimi yapalm:

8

| — 1] < 1igin egriligin (1)'e katkisi kiigiiktir; dolayisiyla
H ~ Hy, a(t) ~ a;eat=t),
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Bu ifadeler
ki 2
A= _ ¢
RZa2H?

bagintisinda yerine kondugunda

A(t) ~ Aje 2t |

Dolayisiyla enflasyon, dizlikten sapmalari Ustel olarak bastirir.
B.3

(1)'in turevini alip sureklilik denklemini kullanalim:

boylece

A.1 kullanilarak,

d__47rG +3p
a 3 p c2 )|

Pozitif yogunluk igin ivmeli genigsleme su kosulu gerektirir:

<—1 c?
b 3P

S

bu da oOzellikle basincin negatif olmasini gerektirir.

Burada ele alinan sabit yogunluklu donem igin A.3, p = —,oc2 sonucunu verir. Dolayislyla
a 87
a3 0

Son olarak, aH = a oldugundan,

d(H)_l_dl_ i,
dat ¢ “dta @ o

Boylece istenen Ug 6zelligin timu kanitlanmis olur.

Bu kosulda yer alan yarigap, es hareketli Hubble yarigapi ¢/(aH)'dir; ¢ sabiti tiirevin isaretini
etkilemez.

B.4

Dogdrudan tiirev alindiginda,

dt
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e = —H/H? oldugundan,

d e—1
—(aH) ' = .
dt( ) a

a > 0 oldudu igin, yarigapin azalmasi igin gerek ve yeter kosul sudur:

e <1}

Esdeger olarak,
i
— = H?(1 -
= = HY1-¢)
C1
Once (4)'Un tirevini alalim:
) 1 . .
SHIH — ( + V! )
3002 ¥ ¢
p
(3) denklemi ¢ +V' = —3Hq3 sonucunu verir; dolayisiyla
) Hh2
2HH = — ¢2 .
pl
Boylece
12 p)
2Mpl 2Mle
Yavas yuvarlanma varsayimlari su bagintilari verir:
174 .
H? ~ , 3H¢ ~ —V'.
3M2l
P
Bunlar €'da yerine kondugunda,
VI2 M]?l VI 2

ny'yi elde etmek igin yavas yuvarlanma alan denkleminin tlrevini alalim:
3Hé +3HG~ —V"é.
3H2<i>'ye bélersek,
H ¢ V"
I°E + H¢ >~ — YeR

Sol taraf —e — §'dir. Dolayisiyla

VII 5 V/I
sz | M

Son olarak, soru metnindeki dN = Hdt tanimi kullanildiginda,

ny=0+¢e~
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dN H _ 3H® [ V

do sV _M;V/'

Bu ifade, yuvarlanan alanin monoton bir yoriingesi boyunca gecerlidir.

DA

V(g) = A“(Mil)

igin turev oranlari soyledir:

V' n V"  n(n-—1)
vV e V&
Sonug olarak,
n?M?
€™ ol
202

Bu yavas yuvarlanma ifadesi € = 1 bitis kosuluna kadar uzatildiginda,

|

¢end ~ —M [
| | \/5 D

n > 0 icin alanin pozitif oldugu ¢6ziim dalini alalim. Alan, daha kiiglik ¢ degerlerine dogru yuvarlanir;

dolayisiyla € artar ve su degerde bire ulasir:

n
Gend ~ —=Mp |

NG

Alanin birimi M ile aynidir.

Soru metni herhangi bir n tam sayisina izin verir, ancak varsayilan sona eris, ilgili durumlari sinirlar:

e n = 0 icin potansiyel sabittir ve € ~ 0'dir; bu model yavas yuvarlanmadan ¢ikis saglamaz.
e n < 0ve¢>0icin V' < 0dir; dolayisiyla ¢ ~ —V'/(3H) > 0. Boylece € < ¢ azalrr.

Bicimsel € = 1 esigi, enflasyona girisi ifade eder.

Enflasyonun sonundaki alan degeri igin elde edilen sonug yaklasik bir degerdir; ¢linkl € bire yaklastikga

yavas yuvarlanma, kontrolll bir yaklagim olmaktan ¢ikar.

D.2

Tek terimli potansiyel igin C.1 su sonucu verir:
dN 10}
dp ~  nM3

N = 0 olan enflasyon sonundan baglayarak integral alindiginda,
¢2 - gnd

N(g) ~— 2nM2l
2

n > 0 icin baslangigtaki alan degeri son degerden buylktir; dolayisiyla soru metnindeki Ngtart

negatiftir. Pozitif streyi soyle tanimlayalim:
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Qend

N = —Ngtart = In

Qstart
O halde

n
Qsztart & Qsznd + 2nM;3lN - E (4N + n)Mil

Dolayisiyla baglangigtaki yavas yuvarlanma parametreleri soyledir:

n 2(n—1)
€start 2 —————— t Y ——.
start 4./\/—|—n’ NV start 4./\[—|—’I’L
Boylece
16n
P~ —
AN +n
ve
4n—1)—6 2 2
ns ~ 1 + (n ) n g 1 —_ M .
AN +n AN +n
Soru metnindeki isaretli tanimla bunlar su hale gelir:
16n 2(n +2)
T~y —, ng~1l————.
n — 4 Nstart n — 4 Ngtart
N > n icin bilinen basat bicimler séyledir:
4n 1 n+ 2
ro~ — ns ~1— .
N ’ IN
istenen N = 60 degeri, N' = 60 pozitif siiresi olarak yorumlandiginda, tensor siniri Su sonucu verir:
On 12 = om0 814
240 +n T T Mt

Dolayisiyla bu siniri saglayan tek pozitif tam sayi n = 1'dir.
TUumuU boyutsuz olan sayisal ongoruler soyledir:

n T Mg Verilen kisitlarla karsilastirma

1 0.0664 0.9751 r < 0.12 kosulunu saglar; ns, 0.974'ln biraz tizerindedir
2 01322 0.9669 Verilen ng araliini saglar; T sinirini agar

3 01975 0.9588 Verilen her iki sinirin digindadir

Buradan

n =1 tensor Ust sinir uygulanirsa.

Bu sec¢imin 6ngordiigu tayfsal indis, verilen araligin Ust sinirindan yaklasik 0.0011 daha buytktir. n = 2
tam sayisi tayfsal indisin merkez degerine daha yakindir, ancak tensor sinirini ihlal eder. Higbir pozitif
tam sayi, verilen iki siniri ayni anda saglamaz.

CoOzim, resmi ¢ozlimle karsilastirilarak kontrol edildi. Bu ¢ozimiin resmi ¢oziimden ayrildidi yerlerde resmi ¢oziimde bir hata
ya da baski hatasi vardir.
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