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Problema 1: Dos problemas de mecanica

[

Lea las instrucciones generales que se encuentran en el sobre separado antes de comenzar este

problema.

Parte A. El disco oculto (3.5 puntos)

Consideramos un cilindro macizo de madera de radio 71 y espesor h1. En algun lugar del interior

del cilindro de madera, se ha sustituido la madera por un disco metalico de radio 2 y espesor ha.

El disco metadlico esté colocado de modo que su eje de simetria B es paralelo al eje de simetria S

del cilindro de madera y se encuentra a la misma distancia de las caras superior e inferior del

cilindro de madera. Denotamos por d la distancia entre S'y B. La densidad de la madera es p;1 y la

del metal es po > p;. La masa total del cilindro de madera y del disco metalico que contiene es

M.

En esta tarea, colocamos el cilindro de madera sobre el suelo de modo que pueda rodar
libremente hacia la izquierda y hacia la derecha. En la Fig. 1 se muestran una vista lateral y una

vista superior del montaje.

El objetivo de esta tarea es determinar el tamafio y la posicion del disco metdlico.

En lo que sigue, cuando se le pida expresar el resultado en funcién de magnitudes conocidas,

siempre puede suponer que se conocen las siguientes:

1, hla P1, P2, M.

El objetivo es determinar 75, ho y d mediante medidas indirectas.
a) b) ? ?
r : 'ry,

— —»
.

[ |1

h

Figura 1: a) vista lateral b) vista desde arriba

Denotamos por b la distancia entre el centro de masas C' del sistema completo y el eje de simetria

S del cilindro de madera. Para determinar esta distancia, diseflamos el siguiente experimento:
colocamos el cilindro de madera sobre una base horizontal de modo que se encuentre en
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equilibrio estable. Inclinamos ahora lentamente la base un angulo © (véase la Fig. 2). Debido al
rozamiento estatico, el cilindro de madera puede rodar libremente sin deslizar. Rodara un poco
cuesta abajo, pero después quedara en reposo en un equilibrio estable tras haber girado un
angulo ¢, que medimos.

S U

©

S]

Figura 2: Cilindro sobre una base inclinada.
A.1— 0.8pt

Obtenga una expresion para b en funcion de las magnitudes (1), del angulo ¢ y del angulo de
inclinacion © de la base.

A partir de ahora, podemos suponer que se conoce el valor de b.

Figura 3: Sistema suspendido.

A continuacion queremos medir el momento de inercia Ig del sistema respecto al eje de simetria
S. Para ello, suspendemos el cilindro de madera por su eje de simetria de una varilla rigida.
Después lo giramos un pequefio angulo ¢ respecto a su posicion de equilibrio y lo soltamos. El
montaje se muestra en la figura 3. Observamos que ¢ describe un movimiento periédico de
periodo T'.

A.2 — 0.5pt

Obtenga la ecuacion de movimiento de ¢. Exprese el momento de inercia Ig del sistema respecto
a su eje de simetria S en funcion de T', by las magnitudes conocidas (1). Puede suponer que solo
perturbamos ligeramente la posicién de equilibrio, de modo que ¢ es siempre muy pequefio.
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A partir de las medidas de las preguntas A.1y A.2, queremos determinar ahora la geometria y la
posicidon del disco metdlico situado en el interior del cilindro de madera.

A.3 — 0.4pt

Obtenga una expresion para la distancia d en funcion de b y de las magnitudes (1). También puede
incluir r2 y he como variables en su expresion, ya que se calcularan en el apartado A.5.

A.4 — 0.7pt

Obtenga una expresion para el momento de inercia Ig en funcién de by de las magnitudes
conocidas (1). También puede incluir 79 y hy como variables en su expresién, ya que se calcularan
en el apartado A.5.

A.5 —1.1pt

Utilizando todos los resultados anteriores, escriba una expresion para hy y 79 en funcion de b, T'y
de las magnitudes conocidas (1). Puede expresar hs en funcién de rs.

Parte B. Estacion espacial giratoria (6.5 puntos)

Alice es una astronauta que vive en una estacion espacial. La estacidn espacial es una rueda
gigantesca de radio R que gira alrededor de su eje, proporcionando asi gravedad artificial a los
astronautas. Los astronautas viven en la cara interior del aro de la rueda. Pueden despreciarse la
atraccidén gravitatoria de la estacion espacial y la curvatura del suelo.

B.1— 0.5pt

¢Con qué frecuencia angular wg, debe girar la estacion espacial para que los astronautas
experimenten la misma gravedad gg que en la superficie de la Tierra?

Alice y su amigo astronauta Bob tienen una discusién. Bob no cree que realmente vivan en una
estacioén espacial y afirma que estan en la Tierra. Alice quiere demostrarle a Bob, utilizando la
fisica, que viven en una estacion espacial giratoria. Para ello, sujeta una masa m a un muelle de
constante elastica k y la deja oscilar. La masa oscila Ginicamente en direccidn vertical y no puede
moverse en direccion horizontal.

B.2 — 0.2pt

Suponiendo que en la Tierra la gravedad es constante, con aceleracion gg, ¢cual seria la
frecuencia angular de oscilacién wg que mediria una persona en la Tierra?

B.3 — 0.6pt
¢Qué frecuencia angular de oscilacién w mide Alice en la estacion espacial?

Alice esta convencida de que su experimento demuestra que estan en una estacion espacial
giratoria. Bob sigue escéptico. Afirma que, al tener en cuenta la variacién de la gravedad por
encima de la superficie terrestre, se obtiene un efecto similar. En los siguientes apartados
investigamos si Bob tiene razon.
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Figura 4: Estacion espacial
B.4 — 0.8pt

Deduzca una expresion para la gravedad gE(h) a pequenfias alturas h sobre la superficie de la
Tierra y calcule la frecuencia de oscilacion g de la masa oscilante (basta con una aproximacion
lineal). Denote por R el radio de la Tierra. Desprecie la rotacion terrestre.

En efecto, para esta estacion espacial, Alice comprueba que el oscilador de muelle oscila con la
frecuencia que Bob habia predicho.

B.5 — 0.3pt

¢Para qué radio R de la estacion espacial coincide la frecuencia de oscilacion w con la frecuencia
de oscilacion Wg en la Tierra? Exprese su respuesta en funcién de Rg.

Exasperada por la obstinacion de Bob, Alice idea un experimento para demostrar que tiene razon.
Para ello, sube a una torre de altura H sobre el suelo de la estacidn espacial y deja caer una
masa. Este experimento puede entenderse tanto en el sistema de referencia giratorio como en un
sistema de referencia inercial.

En un sistema de referencia que gira uniformemente, los astronautas perciben una fuerza ficticia
F'c denominada fuerza de Coriolis. La fuerza Fi¢ que actla sobre un objeto de masa m que se
mueve con velocidad v en un sistema de referencia que gira con frecuencia angular constante s
viene dada por
Fo =2mu X Wgs. (2)

En términos de las magnitudes escalares, puede utilizar

Feo = 2muwg, sin ¢, (3)
donde ¢ es el angulo entre la velocidad y el eje de rotacion. La fuerza es perpendicular tanto a la

velocidad v como al eje de rotacidn. El signo de la fuerza puede determinarse mediante la regla de
la mano derecha, pero en lo que sigue puede elegirlo libremente.
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B.6 — 1.1pt

Calcule la velocidad horizontal v, y el desplazamiento horizontal d, (respecto a la base de la
torre, en la direccién perpendicular a ella) de la masa en el instante en que llega al suelo. Puede
suponer que la altura H de la torre es pequefia, de modo que la aceleracién medida por los
astronautas es constante durante la caida. También puede suponer que d;, < H.

Para obtener un buen resultado, Alice decide realizar este experimento desde una torre mucho
mas alta que la anterior. Para su sorpresa, la masa llega al suelo en la base de la torre, de modo

qued, = 0.
B.7 —1.3pt
Obtenga una cota inferior para la altura de la torre para la cual puede ocurrir que d,, = 0.

Alice esta dispuesta a hacer un ultimo intento de convencer a Bob. Quiere utilizar su oscilador de
muelle para mostrar el efecto de la fuerza de Coriolis. Para ello modifica el montaje original: sujeta
el muelle a un anillo que puede deslizar liboremente, sin rozamiento, por una varilla horizontal en la
direccién x. El muelle oscila en la direccion y. La varilla es paralela al suelo y perpendicular al eje
de rotacion de la estacion espacial. Por tanto, el plano xy es perpendicular al eje de rotacion, y la
direccion y apunta directamente hacia el centro de rotacién de la estacion.

A

Figura 5: Montaje.
B.8 — 1.7pt
Alice tira de la masa hacia abajo una distancia d desde el punto de equilibrioxz =0,y =0, y

después la suelta (véase la figura 5).

 Dé una expresion algebraica de z(t) e y(t). Puede suponer que w,sd es pequefio y
despreciar la fuerza de Coriolis para el movimiento a lo largo del eje y.

e Esboce la trayectoria (x(t), y(t)), indicando todas las caracteristicas importantes, como la
amplitud.

Alice y Bob siguen discutiendo.
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Hoja de datos generales

Velocidad de la luz en el vacio c = 299792458 m - s
Permesiapllldad del vacio (constante gy | = 4w x 10" kg-m- A2 52
magnética)
Permitividad del vacio (constante eléctrica) €0 — 8.854187817 x 10712 A2 .4%. kg_l .m™3
Carga elemental e =1.6021766208(98) x 107" A -5
Masa del electrén me, = 9.10938356(11) x 103! kg
MeV
= 0.510998 946 1(31) e2
c
Masa del protén m, = 1.672621898(21) x 107" kg
MeV
— 938.272081 3(58) —
c
Masa del neutrén m, = 1.674927471(21) x 10~?" kg
MeV
— 939.565 413 3(58) —
c
Unidad de masa atémica unificada u = 1.660 539 040(20) x 10~ *" kg
Constante de Rydberg R, =10973731.568508(65) m*
Constante de gravitacién universal G — 6.67408(31) x 10 ' m3 . kg™ . 572
Aceleracion de la gravedad (en Zurich) g —98lm-s?2
Constante de Planck h — 6.626 070 040(81) x 10 3* kg - m? - s !
Numero de Avogadro Ns =6.022140857(74) x 10% mol *
Constante molar de los gases R — 8.314 4598(48) kg - m2-s2.-mol 1.K?
Constante de masa molar M, =1x10"3kg- -mol!
Constante de Boltzmann kp =1.38064852(79) x 10 B kg -m?-s 2. K1
Constante de Stefan-Boltzmann o = 5.670367(13) x 10 8kg-s 2 - K

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Para la Parte A, definimos la masa de un cilindro enteramente de madera y la masa adicional
introducida por el metal:

2 2
my = mp1rihy, Am = M —my = w(ps — p1)r3he.
Para la Parte B, escribimos {2 = w,, y elegimos +x en el sentido de rotacion de la estacion y +y

hacia su centro.

e A1

r18in ©
sing |
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e B.7 Una cota inferior rigurosa es

H>R<1— > ~ 0.8428R|.

V14 4m2?
El primer retorno exacto a la base de la torre se produce para

|H,in ~ 0.8716R|

e B.8Cona = 2Qd/w,

z(t) = a[wt — sin(wt)] | y(t) = —dcos(wt) |.

La trayectoria consta de arcos cicloidales sucesivos, con cuspides en (27ma, —d), puntos
de retorno superiores en ((2n + 1)7ma, d) y separacion horizontal 27a. La amplitud vertical
esd.

L

Solucion
A1

Sea P el punto de contacto con la base inclinada. Tanto la fuerza normal como el rozamiento estéatico
acttian en P, por lo que no ejercen momento respecto a P. Por tanto, el equilibrio estatico exige que la
recta vertical que pasa por el centro de masas C' pase también por P.

El centro de masas se encuentra sobre S B. Utilizando los dngulos indicados en la Figura 2, los
desplazamientos horizontales de Py C respecto a S son, respectivamente,

Tp—xg=7r18n0, xc — g = bsin ¢.
Por consiguiente,
Mg (bsing — r1sin®) = 0,

y, por tanto,

r1sin ©

b= sin ¢

El equilibrio estable corresponde a la rama con cos ¢ > 0. En particular, la inclinaciéon debe ser
suficientemente pequefia para que r; sin © < b; la igualdad corresponde a la configuracion limite, sin
efecto restaurador.

A.2

La suspension mantiene fijo el eje S. La gravedad actta en C, a una distancia b de este eje, y produce
el momento restaurador

Tsg = —Mgbsin p.
Por tanto, la ecuacién del movimiento de rotacién es

Isp = —Mgbsin p.
Para |¢| < 1, utilizamos sin ¢ ~ ¢:

Mgb
c,5+—g ¢ =0.
Is
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Se trata de un movimiento armdnico simple con
o\ 2 Mgb
T N Ig °

_Mng2
- A4x? |

Asi,

Ig

donde la aceleracion gravitatoria proporcionada es g = 9.81 ms2.

A.3

Representamos la distribucién real de densidad como la suma de:

1. Un cilindro completo de madera, de masa
2
my = 77017“1’11,

centradoen S.
2. Un disco adicional de densidad ps — p1, centrado en B, con masa

2
Am = m(py — p1)rahy = M — my.
Esto tiene en cuenta la madera que se retiré antes de introducir el metal.

Tomando el primer momento de la masa respecto a .5,
Mb = mo(0) + Amd.

Se deduce que

d— Mb Mb B Mb
Am M — ﬂ'plr%hl m(p2 — pl)rghz '

A4

El cilindro completo de madera aporta
1 2
Iwood - Em()rl-

El disco adicional tiene un momento de inercia %Am r% respecto a su propio eje de simetria. Por el
teorema de los ejes paralelos, su contribucion respecto a S es

1
Iadditional = E Am ’l"% -+ Am d2.

Por tanto,

1 1
Is = Emor% + EAmrg + Am d>.

Sustituyendo d = Mb/Am, se obtiene

M?b?
m

1 1
IS = Emo’l"% -+ EA’I’I’L’I‘% +

A.5

Igualando las expresiones de Ig de A.2 y A.4,
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Despejando r%,

Tomando la raiz positiva,

. MgbT?  mori  2M2b2
2 = -

omAm  Am  (Am)?|

La relacion entre las masas determina entonces el espesor:

B Am
m(ps — p1)r3

hy

Aquimg = 7Tp1’l"%h1 y Am = M — my, por lo que todas las magnitudes del segundo miembro son
conocidas o medidas. Unas medidas fisicamente coherentes deben dar un radicando positivo y
satisfacerd + ro < r1y hs < h;.

B.1

Un astronauta en reposo respecto al aro describe una circunferencia de radio R. La aceleracion
centripeta necesaria es

a. = w2, R.

La fuerza normal que proporciona esta aceleracion se percibe como el peso del astronauta. Para
igualar la aceleracion en la Tierra, se requiere

wisR = JdE.

Asi,
98
“~VR

En lo que sigue, escribimos {2 = w,,.
B.2

Sea y el desplazamiento hacia arriba desde la posicion de equilibrio del muelle. La gravedad constante
modifica el alargamiento de equilibrio, pero su fuerza constante se cancela al escribir la ecuacién
respecto al equilibrio:

my = —ky.
Por tanto,
k
WgE = —
m
B.3

Utilizamos el sistema de referencia giratorio y tomamos y dirigido radialmente hacia dentro desde el
equilibrio. Si el radio de equilibrio es 7, el radio instantaneo es 7y — y.
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La fuerza centrifuga actua hacia fuera y su médulo es
2
mQ*(ro — y).

La fuerza del muelle dirigida hacia dentro disminuye en ky cuando la masa se desplaza hacia dentro
una distancia y. En el equilibrio, su valor F} satisface

Fo = mQ2r0.
Por tanto, la ecuacién de movimiento en el sentido hacia dentro es
mij = (Fy — ky) — mQ*(ro —y) = —(k — mQ?)y.

La restriccion horizontal compensa la fuerza de Coriolis, por lo que esta no modifica la ecuacién radial.

w:\/ﬁ_m:¢£_9_¢
m m R

Para que haya oscilaciones, se requiere k/m > 02

Por ello,

B.4

Sea Mg la masa de la Tierra. La ley de gravitacién de Newton da

GMy
h)= —2E
95(h) = Ty
Como gg = GMg/RZ%,
h -2
h) — 14+t
a5() =9z (1+ )

Sea hy la altura de equilibrio, y sea y el desplazamiento hacia arriba desde el equilibrio. Tras restar el
balance de fuerzas en el equilibrio,

mij = —ky — m[ggp(ho +y) — g(ho)]-

Dentro de la aproximacion lineal,
gs(ho +y) — gu(ho) ~ ——5—v.

Asi,

de donde se obtiene

La gravedad disminuye con la altura, por lo que un desplazamiento hacia arriba reduce la fuerza
gravitatoria dirigida hacia abajo. Esto debilita la fuerza restauradora neta y disminuye la frecuencia.
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B.5

Igualando los cuadrados de las frecuencias de B.3 y B.4,

k98 _k 298
Por tanto,
p_ e
2
B.6

Elegimos +x en el sentido de rotacion de la estacidon y 4y hacia dentro, hacia su centro. Con esta
convencion, las componentes de la aceleracion de Coriolis son

ace = 27, acy = —2Q%.
Para una torre de poca altura, aproximamos la aceleracion hacia abajo por la constante gg = O2R. La

pequefia desviacion horizontal permite despreciar su efecto sobre la caida vertical. Al soltar la masa
desde el reposo,

1 )
y(t) = H — 59Et2, y = —ggt.

El instante de impacto es
. 2H
f 9 :

La ecuacion horizontal pasa a ser
& = 2Qy = —2Qgxgt.
Utilizando z(0) = #(0) = 0, la integracién da
1
& = —Qgpt?, x = —gﬂgEt?’.
En el instante del impacto,

v, = —Qgpt: = —2QH|,

d, = —lﬁgEt?’ _ 2om 22|
3 3 gE

Utilizando Q2 = gr/R,

PR \/ H
T 3 R |
La masa cae detrds de la torre, en el sentido opuesto al de rotacion. La condicién de coherencia es

da] _ 2\/5\/?«1
H 3 VR 7

como cabe esperar para H < R.
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B.7

Para una torre alta, utilizamos un sistema de referencia inercial y la geometria circular completa. La
aproximacion de aceleracion constante de B.6 deja de ser aplicable.

Sea

r=R-H
la distancia del punto de suelta al centro de la estacion, con 0 < r < R. Elegimos las coordenadas
inerciales de modo que la masa se suelte en (7, 0), con velocidad tangencial (0, Qr).

Tras soltarla, ninguna fuerza real actla sobre la masa, por lo que su trayectoria es una linea recta:
X(t) =r, Y(t) = Qrt.

Alcanza el aro por primera vez cuando

X*+Y? =R
Escribiendo u = Qtf, se obtiene
R?
r?(1 +u?) = R?, u=4/— — 1.
r2
En el instante del impacto, la posicidn angular de la masa es
™
a = arctan u, 0<a<5,

mientras que la base de la torre ha girado un angulo u.

Para que la masa impacte en la base de la torre, sus angulos deben coincidir médulo 27r:
u — arctanu = 27mn.

Parau > 0, se cumple u > arctan u, por lo que n = 0 no puede dar una altura de torre distinta de
cero. Por tanto, n > 1, lo que implica

u = 27 + arctanu > 2.

Por consiguiente,

R? 9 R
—2—1>47T, r e
r V1 + 4x?
ComoH=R-—r,
H>R(1 1 ) 0.8428R
Vitam2) '

Para la estacidn identificada en B.5, esto equivale a H > 0.4214Rpg.
También puede obtenerse la menor altura para un retorno exacto. La funcion
f(u) = u — arctanu
es estrictamente creciente para u > 0, porque
2
Uu
!
u) = ——

Por tanto, el primer retorno corresponde an = 1. Al resolver

> 0.

u1 — arctanwu; = 27
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se obtiene
uy ~ 7.72525.

Por tanto,

1
H,;;,,=R|1— —— | ~0.871625R|.
1/1+u%

Este valor més preciso es coherente con la cota inferior solicitada.

B.8

Seguimos tomando +x en el sentido de rotacién y +y hacia dentro. El soporte que se desliza
libremente no proporciona ninguna fuerza restauradora horizontal.

Utilizamos la aproximacién local de suelo plano y, como se indica en el enunciado, despreciamos la
fuerza de Coriolis en la direccion y generada por el movimiento horizontal. La ecuacion vertical sigue
siendo

k
§+ w’y =0, wr=——0%

Las condiciones iniciales son

Por ello,

y(t) = —dcos(wt) |

El movimiento horizontal se debe a la fuerza de Coriolis asociada a la velocidad vertical:
& = 2Qy.
Integrando una vez,
& = 2Q[y(t) — y(0)] = 2Qd[1 — cos(wt)].

Integrando de nuevo,

sin(wt
2(t) = 20d [t - L} .
w
Para describir el esbozo, definimos
2Qd 2
a=—-, T = wt, p=T
w w
Entonces
z = a(r —sinT), y= —dcosT.

Esta es una cicloide cuyas coordenadas horizontal y vertical estan escaladas de forma independiente.

Un arco completo contiene los siguientes puntos:

Tiempo z/a y/d Caracteristica
0 0 —1 Cduspide inicial; masa en reposo
P/4 w/2—1 0 Paso ascendente por la altura de equilibrio
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Tiempo z/a y/d Caracteristica
P/2 T 1 Punto mas alto; tangente horizontal
3P/4 3r/2+4+1 0 Paso descendente por la altura de equilibrio

P 2r  —1 Siguiente cuspide; masa momentaneamente en reposo

El esbozo completo consta de estos arcos repetidos hacia valores crecientes de x:

e Laamplitud vertical es d, y y varia entre —d y +d.
e |as cuspides se encuentran en (27ma, —d), con tangentes limite verticales.
e Los puntos de retorno superiores se encuentran en ((2n + 1)ma, d), con tangentes horizontales.

e |adistancia entre cuspides sucesivas es
47Qd
L =2ma = ——-.

e Como
z = 2Qd(1 — coswt) > 0,
la trayectoria avanza continuamente en +x, sin bucles.

¢ La velocidad media de deriva horizontal es 2€2d; la oscilacién horizontal respecto a esa deriva
uniforme tiene amplitud a.

Estas expresiones son aplicables mientras sigan siendo validas la omision indicada de la fuerza de

Coriolis vertical y la aproximacion local de suelo plano.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 2: Dinamica no lineal en circuitos eléctricos

[

Lea las instrucciones generales que se encuentran en el sobre separado antes de comenzar este
problema.

Introduccion

Los elementos semiconductores no lineales biestables (por ejemplo, los tiristores) se utilizan
ampliamente en electrénica como interruptores y generadores de oscilaciones electromagnéticas.
El principal campo de aplicacién de los tiristores es el control de corrientes alternas en electrénica
de potencia, por ejemplo, la rectificacion de corriente alterna a corriente continua a escala de
megavatios. Los elementos biestables también pueden servir como sistemas modelo de
fendmenos de autoorganizacion en fisica (este tema se aborda en la parte B del problema),
biologia (véase la parte C) y otros campos de la ciencia no lineal moderna.

Objetivos

Estudiar las inestabilidades y la dindmica no trivial de circuitos que incluyen elementos con
caracteristicas I — V no lineales. Descubrir posibles aplicaciones de estos circuitos en ingenieria
y en la modelizacién de sistemas bioldgicos.
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Parte A. Estados estacionarios e inestabilidades (3 puntos)

La Fig. 1 muestra la denominada caracteristica I — V' en forma de S de un elemento no lineal X.
En el intervalo de tensiones comprendido entre Uy, = 4.00 V (la tensién de mantenimiento) y
Uin = 10.0 V (la tension umbral), esta caracteristica I — V' es multivaluada. Por simplicidad, se
ha elegido que la grafica de la Fig. 1 sea lineal por tramos (cada rama es un segmento de recta).
En particular, la recta de la rama superior pasa por el origen si se prolonga. Esta aproximacién
describe bien los tiristores reales.

10

U [V]

Figura 1: Caracteristica I — V del elemento no lineal X.
A.1— 0.4pt

Utilizando la gréfica, determine la resistencia R, del elemento X en la rama superior de la
caracteristica I — V', y R en la rama inferior, respectivamente. La rama intermedia se describe
mediante la ecuacion

I=1I—

Rint . L

Halle los valores de los parametros Iy y R;p;.

El elemento X esta conectado en serie (véase la Fig. 2) con una resistencia R, una bobina Ly
una fuente ideal de tensién £. Se dice que el circuito se encuentra en un estado estacionario si la
corriente es constante en el tiempo, I(t) = const.

R L
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Figura 2: Circuito con el elemento X, la resistencia R, la bobina L y la fuente de tensién £.
A.2 —1pt

¢Cuales son los posibles nimeros de estados estacionarios que puede tener el circuito de la Fig.
2 para un valor fijo de £y para R = 3.00 2? ;:Cémo cambia la respuesta para R = 1.00 2?

A.3 — 0.6pt

Sean R =3.0012, L =1.00 uHy & = 15.0 V en el circuito mostrado en la Fig. 2. Determine los
valores de la corriente Igationary Y d€ la tension Viiagionary €n el elemento no lineal X en el estado
estacionario.

El circuito de la Fig. 2 se encuentra en el estado estacionario con I(t) = stationary- S€ dice que
este estado estacionario es estable si, tras una pequena desviacién (un aumento o una
disminucion de la corriente), la corriente vuelve hacia el estado estacionario. Si el sistema sigue
alejandose del estado estacionario, se dice que es inestable.

A.4 —1pt

Utilice los valores numéricos de la pregunta A.3 y estudie la estabilidad del estado estacionario
con I(t) = Isationary- ¢ES estable o inestable?

Parte B. Elementos no lineales biestables en fisica: transmisor de radio (5 puntos)

Ahora investigamos una nueva configuracién del circuito (véase la Fig. 3). Esta vez, el elemento
no lineal X esta conectado en paralelo con un condensador de capacidad C' = 1.00 uF. Este
conjunto se conecta a su vez en serie con una resistencia de valor R = 3.00 2 y una fuente ideal
de tension constante de valor £ = 15.0 V. Resulta que este circuito presenta oscilaciones en las
gue el elemento no lineal X salta de una rama de la caracteristica I — V a otra a lo largo de un
ciclo.

|_

C

Figura 3: Circuito con el elemento X, el condensador C, la resistencia R y la fuente de tension &.
B.1— 1.8pt

Dibuje el ciclo de oscilacion en la grafica I — V, indicando su sentido (horario o antihorario).
Justifique su respuesta con ecuaciones y esquemas.

B.2 — 1.9pt

Halle expresiones para los tiempos t; y t5 que el sistema pasa en cada rama de la grafical — V
durante el ciclo de oscilacion. Determine sus valores numeéricos. Halle el valor numérico del
periodo de oscilacion T suponiendo que el tiempo necesario para los saltos entre las ramas de la
grafica I — V es despreciable.
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B.3 — 0.7pt

Estime la potencia media P disipada por el elemento no lineal a lo largo de una oscilacion. Basta
con un orden de magnitud.

El circuito de la Fig. 3 se utiliza para construir un transmisor de radio. Para ello, el elemento X se
conecta a un extremo de una antena lineal (un hilo largo y recto) de longitud s. El otro extremo del
hilo esta libre. En la antena se forma una onda electromagnética estacionaria. La velocidad de las
ondas electromagnéticas a lo largo de la antena es la misma que en el vacio. El transmisor utiliza
el armonico fundamental del sistema, cuyo periodo es el T' de la pregunta B.2.

B.4 — 0.6pt
¢Cual es el valor éptimo de s, suponiendo que no puede superar 1 km?
Parte C. Elementos no lineales biestables en biologia: neuristor (2 puntos)

En esta parte del problema consideramos una aplicacién de los elementos no lineales biestables a
la modelizacion de procesos bioldgicos. Una neurona del cerebro humano tiene la siguiente
propiedad: cuando se excita mediante una sefial externa, realiza una Unica oscilacion y después
vuelve a su estado inicial. Esta caracteristica se denomina excitabilidad. Gracias a esta propiedad,
los pulsos pueden propagarse por la red de neuronas acopladas que constituyen los sistemas
nerviosos. Un chip semiconductor disefiado para imitar la excitabilidad y la propagacién de pulsos
se denomina neuristor (de neurona y transistor).

Intentamos modelizar un neuristor sencillo utilizando un circuito que incluye el elemento no lineal
X que hemos investigado anteriormente. Para ello, la tension £ del circuito de la Fig. 3 se reduce
al valor &’ = 12.0 V. Las oscilaciones cesan y el sistema alcanza su estado estacionario. A
continuacion, la tensién se aumenta rapidamente de nuevo hasta el valor £ = 15.0 V y, tras un
intervalo de tiempo 7 (con 7 < T)), se fija otra vez en el valor £’ (véase la Fig. 4). Resulta que
existe un cierto valor critico T¢it, Y el sistema presenta comportamientos cualitativamente
diferentes para 7 < Tt Y Para T > Terit-

16

15

E[V] 14

13

12

to o+ T

11

W

Figura 4: Tension de la fuente en funcion del tiempo.
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C.1—1.2pt

Esboce las graficas de la dependencia temporal de la corriente IX(t) en el elemento no lineal X

C.2 — 0.6pt

Halle la expresion y el valor numérico del tiempo critico 7;it para el que cambia el
comportamiento.

C.3 —0.2pt

¢Es el circuito con 7 = 1.00 x 10~ s un neuristor?

Hoja general de datos

Velocidad de la luz en el vacio c = 299792458 m -s !

P bilidad del vaci tant
ermeabilidad del vacio (constante 4rx 10 kg -m-A 2.5

magnética) Ho -
Permitividad del vacio (constante eléctrica) &g = 8.854187817 x 10712 A%.s*. kgf1 I
Carga elemental e = 1.6021766208(98) x 1079 A -5
Masa del electron me = 9.10938356(11) x 103 kg
MeV
—  0.5109989461(31) —
e
Masa del protén m, = 1.672621898(21) x 10 2" kg
M V

—  938.2720813(58) —

Masa del neutrén m, = 1.674927471(21) x 10~ *" kg
M V

= 039.565413 3(58) —
Unidad de masa atémica unificada u = 1.660539040(20) x 10> kg
Constante de Rydberg Ry = 10973731.568508(65) m !
Constante de gravitacion universal G = 6.67408(31) x 107 ' m3 . kg .52
Aceleracion de la gravedad (en Zurich) g = 98lm-s?
Constante de Planck h =  6.626070040 (81) x 10 3 kg - m? - s~
NUmero de Avogadro Ny = 6.022140857(74) x 1023 mol !
Constante molar de los gases R —  8.3144598(48) kg-m?-s72 - mol ' - K
Constante de masa molar M, = 1x102kg- -mol!
Constante de Boltzmann kg = 1.38064852(79) x 10 2 kg -m?2-s72-
Constante de Stefan-Boltzmann o = b5.670367(13) x 10 8 kg-s3-K*

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

o AR, =1.009, Ry = 10.0Q, I, = 6.00 A, R, = 2.00 Q.
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A.2: Para R = 3.00 €2, hay un estado estacionario. Para R = 1.00 €2, hay tres cuando
8.00 V < £ < 11.0V, dos en cualquiera de los extremos y uno en los demas casos, para
la tension no negativa de la fuente representada.

o A.3: Iationary = 3.00 A, Vitationary = 6.00 V.

A.4: Estable; las pequefas perturbaciones de corriente decaen exponencialmente con una

constante de tiempo de 1.00 us.
B.1: Antihorario. En coordenadas (U/V, Ix/A), el ciclo es

(4,0.4) — (10,1) — (10,10) — (4,4) — (4,0.4).
B.2: Definiendo £ en la rama inferior y 5 en la rama superior,

30 49

3
t1 = Eln o Hs= 3.67 us, ty = Zln 25 us = 2.41 ps,

T = 6.08 ps.

B.3: P es del orden de 10! W. La integracién dentro del modelo ideal da P = 17.3 W.
B.4:s = cT'/4 = 456 m.
C.1: Para 7 < Teit, la corriente experimenta una pequefia variacion continua desde

0.923 A, permanece por debajo de 1.00 A y vuelve a 0.923 A. Para 7 > Tcrit, produce un
Unico pico grande: un salto 1.00 — 10.0 A, un decaimiento hasta 4.00 A, un salto a
0.400 A y una recuperacién hasta 0.923 A.

e C.2:
30. 3
Terit — Eln 5 ps = 0.936 us.
e C.3:Si, porque 1.00 us > Teit, de modo que el pulso desencadena una excursion
completa.
L
Solucion

A1

La rama superior pasa por el origen al prolongarla y por (U, I) = (4.00 V,4.00 A). Por tanto,

U 4.00
ROH:TZMQ: 1.00 2.
La rama inferior pasa por el origen y por (10.0 V,1.00 A), lo que da
Ros =1(10.0 Q1.

La rama intermedia une (4.00 V,4.00 A) con (10.0 V,1.00 A), de modo que

L _100-400 A 0
Ry,  100-4.00 V '

Por lo tanto,

4.00V
Riny = 2.00 |, Ip =4.00 A + 25000 6.00 A |.

Aqui Rint es positivo; la resistencia diferencial de la rama intermedia es — Rint.
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A.2

Sea U la tensidn entre los terminales de X. La ley de tensiones de Kirchhoff da

e—RrI+U+1Y
=RI+U+ L.

En un estado estacionario,

E=RI+U.
Asi pues, los estados estacionarios son las intersecciones de la caracteristica con la recta de carga
I=(E-U)/R

De manera equivalente, utilizando la caracteristica en la forma U (),

(R+10.0 Q)I, 0<I<1.00A,
EI) ={12.0V+ (R—2.000Q)I, 1.00A <I<4.00A,
(R+1.00 Q)I, I>4.00A.

Para R = 3.00 €2, los tres tramos crecen con I. Se unen de forma continuaen £ = 13.0Vy16.0 V.
En consecuencia, cada tensidon no negativa de la fuente tiene exactamente un estado estacionario.

Para R = 1.00 2, el tramo intermedio decrece con I. Sus extremos se encuentran en
8(1.00 A) =110V, 5(4.00 A) =8.00 V.

El nimero de estados estacionarios distintos es, por tanto,

Tension de la fuente  Numero de estados estacionarios

0<€&€<800V 1
£E=8.00V 2
8.00V<E&<IIOV 3
E=11.0V 2
E>11.0V 1

En cualquiera de los limites, dos intersecciones con las ramas coinciden en un vértice de la
caracteristica y cuentan como un solo estado.

A3

Para R =3.00 2y £ = 15.0 'V, el estado estacionario se encuentra en la rama intermedia porque
13.0 < 15.0 < 16.0 V. Por tanto,

15-0 V — 12-0 V + (3-00 - 2.00) QIstationary.

Por lo tanto,
Istationary = 3.00 A |,
y
Vitationary = &€ — RIstationary = 6.00 V|.
A.4

Escribamos I = I,tionary + 0. Una perturbacion suficientemente pequefia permanece en la rama
intermedia, donde

eulersolve.org/ipho/2016/ 21/39



U — Rlnt(IO - I).

Al sustituir en la ley de Kirchhoff y restar la ecuacién del estado estacionario, se obtiene

d(o1)
W) _(R— Ry )L
T = (R Ru)
Asi,
SI(t) = 61(0) exp [-@t] .

Como R — R;,; = 1.00 ©2 > 0, la perturbacion decae. Por tanto, el estado estacionario es estable,
con un tiempo de relajacion

L  1.00uH

_ — 1.00 s
R— Rur 1000 HS

La resistencia diferencial positiva de la resistencia externa supera el médulo de la resistencia
diferencial negativa del elemento.

B.1

El condensador y X tienen la misma tensién U. La ley de corrientes de Kirchhoff da

E-U 7 +C’dU
rR ¥ dt’
o bien
ayu E-U
Cdt = 7 —Ix(U).

En una rama de resistencia r, Ix = U/r, de modo que

dU E 1 1
CE‘E‘(E*?)U'

En la rama inferior, la tension hacia la que se relajaria el circuito es

gRoff . 150
R+ Ry 13

Este valor supera U, = 10.0 V. En consecuencia, durante toda la parte del ciclo que transcurre en la
rama inferior, dU /dt > 0: el condensador se carga desde 4.00 hasta 10.0 V.

V =11.538... V.

Uoo,off -

En Uiy, la rama inferior termina. La tensidn del condensador no puede saltar, por lo qgue X conmuta
verticalmente en la grafica I — V:

(U,Ix)=(10.0V,1.00 A) — (10.0 V,10.0 A).
En la rama superior, la tension limite correspondiente es

ERon
Uso,on = RtR. 3.75 V.

Este valor esta por debajo de Uy = 4.00 V. Por tanto, dU/dt < 0: el condensador se descarga desde
10.0 hasta 4.00 V. En la tensidon de mantenimiento, la corriente salta de 4.00 a 0.400 A, de nuevo a
tension constante.

El esquema solicitado tiene, por tanto, estos segmentos sucesivos:
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Segmento Movimientoenelplanol — V

Desde (4.00 V,0.400 A) hacia la derecha y ligeramente hacia arriba

Rama inferior
e hasta (10.0 V, 1.00 A)

Conmutacién en el umbral Verticalmente hacia arriba hasta (10.0 V,10.0 A)

Rama superior Hacia la izquierda y hacia abajo hasta (4.00 V,4.00 A)

Conmutacion en la tensién de
Verticalmente hacia abajo hasta (4.00 V,0.400 A)

mantenimiento

El sentido es antihorario.

El equilibrio en la rama intermedia es inestable en este circuito con condensador. En efecto, cerca de

U=6.00V,

C

d(8U) 1 1 sU
dt ( R R ) 6.00 €2

Las perturbaciones de tensién crecen, de modo que la rama intermedia no constituye una parte
sostenida del ciclo de oscilacion.

B.2

Para una rama de resistencia r, definimos

Rr Er
0, =C , Uy, = .
! R+r oor R+r
La ecuacion diferencial de B.1 se convierte en
dU o Uoo,r -U
dt 6,

cuya solucién es
U(t) = Usoy + (U(0) — Uooyr)e /%
Definimos t1 como el tiempo en la rama inferior y t2 como el tiempo en la rama superior.

Para la carga desde Uy, hasta Uyy,

Uoo,oft — Un
ti1 =0gIn | ——— | |.
! off < Uso,ott — Utn )
Aqui
30
Ootr = 13 M5
por lo que

13 10

, 30 (150/13-4) 30 49 o
= — usinn|\ ———————- = —IN — us = . S|.
! PSP\ 150/13 — 10 a a

Para la descarga desde Uiy, hasta Uy,

U - UOO on
ty = O, In (th—> .

Uh - Uoo,on

Como
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Oon = 0.750 us,

obtenemos

10.0 — 3.75 3
ty = 0.750 pusln

200375 ) = In 25 us =|2.41 us|.

4
Despreciando las duraciones de las conmutaciones,

T:t1+t2=6.08,us.

B.3

En cualquiera de las ramas conductoras, la potencia instantanea disipada en X es

U2
px =Ulx = o

Despreciamos la energia disipada durante las conmutaciones instantaneas ideales. Utilizando la
evolucién de la tensién deducida anteriormente, la energia disipada en cada rama es

9 Uth U2
W = 2 / U =232 u],

Rott Juy, Usptt —U
y
0 Ut 2
Won = RL;/Uh U——Uoo,ondUZSZ'?’“J'
Asi,

WOff + Won . 105-5 /J/J
T  6.0816 us

La estimacion del orden de magnitud solicitada es, por tanto,

P = =|17.3 W|.

P~10'W|

B.4
El armdnico fundamental emitido tiene una longitud de onda
A =cT = (299792458 ms')(6.08162 x 10 % s) = 1.82322 x 10° m.

En el modelo ideal de antena, el extremo libre es un nodo de corriente, mientras que una excitacion
eficiente sitla un antinodo de corriente en el extremo alimentado. La separacién entre ambos es un
multiplo impar de un cuarto de longitud de onda:

s:(2n+1)%, n=0,1,2,...

La longitud resonante mas corta es

s=2 =L _a56m|
4 4

La siguiente posibilidad es 3\ /4 = 1.37 km, que supera el limite. Por tanto, la longitud de un cuarto
de onda es la opcidn dptima permitida.

C1

Primero hallamos el estado estacionario inicial para £ = 12.0 V. Se encuentra en la rama inferior:
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g 12

I, = —=—A=|0.923A}
R+ Roff 13
120
Ur - Roff-[r =—V=1923V|
13
Seau =t — to. Antes del pulso, Ix = I,. Mientras la fuente estd a 15.0 V y el elemento permanece
en la rama inferior,
E E
Ix(u) = —— + ([ - ——— | e /0
X( ) R+ R ( ' R+R0ff) ’

0, numéricamente,

15 — 3e—u/bott
_ 5—3e A
13

La duracidn critica es el tiempo necesario para que esta corriente alcance 1.00 A, que corresponde a
U = Uip.

IX(U)

Para 7 < T.rit, la grafica presenta una pequeiia protuberancia continua:

e Antes de t, la corriente es constante e igual a 0.923 A.

e Durante el pulso, aumenta exponencialmente, con pendiente decreciente, pero permanece por
debajo de 1.00 A.

e Entg + 7, la corriente es continua y su pendiente cambia de signo.

e Después decae exponencialmente hasta volver a 0.923 A:

Ix(u) =1+ [IX(’T) — Ir}e*(“”)/'%ff, u > T,
No hay conmutacion entre ramas.
Para 7 > T4t la grafica contiene un Unico pico grande:
1. La corriente sigue inicialmente el mismo aumento gradual de 0.923 a 1.00 A.

2.Ent = ty + Tet, Salta verticalmente de 1.00 a 10.0 A.
3. A continuacién disminuye en la rama superior. Mientras la fuente permanece a 15.0 V,

Ix(u) =3.75 A +6.25 A g~ (v Tert)/fon

4. Al alcanzar 4.00 A, salta verticalmente a 0.400 A.
5. Posteriormente aumenta en la rama inferior y acaba aproximandose a 0.923 A desde abajo.

Si la fuente vuelve a 12.0 V mientras el elemento todavia esta en la rama superior, la corriente
permanece continua en ese instante, pero su decaimiento se hace mas rapido. Su expresion posterior
es

Ix(u) =3.00 A + [Ix(r) — 3.00 A]e (“"7)/%n

La asintota 3.00 A estd por debajo de la corriente de mantenimiento, por lo que la corriente
necesariamente alcanza 4.00 A y el elemento pasa al estado de baja conduccidn. Si esto ocurre en
u = ug, la recuperacion posterior es

Ix(u) = I, + (0.400 A — I;)e~(uua) /b,

Para un pulso mas largo, la conmutacién de la rama superior a la inferior puede ocurrir antes de que
termine el pulso. Si la fuente permanece a 15.0 V, esa conmutacion ocurre en
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U = Terit + t2 = 3.35 us.

La corriente se recupera entonces en la rama inferior con la fuente a 15.0 V hasta u = T, tras lo cual
se aproxima al estado de reposo correspondiente a 12.0 V. Los cambios de la fuente producen
cambios de pendiente, no cambios instantaneos en I x.

No puede haber un segundo pico durante el pulso prescrito: manteniendo 15.0 V, el segundo cruce
del umbral ocurririaenu = 7eit +1 > T > T.

C.2
Al alcanzarse la duracion critica, el condensador acaba de cargarse desde U, hasta Uyy:
—Teri 00
Un = Uoo,off + (Ur - Uoo,off)e +/ i

Despejando,

Uoo off — Ur
Terit = Boff In ( off ) .

Usooff — Ut

En funcidn de los pardmetros del circuito,

C’RROH l (5 - g/)Roff ]
In

Terit =

R+ R ERots — (R + Rogs)Upy

Numéricamente,

Terit —

30 150/13 — 120/13 30, 3
— psln = —In — us.
13 150/13 — 10 13 2

Por lo tanto,

et = 0.936 us |

Cc.3
El pulso especificado cumple
7 =1.00 pus > 7eit = 0.936 us, T<T.

Por tanto, desencadena la conmutacién a la rama superior. El circuito completa una gran excursién de
corriente y después vuelve a su estado estacionario original con la fuente a 12.0 V.

Si, el circuito se comporta como un neuristor.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 3: Gran Colisionador de Hadrones
[
Antes de comenzar este problema, lea las instrucciones generales que se encuentran en el sobre
aparte.

En este problema se estudia la fisica del acelerador de particulas LHC (Gran Colisionador de
Hadrones) del CERN. EI CERN es el mayor laboratorio de fisica de particulas del mundo. Su
principal objetivo es comprender las leyes fundamentales de la naturaleza. Dos haces de
particulas se aceleran hasta alcanzar energias elevadas, se guian a lo largo del anillo del
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acelerador mediante un intenso campo magnético y después se hacen colisionar entre si. Los
protones no se distribuyen uniformemente a lo largo de la circunferencia del acelerador, sino que
se agrupan en los llamados paquetes. Las particulas producidas en las colisiones se observan
mediante grandes detectores. En la tabla 1 se presentan algunos parametros del LHC.
Anillo del LHC

Circunferencia del anillo 26659 m

Numero de paquetes por haz de protones 2808

Numero de protones por paquete 1.15 x 101

Haces de protones

Energia de los protones 7.00 TeV

Energia en el sistema del centro de masas 14.0 TeV

Tabla 1: Valores numéricos tipicos de los pardmetros relevantes del LHC.

Los fisicos de particulas utilizan unidades convenientes para la energia, el momento lineal y la
masa: la energia se mide en electronvoltios [eV]. Por definicion, 1 eV es la cantidad de energia
que adquiere una particula con carga elemental, e, al atravesar una diferencia de potencial de un
voltio (1eV = 1.602 - 10~ *° kg m?s~2).

El momento lineal se mide en unidades de eV /c y la masa en unidades de eV /c?, donde c es la
velocidad de la luz en el vacio. Dado que 1 eV es una cantidad de energia muy pequefa, los
fisicos de particulas suelen utilizar MeV (1 MeV = 10%eV), Gev (1 GeV = 10% eV) o TeV (

1 TeV = 102 eV).

La Parte A trata de la aceleracion de protones o electrones. La Parte B se ocupa de la
identificacion de las particulas producidas en las colisiones en el CERN.

Parte A. Acelerador LHC (6 puntos)
Aceleracion:

Suponga que los protones se han acelerado mediante una tensién V' de modo que su velocidad
es muy proxima a la de la luz, y desprecie cualquier pérdida de energia debida a la radiacién o a
las colisiones con otras particulas.

A.1—0.7pt

Halle la expresidn exacta de la velocidad final v de los protones en funcién de la tensiéon de
aceleracion V' y de las constantes fisicas.

El disefio de un futuro experimento en el CERN prevé utilizar los protones del LHC y hacerlos
colisionar con electrones de energia 60.0 GeV.

A.2 — 0.8pt

Para particulas de energia elevada y masa pequefia, la desviacion relativa A = (c = v)/c de la
velocidad final v respecto a la velocidad de la luz es muy pequefia. Halle una aproximacién de
primer orden para A y calcule A para electrones con una energia de 60.0 GeV utilizando la
tension de aceleraciéon V' y las constantes fisicas.

Volvamos ahora a los protones del LHC. Suponga que el tubo del haz tiene forma circular.
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A.3 —1.0pt

Deduzca una expresion para la densidad de flujo magnético uniforme B necesaria para mantener
el haz de protones en una trayectoria circular. La expresion debe contener Unicamente la energia
de los protones E, la circunferencia L, constantes fundamentales y nimeros. Puede utilizar
aproximaciones adecuadas si su efecto es menor que la precisidon correspondiente al menor
numero de cifras significativas de los datos.

Calcule la densidad de flujo magnético B para una energia de los protones de £ = 7.00 TeV,
despreciando las interacciones entre los protones.

Potencia radiada:

Una particula cargada acelerada emite energia en forma de ondas electromagnéticas. La potencia
radiada P,,q por una particula cargada que describe una trayectoria circular con velocidad
angular constante depende Unicamente de su aceleracién a, su carga g, la velocidad de la luz c y
la permitividad del vacio €.

A.4 —1.0pt
Utilice el anélisis dimensional para hallar una expresion de la potencia radiada P;aq.

La férmula real de la potencia radiada contiene un factor 1/(67); ademas, una deduccion
relativista completa introduce un factor multiplicativo adicional 74, cony=(1-— v2/cz)_1/2.

A.5 — 1.0pt

Calcule P,, la potencia total radiada por el LHC, para una energia de los protones de
E = 17.00TeV (consulte la tabla 1). Puede utilizar aproximaciones adecuadas.

Aceleracion lineal:

En el CERN, los protones inicialmente en reposo se aceleran mediante un acelerador lineal de
longitud d = 30.0 m, atravesando una diferencia de potencial de V' = 500 M'V. Suponga que el
campo eléctrico es homogéneo. Un acelerador lineal consta de dos placas, como se muestra
esquematicamente en la figura 1.

A.6 — 1.5pt

Determine el tiempo 1" que tardan los protones en atravesar este campo.

A
o
A 4

Figura 1: Esquema de un moédulo acelerador.
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Parte B. Identificacion de particulas (4 puntos)
Tiempo de vuelo:

Es importante identificar las particulas de alta energia generadas en la colisién para interpretar el
proceso de interaccion. Un método sencillo consiste en medir el tiempo (t) que necesita una
particula de momento lineal conocido para recorrer una longitud [ en un detector denominado de
tiempo de vuelo (ToF). En la tabla 2 se enumeran algunas particulas tipicas identificadas en el
detector, junto con sus masas.

Particula Masa [MeV/c?]

Deuterdn 1876
Proton 938
Kaon cargado 494
Pién cargado 140
Electrén 0.511

Tabla 2: Particulas y sus masas.

mass m

momentum p

y
L)X time t; length/ time t,

Figura 2: Vista esquematica de un detector de tiempo de vuelo.

B.1— 0.8pt

Exprese la masa de la particula m en funciéon del momento lineal p, la longitud de vuelo [ y el
tiempo de vuelo t, suponiendo que las particulas tienen carga elemental e, se desplazan con una
velocidad proxima a c¢ siguiendo trayectorias rectas en el detector ToF y se mueven
perpendicularmente a los dos planos de deteccion (véase la figura 2).

B.2 — 0.7pt

Calcule la longitud minima [ de un detector ToF que permita distinguir con seguridad un kadn
cargado de un pién cargado, si el momento lineal medido de ambos es 1.00 GeV/c. Para una
buena separacidn, se requiere que la diferencia entre los tiempos de vuelo sea mayor que tres
veces la resolucion temporal del detector. La resolucidn tipica de un detector ToF es 150 ps (
1ps =10"1%25).

A continuacidn, las particulas producidas en un detector tipico del LHC se identifican en un
detector de dos etapas, compuesto por un detector de trazas y un detector ToF. La figura 3
muestra el montaje en los planos transversal y longitudinal respecto a los haces de protones.
Ambos detectores son tubos que rodean la region de interaccion, y el haz pasa por el centro de
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los tubos. El detector de trazas mide la trayectoria de una particula cargada que atraviesa un
campo magnético cuya direccion es paralela a los haces de protones. El radio r de la trayectoria
permite determinar el momento lineal transversal pT de la particula. Como se conoce el instante
de la colisién, el detector ToF solo necesita un tubo para medir el tiempo de vuelo (el tiempo
transcurrido entre la colisién y la deteccion en el tubo ToF). Este tubo ToF se sitla justo fuera de
la cdmara de trazas. Para este problema puede suponer que todas las particulas creadas en la
colisidn se desplazan perpendicularmente a los haces de protones, lo que significa que las
particulas creadas no tienen momento lineal en la direccion de los haces de protones.

y , y 2)
T_)X ® ) 7 . (1)
X (4)

(5)—> (3 «—0

(4)

(1)
transverse plane cross section of the
longitudinal view at the center
of the tube along the beamline

1) - ToF tube

2) - track

3) - collision point
4) - tracking tube
(5) - proton beams
® - magnetic field

o~ — — —

Figura 3: Montaje experimental para la identificaciéon de particulas mediante una cdmara de trazas
y un detector ToF. Ambos detectores son tubos que rodean el punto de colisidn situado en el
centro. lzquierda: vista transversal perpendicular a la linea del haz. Derecha: vista longitudinal
paralela a la linea del haz. La particula se desplaza perpendicularmente a la linea del haz.

B.3 — 1.7pt

Exprese la masa de la particula en funcién de la densidad de flujo magnético B, el radio R del
tubo ToF, las constantes fundamentales y las magnitudes medidas: el radio r de la traza y el
tiempo de vuelo .

Hemos detectado cuatro particulas y queremos identificarlas. La densidad de flujo magnético en
el detector de trazas era B = 0.500 T. El radio R del tubo ToF era 3.70 m. Estas son las medidas
(Ins = 107° s):
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Particula

A
B
@
D
B.4 — 0.8pt

Hoja de datos generales

Velocidad de la luz en el vacio

Permeabilidad del vacio (constante
magnética)

Carga elemental

Masa del electrén
Masa del protén
Masa del neutrén

Unidad de masa atdmica unificada
Constante de Rydberg

Constante de gravitacion universal

Constante de Planck

NuUmero de Avogadro
Constante molar de los gases
Constante de masa molar
Constante de Boltzmann

Constante de Stefan-Boltzmann

eulersolve.org/ipho/2016/

Radio de la trayectoria r [m]

5.10
2.94
6.06
2.31

Permitividad del vacio (constante eléctrica)

Aceleracion de la gravedad (en Zurich)

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

@

Ko

€0
e

Me

mn

o]

> e Qe

2

A

g%

kg

g

Tiempo de vuelo ¢ [ns]

20
14
18
25

Identifique las cuatro particulas calculando sus masas.

= 299792458 m - s !

=4rx10 "kg-m-A~2.572

= 8.854187817 x 10 12A%.s% . kg ! - m3

=1.6021766208(98) x 10 Y A - s

=9.10938356(11) x 10 3 kg

MeV
o

= 0.510998 946 1(31)

=1.672621898(21) x 10 *" kg

MeV
.

= 938.272081 3(58)

=1.674927471(21) x 10 " kg
MeV

c2
= 1.660539040(20) x 10 *" kg
= 10973 731.568 508(65) m !

— 939.565 413 3(58)

= 6.67408(31) x 10 ' m?3 - kgL - 52

=98lm-s2

= 6.626070040(81) x 10 ** kg -m? - s~ !

= 6.022140857(74) x 10 mol !

= 8.3144598(48) kg - m? - s 2 -mol ' - K1

=1x10%kg- mol

= 1.38064852(79) x 10 Bkg-m? - s 2. K1

= 5.670367(13) x 10 8kg-s3 - K4
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Respuestas

A.1: Para una aceleracion desde el reposo,

-2 2 .4
A:l(l—l— eV) m?c

2 mc? T 2e2V2°

Para los electrones de 60.0 GeV,

A =3.63 x 107,

e A3
B= 2" B i ™ g5t
~ ecL M = ool '
e AA4
2 2
Pradzcﬂa
€0C3

donde el andlisis dimensional no permite determinar la constante adimensional C.

e A.5: Incluyendo ambos haces de protones,

| Pt = 5.12kW.
e A.G
e Ll PPE e e e
= —{[1+—— =218 s = 0.218 ps.
e B1

e B.2: La longitud umbral es

[t = 1.27739... m. |

El criterio estricto de separacion indicado exige [ > [it, lo que da una longitud minima
practica de aproximadamente [1.28 m |.

B.3:

_eBr \/[ ct : -1
W= 2rarcsin(R/(2r)) |
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e B.4: A: protén, m ~ 0.94 GeV /c?; B: pién cargado, m ~ 0.14 GeV /c?; C: protén,

m ~ 0.94 GeV /c?; D: kaén cargado, m ~ 0.50 GeV /c2.

Solucion
A1

Para un protén acelerado desde el reposo, la conservacién de la energia da
1

V1 —v2/c2‘

eV=K= (7_1)mpc27 Y=

Por tanto,
eV

myc

—2
UZC\/1—<1—|— eV2) .
mpc

y=1+ 5

Despejando v,

Esta expresion es exacta bajo la hipdtesis de una aceleracidon desde el reposo sin pérdidas de energia.

A.2

Para una particula de masa m,
v
A=1——=1-— 1—7_2.
C

A energias elevadas, 7_2 < 1. Utilizando el desarrollo de primer orden
T
V1—$:1—5+0($2),

obtenemos

1
A= — -4,
52 +0(y ™)

En funcidn de la tensién de aceleracion,

1 eV \ 2
A_5(1+mc2) .

Cuando eV > mc2, esta expresion se reduce ademas a

m2c?

 2e2y2’

De manera equivalente, utilizando la energia total Z = ’ymc2,

2
1 ( mc?
A~ — .
2 E
Para los electrones,

mec® = 0.5109989461 MeV, E = 60.0 GeV = 6.00 x 10* MeV,
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de modo que

1 <0.5109989461 > 2

—13.63 x 10711 |.

A~ —
2\ 6.00 x 10*

A3

Sea el radio de la orbita circular

L

P:%-

La fuerza magnética cambia la direccion del momento lineal relativista, manteniendo constante su

modulo. Para el movimiento circular uniforme,

dp
dt
Igualando esta expresion a la fuerza magnética,
v
evB = p—,
p
se obtiene
B=2
ep

La relacidn relativista entre la energia y el momento lineal es
E? = p2c? + mg ct

donde F es la energia total del protdn. Por tanto,

2 _
ecL\/E mc

Para E = 7.00 TeV,
mpc? 938.2720813 MeV

— ~1.34 x 10°*

E 7.00 x 10 MeV

Sustituir pc por E introduce una correccion relativa de tan solo

2 2
l("‘pc ) ~ 8.98 x 1077,

2 E
muy inferior a la precision de la energia dada. Por consiguiente,
27E
~ ecL’

Utilizando E = 7.00 x 10*%eJ,
27(7.00 x 10'?)

B~ T =|550T]

(299792458)(26659)
A.4
Escribimos

P.q= anaﬂc‘sso,

eulersolve.org/ipho/2016/

34 /39



donde C' es adimensional. Utilizando la masa, la longitud, el tiempo y la carga como dimensiones
fundamentales,

[P]=ML’T, [q)=Q, [a)=LT"% |[J=LT",

[e0] = Q*T*M L3,
Igualando los exponentes se obtiene
—n=1, a+2n=0,
B+06—3n=2, —2B— 0+ 2n= -3.

Por tanto,

En consecuencia,

2.2
q-a
Poa=CL2.
EpC

El andlisis dimensional determina la dependencia respecto de las magnitudes fisicas, pero no permite

determinar C.

A.5

Incluyendo el factor numérico y la correccion relativista especificados en el enunciado, un proton radia

una potencia

22,4

P = ZWZOZZ* )

Para el movimiento circular,
v? c? L E
a:72?’ P=9r 7_mpcz
Por consiguiente,
P~ e’c ( E )4.

6megp? \ mpc?

Numéricamente,
p = 262(;_59 m = 4242.91 m, ¥ = % = 7460.52.

Al sustituir se obtiene

P, ~ 793 x 1072 W.

Hay dos haces, cada uno de los cuales contiene 2808 paquetes con 1.15 x 10! protones por
pagquete. Por tanto, el nimero total de protones es

N = 2(2808)(1.15 x 10™) = 6.4584 x 10™.
Sumando las potencias radiadas individuales,

Pt = NP, ~ 5.12467 x 10° W.

Por tanto,
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| P,y = 5.12kW. |

A.6

El campo eléctrico homogéneo tiene un médulo V/d, por lo que la fuerza sobre un protén es

constante:
eV
F=—.
d
En el régimen relativista, la ecuacién de movimiento es
d
P _F
dt

Como el protén parte del reposo,

pt = FT, T:%.

El trabajo realizado a lo largo del acelerador es eV, lo que da una energia total final

Er = mp02 + evV.

prc =/ B} —m2ct = \/(eV)2 + 2eVmypc?.

Combinando estas expresiones,

Por tanto,

d
T =——4/(eV)? + 2eVm,c?
e (eV)? 4 2eVm,c?,

o bien

d 2mypc?
+
c eV

Aqui eV = 500 MeV. Por tanto,

300 \/ 2(938.2720813)
~ 209792458 500

El uso de una fuerza constante, en lugar de una aceleracion constante, tiene en cuenta la variacion

s=12.18 x 10 " s|.

relativista de la velocidad.
B.1

Para la trayectoria rectilinea,

El momento lineal relativista satisface

p=ymv =

Despejando m,
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Por tanto,

Esta expresion es exacta; no se necesita ninguin desarrollo en tornoa v = c.
B.2

Al despejar el tiempo de vuelo en el resultado de B.1 se obtiene

Hm) = 41+ (ﬂy

c p

A igualdad de momento lineal, el kadn, que es mas pesado, llega mas tarde. La diferencia entre sus

tiempos de vuelo es
2 2
[ mgc mgc
o=l (55 e (59)
c p p

La separacion requerida es

tx —tr > 3(150 ps) = 450 ps.
La longitud umbral es, por tanto,

30:c

V1+ (mgce/p)* — /1+ (mxc/p)?
Utilizando p = 1000 MeV /c,

o; = 150 ps.

l crit —

(450 x 1071%)(299792458)
m
\/1 + (494/1000)2 — \/1 + (140/1000)2
El denominador adimensional es 0.10561117, lo que da

lerit = 1.27739... m.|

crit —

Por tanto, [ debe superar este umbral; se requieren aproximadamente |1.28 m |. Se utiliza la expresion
relativista exacta porque la masa del kadn no es despreciable en comparacion con p/c.

B.3

Como la particula no tiene momento lineal paralelo a la linea del haz, todo su momento lineal es
transversal al campo magnético. Como en A.3,

p = eBr.
El campo magnético no realiza trabajo, por lo que el mdédulo de la velocidad es constante a lo largo de

la trayectoria circular.

Sea 0 el 4ngulo barrido respecto al centro de la trayectoria antes de que la particula alcance por
primera vez el tubo ToF. El punto de colisidn y el punto de deteccién estdn separados por el radio del
tubo R. También son los extremos de una cuerda de la circunferencia de la trayectoria, cuyo radio es 7.
Por tanto,

R = 2rsin 2
2
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Para el primer encuentro con el tubo,

0 =2 in —
arcsin o -,

y la longitud de la trayectoria de vuelo es

s = rf = 2r arcsin —.
r

Esto exige r > R/2; una 6rbita mas pequeia nunca alcanza el tubo.

El mddulo de la velocidad es

En consecuencia,

e efr \/er arcsir(:fR/(Qr)) 1 2_1‘

El arcoseno se evalula en radianes.

B.4

Para cada particula, se utiliza

s = 2rarcsin 3.70m , p = ¢e(0.500 T)r,

2r

La conversion de unidades del momento lineal se deduce directamente de p = eBr:
p[GeV/c] = 0.299792458 B [T| r [m].

Conservando cifras adicionales para comparar las masas calculadas con la tabla 2, se obtiene:

Particula Longitud de la trayectoria Momento lineal p Masa calculada Identificacion
s [m] [MeV/c] [MeV/c?]

A 3.7864 764.47 938.65 Proton

B 4.0019 440.69 139.32 Pidén cargado

C 3.7600 908.37 935.10  Proton

D 4.2908 346.26 495.90 Kaon cargado

Las pequeiias diferencias respecto a las masas tabuladas son compatibles con el redondeo de los
valores medidos. Con una precisién razonable,
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m =~ 0.94 GeV/c? proton,
m =~ 0.14 GeV /c? pidn cargado,
m =~ 0.94 GeV/c? proton,
m ~ 0.50 GeV/c? kadn cargado.

S Qwx

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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