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Aufgabe 1: Zwei Probleme der Mechanik

[
Bitte lesen Sie die allgemeinen Hinweise im separaten Umschlag, bevor Sie mit dieser Aufgabe
beginnen.

Teil A. Die verborgene Scheibe (3.5 Punkte)

Wir betrachten einen massiven Holzzylinder mit dem Radius 71 und der Dicke h1. An einer Stelle
im Inneren des Holzzylinders wurde das Holz durch eine Metallscheibe mit dem Radius r2 und der
Dicke ho ersetzt. Die Metallscheibe ist so angeordnet, dass ihre Symmetrieachse B parallel zur
Symmetrieachse S des Holzzylinders verlauft und sie von der oberen und der unteren Stirnflache
des Holzzylinders jeweils den gleichen Abstand hat. Den Abstand zwischen S und B bezeichnen
wir mit d. Die Dichte des Holzes betragt py, die Dichte des Metalls betragt po > p;. Die
Gesamtmasse des Holzzylinders mit der darin befindlichen Metallscheibe betragt M.

In dieser Aufgabe legen wir den Holzzylinder so auf den Boden, dass er frei nach links und rechts
rollen kann. Abb. 1 zeigt eine Seitenansicht und eine Draufsicht des Aufbaus.

Ziel dieser Aufgabe ist es, die GroBe und die Lage der Metallscheibe zu bestimmen.

Wenn im Folgenden ein Ergebnis durch bekannte GroBen ausgedriickt werden soll, dirfen Sie
stets annehmen, dass die folgenden GroB3en bekannt sind:

T1, hla P1, P2, M. (1)

Ziel ist es, r2, ho und d durch indirekte Messungen zu bestimmen.
a) b) ? ?
r : 'r,,

— e
1,

I

h

Abbildung 1: a) Seitenansicht b) Draufsicht

Mit b bezeichnen wir den Abstand zwischen dem Schwerpunkt C' des Gesamtsystems und der
Symmetrieachse S des Holzzylinders. Um diesen Abstand zu bestimmen, entwerfen wir folgendes
Experiment: Wir legen den Holzzylinder so auf eine horizontale Unterlage, dass er sich in einem
stabilen Gleichgewicht befindet. Nun neigen wir die Unterlage langsam um einen Winkel © (siehe
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Abb. 2). Aufgrund der Haftreibung kann der Holzzylinder frei rollen, ohne zu gleiten. Er rollt ein
kleines Stlick die schiefe Ebene hinab, kommt dann aber in einem stabilen Gleichgewicht zur
Ruhe, nachdem er sich um einen Winkel ¢ gedreht hat, den wir messen.

o

S Wn

S]

Abbildung 2: Zylinder auf einer geneigten Unterlage.
A.1— 0.8 Punkte

Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir b als Funktion der GroBen (1), des Winkels ¢ und des
Neigungswinkels © der Unterlage.

Von nun an kénnen wir annehmen, dass der Wert von b bekannt ist.

Abbildung 3: Aufgehangtes System.

Als Nachstes wollen wir das Tragheitsmoment I s des Systems bezliglich der Symmetrieachse S
messen. Dazu hangen wir den Holzzylinder an seiner Symmetrieachse an einer starren Stange auf.
AnschlieBend drehen wir ihn um einen kleinen Winkel ¢ aus seiner Gleichgewichtslage und lassen
ihn los. Abbildung 3 zeigt den Aufbau. Wir stellen fest, dass ¢ eine periodische Bewegung mit der
Periodendauer T' beschreibt.

A.2 — 0.5 Punkte

Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir ¢. Driicken Sie das Tragheitsmoment I g des Systems
bezliglich seiner Symmetrieachse S durch T, b und die bekannten GréBen (1) aus. Sie dirfen
annehmen, dass wir das System nur geringfligig aus seiner Gleichgewichtslage auslenken, sodass
 stets sehr klein ist.
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Aus den Messungen in den Teilaufgaben A.1 und A.2 wollen wir nun die Geometrie und die Lage
der Metallscheibe im Inneren des Holzzylinders bestimmen.

A.3 — 0.4 Punkte

Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir den Abstand d als Funktion von b und den GréBen (1). Sie
dirfen in Ihrem Ausdruck auch 9 und hs als Variablen verwenden, da diese in Teilaufgabe A.5
berechnet werden.

A.4 — 0.7 Punkte

Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir das Tragheitsmoment I g in Abhangigkeit von b und den
bekannten GréBen (1). Sie durfen in Ihrem Ausdruck auch 75 und hs als Variablen verwenden, da
diese in Teilaufgabe A.5 berechnet werden.

A.5 — 1.1 Punkte

Geben Sie mithilfe aller bisherigen Ergebnisse jeweils einen Ausdruck fir A2 und 72 in
Abhangigkeit von b, T' und den bekannten GréBen (1) an. Sie diirfen h2 als Funktion von r2
ausdrlcken.

Teil B. Rotierende Raumstation (6.5 Punkte)

Alice ist Astronautin und lebt auf einer Raumstation. Die Raumstation ist ein riesiges Rad mit dem
Radius R, das sich um seine Achse dreht und dadurch kiinstliche Schwerkraft fiir die Astronauten
erzeugt. Die Astronauten leben auf der Innenseite des Radkranzes. Die Gravitationsanziehung der
Raumstation und die Krimmung des Bodens konnen vernachlassigt werden.

B.1 — 0.5 Punkte

Mit welcher Winkelgeschwindigkeit w,, dreht sich die Raumstation, damit die Astronauten die
gleiche Schwerebeschleunigung gg wie auf der Erdoberflache erfahren?

Alice und ihr Astronautenfreund Bob streiten sich. Bob glaubt nicht, dass sie tatsachlich auf einer
Raumstation leben, und behauptet, sie seien auf der Erde. Alice mochte Bob mithilfe der Physik
beweisen, dass sie auf einer rotierenden Raumstation leben. Dazu befestigt sie eine Masse m an
einer Feder mit der Federkonstanten k und lasst sie schwingen. Die Masse schwingt nur in
vertikaler Richtung und kann sich nicht in horizontaler Richtung bewegen.

B.2 — 0.2 Punkte

Welche Kreisfrequenz wg der Schwingung wiirde eine Person auf der Erde messen, wenn man
annimmt, dass dort die Schwerebeschleunigung konstant gleich gg ist?

B.3 — 0.6 Punkte
Welche Kreisfrequenz w der Schwingung misst Alice auf der Raumstation?

Alice ist Uberzeugt, dass ihr Experiment beweist, dass sie sich auf einer rotierenden Raumstation
befinden. Bob bleibt skeptisch. Er behauptet, dass man einen ahnlichen Effekt erhalt, wenn man
die Anderung der Schwerebeschleunigung oberhalb der Erdoberflache beriicksichtigt. In den
folgenden Teilaufgaben untersuchen wir, ob Bob recht hat.
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Abbildung 4: Raumstation
B.4 — 0.8 Punkte

Leiten Sie einen Ausdruck fur die Schwerebeschleunigung gg(h) in kleinen Hohen h tber der
Erdoberflache her und berechnen Sie die Kreisfrequenz wg der schwingenden Masse (eine lineare
N&herung geniigt). Bezeichnen Sie den Erdradius mit Rg. Vernachlassigen Sie die Erdrotation.

Tatsachlich stellt Alice bei dieser Raumstation fest, dass das Federpendel mit der von Bob
vorhergesagten Frequenz schwingt.

B.5 — 0.3 Punkte

Bei welchem Radius R der Raumstation stimmt die Kreisfrequenz w mit der Kreisfrequenz @g auf
der Erde Uberein? Driicken Sie Ihre Antwort durch R aus.

Verargert Gber Bobs Sturheit denkt sich Alice ein Experiment aus, mit dem sie ihre Behauptung
beweisen will. Dazu steigt sie auf einen Turm der Hohe H (iber dem Boden der Raumstation und
lasst eine Masse fallen. Dieses Experiment lasst sich sowohl im rotierenden Bezugssystem als
auch in einem Inertialsystem verstehen.

In einem gleichformig rotierenden Bezugssystem nehmen die Astronauten eine Scheinkraft ﬁ’(;
wahr, die Corioliskraft genannt wird. Die Kraft F’C, die auf einen Korper der Masse m wirkt, der
sich mit der Geschwindigkeit v in einem Bezugssystem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit W
bewegt, ist gegeben durch

—

Fo = 2mu X Wgs. (2)
Fir die skalaren GroBen diirfen Sie
Fc = 2muws; sin ¢, (3)

verwenden, wobei ¢ der Winkel zwischen der Geschwindigkeit und der Rotationsachse ist. Die
Kraft steht sowohl senkrecht auf der Geschwindigkeit v als auch auf der Rotationsachse. Das
Vorzeichen der Kraft lasst sich mit der Rechte-Hand-Regel bestimmen, im Folgenden dirfen Sie
es jedoch frei wahlen.
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B.6 — 1.1 Punkte

Berechnen Sie die horizontale Geschwindigkeit v, und die horizontale Verschiebung d; (relativ
zum FuB des Turms, in der Richtung senkrecht zum Turm) der Masse in dem Augenblick, in dem
sie auf den Boden trifft. Sie diirfen annehmen, dass die Hohe H des Turms klein ist, sodass die
von den Astronauten gemessene Beschleunigung wahrend des Falls konstant ist. AuBerdem
diirfen Sie annehmen, dass d, < H gilt.

Um ein gutes Ergebnis zu erhalten, beschlieBt Alice, dieses Experiment von einem wesentlich
hdheren Turm als zuvor durchzufiihren. Zu ihrer Uberraschung trifft die Masse am FuB des Turms
auf den Boden, sodass d, = 0 ist.

B.7 — 1.3 Punkte
Bestimmen Sie eine untere Schranke fiir die Turmhohe, bei der d, = 0 auftreten kann.

Alice ist bereit, einen letzten Versuch zu unternehmen, Bob zu liberzeugen. Sie mochte mit ihrem
Federpendel die Wirkung der Corioliskraft zeigen. Dazu verandert sie den urspringlichen Aufbau:
Sie befestigt ihre Feder an einem Ring, der auf einer horizontalen Stange reibungsfrei in -
Richtung gleiten kann. Die Feder selbst schwingt in y-Richtung. Die Stange verlauft parallel zum
Boden und senkrecht zur Rotationsachse der Raumstation. Die zy-Ebene steht somit senkrecht
zur Rotationsachse, wobei die y-Richtung unmittelbar zum Rotationszentrum der Station zeigt.

A

Abbildung 5: Versuchsaufbau.
B.8 — 1.7 Punkte

Alice zieht die Masse vom Gleichgewichtspunkt x = 0, y = 0 um eine Strecke d nach unten und
|asst sie dann los (siehe Abbildung 5).

e Geben Sie jeweils einen algebraischen Ausdruck fir z(t) und y(t) an. Sie dirfen annehmen,
dass wssd klein ist, und die Corioliskraft fir die Bewegung entlang der y-Achse
vernachlassigen.

e Skizzieren Sie die Bahnkurve (z(t), y(t)) und kennzeichnen Sie alle wichtigen Merkmale,
beispielsweise die Amplitude.
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Alice und Bob streiten weiter.

Allgemeines Datenblatt

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c =299792458 m -s~!
Magnetische Feld!<'or?stante " — dr x 107 asiine A-2. g2
(Vakuumpermeabilitat)
Elektrische Feldkonstante co  —8.854187817 x 1072 A2. s . kg~ - m~?
(Vakuumpermittivitat)
Elementarladung e = 1.6021766208(98) x 10 A - s
Elektronenmasse me = 9.10938356(11) x 103! kg
MeV
= 0.510998 946 1(31) —
c?
Protonenmasse m, = 1.672621898(21) x 10~*" kg
M V
— 038.272 081 3(58) —
Neutronenmasse m, = 1.674927471(21) x 10~%" kg
M V
— 939.565 413 3(58) —
Atomare Masseneinheit u = 1.660539040(20) x 10’27 kg
Rydberg-Konstante R, =10973731.568508(65) m*
Universelle Gravitationskonstante G = 6.67408(31) x 107 m? . kg™ . 572
Fallbeschleunigung (in Zirich) g —98lm-s 2
Plancksches Wirkungsquantum h — 6.626 070 040(81) x 10 3* kg - m? - s !
Avogadro-Konstante Na =6.022140857(74) x 10?® mol *
Molare Gaskonstante R — 8.314 4598(48) kg - m2-s2.mol 1.-K!
Molare Massenkonstante M, =1x10"3kg mol!
Boltzmann-Konstante kp = 1.38064852(79) x 10 ¥ kg -m? -5 2-K!
Stefan-Boltzmann-Konstante o = 5.670367(13) x 10 8 kg-s 3 - K*

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Fur Teil A definieren wir die Masse eines vollstandig aus Holz bestehenden Zylinders und die
durch das Metall hinzukommende Masse:

moy = ﬁplr%hl, Am =M — my = 7T(p2 - pl)"'%hz-

Fir Teil B schreiben wir {2 = w,, und wahlen +x in Drehrichtung der Station und +y in Richtung
ihres Zentrums.

e A1

r18in ©

sin ¢
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" . MgbT?
Isp = —Mgbsinp ~ —Mgbyp|, Is = 12 |
Mb Mb
d= = 5|
Am  w(p2 — p1)riha
1 9 ,  M??
Is = R + EAmT@ + A
- MgbT? mor? _2M? b Am
2= 27r2Am Am (Am)2 ’ 27 7r(p2 — pl)fr%
Lo_ [em
88 — R o
k
U}lﬂ = ;;;'.

w = \//_fi_ — (22 — _61_ _ ézggl .
m m R

98 (12
95 = e <2 (1 %)

v, = —2QH |,

- k  2gg
W =4 — — —
m RE
Rpg
R=—
dm:_gﬂH 2H:_2\/2H\/£.
3 JE 3 R

Beide sind der Drehrichtung der Station entgegengesetzt.
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e B.7 Eine streng gliltige untere Schranke lautet

H>R<1— > ~ 0.8428R|.

V1 + 472
Die erste exakte Ruckkehr zum FuB des Turms tritt auf bei

|H,in ~ 0.8716R|

e B.8 Mita = 2Qd/w gilt

z(t) = a[wt — sin(wt)] | y(t) = —dcos(wt) |.

Die Bahnkurve besteht aus aufeinanderfolgenden Zykloidenbdgen mit Spitzen bei
(2mna, —d), oberen Umkehrpunkten bei ((2n + 1)7a, d) und einem horizontalen Abstand
von 27a. Die vertikale Amplitude betragt d.

L

Losung
A1

Sei P der Berlihrungspunkt mit der geneigten Unterlage. Die Normalkraft und die Haftreibung greifen
beide in P an und liben daher kein Drehmoment beziiglich P aus. Im statischen Gleichgewicht muss
somit die vertikale Gerade durch den Schwerpunkt C durch P verlaufen.

Der Schwerpunkt liegt auf SB. Mit den in Abbildung 2 gezeigten Winkeln ergeben sich fiir die
horizontalen Verschiebungen von P beziehungsweise C gegeniiber S

Tp—xg=7r18n0, xc — g = bsin ¢.
Folglich qilt
Mg (bsing — r1sin®) = 0,
und damit
r1sin ©
b= ———
sin ¢

Das stabile Gleichgewicht entspricht dem Lésungszweig mit cos ¢ > 0. Insbesondere muss die
Neigung so klein sein, dass 7 sin ©® < b gilt; Gleichheit entspricht der Grenzkonfiguration ohne
Rickstellwirkung.

A.2

Die Aufhangung fixiert die Achse S. Die Gewichtskraft greift in C'im Abstand b von dieser Achse an und
erzeugt das rlicktreibende Drehmoment

Tsg = —Mgbsin p.
Die Bewegungsgleichung der Rotation lautet daher

Isp = —Mgbsin p.
Fir || < 1 verwenden wir sin ¢ =~ ¢:

Mgb
c,5+—g ¢ =0.
Is

eulersolve.org/ipho/2016/ 8/39



Dies ist eine harmonische Schwingung mit
o\ 2 _ Mgb
T N Ig °

_Mng2
- A4x? |

Somit gilt

Ig

wobei die angegebene Fallbeschleunigung g = 9.81 m s~ 2 betragt.
A.3

Wir stellen die tatsachliche Dichteverteilung als Summe folgender Beitrage dar:

1. Ein vollstandiger Holzzylinder mit der Masse
2
my = 77017“1’11,

dessen Mittelpunkt auf S liegt.
2. Eine zusatzliche Scheibe mit der Dichte p, — p1, deren Mittelpunkt auf B liegt, mit der Masse

2
Am = m(py — p1)rahy = M — my.
Damit wird das Holz bericksichtigt, das vor dem Einsetzen des Metalls entfernt wurde.

Das erste Massenmoment bezliglich S liefert
Mb = mo(0) + Amd.

Daraus folgt

d— Mb Mb B Mb
Am M — ﬂ'plr%hl m(p2 — pl)rghz '

A4

Der vollstandige Holzzylinder liefert den Beitrag

1 2
Iwood - Em()rl-

Die zusatzliche Scheibe hat bezlglich ihrer eigenen Symmetrieachse das Tragheitsmoment %Am r%.

Nach dem Satz von Steiner betragt ihr Beitrag bezliglich S

1
Iadditional = E Am ’l"% -+ Am d2.

Daher gilt
1 s 1 2 2
Ig = Emorl + EAm’Q + Amd-.
Einsetzen von d = Mb/Am ergibt
1 1 M?b?
Ig = —mgri + —Amr; + :
2 2 m

A.5

Wir setzen die Ausdriicke fir I aus A.2 und A.4 gleich:
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Aufldsen nach 72 ergibt

2 — P
T 90 Am - Am (Am)?
Wir wahlen die positive Wurzel:
. MgbT?  mori  2M2b?
2 2r2Am  Am  (Am)?

Die Massenbeziehung bestimmt anschlieBend die Dicke:

Am
m(ps — p1)r3

hy =

Hier sind mg = 7Tp1’l“%h1 und Am = M — my, sodass alle GroBen auf der rechten Seite bekannt oder
gemessen sind. Physikalisch konsistente Messwerte missen einen positiven Radikanden ergeben und
d + r9 < r1 sowie ho < hi erfillen.

B.1

Ein Astronaut, der relativ zum Radkranz ruht, bewegt sich auf einer Kreisbahn mit dem Radius R. Die
erforderliche Zentripetalbeschleunigung betragt

a. = w2, R.

Die Normalkraft, die diese Beschleunigung hervorruft, wird vom Astronauten als Gewicht
wahrgenommen. Damit die Beschleunigung derjenigen auf der Erde entspricht, muss

wgsR = JgE
gelten. Somit ist
gE
Wgg — E .

Im Folgenden schreiben wir {2 = w,;.
B.2

Sei y die nach oben gerichtete Auslenkung aus der Gleichgewichtslage der Feder. Eine konstante
Schwerebeschleunigung verandert die Dehnung im Gleichgewicht; die konstante Gewichtskraft fallt
jedoch weg, wenn die Gleichung fir die Auslenkung aus der Gleichgewichtslage aufgestellt wird:

my = —ky.
Daher gilt
k
WgE = —
m
B.3

Wir verwenden das rotierende Bezugssystem und lassen y von der Gleichgewichtslage aus radial nach
innen zeigen. Ist der Radius der Gleichgewichtslage r(, so betragt der momentane Radius 7y — y.
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Die Zentrifugalkraft wirkt nach auBen und hat den Betrag
mQ*(ro — ).

Die nach innen gerichtete Federkraft nimmt um ky ab, wenn sich die Masse um y nach innen bewegt.
Im Gleichgewicht erflillt ihr Wert F|y die Beziehung

Fo = mQ2r0.
Die Bewegungsgleichung in Richtung nach innen lautet daher
mij = (Fy — ky) — mQ*(ro —y) = —(k — mQ?)y.

Die horizontale Zwangskraft gleicht die Corioliskraft aus, sodass diese die radiale Bewegungsgleichung

w:\/ﬁ_m:¢£_9_¢
m m R

Schwingungen setzen k/m > Q2 voraus.

nicht verandert. Somit gilt

B.4

Sei M g die Erdmasse. Das Newtonsche Gravitationsgesetz liefert

GMg
h) = —— .
95(h) = Ty
Wegen gg = GME/R% gilt
B\ 2
h) = 14+ — )
ge(h) gE( + RE)

Fir h < Rp ergibt die Entwicklung erster Ordnung

Die Hohe der Gleichgewichtslage sei b, und y bezeichne die nach oben gerichtete Auslenkung aus
dieser Lage. Nach Subtraktion der Kraftebilanz im Gleichgewicht gilt

mij = —ky — m[ggp(ho +y) — g(ho)]-

In der linearen Naherung ist

95(ho +y) — gu(ho) = —2}5—53/-
Somit gilt
. 2mgE
my = — (k— Rs )y
woraus
~ kE  2gg
TN

folgt.
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Die Schwerebeschleunigung nimmt mit der Hohe ab, sodass eine Auslenkung nach oben die nach
unten gerichtete Gewichtskraft verringert. Dadurch wird die resultierende Ruckstellkraft schwacher und
die Frequenz sinkt.

B.5

Wir setzen die quadrierten Kreisfrequenzen aus B.3 und B.4 gleich:

Daraus folgt

B.6
Wir wahlen +x in Drehrichtung der Station und 4y nach innen, zu ihrem Zentrum hin. Mit dieser
Konvention lauten die Komponenten der Coriolisbeschleunigung
ac g = 20, ac, = —20.
Bei einem niedrigen Turm nahern wir die nach unten gerichtete Beschleunigung durch die Konstante

gg = Q2R an. Wegen der kleinen horizontalen Ablenkung konnen wir deren Rlckwirkung auf den
vertikalen Fall vernachlassigen. Wird die Masse aus der Ruhe losgelassen, gilt

1
y(t) =H — EgEt2v

fe— 2H
f 95 .
Die horizontale Bewegungsgleichung wird zu

i = 209 = —20gt.
Mit (0) = ©(0) = 0 ergibt die Integration

Yy = —ggt.

Der Aufprallzeitpunkt ist

1
T = —QgEtz, r = —gQgEtg

Beim Aufprall gilt

v, = —Qgpt2 = —2QH|,

und

—ngEt3 = —%QH ﬁ .

dw —
3 9E

Mit Q% = gg/R folgt

21/2 H
dm:_iH\/_ .
3 R

Die Masse landet hinter dem Turm, entgegen der Drehrichtung. Die Konsistenzbedingung lautet
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wie fur H < R zu erwarten.
B.7

Flr einen hohen Turm verwenden wir ein Inertialsystem und berlcksichtigen die vollstandige
Kreisgeometrie. Die Naherung einer konstanten Beschleunigung aus B.6 ist nicht mehr anwendbar.
Sei
r=R-H
der Abstand des Loslasspunkts vom Zentrum der Station, wobei 0 < r < R gilt. Wir wahlen die
Inertialkoordinaten so, dass die Masse bei (7, 0) mit der Tangentialgeschwindigkeit (0, ) losgelassen
wird.
Nach dem Loslassen wirkt keine reale Kraft auf die Masse, sodass ihre Bahn eine Gerade ist:
X(t) =r, Y(t) = Qrt.
Sie erreicht den Radkranz erstmals, wenn
X?2+Y?=R2
Mit u = ()¢ ergibt sich daraus

| R?
r?(1 +u?) = R?, u=14/— -1
7

Beim Aufprall betragt die Winkelposition der Masse

T
a = arctan u, 0<a<5,

wahrend sich der FuBB des Turms um den Winkel u gedreht hat.

Damit die Masse am FuB des Turms auftrifft, miissen ihre Winkel modulo 27 (ibereinstimmen:
u — arctanu = 27n.

Furu > 0 gilt w > arctan u, sodass n = 0 keine von null verschiedene Turmhdhe liefern kann. Daher
istn > 1, woraus

u = 27n + arctanu > 27

folgt.
Folglich qilt
2

R—2 -1> 471'2, r < L—

r V1 + 42
Wegen H = R — r erhalten wir

H>R (1 L ) 0.8428R
Vit+anz) '

Fir die in B.5 bestimmte Station entspricht dies H > 0.4214Rp.

Man kann auch die kleinste Hohe fiir eine exakte Riickkehr bestimmen. Die Funktion

f(u) = u — arctanu
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ist fir u > 0 streng monoton steigend, denn
u?

=

Die kleinste Riickkehrhohe entspricht somit n = 1. Das Losen von

> 0.

u1 — arctanwu; = 27
ergibt
up >~ 7.72525.
Daher gilt

1
H;,,=R|1— —— | ~0.871625R|.
1+ u%

Dieser genauere Wert ist mit der gesuchten unteren Schranke vereinbar.
B.8

Wir behalten 4 in Drehrichtung und 4y nach innen bei. Die frei gleitende Aufhangung ubt keine
horizontale Rickstellkraft aus.

Wir verwenden die Naherung eines lokal ebenen Bodens und vernachlassigen wie vorgegeben die in y-
Richtung wirkende Corioliskraft, die durch die horizontale Bewegung entsteht. Die vertikale
Bewegungsgleichung bleibt

k
§+ w’y =0, wr=—— Q2%

Die Anfangsbedingungen lauten
Daher gilt

y(t) = —dcos(wt) |

Die horizontale Bewegung wird durch die mit der vertikalen Geschwindigkeit verbundene Corioliskraft
hervorgerufen:

= 2Qq.
Einmalige Integration ergibt
& = 2Q[y(t) — y(0)] = 2Qd[1 — cos(wt)].

Erneute Integration liefert

sin(wt
ﬂ@:xmk__i_q.
w
Zur Beschreibung der Skizze definieren wir
2Qd 2
a=——, T = wt, p="
w w

Dann gilt
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Dies ist eine Zykloide mit unabhangig voneinander skalierten horizontalen und vertikalen Koordinaten.
Ein vollstandiger Bogen enthalt die folgenden Punkte:

Zeit z/a y/d Merkmal

0 0 —1 Anfangsspitze; Masse in Ruhe

P/4 w/2—1 0 Durchgang durch die Gleichgewichtshéhe nach oben
P/2 s 1 Hochster Punkt; horizontale Tangente

3P/4 3m/2+41 0 Durchgang durch die Gleichgewichtshéhe nach unten

P 2w —1 Nachste Spitze; Masse momentan in Ruhe

Die vollstandige Skizze besteht aus diesen Bogen, die sich in Richtung zunehmender z-Werte
wiederholen:

¢ Die vertikale Amplitude betragt d, wobei y von —d bis +d reicht.

e Spitzen treten bei (27ma, —d) auf; ihre Grenztangenten sind vertikal.

e Obere Umkehrpunkte treten bei ((2n + 1)ma, d) auf und haben horizontale Tangenten.
e Der Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Spitzen betragt

L =2ma = 47T9d.
w

& = 2Qd(1 — coswt) > 0,

verlauft die Bahn kontinuierlich in +x-Richtung, ohne Schleifen.
¢ Die mittlere horizontale Driftgeschwindigkeit betragt 2€2d; die horizontale Schwingung um diese
gleichformige Drift hat die Amplitude a.

Diese Ausdriicke gelten, solange die vorgegebene Vernachlassigung der vertikalen Corioliskraft und die
Naherung eines lokal ebenen Bodens gliltig bleiben.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Nichtlineare Dynamik in elektrischen Schaltungen

[
Bitte lesen Sie die allgemeinen Hinweise im separaten Umschlag, bevor Sie mit dieser Aufgabe
beginnen.

Einleitung

Bistabile nichtlineare Halbleiterbauelemente (z. B. Thyristoren) werden in der Elektronik haufig als
Schalter und zur Erzeugung elektromagnetischer Schwingungen eingesetzt. Das
Hauptanwendungsgebiet von Thyristoren ist die Steuerung von Wechselstromen in der
Leistungselektronik, beispielsweise die Gleichrichtung von Wechselstrom zu Gleichstrom im
Megawattbereich. Bistabile Bauelemente konnen auch als Modellsysteme fur
Selbstorganisationsphanomene in der Physik (dieses Thema wird in Teil B der Aufgabe behandelt),
in der Biologie (siehe Teil C) und in anderen Bereichen der modernen nichtlinearen Wissenschaft
dienen.
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Ziele

Untersuchung von Instabilitaten und nichttrivialer Dynamik in Schaltungen mit Bauelementen mit
nichtlinearen I — V' -Kennlinien. Erkundung mdéglicher Anwendungen solcher Schaltungen in der
Technik und bei der Modellierung biologischer Systeme.

Teil A. Stationare Zustande und Instabilitaten (3 Punkte)

Abb. 1 zeigt die sogenannte S-férmige I — V' -Kennlinie eines nichtlinearen Bauelements X. Im
Spannungsbereich zwischen Uy, = 4.00 V (der Haltespannung) und Uy, = 10.0 V (der
Schwellenspannung) ist diese I — V' -Kennlinie mehrwertig. Der Einfachheit halber ist der Graph in
Abb. 1 stuckweise linear gewahlt (jeder Zweig ist ein Geradenstlick). Insbesondere verlauft die
Verlangerung des oberen Zweigs durch den Ursprung. Diese Naherung beschreibt reale
Thyristoren gut.

10

U [V]

Abbildung 1: I — V-Kennlinie des nichtlinearen Bauelements X.
A.1— 0.4 Punkte

Bestimmen Sie anhand des Graphen den Widerstand R,,,, des Bauelements X auf dem oberen
Zweig der I — V-Kennlinie sowie R auf dem unteren Zweig. Der mittlere Zweig wird durch
folgende Gleichung beschrieben:

U
Ry

Bestimmen Sie die Werte der Parameter 1o und Rint.

I=1I—

Das Bauelement X wird mit einem Widerstand R, einer Spule mit der Induktivitat L und einer
idealen Spannungsquelle £ in Reihe geschaltet (siehe Abb. 2). Man sagt, dass sich die Schaltung
in einem stationaren Zustand befindet, wenn der Strom zeitlich konstant ist, I(¢) = const.
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Abbildung 2: Schaltung mit dem Bauelement X, dem Widerstand R, der Spule mit der Induktivitat
L und der Spannungsquelle £.

A.2 — 1 Punkt

Welche Anzahlen stationarer Zustande sind flr die Schaltung in Abb. 2 bei einem festen Wert von
€ und fur R = 3.00 2 moglich? Wie dndert sich die Antwort fir R = 1.00 Q?

A.3 — 0.6 Punkte

Fur die Schaltung in Abb. 2 seien R = 3.00 {2, L = 1.00 pH und £ = 15.0 V. Bestimmen Sie
den Strom Istationary Und die Spannung Vitationary am nichtlinearen Bauelement X im stationaren
Zustand.

Die Schaltung in Abb. 2 befindet sich im stationaren Zustand mit I(t) = Istationary. Dieser
stationare Zustand heiBt stabil, wenn der Strom nach einer kleinen Auslenkung (Erhohung oder
Verringerung des Stroms) zum stationaren Zustand zurickkehrt. Entfernt sich das System
dagegen immer weiter vom stationaren Zustand, so hei3t dieser instabil.

A.4 — 1 Punkt

Verwenden Sie die Zahlenwerte aus Teilaufgabe A.3 und untersuchen Sie die Stabilitat des
stationaren Zustands mit I(t) = Igtationary- ISt €r stabil oder instabil?

Teil B. Bistabile nichtlineare Bauelemente in der Physik: Funksender (5 Punkte)

Wir untersuchen nun eine neue Schaltungsanordnung (siehe Abb. 3). Diesmal ist das nichtlineare
Bauelement X parallel zu einem Kondensator mit der Kapazitat C' = 1.00 uF geschaltet. Diese
Parallelschaltung ist wiederum mit einem Widerstand R = 3.00 €2 und einer idealen
Gleichspannungsquelle mit der Spannung & = 15.0 V in Reihe geschaltet. Es zeigt sich, dass in
dieser Schaltung Schwingungen auftreten, wobei das nichtlineare Bauelement X im Verlauf einer
Periode von einem Zweig der I — V -Kennlinie auf einen anderen springt.

R

|i

C

Abbildung 3: Schaltung mit dem Bauelement X, dem Kondensator C, dem Widerstand R und der
Spannungsquelle £.
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B.1 — 1.8 Punkte

Zeichnen Sie den Schwingungszyklus in das I — V' -Diagramm ein und geben Sie seine
Umlaufrichtung an (im oder gegen den Uhrzeigersinn). Begriinden Sie lhre Antwort mit
Gleichungen und Skizzen.

B.2 — 1.9 Punkte

Bestimmen Sie Ausdriicke flr die Zeiten t1 und 2, die das System wahrend des
Schwingungszyklus auf den einzelnen Zweigen des I — V' -Diagramms verbringt. Berechnen Sie
ihre Zahlenwerte. Bestimmen Sie den Zahlenwert der Schwingungsdauer 1" unter der Annahme,
dass die fir die Spriinge zwischen den Zweigen des I — V' -Diagramms bendétigte Zeit
vernachlassigbar ist.

B.3 — 0.7 Punkte

Schatzen Sie die mittlere Leistung P ab, die im nichtlinearen Bauelement wahrend einer
Schwingung dissipiert wird. Die Angabe der GroBenordnung gentigt.

Die Schaltung in Abb. 3 wird zum Bau eines Funksenders verwendet. Dazu wird das Bauelement
X an ein Ende einer linearen Antenne (eines langen geraden Drahtes) der Lange s angeschlossen.
Das andere Ende des Drahtes ist frei. In der Antenne bildet sich eine stehende
elektromagnetische Welle aus. Die Geschwindigkeit elektromagnetischer Wellen entlang der
Antenne ist gleich derjenigen im Vakuum. Der Sender nutzt die Grundschwingung des Systems,
deren Periodendauer T in Teilaufgabe B.2 bestimmt wurde.

B.4 — 0.6 Punkte
Welcher Wert von s ist optimal, wenn die Lange 1 km nicht Gberschreiten darf?
Teil C. Bistabile nichtlineare Bauelemente in der Biologie: Neuristor (2 Punkte)

In diesem Teil der Aufgabe betrachten wir eine Anwendung bistabiler nichtlinearer Bauelemente
zur Modellierung biologischer Prozesse. Ein Neuron im menschlichen Gehirn besitzt folgende
Eigenschaft: Wird es durch ein auBeres Signal angeregt, flihrt es eine einzige Schwingung aus
und kehrt anschlieBend in seinen Ausgangszustand zurtick. Diese Eigenschaft wird als
Erregbarkeit bezeichnet. Aufgrund dieser Eigenschaft konnen sich Impulse in dem Netzwerk
gekoppelter Neuronen ausbreiten, aus dem das Nervensystem besteht. Ein Halbleiterchip, der
Erregbarkeit und Impulsausbreitung nachbilden soll, wird als Neuristor bezeichnet (aus Neuron
und Transistor).

Wir versuchen, einen einfachen Neuristor mithilfe einer Schaltung zu modellieren, die das zuvor
untersuchte nichtlineare Bauelement X enthalt. Dazu wird die Spannung £ in der Schaltung aus
Abb. 3 auf den Wert £’ = 12.0 V verringert. Die Schwingungen héren auf, und das System
erreicht seinen stationaren Zustand. AnschlieBend wird die Spannung rasch wieder auf den Wert
&€ = 15.0 V erhoht und nach einer Zeitspanne 7 (mit 7 < T) erneut auf den Wert £’ gesetzt
(siehe Abb. 4). Es zeigt sich, dass es einen bestimmten kritischen Wert 7it gibt und dass das
System fur 7 < 7T¢it und fur 7 > 7¢pi¢ qualitativ unterschiedliches Verhalten zeigt.
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Abbildung 4: Spannung der Spannungsquelle als Funktion der Zeit.
C.1— 1.2 Punkte

Skizzieren Sie die zeitlichen Verldufe des Stroms Ix(t) durch das nichtlineare Bauelement X fir

C.2 — 0.6 Punkte

Bestimmen Sie den Ausdruck und den Zahlenwert der kritischen Zeit 7¢it, bei der das Verhalten
umschlagt.

C.3 — 0.2 Punkte
Ist die Schaltung mit 7 = 1.00 x 1075 s ein Neuristor?

Allgemeines Datenblatt

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum @ = 299792458 m -s !
Vakuumpermeabilitat (magnetische B 7 L9 9
Feldkonstante) g = AU lggomn o o
Vakuumpermittivitat (elektrische c 8854187817 x 102 A? . g% . kg~ . m 3
Feldkonstante)
Elementarladung e = 1.6021766208(98) x 10719 A -5
Masse des Elektrons me = 9.10938356(11) x 10~% kg
MeV
= 0.5109989461(31) —
c
Masse des Protons m, = 1.672621898(21) x 10?7 kg
M V
—  038.2720813(58) —
Masse des Neutrons my, = 1.674927471(21) x 102" kg
M V
—  039.565413 3(58) —
Vereinheitlichte atomare Masseneinheit U = 1.660539040(20) x 10> kg
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Rydberg-Konstante R, = 10973731.568508(65) m~*

Universelle Gravitationskonstante G = 6.67408(31) x 107" m® - kg ' -s72
Erdbeschleunigung (in Ziirich) g = 98lm-s?

Plancksches Wirkungsquantum h =  6.626070040 (81) x 10 3 kg - m? - s~*
Avogadro-Konstante Ny = 6.022140857(74) x 10* mol

Molare Gaskonstante R = 8.3144598(48) kg-m?-s 2 -mol ! - K!
Molare Massenkonstante M, = 1x103kg- mol

Boltzmann-Konstante kg = 1.38064852(79) x 10 ® kg -m?-s 2. K !
Stefan-Boltzmann-Konstante o = 5.670367(13) x 10 % kg-s 3. K™*

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gbersetzt.

Antworten

e A1:R,, =1.009, Ry = 10.0Q, I, = 6.00 A, Ry, = 2.00 Q.

8.00V < £ < 11.0V, zwei an jedem der beiden Randpunkte und einen in allen anderen
Fallen, jeweils fir die dargestellte nichtnegative Quellenspannung.
e A.3: Istationary = 3.00 A, ‘/;tationary =6.00 V.
e A.4: Stabil; kleine Stromstérungen klingen exponentiell mit der Zeitkonstante 1.00 us ab.
e B.1: Gegen den Uhrzeigersinn. In den Koordinaten (U /V, Ix/A) lautet der Zyklus

(4,0.4) — (10,1) — (10,10) — (4,4) — (4,0.4).
e B.2: Bezeichnet t; die Zeit auf dem unteren Zweig und t5 die Zeit auf dem oberen Zweig,
so gilt
3
t1 = —=In — ps = 3.67 us, ty = Zln 25 us = 2.41 ps,
T = 6.08 us.

e B.3: P liegt in der GroBenordnung 10' W. Die Integration im idealisierten Modell ergibt
P=173W.

e B.4:s=cT/4 =456 m.

e C.1: Fir 7 < Tt fUhrt der Strom ausgehend von 0.923 A eine kleine, stetige Auslenkung
aus, bleibt dabei unter 1.00 A und kehrt zu 0.923 A zuriick. Fir 7 > T entsteht eine
groBe Stromspitze: ein Sprung 1.00 — 10.0 A, ein Abfall auf 4.00 A, ein Sprung auf
0.400 A und die Riickkehr zu 0.923 A.

° C.2.
JCI'lt — ]-I]- MS —_— 0-936 /.I/S-

C.3:Ja, denn 1.00 ps > Teit, sodass der Impuls eine vollstandige Auslenkung auslost.
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Losung
A1

Die Verlangerung des oberen Zweigs verlauft durch den Ursprung; auBerdem verlauft dieser Zweig
durch (U, I) = (4.00 V,4.00 A). Daher gilt

U 4.00
ROH:TZMQ: 1OOQ
Der untere Zweig verlauft durch den Ursprung und durch (10.0 V,1.00 A), woraus folgt:
R =[10.0 Q.

Der mittlere Zweig verbindet (4.00 V,4.00 A) mit (10.0 V,1.00 A), also gilt
1 1.00-4.00 A

— = = =—-0.500 0.
Ryt 10.0 —4.00 V
Daraus folgt
4.00V
it = 2.00 Q I, =4.00 A =16.00 A|.
Ryt 00 €2, 0 00 A + 5.00 Q) 6.00

Hier ist Rint positiv; der differentielle Widerstand des mittleren Zweigs ist — Rint.
A.2

Mit U sei die Spannung tiber X bezeichnet. Die Kirchhoffsche Maschenregel liefert
g=RI+U+L1%L.
dt
Im stationaren Zustand gilt
E=RI+U.
Stationare Zustande entsprechen somit den Schnittpunkten der Kennlinie mit der Lastgeraden

I=(£-U)/R

Gleichwertig lasst sich mit der Kennlinie in der Form U (I) schreiben:

(R+10.0 Q)I, 0<I<1.00A,
EI)={12.0V+ (R—2.000Q)I, 1.00A <I<4.00A,
(R+1.00 Q)I, I>4.00A.

Fir R = 3.00 2 steigen alle drei Teilstiicke mit I an. Sie schlieBen bei £ = 13.0 V und 16.0 V stetig
aneinander an. Folglich gibt es fiir jede nichtnegative Quellenspannung genau einen stationaren
Zustand.

Fir R = 1.00 €2 fallt das mittlere Teilstlick mit wachsendem I ab. Seine Endpunkte liegen bei
£(1.00A) =110V, £(4.00 A) =8.00V.

Die Anzahl verschiedener stationarer Zustande betragt daher

Quellenspannung Anzahl stationdrer Zustande
0<E<B8.00V 1
£E=8.00V 2
800V <EKILOV 3
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Quellenspannung Anzahl stationarer Zustiande
E=11.0V 2
E>11.0V 1

An jeder der beiden Grenzen fallen zwei Schnittpunkte mit den Zweigen an einem Knick der Kennlinie
zusammen und zahlen als ein Zustand.

A.3

Fir R = 3.00 Qund & = 15.0 V liegt der stationare Zustand auf dem mittleren Zweig, da
13.0 < 15.0 < 16.0 V. Somit gilt

15.0 V = 12.0 V + (3.00 — 2.00) € Iytationary-

Daraus folgt

Istationary =3.00 A y

und

‘/stationary =& —RI stationary — 6.00 V|.

A.4

Wir schreiben I = Igiationary + 1. Bei einer hinreichend kleinen Stérung bleibt das System auf dem
mittleren Zweig, auf dem gilt:

U — Rlnt(IO - I).
Einsetzen in die Kirchhoffsche Maschenregel und Subtrahieren der Gleichung flir den stationaren
Zustand ergibt

d(5I)
L—="L — (R — Ry,)dl.
o ( t)
Damit gilt
ST(£) = 61(0) exp [—@t] .

Da R — R;,; = 1.00 Q > 0, klingt die Stérung ab. Der stationare Zustand ist daher stabil, mit der
Relaxationszeit

L 1.00uH

_ — 1.00 ps|.
R— R 100Q Hs

Der positive differentielle Widerstand des auBeren Widerstands ist groBer als der Betrag des negativen
differentiellen Widerstands des Bauelements.

B.A1

Am Kondensator und an X liegt dieselbe Spannung U an. Die Kirchhoffsche Knotenregel liefert

E-U dU

TS
oder

U E-U

Cw~—r &0
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Auf einem Zweig mit dem Widerstand 7 gilt Ix = U/, also

dt R R 7
Auf dem unteren Zweig wiirde die Schaltung gegen folgende Spannung relaxieren:
ERy 150

V =11.538... V.

U — —
o,off R T Roff 13
Diese liegt Gber Uy, = 10.0 V. Daher gilt wahrend des gesamten Abschnitts des Zyklus auf dem
unteren Zweig dU /dt > 0: Der Kondensator 14dt sich von 4.00 auf 10.0 V auf.
Bei Uy, endet der untere Zweig. Die Kondensatorspannung kann sich nicht sprunghaft andern, daher
schaltet X im I — V-Diagramm vertikal um:
(U,Ix)=(10.0V,1.00 A) — (10.0 V,10.0 A).
Auf dem oberen Zweig betragt die entsprechende Grenzspannung

ERon
Uoo on —
’ R+ Ron

Diese liegt unter Uy, = 4.00 V. Somit gilt dU /dt < 0: Der Kondensator entladt sich von 10.0 auf
4.00 V. Bei der Haltespannung springt der Strom von 4.00 auf 0.400 A, wiederum bei konstanter

=3.75 V.

Spannung.
Die geforderte Skizze enthalt daher nacheinander diese Abschnitte:

Abschnitt Bewegung in der I — V-Ebene

Von (4.00 V,0.400 A) nach rechts und leicht aufwarts bis

Unterer Zweig (10.0 V,1.00 A)

Umschalten an der
Vertikal aufwérts bis (10.0 V,10.0 A)
Schwellenspannung

Oberer Zweig Nach links und abwarts bis (4.00 V,4.00 A)
Umschalten an der Haltespannung Vertikal abwérts bis (4.00 V,0.400 A)

Die Umlaufrichtung ist gegen den Uhrzeigersinn.

Das Gleichgewicht auf dem mittleren Zweig ist in dieser Kondensatorschaltung instabil. In der Nahe von

U = 6.00 V gilt ndmlich
d(é
C’(U): l—ldU: oU
dt Ry R

Spannungsstorungen wachsen an, sodass der mittlere Zweig kein dauerhaft durchlaufener Abschnitt

des Schwingungszyklus ist.
B.2

Fir einen Zweig mit dem Widerstand r definieren wir

Rr Er
R+7r’ T R4+

Die Differentialgleichung aus B.1 wird damit zu

6, =C
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mit der Losung

U(t) = Usoy + (U(0) — Uooyr)e /%

Wir bezeichnen mit 1 die Zeit auf dem unteren Zweig und mit ¢5 die Zeit auf dem oberen Zweig.

Fur das Aufladen von Uy, auf Uy, gilt

Usooft — Un
t; =O0ppgln | ——— ||
! i n<Uoo,off_Uth)
Hier ist
30
90 - - y
£f 13 Hus

also

; 30 1 150/13 — 4 30l 49 367

= —pusln| ——— | = —In — us =|3. s|.

YT M\ 1s0/13-10) T 13 10 ¢ K

Fur das Entladen von Uiy, auf Uy gilt
Uth - Uoo on
to =0ppnIn | ————— | |
? " < Uh - Uoo,on )
Wegen
Oon = 0.750 us,

erhalten wir

ty = 0.750 usIn (20 =310 _ 3y ox s — 241

2= OV Yoo —375 ) T g TS TS A

Unter Vernachlassigung der Umschaltzeiten gilt

T:t1+t2:608,us

B.3

Auf jedem der beiden leitenden Zweige betragt die momentan in X dissipierte Leistung

U2

px =Ulx = —.
r

Wir vernachlassigen die Energie, die wahrend der idealisierten augenblicklichen Umschaltvorgange

dissipiert wird. Mit dem oben hergeleiteten Spannungsverlauf ergibt sich flr die auf den einzelnen

Zweigen dissipierte Energie

Wt = ot / o _uv
Rott Jy, Usoptt —U
und
Won = 52 [ cov
Ron Ju, U —Uson

Somit gilt
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o Woff + Won . 105.5 MJ
N T ~ 6.0816 us

Die geforderte GroBenordnung ist daher

P =|17.3 W|

P~ 10" W|

B.4

Die abgestrahlte Grundschwingung hat die Wellenlange
A=cT = (299792458 ms ')(6.08162 x 10 ®s) = 1.82322 x 10° m.

Im idealisierten Antennenmodell ist das freie Ende ein Stromknoten, wahrend flr eine effiziente
Anregung am gespeisten Ende ein Strombauch liegt. Ihr Abstand ist ein ungeradzahliges Vielfaches
einer Viertelwellenlange:

A
s=02n+1)—, n=0,1,2,...

Die kiirzeste Resonanzlange ist

_)\_CT_456
5—4—4— m|

Die néchste Mdglichkeit ist 3\ /4 = 1.37 km, was die Grenze Uberschreitet. Somit ist die
Viertelwellenlange das zulassige Optimum.

C1

Zunachst bestimmen wir den anfanglichen stationaren Zustand bei £’ = 12.0 V. Er liegt auf dem
unteren Zweig:

/
Irzg—:EA: 0.923 Al
R+Roff 13
Ur:RoffIr - %V: 9.23 V|

Es seiu =t — tg. Vor dem Impuls gilt Ix = I,. Solange die Quellenspannung 15.0 V betragt und das
Bauelement auf dem unteren Zweig bleibt, gilt

E E
I R — I - — —u /Bt
x(v) R + Rost * ( ' R+Roff)e ’

oder mit Zahlenwerten
15 — 3e~w/bor
_ € A
13

Die kritische Dauer ist die Zeit, die dieser Strom benétigt, um 1.00 A zu erreichen, entsprechend
U — Uth'

IX(’U,)

Fur 7 < Teit zeigt der Graph eine kleine stetige Erhebung:

e Vor tg ist der Strom konstant bei 0.923 A.

e Wahrend des Impulses steigt er exponentiell mit abnehmender Steigung an, bleibt jedoch unter
1.00 A.

e Beity + 7 ist der Strom stetig, und seine Steigung wechselt das Vorzeichen.
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e Danach fallt er exponentiell auf 0.923 A zurlick:

Ix(u)=1I+ [IX(T) — Ir}e*(“”)/'%ff, u>T.
Es findet kein Wechsel des Zweigs statt.

Flr 7 > Tcrit enthélt der Graph eine groBe Stromspitze:

1. Der Strom folgt zunachst demselben allmahlichen Anstieg von 0.923 auf 1.00 A.
2.Beit = to + Terit Springt er vertikal von 1.00 auf 10.0 A.
3. AnschlieBend nimmt er auf dem oberen Zweig ab. Solange die Quellenspannung bei 15.0 V
bleibt, gilt
Ix(u) =3.75 A +6.25 A e (v Tei)/bon

4. Beim Erreichen von 4.00 A springt er vertikal auf 0.400 A.
5. Danach steigt er auf dem unteren Zweig an und nahert sich schlieBlich von unten 0.923 A.

Kehrt die Quellenspannung auf 12.0 V zuriick, wahrend sich das Bauelement noch auf dem oberen
Zweig befindet, so bleibt der Strom in diesem Moment stetig, fallt jedoch anschlieBend schneller ab.
Sein weiterer Verlauf lautet

Ix(u) =3.00 A + [Ix(1) — 3.00 A]e~(“"7)/%n,

Die Asymptote 3.00 A liegt unter dem Haltestrom, sodass der Strom zwangsldufig 4.00 A erreicht und
das Bauelement in den ausgeschalteten Zustand wechselt. Geschieht dies bei u = ug4, so lautet der
anschlieBende Rickkehrverlauf

Ix(u) =1, + (0,400 A — Ir)e—(u—ud)/ooff_
Bei einem langeren Impuls kann der Wechsel vom oberen zum unteren Zweig bereits vor dem Ende des
Impulses erfolgen. Bleibt die Quellenspannung bei 15.0 V, so erfolgt dieser Wechsel bei
U = Terit + t2 =3.35 US.

Der Strom steigt dann auf dem unteren Zweig bei einer Quellenspannung von 15.0 V bis u = 7 wieder
an; danach nahert er sich dem Ruhezustand bei 12.0 V. Die Anderungen der Quellenspannung
bewirken Anderungen der Steigung, keine augenblicklichen Anderungen von Ix.

Wahrend des vorgegebenen Impulses kann keine zweite Stromspitze auftreten: Bei unverandert
beibehaltener Quellenspannung von 15.0 V wiirde die Schwelle zum zweiten Mal bei
U = Terit + 1 > T > 7 Uberschritten.

C.2
Bei der kritischen Dauer hat sich der Kondensator gerade von U, auf Uiy aufgeladen:
— Terif 00
Un = Uoo,off + (Ur - Uoo,off)e Tt/ i

Auflosen ergibt

Uoo off — Ur
Terit = Boff In <—7 i ) .

Uoo,off - Uth

Ausgedrlckt durch die Schaltungsparameter gilt
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Mit Zahlenwerten ergibt sich

30 150/13 — 120/13 30. 3
Terit = 73 #8In ( 150/13 — 10 ) = qging as
Damit ist
Terit = 0.936 us|
C.3

Der vorgegebene Impuls erfillt
7 =1.00 ps > 73 = 0.936 us, T<T.
Er I0st daher den Wechsel auf den oberen Zweig aus. Die Schaltung durchlauft eine groBe

Stromauslenkung und kehrt anschlieBend bei einer Quellenspannung von 12.0 V in ihren
urspringlichen stationaren Zustand zuruck.

Ja, die Schaltung verhalt sich wie ein Neuristor.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Large Hadron Collider

[
Bitte lesen Sie die allgemeinen Anweisungen im separaten Umschlag, bevor Sie mit dieser

Aufgabe beginnen.

In dieser Aufgabe wird die Physik des Teilchenbeschleunigers LHC (Large Hadron Collider) am
CERN behandelt. CERN ist das weltweit groBte Labor fur Teilchenphysik. Sein Hauptziel ist es,
Einblicke in die grundlegenden Naturgesetze zu gewinnen. Zwei Teilchenstrahlen werden auf hohe
Energien beschleunigt, durch ein starkes Magnetfeld auf der Kreisbahn des Beschleunigers
geflihrt und anschlieBend miteinander zur Kollision gebracht. Die Protonen sind nicht gleichmaBig
uber den Umfang des Beschleunigers verteilt, sondern in sogenannten Teilchenpaketen
geblindelt. Die bei den Kollisionen entstehenden Teilchen werden mit groBen Detektoren
beobachtet. Einige Parameter des LHC sind in Tabelle 1 aufgeflhrt.

LHC-Ring
Umfang des Rings 26659 m
Anzahl der Teilchenpakete pro Protonenstrahl 2808
Anzahl der Protonen pro Teilchenpaket 1.15 x 10!
Protonenstrahlen
Energie der Protonen 7.00 TeV
Schwerpunktsenergie 14.0 TeV

Tabelle 1: Typische Zahlenwerte relevanter LHC-Parameter.
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Teilchenphysiker verwenden zweckmaBige Einheiten flir Energie, Impuls und Masse: Die Energie
wird in Elektronenvolt [eV] gemessen. DefinitionsgemaB ist 1 eV die Energiemenge, die ein

Teilchen mit der Elementarladung e beim Durchlaufen einer Potentialdifferenz von einem Volt
gewinnt (1eV = 1.602 - 10~ kgm?s2).

Der Impuls wird in Einheiten von eV/c und die Masse in Einheiten von eV/c2 gemessen, wobei ¢

die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. Da 1 eV eine sehr kleine Energiemenge ist, verwenden
Teilchenphysiker haufig MeV (1 MeV = 10%eV), GeV (1 GeV = 10° eV) oder TeV (
1TeV = 10'2eV).

Teil A behandelt die Beschleunigung von Protonen oder Elektronen. Teil B befasst sich mit der
Identifizierung von Teilchen, die bei den Kollisionen am CERN entstehen.

Teil A. LHC-Beschleuniger (6 Punkte)
Beschleunigung:

Nehmen Sie an, dass die Protonen durch eine Spannung V' so beschleunigt wurden, dass ihre
Geschwindigkeit sehr nahe an der Lichtgeschwindigkeit liegt, und vernachlassigen Sie jeglichen
Energieverlust durch Strahlung oder Kollisionen mit anderen Teilchen.

A1 — 0.7 Punkte

Bestimmen Sie den exakten Ausdruck fir die Endgeschwindigkeit v der Protonen als Funktion der
Beschleunigungsspannung V' und physikalischer Konstanten.

Ein Entwurf fur ein zuklnftiges Experiment am CERN sieht vor, die Protonen aus dem LHC zu
verwenden und sie mit Elektronen mit einer Energie von 60.0 GeV kollidieren zu lassen.

A.2 — 0.8 Punkte

Fir Teilchen mit hoher Energie und geringer Masse ist die relative Abweichung A = (c — v)/c der
Endgeschwindigkeit v von der Lichtgeschwindigkeit sehr klein. Bestimmen Sie eine Naherung
erster Ordnung fur A und berechnen Sie A fir Elektronen mit einer Energie von 60.0 GeV
mithilfe der Beschleunigungsspannung V' und physikalischer Konstanten.

Wir kehren nun zu den Protonen im LHC zurlick. Nehmen Sie an, dass das Strahlrohr kreisformig
ist.

A.3 — 1.0 Punkte

Leiten Sie einen Ausdruck fiir die homogene magnetische Flussdichte B her, die erforderlich ist,
um den Protonenstrahl auf einer Kreisbahn zu halten. Der Ausdruck soll nur die Energie der
Protonen E, den Umfang L, fundamentale Konstanten und Zahlen enthalten. Sie diirfen geeignete
Naherungen verwenden, sofern deren Einfluss kleiner ist als die durch die geringste Anzahl
signifikanter Stellen vorgegebene Genauigkeit.

Berechnen Sie die magnetische Flussdichte B fiir eine Protonenenergie von E = 7.00 TeV unter
Vernachlassigung der Wechselwirkungen zwischen den Protonen.

Abgestrahlte Leistung:

Ein beschleunigtes geladenes Teilchen strahlt Energie in Form elektromagnetischer Wellen ab. Die
abgestrahlte Leistung P;.q eines geladenen Teilchens, das mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
umlauft, hangt nur von seiner Beschleunigung a, seiner Ladung g, der Lichtgeschwindigkeit ¢ und
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der Permittivitat des Vakuums ¢ ab.
A.4 — 1.0 Punkte

Bestimmen Sie mithilfe einer Dimensionsanalyse einen Ausdruck fur die abgestrahlte Leistung
Prad-

Die tats&chliche Formel fiir die abgestrahlte Leistung enthalt einen Faktor 1/(67); auBerdem

ergibt eine vollstandig relativistische Herleitung einen zusatzlichen multiplikativen Faktor 74 mit
_ 2/.2\—-1/2
v =(1-v%/c?)" 12

A.5 — 1.0 Punkte

Berechnen Sie P,;, die insgesamt abgestrahlte Leistung des LHC, fiir eine Protonenenergie von
E = 7.00TeV (beachten Sie Tabelle 1). Sie diirfen geeignete Naherungen verwenden.

Lineare Beschleunigung:

Am CERN werden anfangs ruhende Protonen in einem Linearbeschleuniger der Lange d = 30.0 m
durch eine Potentialdifferenz von V' = 500 MV beschleunigt. Nehmen Sie an, dass das
elektrische Feld homogen ist. Ein Linearbeschleuniger besteht aus zwei Platten, wie in Abbildung 1
skizziert.

A.6 — 1.5 Punkte

Bestimmen Sie die Zeit T', die die Protonen bendtigen, um dieses Feld zu durchlaufen.

! :

A
o
A

O+
o

Abbildung 1: Skizze eines Beschleunigermoduls.
Teil B. Teilchenidentifizierung (4 Punkte)
Flugzeit:

Um den Wechselwirkungsprozess zu interpretieren, ist es wichtig, die bei der Kollision erzeugten
hochenergetischen Teilchen zu identifizieren. Eine einfache Methode besteht darin, die Zeit (t) zu
messen, die ein Teilchen mit bekanntem Impuls benétigt, um eine Strecke [ in einem sogenannten
Flugzeitdetektor (Time-of-Flight, ToF) zurlickzulegen. Typische Teilchen, die im Detektor
identifiziert werden, sind zusammen mit ihren Massen in Tabelle 2 aufgeflihrt.

Teilchen Masse [MeV /c?|
Deuteron 1876
Proton 938
geladenes Kaon 494
geladenes Pion 140
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Teilchen Masse [MeV /c?|
Elektron 0.511

Tabelle 2: Teilchen und ihre Massen.

mass m

momentum p

y
L)X time t4 length / time t;

Abbildung 2: Schematische Darstellung eines Flugzeitdetektors.

B.1 — 0.8 Punkte

Driicken Sie die Teilchenmasse m durch den Impuls p, die Flugstrecke [ und die Flugzeit ¢ aus.
Nehmen Sie dabei an, dass die Teilchen die Elementarladung e tragen, sich mit einer
Geschwindigkeit nahe ¢ auf geraden Bahnen im ToF-Detektor bewegen und senkrecht zu den
beiden Nachweisebenen fliegen (siehe Abbildung 2).

B.2 — 0.7 Punkte

Berechnen Sie die minimale Lange [ eines ToF-Detektors, mit dem sich ein geladenes Kaon sicher
von einem geladenen Pion unterscheiden lasst, wenn fiir beide ein Impuls von 1.00 GeV/c
gemessen wird. Fur eine gute Trennung muss die Differenz der Flugzeiten groBer als das
Dreifache der Zeitauflosung des Detektors sein. Die typische Auflosung eines ToF-Detektors
betragt 150 ps (1 ps = 10~ 2s).

Im Folgenden werden Teilchen, die in einem typischen LHC-Detektor erzeugt werden, in einem
zweistufigen Detektor identifiziert, der aus einem Spurdetektor und einem ToF-Detektor besteht.
Abbildung 3 zeigt den Aufbau in der Ebene quer und langs zu den Protonenstrahlen. Beide
Detektoren sind Rohren, die den Wechselwirkungsbereich umgeben, wobei der Strahl durch die
Mitte der Rohren verlauft. Der Spurdetektor misst die Bahn eines geladenen Teilchens, das ein
Magnetfeld durchlauft, dessen Richtung parallel zu den Protonenstrahlen ist. Aus dem Radius r
der Bahn lasst sich der Transversalimpuls pT des Teilchens bestimmen. Da der Kollisionszeitpunkt
bekannt ist, benotigt der ToF-Detektor nur eine Rohre, um die Flugzeit zu messen (die Zeit
zwischen der Kollision und dem Nachweis in der ToF-Rohre). Diese ToF-Rohre befindet sich
unmittelbar auBerhalb der Spurkammer. Flr diese Aufgabe dirfen Sie annehmen, dass sich alle
bei der Kollision erzeugten Teilchen senkrecht zu den Protonenstrahlen bewegen, also keinen
Impuls entlang der Richtung der Protonenstrahlen besitzen.

eulersolve.org/ipho/2016/ 30/39



X (4)

B5)— ® (3 €—0O

(4)

(1)
transverse plane cross section of the
longitudinal view at the center
of the tube along the beamline

(1) - ToF tube

(2) - track

(3) - collision point
(4) - tracking tube
(5) - proton beams
® - magnetic field

Abbildung 3: Versuchsaufbau zur Teilchenidentifizierung mit einer Spurkammer und einem ToF-
Detektor. Beide Detektoren sind Rohren, die den Kollisionspunkt in der Mitte umgeben. Links:
Querschnitt senkrecht zur Strahlachse. Rechts: Langsschnitt parallel zur Strahlachse. Das
Teilchen bewegt sich senkrecht zur Strahlachse.

B.3 — 1.7 Punkte

Driicken Sie die Teilchenmasse durch die magnetische Flussdichte B, den Radius R der ToF-

Rohre, fundamentale Konstanten und die gemessenen GroBen aus: den Radius r der Bahn und die
Flugzeit t.

Wir haben vier Teilchen nachgewiesen und mochten sie identifizieren. Die magnetische
Flussdichte im Spurdetektor betrug B = 0.500 T. Der Radius R der ToF-Rohre betrug 3.70 m.
Hier sind die Messwerte (1ns = 1079 s):

Teilchen Radius der Bahnr [m] Flugzeit ¢ [ns]

A 5.10 20
B 2.94 14
C 6.06 18
D 2.31 25

B.4 — 0.8 Punkte

Identifizieren Sie die vier Teilchen, indem Sie ihre Massen berechnen.
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Allgemeines Datenblatt

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum @ = 299792458 m - s !
Permeabilitat des Vakuums (magnetische gy | = 4w x10"kg-m- A~2-52
Feldkonstante)
Permittivitdt des Vakuums (elektrische e _ 8.854187817 x 102 A% -s* . kg~! - m~?
Feldkonstante)
Elementarladung e =1.6021766208(98) x 10 YA - s
Masse des Elektrons me = 9.10938356(11) x 10 ' kg
MeV
= 0.510998 946 1(31) —
c?
Masse des Protons m, = 1.672621898(21) x 10 *"kg
M V
— 938.272 081 3(58) ——
Masse des Neutrons my, = 1.674927471(21) x 10 %" kg
M V
— 939.565 413 3(58) ——

= 1.660 539 040(20) x 10*27 kg
o =10973731.568508(65) m*
=6.67408(31) x 10 "' m?® - kg ' .52
=98lm-s 2
= 6.626070040(81) x 10 **kg-m? - s !
A = 6.022140857(74) x 10* mol !

Vereinheitlichte atomare Masseneinheit
Rydberg-Konstante
Universelle Gravitationskonstante

Fallbeschleunigung (in Zurich)

> e Qe

Plancksches Wirkungsquantum

2

Avogadro-Konstante

Molare Gaskonstante R = 8.3144598(48) kg -m? - s 2 -mol ' - K !
Molare Massenkonstante M, =1x1073 kg - mol~*

Boltzmann-Konstante kg = 1.38064852(79) x 10 #kg-m?-s2-K!
Stefan-Boltzmann-Konstante o =5.670367(13) x 10 ®kg-s 3. K*

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

e A.1: Fur eine Beschleunigung aus der Ruhe gilt
-2
eV
=c4/1— |1+ .
N

A:%(l—f— ev)zzﬁ.

mc?

o A.2:

Fur die Elektronen mit 60.0 GeV gilt

A =3.63x 101,
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e B.3:

\

Losung
A1

werden kann.

B2 [mr e~ FE g5
ecL - ec
2 2
Prad == C %7
gopcC

wobei die dimensionslose Konstante C' durch eine Dimensionsanalyse nicht bestimmt

e A.5: Unter Berlicksichtigung beider Protonenstrahlen gilt

| Piot = 5.12kW.
d 2my,c? -
T—z 1+ G =2.18 x 10" "s = 0.218 us.
2
7Tl pr zz (::2{{) R 1
© l

e B.2: Der Schwellenwert flr die Lange ist

e = 1.27739... m. |

Das angegebene strikte Trennkriterium erfordert [ > [, sodass sich eine praktisch

erforderliche Mindestlange von etwa ergibt.

m =

eBr

ct

@

/|

2r arcsin(R/(2r))

e B.4: A: Proton, m =~ 0.94 GeV /c?; B: geladenes Pion, m ~ 0.14 GeV /c?; C: Proton,
m =~ 0.94 GeV /c?; D: geladenes Kaon, m ~ 0.50 GeV /c?.

Flr ein aus der Ruhe beschleunigtes Proton ergibt die Energieerhaltung

Damit gilt
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Auflosen nach v ergibt

—2
'UZC\/l—(l—i— eV2) .
mpc

Dieser Ausdruck ist unter der Annahme einer Beschleunigung aus der Ruhe ohne Energieverluste exakt.

A.2

Fir ein Teilchen der Masse m gilt

v
A=1——=1—4/1—72
. v

Bei hoher Energie gilt '7_2 < 1. Mit der Entwicklung erster Ordnung
T
Vi—-z=1- 5—1—0(:1:2),

erhalten wir

1
A=— -4,
52 +0(y ™)

Ausgedruckt durch die Beschleunigungsspannung gilt

1 eV \ 2
ST

Fur eV > mc? vereinfacht sich dies weiter zu

m?2ct

A~y ———.
2e2V2

Gleichwertig Iasst sich mit der Gesamtenergie F = 7mc2 schreiben:

2
1 2
A~ — me .
2 E
Fur die Elektronen gilt

mec? = 0.5109989461 MeV, E =60.0GeV = 6.00 x 10*MeV,

also

2
A ~ 1 < 0.51099894:51) _[363x10 1]
2 6.00 x 10

A3

Der Radius der Kreisbahn sei
L
2

Die magnetische Kraft andert die Richtung des relativistischen Impulses, wahrend sein Betrag konstant

P

bleibt. Flr eine gleichformige Kreisbewegung gilt

‘d_P_m
dt|  p°
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Gleichsetzen mit der magnetischen Kraft,

v
evB = p—,
p
ergibt
B=2
ep

Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung lautet
E? — p2c2 + mf)c‘l,

wobei E die Gesamtenergie des Protons ist. Daher gilt

% S S uE——
_ 2 2.4
B_ecL\/E mgct.

Bei £ = 7.00 TeV gilt

2
mpc” 938.2720813 MeV ~1.34 x 104
E 7.00 x 10 MeV

Das Ersetzen von pc durch E bewirkt eine relative Korrektur von nur

2 2
l<mpc ) ~ 8.98 x 1077,

2 E
die weit unterhalb der Genauigkeit der angegebenen Energie liegt. Somit gilt
2k
B~ il .
ecL

Mit E = 7.00 x 10'2e J ergibt sich
27(7.00 x 10'?)

B~ T =[5.50T}

~ (299792458)(26659)

A.4
Wir setzen an:
P4 = anaﬂc‘seg,
wobei C dimensionslos ist. Mit Masse, Lange, Zeit und Ladung als Basisdimensionen gilt
[P]=ML’T™, [q]=Q, [a]=LT"% |[J=LT",
und
[e0] = Q*T*M L3,
Der Vergleich der Exponenten ergibt

-n=1, a+2n=0,
B+6—3n=2, —2B—§6+2n=-3.

Damit gilt

Folglich ergibt sich

eulersolve.org/ipho/2016/

35/39



q2a2

P.a=0C 3
gpcC

Die Dimensionsanalyse bestimmt die Abhangigkeit von den physikalischen GroBen, kann aber C nicht
bestimmen.

A.5

Unter Berlicksichtigung des in der Aufgabe angegebenen Zahlenfaktors und der relativistischen
Korrektur strahlt ein Proton die Leistung

P e2a274
6megc?
ab. Fur eine Kreisbewegung gilt
v? c? L FE
a=—= N p = 5 7 = 2"
p p 2T mpC
Somit gilt
p e’c E 4
b 6meop? \ mpc? )
Numerisch ergibt sich
2 . 10°
o 20659 soa2.01m, 4= 010 60
21 938.2720813

Einsetzen liefert

P ~793x 10 12W.

Es gibt zwei Strahlen mit jeweils 2808 Teilchenpaketen und 1.15 x 10 Protonen pro Teilchenpaket.
Die Gesamtzahl der Protonen betragt somit

N = 2(2808)(1.15 x 10™) = 6.4584 x 10™.
Die Addition der einzeln abgestrahlten Leistungen ergibt
P, = NP, ~ 5.12467 x 10° W.
Daher gilt

| Pt = 5.12kW.

A.6

Das homogene elektrische Feld hat den Betrag V/d, sodass die Kraft auf ein Proton konstant ist:

v
=
d
Die relativistische Bewegungsgleichung lautet
d
dt

Da das Proton aus der Ruhe startet, gilt

ps = FT, T:%.
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Die beim Durchlaufen des Beschleunigers verrichtete Arbeit betrdgt eV, sodass die Gesamtenergie am
Ende

FEr = mpc2 +eV
betragt. Daher gilt

pre = \/ B} —m2ct = \/(eV)2 + 2eVmypc?.

Die Kombination dieser Ausdriicke ergibt

d
_ 2 2
T = . C\/(eV) + 2eVm,c?,

oder

d 2myc?

T=—4/1+
C eV

Hier gilt eV = 500 MeV. Somit ergibt sich

300 \/ 2(938.2720813)
~ 209792458 500

Die Verwendung einer konstanten Kraft anstelle einer konstanten Beschleunigung berlicksichtigt die
relativistische Geschwindigkeitsanderung.

s=[2.18 x 10 " s|.

B.1

Fur die geradlinige Bahn gilt

Fur den relativistischen Impuls gilt

Auflosen nach m ergibt

Daher gilt

Dieser Ausdruck ist exakt; eine Entwicklung um v = cist nicht erforderlich.
B.2
Auflosen des Ergebnisses aus B.1 nach der Flugzeit ergibt
[ me \ 2
tm) = —4/1+ ([ — ) .
c p

Bei gleichem Impuls kommt das schwerere Kaon spater an. Die Zeitdifferenz betragt
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l mc2 mc2
ot T )
c b b

Die erforderliche zeitliche Trennung ist
tg —tr > 3(150 ps) = 450 ps.
Der Schwellenwert flr die Lange betragt daher

lcrit = Soic ; o+ = 150 ps.

V14 (mke/p)* = /14 (mre/p)?
Mit p = 1000 MeV /c ergibt sich

l (450 x 1071%)(299792458)

crit — m.
v/1+ (494/1000)2 — /1 + (140/1000)2

Der dimensionslose Nenner betragt 0.10561117, woraus folgt:

lerit = 1.27739. .. m.

Somit muss ! diesen Schwellenwert iberschreiten; erforderlich sind etwa . Der exakte
relativistische Ausdruck wird verwendet, weil die Masse des Kaons gegeniber p/c nicht
vernachlassigbar ist.

B.3

Da das Teilchen keinen Impuls parallel zur Strahlachse besitzt, steht sein gesamter Impuls senkrecht
zum Magnetfeld. Wie in A.3 gilt

p = eBr.

Das Magnetfeld verrichtet keine Arbeit, sodass der Geschwindigkeitsbetrag entlang der Kreisbahn
konstant bleibt.

Sei 0 der Winkel, den das Teilchen um den Mittelpunkt seiner Bahn Uberstreicht, bevor es die ToF-
Rohre zum ersten Mal erreicht. Der Kollisionspunkt und der Nachweispunkt haben einen Abstand, der
dem Rohrenradius R entspricht. Zugleich sind sie die Endpunkte einer Sehne des Bahnkreises mit
Radius r. Daher gilt

0
R = 2rsin —.
2
Flr das erste Erreichen der Rohre gilt
6 = 2 arcsin —,
2r
und die Lange der Flugstrecke betragt
R

s =70 = 2rarcsin —.
2r

Dies setzt 7 > R/2 voraus; eine kleinere Kreisbahn erreicht die Réhre niemals.

Die Geschwindigkeit betragt
V= —.

t

Mit der Massenformel aus B.1 fiir die tatsachliche Weglange s und mit p = e Br ergibt sich
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Folglich gilt

m = efr \/l2r arcsi:(tR/ (2r)) 1 -

Der Arkussinus wird im Bogenmal ausgewertet.

B.4

Fir jedes Teilchen verwenden wir

s = 2rarcsin 3.’;0m , p = ¢e(0.500 T)r,
r

2
t
m— P (_> 1
C S

Die Umrechnung des Impulses folgt unmittelbar aus p = eBr:
p[GeV/c] = 0.299792458 B [T]| r [m].

Wenn fir den Vergleich der berechneten Massen mit Tabelle 2 zusatzliche Rechenstellen beibehalten

und

werden, ergibt sich:

Teilchen Weglange s [m] Impuls p [MeV/c] Berechnete Masse [MeV[c2] Identifizierung

A 3.7864 764.47 938.65 Proton
B 4.0019 440.69 139.32 Geladenes Pion
C 3.7600 908.37 935.10  Proton
D 4.2908 346.26 495.90 Geladenes Kaon

Die kleinen Abweichungen von den tabellierten Massen sind mit den gerundeten Messwerten vereinbar.
Mit einer sinnvollen Genauigkeit gilt

m =~ 0.94 GeV/c? Proton,
m =~ 0.14 GeV/c? geladenes Pion,
m =~ 0.94 GeV/c? Proton,
m ~ 0.50 GeV/c? geladenes Kaon.

TS Qw~

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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