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Aufgabe 1: Teilchen von der Sonne

[
Photonen von der Sonnenoberflache und Neutrinos aus ihrem Kern konnen uns Aufschluss tber
die Temperaturen der Sonne geben und auch bestatigen, dass die Sonne aufgrund von
Kernreaktionen leuchtet.

Nehmen Sie in dieser gesamten Aufgabe fiir die Masse der Sonne My = 2.00 x 1 kg, fir
ihren Radius Ro = 7.00 x 108 m, flr ihre Leuchtkraft (pro Zeiteinheit abgestrahlte Energie)
Lo = 3.85 x 10%® W und fiir den Abstand zwischen Erde und Sonne de = 1.50 x 10! m an.

Hinweis:

a a?

(ii) ze”dr = — — — + — | e* + Konstante

(i) /a:e‘” dr = <£ — i)e‘m -+ Konstante

a a? ad
3 2
T 3z 6x 6
(iii) /mg’e‘w dr = | — — — + — — — | e% 4 Konstante
a a? a® at
A Strahlung von der Sonne :
Teil Frage Punkte

Nehmen Sie an, dass die Sonne wie ein idealer schwarzer Korper strahlt. Berechnen Sie

- .. 0.3
damit die Temperatur T's der Sonnenoberflache.

Das Spektrum der Sonnenstrahlung lasst sich gut durch das Wiensche Strahlungsgesetz
annahern. Demnach ist die pro Zeiteinheit und pro Frequenzintervall auf eine beliebige Flache auf
der Erde einfallende Sonnenenergie u(u) gegeben durch

R2 2rxh

u(v) = A—2 213 exp(—hv/kpTy),
d2 C2
®

wobei v die Frequenz und A der Flacheninhalt der zur Richtung der einfallenden Strahlung
senkrechten Flache ist.

Betrachten Sie nun eine Solarzelle, die aus einer diinnen Scheibe aus Halbleitermaterial mit dem
Flacheninhalt A besteht und senkrecht zur Richtung der Sonnenstrahlen angeordnet ist.

Teil Frage Punkte

Dricken Sie unter Verwendung der Wien-Naherung die gesamte auf die Oberflache der
A2 Solarzelle einfallende Sonnenstrahlungsleistung P, durch A, R, dg, T und die 0.3
Naturkonstanten ¢, h, kp aus.
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Teil Frage Punkte

Driicken Sie die Anzahl der pro Zeiteinheit und pro Frequenzintervall auf die Oberflache
A3 der Solarzelle einfallenden Photonen n,(v) durch A, Ry, dg, T, v und die 0.2
Naturkonstanten ¢, h, kg aus.

Das Halbleitermaterial der Solarzelle hat eine ,Bandllicke” mit der Energie Eg. Wir nehmen
folgendes Modell an. Jedes Photon mit der Energie £ > E'g regt ein Elektron Uber die Bandllicke
hinweg an. Dieses Elektron liefert die Energie Eg als nutzbare Ausgangsenergie; jede dariiber
hinausgehende Energie wird als Warme abgegeben (und nicht in nutzbare Energie umgewandelt).

Teil Frage Punkte
Definieren Sie x4 = hvy/kpTs, wobei E; = hv,. Driicken Sie die nutzbare

A4 Ausgangsleistung der Zelle P,y durch 24, A, Re, do, T, und die Naturkonstanten ¢, h, 1.0
kp aus.

A5 Driicken Sie den Wirkungsgrad 7 dieser Solarzelle durch x4 aus. 0.2

Skizzieren Sie qualitativ 77 in Abhdngigkeit von 4. Die Werte bei z, = 0 und fir
A6  x, — oo sollen deutlich erkennbar sein. Wie groB ist die Steigung von n(z,) beiz, = 0 1.0
und fir z, — 00?

Es sei xo der Wert von x4, fir den 1 maximal ist. Leiten Sie die kubische Gleichung her,
A7 die ¢ bestimmt. Schatzen Sie den Wert von ¢ mit einer Genauigkeit von £0.25 ab. 1.0
Berechnen Sie daraus 7(z).

Die Bandliicke von reinem Silizium betrdgt £, = 1.11 eV. Berechnen Sie mit diesem

A8 0.2

Wert den Wirkungsgrad 7s; einer Siliziumsolarzelle.

L Amol Dighe (TIFR), Anwesh Mazumdar (HBCSE-TIFR) und Vijay A. Singh (ehemaliger nationaler
Koordinator der Wissenschaftsolympiaden) waren die Hauptautoren dieser Aufgabe. Flr die
Beitrage des Akademischen Komitees, der Akademischen Entwicklungsgruppe und des
Internationalen Gremiums wird herzlich gedankt.

Im spaten neunzehnten Jahrhundert stellten Kelvin und Helmholtz (KH) eine Hypothese auf, um zu
erklaren, wie die Sonne leuchtet. Sie nahmen an, dass die Sonne urspriinglich eine sehr groBe
Materiewolke mit der Masse M und vernachladssigbarer Dichte war und seither kontinuierlich
schrumpft. Das Leuchten der Sonne ware dann auf die Freisetzung potenzieller
Gravitationsenergie durch diese langsame Kontraktion zurlickzufiihren.

Teil Frage Punkte

Nehmen wir an, dass die Materiedichte im Inneren der Sonne gleichmaBig ist.
A9 Bestimmen Sie die gesamte gegenwartige potenzielle Gravitationsenergie €2 der Sonne 0.3
in Abhangigkeit von G, Mg und R .

Schatzen Sie die maximal mogliche Zeit 7y (in Jahren) ab, wahrend der die Sonne
A10 gemaB der KH-Hypothese geleuchtet haben konnte. Nehmen Sie an, dass die 0.5
Leuchtkraft der Sonne wahrend dieses gesamten Zeitraums konstant war.

Die oben berechnete Zeit Tk stimmt nicht mit dem aus Meteoritenuntersuchungen
abgeschatzten Alter des Sonnensystems Uberein. Dies zeigt, dass die Energiequelle der Sonne
nicht rein gravitativer Natur sein kann.
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B Neutrinos von der Sonne :

Im Jahr 1938 schlug Hans Bethe vor, dass die Kernfusion von Wasserstoff zu Helium im Kern der
Sonne ihre Energiequelle ist. Die Nettokernreaktion lautet:

4'H — *He + 2™ + 2u,

Die bei dieser Reaktion erzeugten ,Elektron-Neutrinos" v, konnen als masselos betrachtet
werden. Sie entweichen aus der Sonne, und ihr Nachweis auf der Erde bestatigt, dass im Inneren
der Sonne Kernreaktionen stattfinden. Die von den Neutrinos abgeflihrte Energie kann in dieser
Aufgabe vernachlassigt werden.

Teil Frage Punkte

Berechnen Sie die Teilchenflussdichte ®, der auf der Erde eintreffenden Neutrinos in
Einheiten von m—2 s . Die bei der obigen Reaktion freigesetzte Energie betragt

B1
AE = 4.0 x 1072 J. Nehmen Sie an, dass die von der Sonne abgestrahlte Energie

0.6

vollstandig aus dieser Reaktion stammt.

Auf dem Weg vom Sonnenkern zur Erde wandelt sich ein Teil der Elektron-Neutrinos v, in andere
Neutrinoarten v, um. Die Nachweiseffizienz des Detektors flir v, betragt 1/6 seiner
Nachweiseffizienz fir v.. Ohne Neutrinoumwandlung erwarten wir, im Mittel N1 Neutrinos pro
Jahr nachzuweisen. Aufgrund der Umwandlung werden jedoch tatsachlich im Mittel N2 Neutrinos
(v, und v, zusammen) pro Jahr nachgewiesen.

Teil Frage Punkte

Berechnen Sie in Abhangigkeit von N7 und Na, welcher Anteil f der v, in v, A
umgewandelt wird.
Zum Nachweis von Neutrinos werden groBe, mit Wasser geflllte Detektoren gebaut. Obwohl
Wechselwirkungen von Neutrinos mit Materie sehr selten sind, schlagen sie gelegentlich
Elektronen aus Wassermolekilen im Detektor heraus. Diese energiereichen Elektronen bewegen
sich mit hohen Geschwindigkeiten durch das Wasser und senden dabei elektromagnetische
Strahlung aus. Solange die Geschwindigkeit eines solchen Elektrons groBer als die
Lichtgeschwindigkeit im Wasser (Brechungsindex n) ist, wird diese als Tscherenkow-Strahlung

bezeichnete Strahlung kegelformig ausgesandt.

Teil Frage Punkte

Nehmen Sie an, dass ein von einem Neutrino herausgeschlagenes Elektron beim
Durchgang durch Wasser mit einer konstanten Rate von a pro Zeiteinheit Energie
verliert. Wenn dieses Elektron wahrend einer Zeit At Tscherenkow-Strahlung

B3 2.0
aussendet, bestimmen Sie die vom Neutrino auf dieses Elektron Uibertragene Energie (

Eimparted) in Abhéngigkeit von a, At, n, m, und c. (Nehmen Sie an, dass das Elektron
vor seiner Wechselwirkung mit dem Neutrino ruht.)

Die Fusion von H zu He im Inneren der Sonne erfolgt in mehreren Schritten. In einem dieser
Zwischenschritte entsteht ein "Be-Kern (Ruhemasse mp,). AnschlieBend kann er ein Elektron
einfangen, wobei ein “Li-Kern (Ruhemasse mp; < Mmpe) entsteht und ein v, ausgesandt wird. Die
entsprechende Kernreaktion lautet:

Be+e  — 7Li+1/e
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Wenn ein Be-Kern (mpg. = 11.65 X 10°% kg) ruht und ein ebenfalls ruhendes Elektron einfangt,
hat das ausgesandte Neutrino die Energie E, = 1.44 x 103 J. Aufgrund der Temperatur T im
Sonnenkern fuhren die Be-Kerne jedoch eine ungeordnete thermische Bewegung aus und wirken
als bewegte Neutrinoquellen. Daher schwankt die Energie der ausgesandten Neutrinos mit einem
Effektivwert (rms) der Abweichung von A Es.

Teil Frage Punkte

Berechnen Sie fiir AF,,; = 5.54 x 1077 J die mittlere quadratische Geschwindigkeit
B4  Vge der Be-Kerne und schatzen Sie daraus T ab. (Hinweis: A E;mgs hdngt vom 2.0
Effektivwert der Geschwindigkeitskomponente entlang der Sichtlinie ab.)

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten
e Al
1/4
L / 3
T,=| — ~ 5.76 x 10° K.
47TR2®0'
e A2
_: 127 AR2 (kgT;)*
" d2 c2h3
e A3
2
n(v) = 2mAR 2w/ (k5T
K d%c?
e A4
2mAR2 (kpTs)* .
ot = 22 ch xy(z; + 2z, +2)e” .
e A5
:cg(xz + 2z, +2)e™ %

e AG6 Die Kurve beginnt im Ursprung mit der Steigung 1/3, erreicht ein einziges Maximum
nahe (2.27,0.457) und n&hert sich der horizontalen Achse von oben:

1
. g . / — . r_
n(0) =0, x},lircl)on =0, 7' (0) = 3 4}1_1}(1)077 0 vonunten.
e A7
T3 — x5 — 20 —2=0, To = 2.27, n(zo) ~ 0.457 = 45.7%.
e A8

Tgsi~2.24,  ng ~ 0.457 = 45.7%.
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e A9
3GM?2
0=— © ~ 229 x 104 J.
5R,
e A10
3GMs 1.88 x 107
=5 ~ 1. X .
TKH 5RoLg years
e B1
L = 2L—® ~6.8x10%m2s L.
4ndi AE
e B2
6 N,
(1. 222
i 5 ( N1>
e B3
9 1
Eimparted = alAt + mc — —1].
\/1——1/712
e B4
AE|I‘I'IIS _
VBe:\/gc ~ 2.00 x 10° ms 1,
2 2
7, = e (ABms )\ 45 107K,
kg E,
\
Losung

Fir die numerische Auswertung verwenden wir die Standardkonstanten
0="5.6704x 108 Wm2K™4,
G =06.6743 x 10 M m*kg 1572,
kp = 1.380649 x 10°B JK 1,
c = 2.99792458 x 10® ms™!,
mit 1 eV = 1.602176634 x 101 J und 1 year = 3.15576 x 107 s.
A1

Nach dem Stefan-Boltzmann-Gesetz strahlt ein schwarzer Korper die Leistung oT* pro Flacheneinheit
ab. Die abstrahlende Fliche der Sonne betragt 4w R2, also gilt

Lo = 4TR% 0T}

Daraus folgt
1/4

3.85 x 1026

— e 5 —15.76 x 10° K|.
47(7.00 x 10%)2(5.6704 x 10~8)

T,
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A2

Die gesamte einfallende Leistung ergibt sich durch Integration Uber alle Frequenzen:

2 00
p. = 4B 2mh (7 st g,
dé 62 0
Wir setzen
hv kBTs
xr = M, dV = h dw
Dann gilt

in

= 5 / z’e *dx.
dzc?h? 0

Die angegebene Integrationsformel liefert
o0
/ zle dx = [—e (¢ + 32® + 62+ 6)] = 6.
0

Somit ist

 12wARZ (kpT,)*

in —
2 213
d2 c2h

Fur alle folgenden Wirkungsgrade wird dieselbe einfallende Leistung in der Wien-Naherung verwendet.
A3

Jedes Photon der Frequenz v tragt die Energie hv. Division der spektralen Leistung durch diese
Energie ergibt die spektrale Rate der eintreffenden Photonen:

_uw)

Damit folgt

2
%Vge_hy/(kﬂs) _

Die Einheit ist Photonen pro Sekunde und pro Hertz.
A4

Nur Photonen mit v > v, tragen bei, und jedes liefert die nutzbare Energie E,. Folglich gilt
o0
P, = Eg/ n,(v)dv.
Vg

Mit By = x4k T und der Substitution aus A2 ergibt sich

B 27TARé(kBTS)4 o,
out — 2 273 Lg r e dx.
dgch -

g

Nun ist

o0
/ e "dr = [—(2° + 2z + 2)6_‘”}20 = (a:f] +2x4+ 2)e .
9
T

g
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Daher folgt

- 27TAR2®(]€BT5)4

out — 2
2h3
dzc?h

mg(xg + 2z, +2)e ).

A5

Der Wirkungsgrad ist die nutzbare Ausgangsleistung geteilt durch die einfallende Leistung:

Pout

Py

Die gemeinsamen dimensionsbehafteten und geometrischen Faktoren klirzen sich heraus, sodass sich
ergibt

zy(x? + 224+ 2)e %
’l’](l’g) = . 6 ’ Lg Z 0.

A6

Bei verschwindender Bandlicke gilt

n(0) = 0.

Obwohl Photonen dann Elektronen anregen konnen, ist die nutzbare Energie pro Elektron null.

Fur groBe x4 gilt

’r’(xg) ~ 6 )

also

lim n(z,) =0}

51}94)00

Die exponentiell kleine Anzahl der Photonen mit Energien oberhalb der Bandllicke lasst die nutzbare
Ausgangsleistung verschwinden.

Durch Ableiten erhalten wir

e v
n'(z,) = (—mg + mz + 2z, + 2).
Damit gilt
/ 1 . /
n(0) =< lim n'(x4) = 0 von unten|.
3 T,—00

Die Skizze beginnt im Ursprung mit der Tangente n = mg/3, steigt bis zu einem einzigen Maximum
nahe z, = 2.27 an und fallt anschlieBend gegen die horizontale Asymptote 1 = 0 ab, wobei sie positiv
bleibt. Weitere Informationen lber die Kurvenform liefert

—z,

" € 2
n'(zg) = 6 xg(xg —4),
wonach die Kurve fiir 0 < z, < 4 nach unten und fiir z, > 4 nach oben gekrimmt ist.

Reprasentative Punkte sind:
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Tg n(zg)

0 0

1 0.307

2 0.451
2.27 0.457
4 0.317

6 0.124

10 0.00923

— 0 — 0

A7
Am Maximum gilt ' (x) = 0. Da der Exponentialfaktor nie verschwindet, gilt
—zd +xp 4+ 220+ 2=0,

oder

xd —x3 — 29 —2=0|

Fir g > 0 ist dies aquivalent zu

2 2
oz

Die linke Seite wachst streng monoton mit xg, wahrend die rechte Seite streng monoton abnimmt.
Daher gibt es nur eine positive stationare Stelle. Zusammen mit dem Randverhalten aus A6 zeigt dies,
dass dort das globale Maximum liegt.

Sei F(z) = z* — 2% — 2z — 2. Dann gilt
F(2) = -2, F(2.5) = 2.375.
Damitist 2 < g < 2.5, was bereits ¢y = 2.25 + 0.25 ergibt. Eine genauere Bestimmung liefert
mo=277)
Einsetzen in den Wirkungsgrad ergibt

zo(z3 + 220 + 2)e ™

n(zg) = G ~ 0.45703.
Somit folgt
Nmax == 45.7%|.
A8
Bei der in A1 bestimmten Oberflachentemperatur gilt
kpTs ~ 0.4966 eV.
Far Silizium ist
E 1.11
g
i = = ~ 2.235.
ToS T LT, T 0.4966 35

Daher ergibt sich
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2235 (2.235% + 2(2.235) + 2)e >

Nsi = 6 ~ 0.45694.

Somit ist

7Si ~ 457% .

Dies liegt sehr nahe am Maximum, weil die Bandllcke von Silizium nahe an der optimalen Bandliicke
zokpTs ~ 1.13 €V liegt.

A9

Wir bauen die homogene Kugel auf, indem wir nacheinander dinne Kugelschalen aus dem Unendlichen
heranbringen. Beim Radius r betragt die bereits zusammengefligte Masse

r3
M(’f‘) =M 53
Rg
und die Masse der Schale ist
3Mr?
M = == ar.
RS
Nach dem Schalentheorem betragt die hinzugefligte potenzielle Energie
GM(r)dM
dq - GM(r)dM
r
Daher gilt
2 ,R 2 pb
0= —3GM® / ®r4dr: _3GM® &
RS Jo RS 5
Damit folgt
3GM?
= © |~ —2.29 x 10* J.
5Rs

Das negative Vorzeichen entspricht der Festlegung, dass die potenzielle Energie bei unendlichem
Abstand null ist.

A10

Die anfangliche, sehr ausgedehnte Wolke hat naherungsweise die potenzielle Gravitationsenergie null.
Ilhre Kontraktion setzt daher hochstens folgende Energie frei:

3G M2
SR,

Die maximal mogliche Leuchtdauer ergibt sich unter der Annahme, dass diese gesamte freigesetzte

Eavaﬂable =-Q0=

Energie abgestrahlt wurde. Bei konstanter Leuchtkraft gilt

I B 3GM%
also
 3GM2
K= SR Lo |
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Numerisch ergibt sich

2.2 104
TKH = 2288 x 10 594 % 10Ms = [1.88 x 107 years|.

3.85 x 10%
Jeder Anteil der freigesetzten Energie, der als innere Energie erhalten bleibt, wiirde die durch

Gravitationskontraktion ermoglichte Leuchtdauer verkirzen; dies ist also eine obere Grenze.
B1

Wenn die von Neutrinos abgeflihrte Energie vernachlassigt wird, betragt die Anzahl der
Fusionsreaktionen pro Sekunde
N reaction — %-
Jede Reaktion erzeugt zwei Neutrinos:
2L,
AE
Bei kugelsymmetrischer Emission durchqueren diese Neutrinos im Abstand der Erde eine Flache von
4md? . Daher gilt

N,

2L,
" and]AE |

Einsetzen ergibt

2(3.85 x 10%6)

—16.8 x 10" m2s71|
47(1.50 x 101)2(4.0 x 1012)

o, =

B2

Nach der Umwandlung verbleibt der Anteil 1 — f als Elektron-Neutrinos und tragt (1 — f) Ny
Nachweise pro Jahr bei. Der umgewandelte Anteil tragt fN1/6 bei, da seine Nachweiseffizienz um den
Faktor sechs kleiner ist.

Folglich qilt

Ny =(1-f)N, + f]6\71 =N, (1—%)-

6 No
=5(0-%))

Der physikalische Bereich 0 < f < 1 entspricht N;/6 < Ny < Nj.

Auflosen ergibt

B3

Die Tscherenkow-Strahlung endet, wenn das Elektron auf die Lichtgeschwindigkeit im Wasser

abgebremst ist:
c
UVth = —.
n

Die kinetische Energie des Elektrons zu diesem Zeitpunkt ist relativistisch:
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1 1
Yth = —F————— = .
\/1—1)3}1/(:2 V1-1/n?

Wihrend der Emissionsdauer At verliert das Elektron die Energie aaAt. Seine anfangliche kinetische

K = (’Yth - 1)mec2,

Energie unmittelbar nach der Wechselwirkung mit dem Neutrino betragt daher
Ki = Kth —+ OéAt

Da das Elektron vor der Wechselwirkung zunachst ruhte, ist die vom Neutrino tUbertragene Energie
gleich K;. Damit folgt

1
Eimparted = aAt + mec2 <— — 1) .

i1

Der zweite Term ist wesentlich: Das Elektron besitzt noch kinetische Energie, wenn die Tscherenkow-

Emission endet.
B4

Wir verwenden das angegebene Modell, in dem die Energiestreuung durch die thermische Bewegung
der Be-Quellen entsteht. Sei v die Geschwindigkeitskomponente der Quelle in Richtung Erde.

Fir ein masseloses Neutrino betragt der Impuls im Ruhesystem der Quelle p,, = E, /c. In erster
Ordnung in der nichtrelativistischen Quellengeschwindigkeit liefert die Lorentz-Transformation der
Energie

E,
Eobs =~ Eu + ’UH T

Somit betragt die Doppler-Energieverschiebung
Y|
0F ~FE,—.
c
Die thermische Bewegung ist isotrop, also gilt
2 2
(v) _ Vi

(v) =0, (vfj) = 5 — 3

Fur den Effektivwert der Energieverschiebung ergibt sich

E, — E, Vg
o 14 2 — 14 €

Daher gilt

A‘E'I‘IIIS
E, |

VBe — \/§C

Numerisch ist

AE.,,  5.54x107"7

_ —4
E,  1aax10 B oo

und damit

Vge ~ 2.00 x 10° ms™!|.

Das Verhaltnis Vge/c ~ 6.66 X 1074 bestatigt die Gliltigkeit der nichtrelativistischen Naherung.
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Nach dem Gleichverteilungssatz fur die drei Translationsfreiheitsgrade gilt
1 3
2 _
5 mge Vg, = 5 kgT.,.

Somit folgt

T mpe Ve, B mpe® [ AEms \ >
" 3k  kp E, '

Einsetzen der Daten ergibt

~(11.65 x 10727)(2.9979 x 10°)? (5.54 x 10—17>2

T
1.380649 x 10723 1.44 x 10713

woraus folgt

T.~1.12 x 10" K|.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Das Extremalprinzip

[
A Das Extremalprinzip in der Mechanik

Betrachten Sie die in Abb. 1 dargestellte horizontale, reibungsfreie x — y-Ebene. Sie wird durch
eine Gerade AB mit der Gleichung x = x1 in zwei Bereiche | und Il unterteilt. Die potenzielle
Energie eines punktférmigen Teilchens der Masse m betragt im Bereich | V' = 0 und im Bereich II
V' = V}. Das Teilchen wird vom Ursprung O mit der Geschwindigkeit v1 entlang einer Geraden
ausgesandt, die mit der x-Achse den Winkel 81 bildet. Es erreicht den Punkt P im Bereich Il mit
der Geschwindigkeit v5 entlang einer Geraden, die mit der z-Achse den Winkel 6, bildet.
Vernachlassigen Sie in der gesamten Aufgabe T-2 (in allen Teilen) die Gravitation und
relativistische Effekte.

YN A 11 _wp

X
V=0

T V="V,
a

o Bl

O X1 X
Figure 1

Abbildung 1

A1  Bestimmen Sie einen Ausdruck flir vy in Abhangigkeit von m, v; und V. 0.2

A2  Driicken Sie vy durch vy, 6; und 6, aus. 0.3

Wir definieren eine GroBe namens Wirkung A = m fv(s)ds, wobei ds die infinitesimale Lange

Das Integral wird entlang der Bahn gebildet. Beispielsweise betragt flir ein Teilchen, das sich mit

eulersolve.org/ipho/2015/

entlang der Bahn eines Teilchens der Masse m ist, das sich mit der Geschwindigkeit v(s) bewegt.
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konstanter Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit dem Radius R bewegt, die Wirkung A fur
einen Umlauf 2rm Rv. Fir ein Teilchen mit konstanter Energie E lasst sich zeigen, dass von allen
moglichen Bahnen zwischen zwei festen Punkten die tatsachliche Bahn diejenige ist, auf der das
oben definierte A ein Extremum (Minimum oder Maximum) annimmt. Historisch ist dies als Prinzip
der kleinsten Wirkung (PLA) bekannt.

Aus dem PLA folgt, dass die Bahn eines Teilchens, das sich zwischen zwei festen Punkten in
einem Bereich mit konstantem Potenzial bewegt, eine Gerade ist. Die beiden festen Punkte O
und P in Abb. 1 sollen die Koordinaten (0, 0) bzw. (z, yo) haben, und der Grenzpunkt, an
A3 dem das Teilchen von Bereich | in Bereich Il tbertritt, soll die Koordinaten (z1, &) haben. 1.0
Beachten Sie, dass x; fest ist und die Wirkung nur von der Koordinate a abhangt. Geben Sie
den Ausdruck fir die Wirkung A(c) an. Leiten Sie mithilfe des PLA den Zusammenhang
zwischen v; /vy und diesen Koordinaten her.

B Das Extremalprinzip in der Optik

Ein Lichtstrahl lauft von Medium | in Medium Il mit den jeweiligen Brechungsindizes 11 und n4y. Die
beiden Medien sind durch eine zur x-Achse parallele Gerade getrennt. Der Lichtstrahl bildet mit
der y-Achse im Medium | den Winkel 2; und im Medium Il den Winkel 25 (siehe Abb. 2). Um die
Bahn des Strahls zu bestimmen, verwenden wir ein weiteres Extremalprinzip (Minimum oder
Maximum), das als Fermatsches Prinzip der klirzesten Zeit bekannt ist.

YA

Figure 2

Abbildung 2

Das Prinzip besagt, dass sich ein Lichtstrahl zwischen zwei festen Punkten auf einem Weg
B bewegt, fiir den die zwischen den beiden Punkten bendtigte Zeit ein Extremum annimmt. O
Leiten Sie auf Grundlage des Fermatschen Prinzips den Zusammenhang zwischen sin ¢; und )

sin 29 her.

Abb. 3 zeigt eine schematische Skizze der Bahn eines Laserstrahls, der horizontal in eine
Zuckerlosung einfallt, deren Zuckerkonzentration mit der Hohe abnimmt. Infolgedessen nimmt
auch der Brechungsindex der Losung mit der Hohe ab.

Y 0,0)

%—x““ -)x

(%0, =¥0)
Figure 3: Tank of Sugar Solution

Abbildung 3: Behalter mit Zuckerlosung
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Nehmen Sie an, dass der Brechungsindex n(y) nur von y abhangt. Leiten Sie mithilfe der in
B2 B1 erhaltenen Gleichung einen Ausdruck fir die Steigung dy/d:v der Strahlbahn in
Abhangigkeit vom Brechungsindex ng bei y = 0 und von n(y) her.

Der Laserstrahl wird vom Ursprung (0, 0) aus horizontal in die Zuckerlosung gerichtet, und
zwar in einer Hohe yq Uber dem Boden des Behalters, wie in Abbildung 3 dargestellt. Setzen

B3 Sie n(y) = ngy — ky, wobei ng und k positive Konstanten sind. Bestimmen Sie fiir die
tatsachliche Bahn des Laserstrahls einen Ausdruck fur z in Abhangigkeit von y und den
zugehorigen GroBen.

1 Manoj Harbola (IIT-Kanpur) und Vijay A. Singh (ehemaliger nationaler Koordinator der
Wissenschaftsolympiaden) waren die Hauptautoren dieser Aufgabe. Den Beitrdgen des
Akademischen Komitees, der Akademischen Entwicklungsgruppe und des Internationalen
Gremiums gilt unser Dank.

Sie diirfen verwenden: [ sec §df = In(sec § + tan 6) + Konstante, wobei sec§ = 1/ cos 6,
oder

dz
—_— = ln(m + \/x2 — 1) -+ Konstante
/ vz?—1
Bestimmen Sie den Wert von xq, der Stelle, an der der Strahl auf den Boden des Behalters
trifft. Verwenden Sie yo = 10.0 cm, ng = 1.50, k£ = 0.050 cm ! (1em =102 m).

C Das Extremalprinzip und die Wellennatur der Materie

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen dem PLA und der Wellennatur eines

1.5

1.2

0.8

bewegten Teilchens. Dazu nehmen wir an, dass ein Teilchen, das sich von O nach P bewegt, alle

moglichen Bahnen nehmen kann, und suchen eine Bahn, die sich aus der konstruktiven Interferenz

von De-Broglie-Wellen ergibt.

Wahrend sich das Teilchen entlang seiner Bahn um eine infinitesimale Strecke As bewegt,
C1 stellen Sie den Zusammenhang zwischen der Anderung A der Phase seiner De-Broglie-
Welle, der Anderung A A der Wirkung und der Planck-Konstanten her.

Betrachten Sie erneut die Aufgabe aus Teil A, in der sich das Teilchen von O nach P bewegt
(siehe Abb. 4). An der Grenze AB zwischen den beiden Bereichen werde eine undurchlassige
Trennwand angebracht. In AB befindet sich eine kleine Offnung CD der Breite d, wobei

d < (zog — z1) und d < 7 gelten.

C2
Betrachten Sie die beiden auBersten Wege OCP und ODP, wobei OCP auf der in Teil A
behandelten klassischen Bahn liegt. Bestimmen Sie die Phasendifferenz Apcp zwischen
den beiden Wegen in erster Ordnung.
\ I I
Y A P
V=0 p (*x0,Y0)
V="V,
C =
B CD cl>
O xl xX
Figure 4
Abbildung 4
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D Interferenz von Materiewellen

Betrachten Sie eine Elektronenkanone bei O, die einen kollimierten Elektronenstrahl auf einen
schmalen Spalt bei F in der undurchldssigen Trennwand A1B1 bei x = 1 richtet, sodass OFP

dass die Geschwindigkeit v2 = 1.9900 x 10" ms™! betragt. Der Abstand o — @1 betragt
250.00 mm (1lmm = 10~3m). Vernachlassigen Sie die Wechselwirkung zwischen den

Elektronen.
A I Ay I
P,
Fl.--~
//v' ’/" IZlS.DU nm
102 G By S
0 X1 Xo ?[
250 mm
Figure 5
Abbildung 5
5 Wenn die Elektronen bei O aus der Ruhe beschleunigt wurden, berechnen Sie die
Beschleunigungsspannung Uj.
In der Trennwand A 1B wird ein weiterer identischer Spalt G im Abstand von 215.00 nm (
5 1Inm = 10 °m) unterhalb des Spalts F angebracht (Abb. 5). Wenn die Phasendifferenz

zwischen den durch die Spalte F und G bei P eintreffenden De-Broglie-Wellen 273 betragt,
berechnen Sie (.

In welchem kleinsten Abstand Ay von P ist auf dem Schirm zu erwarten, dass keine
D3 Elektronen nachgewiesen werden (Nachweisrate null)? [Hinweis: Die Naherung
sin(f + A6) ~ sin 6 + A6 cos 0 kann hilfreich sein.]

Der Strahl hat einen quadratischen Querschnitt von 500nm x 500nm, und die Anordnung ist
2 m lang. Wie groB muss die minimale Flussdichte I,;, (Anzahl der Elektronen pro
Flacheneinheit senkrecht zur Strahlrichtung und pro Zeiteinheit) sein, damit sich zu einem
gegebenen Zeitpunkt im Mittel mindestens ein Elektron in der Anordnung befindet?

D4

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten
2V,
o Al: vy = v%— —0.
m
sin 91
o A2: V2 = V1 — .
sin 0,

eulersolve.org/ipho/2015/
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eine Gerade ist. P ist ein Punkt auf dem Schirm bei £ = x¢ (siehe Abb. 5). Die Geschwindigkeit in |
betrdgt v1 = 2.0000 x 10" ms~?, und es gilt & = 10.0000°. Das Potenzial in Il ist so gewahlt,
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N

A(a) = mviy/ 22 + a? + mvg\/(azo —x1)?

+ (yO - a)za

e B1:n;sini; = ngsinis.

Vs ay/(wo—z1)? + (yo — @)

e D1: U; ~ 1.14 x 10° V.

d(vy — in @
m.d(vq hv2)51n il

e D3: Ay~ 1.6 x 10~°> m = 16 um, unterhalb von P.
o D4: [yin ~ 4 x 10 m 257!,

e D2: 5=

\

Losung

Fir die numerischen Berechnungen zu den Elektronen verwenden wir
m, = 9.1093837 x 103! kg, e = 1.602176634 x 107 % C,
wobei e der Betrag der Elektronenladung ist.

A1

d 2
. B2:—y:— n(y) — 1.
dx n%
e B3:
N /(o — ky)2 — 3
z(y) = In -
. . . ) kx
Gleichwertig dazuist y(z) = — |1 — cosh| — | |.
k N
e B4:xo=23.86... cm ~ 24 cm.
27 AA
e Cl:Ap=—AA=—.
LA h

e C2: Apcp = 0in erster Ordnung in d; die fiihrende Korrektur ist quadratisch.

h = 6.62607015 x 103 Js,

Das Potenzial ist zeitunabhangig, daher bleibt die mechanische Energie erhalten:

1 2 1 2
Emvl = Emv2 + V.

. _\/2_21/0
2 = A —
m

Die Aufgabe setzt voraus, dass das Teilchen in den Bereich Il Ubertritt.

Daraus folgt

eulersolve.org/ipho/2015/
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A2
Das Potenzial hangt nur von x ab, daher besitzt die Kraft keine y-Komponente. Folglich bleibt der
Impuls parallel zur Grenze erhalten:

mw1 sin 01 = mws sin 05.

Somit gilt

sin 0,

V2 = VU1

sin 02 i

A3
Der Punkt des Grenzlbertritts sei @ = (z1, a). Die beiden geraden Teilstrecken haben die Langen

Li=y/ai+a?,  Ly= \/(«’Eo —z1)? + (yo — ).

Bei fester Gesamtenergie sind die Geschwindigkeiten in den beiden Bereichen festgelegt. Daher gilt

A(a) = m('l)lLl + 'l)2L2) .

Die tatsachliche Bahn erfullt

dA a Yo — @
— = —_— - =0
da lvl L. ? L, ]
Daraus folgt
vi (Yo —)Ly (yo — @)y/x] + a?
v2 alz ay/(zo — 21)% + (yo — @)?

Da /Ly = sin 6, und (yo — )/ Ly = sin 0, gelten, ergibt sich wieder A2. AuBerdem ist

d’A vzl vz — 1)?
1o =m 3 3 > 0,
@ 1 2

sodass diese stationare Wirkung ein Minimum ist.
B1

Wir beschreiben die horizontale Grenzflache durch y = b und nehmen an, dass der Strahl sie bei (c, b)
durchquert. Die Lichtgeschwindigkeit im Medium j ist c/nj. Seine Laufzeit von O nach P betragt daher

n S5 N
T(a) = " Va2 +07 + 72\/(3;0 —a)? + (yo — b)2.
Das Fermatsche Prinzip verlangt dT'/da = 0:
«a Ty — «

n|————— = N9 .
V£ -l + (- b

Da die Winkel gegenuber der Grenzflachennormalen gemessen werden, sind die beiden geometrischen

Verhaltnisse sin ¢; und sin 5. Somit gilt

T . . sini1 no
181171 = N9 SIN 19 |, Sini = n_ .
2 1
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B2
Wir betrachten die Flissigkeit als eine Folge dinner horizontaler Schichten. Die Anwendung von B1 auf
benachbarte Schichten zeigt, dass

n(y) sini(y) = konstant.
Der Strahl verl3uft anfangs horizontal, also ist ¢(0) = 90°, woraus folgt:

n(y)sini(y) = no.
Fir einen Strahl, der sich in Richtung zunehmender x bewegt, gilt
dr 1

sint = —

ds V1 + (dy/dz)?

Folglich ist
n(y)
V1+ (dy/dz)?

(dy ) > n(y)?
=) = ~1.
dzx n%

Der Strahl wird zum groBeren Brechungsindex hin gekriimmt, also nach unten. Mit der Wahl der

und damit

negativen Steigung ergibt sich

dy _ [nly)?
d:IZ n%
B3
Wir setzen n(y) = no — ky ein:
dz no

g :
Y \/(no — ky)? —nj
Integration vom Eintrittspunkt (0, 0) aus ergibt

—no/ .
\/ (ng — kn)2 — n2
/ no—ky)/no du
a 1

Mit dem angegebenen Integral erhalten wir

Mit u = (no — kn)/no wird daraus

no no — ky + \/(no—k:y)2—n§

Ny

Dies ist der Zweig mitx > Qund —yo < y < 0.
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Gleichwertig dazu ist

also

Die Bahn geht mit einer horizontalen Tangente durch den Ursprung und kriimmt sich zunehmend nach
unten.

B4

Am Boden gilt y = —yg. Daher ist

k
Ty = ﬂa,rcosh (1 + ﬂ).
k n

Bei durchgangiger Verwendung von Zentimetern gilt

— = 30. 1+—=14+——=—.
g - 00, e T T 1m0 3
Somit ergibt sich
4
Ty = 30.Oln<+Tﬁ> cm = 23.86096 . .. cm.
Damit ist
g~ 24cm = 0.24 m|
C1

Die De-Broglie-Wellenlange betragt

Die Uber eine infinitesimale Strecke angesammelte raumliche Phase ist

21 21
Ap = TAS = vaAs.
Da AA = mwv As gilt, folgt
27 AA
Ap=—AA=——|
T h R

Fur stationare Wellen gleicher Energie fallt die gemeinsame zeitliche Phase beim Vergleich der Wege
zur selben Beobachtungszeit weg.

C2

C habe die Koordinaten (z1, @), sodass D die Koordinaten (x1, a + d) hat. In erster Ordnung gilt
OD — OC = dsin8; + O(d?),

wahrend
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DP — CP = —dsinfy + O(d?).
Daher ist
Aopp — Aocp = md (v1sinf; — ve sinfy) + O(d2).
Da OCP die klassische Bahn ist, liefert A2
v1sin @7 = vy sin Os.
Mit C1 erhalten wir

2mmd

ASDC’D = (’Ul sin 01 — Vo sin 92) + O(dz)

Somit gilt

Agocp =0 inerster Ordnungin d|.

In zweiter Ordnung ist die Phasendifferenz im Allgemeinen von null verschieden. Die Stationaritat der
Wirkung bewirkt, dass benachbarte Wege in erster Ordnung dieselbe Phase haben.

D1

Die Beschleunigung aus der Ruhe durch eine Potenzialdifferenz vom Betrag U; ergibt

1
eU; = Emev%.
Daher ist
mev%
Ui = =1137.126... V,
2e
oder
Ui ~1.14 x 103 V|.
D2
Es sei

d=215.00 x 10 " m, L =2y — x; = 0.25000 m.

Wir behandeln den einfallenden kollimierten Strahl als koharente ebene Welle und verwenden die
Weglangendifferenzen im Fernfeld in erster Ordnung im Spaltabstand.

Da F oberhalb von G liegt, betragt die Phasendifferenz der einfallenden Welle

go}? — <,0in;1 = m;ivl dsin 6.

Fur P, das auf der geradlinigen Verlangerung von OF liegt, qilt
FP — GP ~ —dsin@.

Der Beitrag der Ausbreitung im Bereich Il betragt daher

%) .
° < dsiné.

Definieren wir die gesamte Phasendifferenz als die Phase durch F minus die Phase durch G, so gilt

med

2nB = (v — vy) sin 6.

Somit ist
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med(v1 — v2)sin 6

p= h

Numerisch ergibt sich

B =5.132650.. ., B~ 5.13|

Dies ist die unreduzierte Phasendifferenz in Einheiten einer vollen Schwingung; modulo einer vollen
Schwingung betragt sie 0.132650. . ..

D3

Bei identischen Spalten mit gleichen Amplituden tritt destruktive Interferenz auf, wenn die
Phasendifferenz ein ungeradzahliges Vielfaches von 7 oder eine halbzahlige Anzahl voller
Schwingungen ist.

Die Ausbreitungsrichtung zu einem benachbarten Schirmpunkt sei @ + 6. Die Phasendifferenz der

einfallenden Welle bleibt unverandert, wahrend sich die Ausbreitungsphase andert. Die Phasendifferenz
in Einheiten einer vollen Schwingung wird zu
med

h

Mit der angegebenen Entwicklung fur kleine Winkel ergibt sich

b(86) = [v1 sin @ — vy sin(6 + 66)].

mevad

cos 0 46.

b(66) ~ B —

Die benachbarten Halbzahlen sind 4.5 und 5.5. Ihre Absténde von (3 betragen
B —4.5=0.632650.. ., 5.5 — 5 =10.367350....

Das nachstgelegene Minimum hat daher b = 5.5, woraus folgt:

h(5.5 — B)

mevodcos O’

06 =

Das negative Vorzeichen bedeutet, dass das Minimum unterhalb von P liegt.

Die vorzeichenbehaftete Verschiebung auf dem vertikalen Schirm ist

L
dy = L [tan(0 + 60) — tan 6] ~ 6.
cos2 6
Ilhr Betrag ist somit
L(5.5 —
ZCERD
mevad cos3 0

Numerisch ergibt sich

hL =44.5001... pm,

mevad cosd 0
sodass das Ergebnis in fihrender Ordnung lautet:

Ay = (44.5001...)(0.3673499...) pm = 16.3471... pum.
Daher gilt

Ay ~ 16 pm, unterhalb vonP|.
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Die Kleinwinkel- und Fernfeldndherungen sind hier angemessen: |§0| ~ 6.34 x 107° rad, und
d/L = 8.60 x 10~ 7. Das angegebene Ergebnis vernachlissigt Korrekturen héherer Ordnung der
Weglangen.

D4

Die Querschnittsflache des Strahls senkrecht zur Strahlrichtung betragt

S = (500 x 107%)? = 2.50 x 10 ** m?.

Fiir eine Flugstrecke von 2 m betragt die Durchflugzeit mit v ~ 2.0 x 10" ms™*

2
T ———
2.0 x 10
Bei einer Flussdichte I ist die pro Zeiteinheit eintretende Anzahl 1.S. Im stationédren Betrieb betragt die

=1.0x 10 7s.

mittlere Anzahl in der Apparatur

N = IS.
Der minimale Fluss entspricht N=1:
Inin = ! .
ST
Daher gilt
I >~ ! —4x10¥m 27|

(2.50 x 10713)(1.0 x 1077)

Genauer gilt 7 = £1/v1 + £2/v2, wobei £1 + £ die Flugstrecke ist. Die beiden Geschwindigkeiten
unterscheiden sich nur um 0.5%, sodass ihre Ersetzung durch die gemeinsame
Naherungsgeschwindigkeit die angegebene Genauigkeit nicht beeinflusst.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Der Entwurf eines Kernreaktors
[
Uran kommt in der Natur als UO3 vor, wobei nur 0.720% der Uranatome 235U sind. In 235U I3sst
sich durch Neutronen leicht eine Kernspaltung auslosen, bei der 2-3 Spaltneutronen mit hoher
kinetischer Energie emittiert werden. Diese Spaltwahrscheinlichkeit steigt, wenn die
spaltauslosenden Neutronen eine niedrige kinetische Energie haben. Durch Verringerung der
kinetischen Energie der Spaltneutronen kann man daher eine Kette von Spaltungen in weiteren
2351J-Kernen auslésen. Dies bildet die Grundlage des zur Stromerzeugung dienenden
Kernreaktors (NR).

Ein typischer NR besteht aus einem zylindrischen Behalter der Hohe H und des Radius R, der mit
einem als Moderator bezeichneten Material geflllt ist. Zylindrische Rohre, sogenannte
Brennstoffkanale, sind parallel zur Achse in einem quadratischen Gitter angeordnet. Jeder Kanal
enthalt ein Blindel zylindrischer Brennstoffstabe der Hohe H aus nattirlichem UQ» in fester Form.
Spaltneutronen, die aus einem Brennstoffkanal austreten, stoBen mit dem Moderator zusammen,
verlieren dabei Energie und erreichen die umliegenden Brennstoffkanale mit einer hinreichend
niedrigen Energie, um eine Spaltung auszulosen (Abb. I-1ll). Die durch Spaltung im Stab erzeugte
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NR mit zylindrischer Geometrie.

Fig-1

Warme wird an ein Kuhlmittel Gbertragen, das entlang des Stabes stromt. In dieser Aufgabe
untersuchen wir einige physikalische Grundlagen von (A) Brennstoffstab, (B) Moderator und (C)

Schematic sketch of the
Nuclear Reactor (NR)
Fig-1: Enlarged view of a fuel

U0,

A1

A2

A3

A4

A5

Daten fir

channel (1-Fuel Pins)
Fig-Il: A view of the NR
(2-Fuel Channels)
Fig-Ill: Top view of NR

H (3-Square  Arrangement of
Fuel Channels and 4-Typical
Neutron Paths).
Only components relevant to
the problem are shown (e.g.
control rods and coolant are
not shown).

S

A Brennstoffstab

1. Molare Masse M, = 0.270 kg mol 2. Dichte p = 1.060 x 10* kgm 3

3. Schmelztemperatur 4. Warmeleitfahigkeit
Tm=3.138 x 10° K A=3280Wm 'K

Betrachten Sie die folgende Spaltreaktion eines ruhenden 235U—Kerns, nachdem er ein
Neutron mit vernachlassigbarer kinetischer Energie absorbiert hat.

B5U+n — HZr+ 40Ce+2'n+ AE

Schatzen Sie die insgesamt freigesetzte Spaltenergie AFE (in MeV) ab. Die Kernmassen sind:
m(?5U) = 235.044 u; m(**Zr) = 93.9063 u; m(11°Ce) = 139.905 u;

m(ln) = 1.00867 uund 1 u = 931.502 MeV c2. Ignorieren Sie die unausgeglichene
Ladungsbilanz.

Schatzen Sie die Anzahl N der 22U-Atome pro Volumeneinheit in natiirlichem UQ> ab.

Nehmen Sie an, dass die Neutronenflussdichte ¢ = 2.000 x 10'® m~2s~! am Brennstoff
gleichformig ist. Der Spaltquerschnitt (die effektive Flache des Targetkerns) eines EBI
Kerns betragt oy = 5.400 x 10725 m?2. Wenn 80.00% der Spaltenergie als Wirme verfiigbar

sind, schitzen Sie die Warmeleistung pro Volumeneinheit im Stab @ (in Wm_g) ab.
1MeV = 1.602 x 10713 J

Die stationdre Temperaturdifferenz zwischen dem Zentrum (7,) und der Oberflache (T) des
Stabes lasst sich als T, — T = k F'(Q, a, A) ausdriicken, wobei k = 1/4 eine
dimensionslose Konstante und a der Radius des Stabes ist. Bestimmen Sie F'(Q, a, \)
mithilfe einer Dimensionsanalyse. Beachten Sie, dass A die Warmeleitfahigkeit von UQ, ist.

Die gewiinschte Temperatur des Kiihimittels betragt 5.770 x 102 K. Schitzen Sie die
Obergrenze a,, fur den Radius a des Stabes ab.
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B Der Moderator

Betrachten Sie den zweidimensionalen elastischen StoB zwischen einem Neutron der Masse 1 u
und einem Moderatoratom der Masse A u. Vor dem StoB werden alle Moderatoratome als im
Laborsystem (LF) ruhend angenommen. Es seien v und v, die Geschwindigkeiten des Neutrons
vor beziehungsweise nach dem StoB im LF. Es sei ¥, die Geschwindigkeit des
Schwerpunktsystems (CM) relativ zum LF und @ der Streuwinkel des Neutrons im CM-System. Alle
an den StoBen beteiligten Teilchen bewegen sich mit nichtrelativistischen Geschwindigkeiten.

Der StoB im LF ist schematisch dargestellt, wobei 8, der Streuwinkel ist (Abb. V). Skizzieren
B1 Sie den StoB schematisch im CM-System. Beschriften Sie die Teilchengeschwindigkeiten flr 1.0
1, 2 und 3 durch Ausdriicke mit ¥y, ¥, und ¥,,. Zeichnen Sie den Streuwinkel 6 ein.

Va

Fig-1V

Collision in the Laboratory Frame
1-Neutron before collision
2-Neutron after collision
3-Moderator Atom before collision
4-Moderator Atom after collision

B2 Bestimmen Sie v und V, die Geschwindigkeitsbetrdage des Neutrons und des o
Moderatoratoms im CM-System nach dem StoB, in Abhangigkeit von A und vy, '

Leiten Sie einen Ausdruck fur G(a, 8) = E,/Ey her, wobei Ey und E, die kinetischen

B3 Energien des Neutrons im LF vor beziehungsweise nach dem Stof sind und 1.0
a=[(A-1)/(A+1)]%ist.
Nehmen Sie an, dass der obige Ausdruck fiir ein DoO-Molekiil gilt. Berechnen Sie den

B4 maximal méglichen relativen Energieverlust f; = (E, — E,)/E; des Neutrons fir den 0.5
Moderator D2O (20 u).

C Der Kernreaktor

Um den NR bei einem beliebigen konstanten Neutronenfluss v (stationarer Zustand) zu betreiben,
miissen die Neutronenverluste durch Entweichen durch eine Uberschussproduktion von
Neutronen im Reaktor ausgeglichen werden. Fir einen Reaktor mit zylindrischer Geometrie
betragt die Leckagerate k1[(2.405/R)? + (m/H)?]1 und die Uberschussproduktionsrate k3.
Die Konstanten k1 und k2 hidngen von den Materialeigenschaften des NR ab.

Betrachten Sie einen NR mit k; = 1.021 x 10 2 m und ky = 8.787 x 103 m 1. Bestimmen
cl Sie die Abmessungen des NR im stationaren Zustand unter Beriicksichtigung dessen, dass I
bei festem Volumen die Leckagerate fir eine effiziente Brennstoffnutzung minimiert werden '

soll.

Die Brennstoffkanale sind in einem quadratischen Gitter angeordnet (Abb. Ill), wobei der
Abstand nachster Nachbarn 0.286 m betragt. Der effektive Radius eines Brennstoffkanals
C2 (wenn er vollstandig mit festem Brennstoff gefiillt ware) betragt 3.617 x 10~2 m. Schatzen 1.0
Sie die Anzahl der Brennstoffkanale I}, im Reaktor und die Masse M an UQ5 ab, die zum
Betrieb des NR im stationaren Zustand erforderlich ist.
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1 Joseph Amal Nathan (BARC) und Vijay A. Singh (ehemaliger nationaler Koordinator der
Wissenschaftsolympiaden) waren die Hauptautoren dieser Aufgabe. Den Beitréagen des
Akademischen Komitees, der Akademischen Entwicklungsgruppe und des Internationalen
Gremiums gilt unser herzlicher Dank.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e A1l: AE ~ 208.7 MeV.
e A2: N ~ 1.70 x 10% m 3.
e A3:(Q ~4.92 x 108 Wm 3.

2 2
e Ad: F(Q,a,\) = Qa yalso T, — T = 63& :

e A5:a, ~ 8.27 x 1073 m = 8.27 mm.
e B1: Geschwindigkeitsbeschriftungen im CM-System: 1 : Uy — U, 2 : Uy — Upp, 3 1 — Uy

Der Winkel zwischen der anfanglichen und der endgiltigen Neutronengeschwindigkeit ist 6;
die beiden auslaufenden Teilchen bewegen sich in entgegengesetzte Richtungen.

B2:v = v V = 1 v
T Af1L " T A+1 Y

1 1-— 0

. B3:G(a,0) = +a+(2 o) cos .
. BA: fime — —0 ~ 0.1814 — 18.14%
. l,max—441 =~ U. = 5 0.

e C1: R = 2.405 3—k1 ~3.17m H=mn & ~ 5.865 m.
2k2 k2

e C2: F,, ~ 387 Brennstoffkanale; M ~ 9.89 x 10 kg, also 98.9 Tonnen UOs.

\

Losung
A1

Da die anfangliche kinetische Energie vernachlassigbar ist, ergibt sich die freigesetzte Energie aus der
Energieerhaltung als Abnahme der gesamten Ruheenergie:

AE = [m(*U) + m('n) — m(**Zr) — m(*°Ce) — 2m('n)]c*.
Mit den angegebenen Massen und ohne Ladungskorrektur gilt

Am = [235.044 + 1.00867 — (93.9063 + 139.905 + 2(1.00867))]u
— 0.22403 .

Daher ist
AFE = 0.22403(931.502) MeV = 208.684 ... MeV,

also

AE ~ 208.7 MeV |.
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A2

Jede Formeleinheit von UQO» enthalt ein Uranatom. Die Anzahl der Formeleinheiten pro Volumeneinheit
betragt

p
nyo, = FNA,
w

wobei die Ubliche Avogadro-Konstante N4 ~ 6.022 x 10?2 mol ! ist.

Der Anteil der Uranatome, die 23°U sind, betragt 0.00720. Daher gilt

PN 4
N = 0.00720
M

w

= 0.00720 %;0104(6.022 x 10%)m™
=1.7022... x 10* m 3,
Somit ist
N ~ 1.70 x 10** m 3|,
A3

Die Spaltrate eines einzelnen Targetkerns im vorgegebenen gleichformigen Neutronenfluss betragt
o ¢. Die Spaltrate pro Volumeneinheit ist daher

ry = Nyoy.

Numerisch ergibt sich

po ;= (2.000 x 10'®)(5.400 x 107 %%) = 1.080 x 10 "5 1,
und

rp=1.8384...x 10" m 3"

Die pro Spaltung abgegebene Warme betragt

Ej, = 0.8000 AE = 0.8000(208.684 . ..)(1.602 x 10~ ) J.
Folglich qilt

Q = NyoEjy
= 4.9168... x 10 Wm 3,

woraus sich ergibt:

Q ~4.92 x 10 Wm 3|,

A4

Fir F' setzen wir die dimensionale Form Q*aYA* an. Bezeichnen wir die Dimensionen von Leistung,
Lange und Temperatur mit P, L, ©, so gilt

Q=PL3  [aJ=L, [\=PL'e%
Somit ist
[F] — Pm+zL73:c+yfz®fz.

Damit F' die Dimension einer Temperatur hat, muss gelten:
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z+z=0, —3r+y—2z=0, —z=1.
Diese Gleichungen ergeben
=1, Yy =2, z=—1.
Der dimensionslose Zahlenfaktor ist bereits als k vorgegeben, daher gilt

Qa? _ Qad’?
A A

F(Q,a,)) = T, — T,

A5

Bei gleichformiger Warmeerzeugung im Inneren ist das Zentrum der heiBeste Bereich des Stabes. Um
ein Schmelzen zu vermeiden, muss gelten:

Warme muss von der Staboberflache zum Kuhlmittel flieBen, daher kann die Oberflachentemperatur
nicht unter der Kiihimitteltemperatur liegen:
Ts Z Tcool-

Daraus folgt

Qa?
— — Lc— s< m — 4 cool-
75\ T. - T, <T, T ool

Der Grenzradius ist somit

ay = \/4)\(Tm - Tcool) .

Q
Mit
T, — Teoo = 3138 — 577.0 = 2561 K,
erhalten wir
a, = \/ ii’::???jilo)g — 8.2667... x 107 m.
Somit ist

a, ~ 8.27 mm|

Diese Obergrenze entspricht dem idealen Grenzfall T's = T¢o01. Ein endlicher Temperaturabfall
zwischen der Oberflache und dem Kihimittel wiirde den zulassigen Radius verringern.

B1

Die Neutronenmasse sei m, sodass die Moderatormasse Am betragt. Vor dem StoB ruht der
Moderator im LF. Die Schwerpunktsgeschwindigkeit ist daher

. muy, + Am0 Uy

T TArm A+ L

Bei einer Galilei-Transformation in das CM-System wird von jeder Geschwindigkeit im LF ¥,

subtrahiert. Somit lauten die gesuchten Beschriftungen

— —

Uy = Vp — U,y U = Vg — U,y Uz = —Up |
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Die Skizze sollte folgende Merkmale aufweisen:

e Vor dem StoB n&hert sich Neutron 1 von links und bewegt sich mit der Geschwindigkeit ¥, — 9y,
horizontal nach rechts.

e Moderatorteilchen 3 nihert sich von rechts und bewegt sich mit der Geschwindigkeit —v,,,
horizontal nach links.

e Nach dem StoB verldsst Neutron 2 den StoBpunkt mit der Geschwindigkeit v, — Uy,. Markieren
Sie 6 zwischen diesem Pfeil und der urspriinglichen, nach rechts gerichteten Bewegungsrichtung
des Neutrons.

e Moderatorteilchen 4 bewegt sich in genau entgegengesetzter Richtung zu Neutron 2 fort, da der
Gesamtimpuls im CM-System null ist. Seine Geschwindigkeit ist

. Uiy
U4y = ——.

A

Zeigt beispielsweise der Pfeil des auslaufenden Neutrons nach rechts oben, so zeigt der Pfeil des
auslaufenden Moderatorteilchens nach links unten.

B2

Die anfanglichen Geschwindigkeitsbetrage im CM-System sind

A 1
v u =V, =
A+1 by M,b m A—l—l

Die Impulserhaltung im CM-System verlangt, dass die Impulse nach dem StoB gleich groB3 und

un,b = Vp — Uy Vp.
entgegengesetzt gerichtet sind. lhre Betrage erflillen daher
mv = AmV, also v=AV.

Da der StoB elastisch ist, bleibt die kinetische Energie erhalten:

1 1 1 1
Emui’b + EAmu?M,b = §mv2 + EAmV2.

Nach Kirzen von m /2 folgt

2 2 2
A1 v, =v° 4+ AV”.
Einsetzen von v = AV ergibt
A
A(A+1)V2 = 2
(4+1) A1
Daher gilt
v} A
V= , = .
A+1 YT A

Der StoB andert die Geschwindigkeitsrichtungen, doch der Geschwindigkeitsbetrag jedes Teilchens im
CM-System bleibt unverandert.

B3
Die Geschwindigkeit des Neutrons im LF nach dem StoB ist

—

— —
Vg = Uy + Us.
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Der Vektor v,, zeigt entlang der urspriinglichen Neutronenrichtung, wahrend 5 mit dieser Richtung

den Winkel @ einschlieBt. Folglich gilt

2

Mit den obigen Ergebnissen folgt

Nun folgt aus

die Beziehung

Daher ist

Eine aquivalente Form ist

Insbesondere ergibt Vorwartsstreuung G = 1, wahrend Rickwartsstreuung im CM-System G = «

ergibt.
B4

v

2 =
Uy

G(a,0) =

v2 = v2 4+ v? 4 2u,v cos 6.

1+ A2+ 2Acosé

1+ a A% +1

(A+1)2

Da sich beide Energien auf dasselbe Neutron im LF beziehen, gilt

E, vl
Ey 02
(A-1)
(A+1)2
l-a 2A
2 (A+1)2

2 (A+1)%’

G(a,0) =

l1+a+(1—a)cosb

2

G(a,0) =1 — (1 — a)sin® ﬁ

Der relative Energieverlust ist

6
fi=1-G=(1-a)sin® -,

2

2

Er ist bei Riickwartsstreuung im CM-System, 6 = 7, am gréBten. Somit gilt

fl,male_a:l_<

A-1\* 44
A+1)  (A+1)2

Entsprechend der Ndherung der Aufgabe, dass das gesamte D5 O-Molekiil ein Target der Masse 20 u

ist, setzen wir A = 20:

C1

Flr einen von null verschiedenen stationaren Neutronenfluss missen sich Produktion und Leckage

ausgleichen:

eulersolve.org/ipho/2015/

4(20)

80

fl,max -

212

441

~ 0.1814 = 18.14% |
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2.4052 72
kl l R2 + H2]¢:k2¢

Nach Kiirzen von 1 ergibt sich
2.405 N ™ ks
R? H? ki
Wir bestimmen zunachst die Form, die bei festem Volumen die Leckage minimiert. Wir schreiben

Y = nR%H, b = 2.405,

sodass
)%
H=——.
TR2
Der geometrische Faktor in der Leckagerate wird damit zu
b? R4
S(R) = E + V2
Seine Ableitung verschwindet, wenn
20  Ar'RP 0
o R3 + y2
Durch Umstellen und Verwendung von ¥V = mR2H folgt
b2 w2
" omE g
Diese stationare Stelle ist ein Minimum, da
60>  12wiR?
" o
S"(R) = 7 + Ve > 0.
Das optimale Verhaltnis von Hohe zu Radius ist daher
H V2=
— = =1.84735....
R b
Aus (1) und (2) folgt
30 _ K
H? ki’
woraus sich ergibt:
3k 3k
H=m/ L] R=0by 21|
k2 2k2

Numerisch ergibt sich

8.787 x 1073

3(1.021 x 1072
R — 2.405, ] 3 <107) 3775 ml
2(8.787 x 1073)

3(1.021 x 102
H:w\/ (1.021x107) _ r=Se5ml
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C2

Der Abstand im quadratischen Gitter sei d = 0.286 m. Unter Vernachlassigung von Randkorrekturen
nimmt jeder Brennstoffkanal eine quadratische Zelle mit der Querschnittsfliche d? ein. Daher gilt

mR2

F, ~ o

Einsetzen ergibt
m(3.17507 . . .)2
e (0.286)2

Die geschatzte Anzahl betragt somit

=387.19....

F), ~ 387 Brennstoffkanale |

Mit dem effektiven Radius des festen Brennstoffs 7 = 3.617 X 102 m betrégt das Volumen von
UQO3s in einem Kanal FT?H. Seine Masse ist daher pﬂrch, und die gesamte Brennstoffmasse betragt

M = anﬂ'r?H.
Mit der ungerundeten Schatzung aus dem Flachenverhaltnis ergibt sich

M =~ (387.19...)(1.060 x 10*)7(3.617 x 10 2)%(5.86547...) kg
=9.8942... x 10* kg.

Somit ist

M ~ 9.89 x 10* kg = 98.9 Tonnen UO, .

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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