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题目 1：三个独立部分：滚动圆筒内的小滑块、充有气体的肥皂泡、带开关

的 LC 电路

本题由三个相互独立的部分组成。

部分 A（3 分）

将一个质量为  的小滑块小心地放在质量为 、半径为  的薄壁空心圆筒的内表面上。初始时，

圆筒静止在水平面上，小滑块位于距平面高度为  的位置，如左图所示。求小滑块经过其轨迹最低

点时，小滑块与圆筒之间的相互作用力 。假设小滑块与圆筒内表面之间没有摩擦，圆筒在平面上做

无滑动滚动。重力加速度为 。

部分 B（3 分）

一个半径为  的肥皂泡内充有双原子理想气体，泡膜厚度为 ，置于真空

中。肥皂膜的表面张力系数为 ，密度为 。1) 缓慢加热气体，使肥

皂泡始终保持力学平衡，求此过程中泡内气体的摩尔热容公式，并计算其数值；2) 假设肥皂膜的热容

远大于泡内气体的热容，求肥皂泡径向小振动的频率  的公式，并计算其数值。假设泡内达到热平

衡所需的时间远小于振动周期。

提示：拉普拉斯指出，液气界面的表面张力会使曲面内外产生压强差，其大小为 。

部分 C（3 分）

在右图所示的电路中，开关  最初处于断开状态，电容为  的电容器带有电荷量 ，电容为 

的电容器不带电，电感分别为  和  的两个线圈中均没有电流。电容器开始放电，在线圈中的电

流达到最大值的瞬间，将开关  立即闭合。求此后流经开关  的最大电流 。
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题目译自官方英文原文。

答案

部分 A：

部分 B，1)： 用  表示普适气体常量，

部分 B，2)：

对应的普通频率为 。

部分 C：

解答

部分 A

设圆筒中心的水平速度为 ，小滑块的水平速度为 ，两者均以向右为正方向。圆筒的转动惯量为

首先求出这两个速度之间的关系。设平面对圆筒施加的水平摩擦力为 ，其正负表示方向。小滑块施加的

法向力通过圆筒中心，因此只有  对该中心产生力矩。

取逆时针角速度为正，无滑动滚动条件给出

因此，

.F = mg(3 +
m

M
)

R

.Cmol = 4R = 33.3 J mol−1 K−1

.ω = √

8σ

ρhr2
= 1.08 × 102 rad s−1

f = ω/(2π) = 17.2 Hz

.Imax =
q0

√2LC

V vx

Icyl = MR2.

f

f

Ωcyl = −
V

R
.

IcylΩ̇cyl = Rf ⟹ f = −MV̇ .
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对于小滑块与圆筒组成的系统，水平方向的运动方程为

联立这些方程，并利用初始静止条件，得到

在最低点，小滑块的速度沿水平方向，记为 。它相对于圆筒中心的速率为

于是

机械能守恒：小滑块与圆筒之间的接触无摩擦，而圆筒与平面之间瞬时静止的接触点处的静摩擦力不做

功。小滑块下降的高度为 ，因此

代入速度关系，得到

为求竖直加速度，设  为小滑块相对于竖直向下方向的角位移。其高度为

在最低点，  且 ，所以

此时圆筒对小滑块的作用力竖直向上。因此，由牛顿第二定律可得

故

部分 B，1)

将肥皂膜视为相对于气泡半径很薄的膜，并认为其表面张力系数恒定。肥皂膜具有两个液气界面。两个界

面处的拉普拉斯压强跃变相加，因此在真空中达到平衡要求

设  为物质的量，  为普适气体常量。利用理想气体状态方程，

得到

因此，在题目指定的缓慢平衡过程中，

mv̇x + MV̇ = f.

.mvx + 2MV = 0

v

u = v − V .

V = −
m

2M
v, u =

2M + m

2M
v.

R

mgR =
1

2
mv2 +

1

2
MV 2 +

1

2
MR2

(

V

R
)

2

=
1

2
mv2 + MV 2.

v2 =
4M

2M + m
gR, u2 =

2M + m

M
gR.

θ

y = R − R cos θ.

θ = 0 u = Rθ̇

ÿ = Rθ̇2 =
u2

R
.

F − mg = m
u2

R
.

.F = mg(3 +
m

M
)

p =
4σ

r
.

n R

pV = nRT , V =
4πr3

3
,

nRT =
16πσ

3
r2.
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所以气体对外做功为

对于转动自由度已被激发而振动自由度尚未被激发的双原子理想气体，

对气体应用热力学第一定律，得到

因此，气体在此过程中的摩尔热容为

取 ，得

部分 B，2)

膜的热容远大于气体的热容，且热平衡能迅速建立。因此，膜在振动过程中起到热库的作用，使气体的压

缩与膨胀近似为等温过程。

设平衡半径为 ，将瞬时半径写为

平衡压强为 ，由气体的等温定律可得

作用于膜上、方向向外的净压强为

展开至  的一阶，

所以

膜的质量保持不变，用平衡时的尺寸表示为

忽略气体的惯性及耗散效应，保留至一阶的径向运动方程为

T ∝ r2,
dV

V
= 3

dr

r
=

3

2

dT

T
.

p dV =
3

2

pV

T
dT =

3

2
nR dT .

dU =
5

2
nR dT .

δQ = dU + p dV = (

5

2
+

3

2
)nR dT .

.Cmol =
δQ

ndT
= 4R

R = 8.31446 J mol−1 K−1

.Cmol = 33.3 J mol−1 K−1

r

s = r + ξ, |ξ| ≪ r.

p0 = 4σ/r

p(s) = p0(
r

s
)

3
.

p(s) −
4σ

s
.

ξ

p(s) ≃ p0 (1 −
3ξ

r
),

4σ

s
≃

4σ

r
(1 −

ξ

r
),

p(s) −
4σ

s
≃ −

8σ

r2
ξ.

mf = 4πr2ρh.

mf ξ̈ = 4πr2
(−

8σ

r2
ξ) = −32πσξ.
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于是

将给定量换算为国际单位制单位，

可得

因此

部分 C

开关闭合前，两个电感器中流过相同的电流 。设从放电开始至此时，向下通过电感器的电荷量为 ，则

。

此时，  电容器上极板的电荷量为 ，而  电容器上极板的电荷量为 。将两个电容器的电压均

定义为上极板相对于下极板的电势差，

由基尔霍夫电压定律可得

电流达到最大值时， 。因此，在开关闭合的瞬间，

现取开关闭合的时刻为 。上方的电容器与电感器构成一个 LC 回路，下方的一对元件构成另一个 LC

回路。两者的角频率相同：

所以

设上、下两个电感器中的电流分别为  和 ，均以向下为正方向。它们满足的方程为

因此，

取开关电流的正方向为从电感器连接点指向电容器连接点。由基尔霍夫电流定律可得

ξ̈ + ω2ξ = 0, .ω2 =
32πσ

mf

=
8σ

ρhr2

r = 5.00 × 10−2 m, h = 1.00 × 10−5 m, ρ = 1.10 × 103 kg m−3,

ω = √

8(4.00 × 10−2)

(1.10 × 103)(1.00 × 10−5)(5.00 × 10−2)2
.

, .ω = 1.08 × 102 rad s−1 f = 17.2 Hz

i q

i = q̇

2C q0 − q C −q

U1 =
q0 − q

2C
, U2 = −

q

C
.

3Li̇ = U1 + U2 =
q0 − 3q

2C
.

i̇ = 0

q =
q0

3
, .U1 =

q0

3C
, U2 = −

q0

3C

t = 0

Ω1 =
1

√L(2C)
, Ω2 =

1

√(2L)C
,

Ω1 = Ω2 = Ω =
1

√2LC
.

i1 i2

Li̇1 = U1, 2CU̇1 = −i1,

2Li̇2 = U2, CU̇2 = −i2.

ï1 + Ω2i1 = 0, ï2 + Ω2i2 = 0.

iS = i1 − i2,
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因此

开关闭合时电感器中的电流连续，且闭合前两者相等，所以

电容器两端的电压也连续，因此

由此得到开关中的电流为

因此，电流大小的最大值为

解答已与官方解答核对。

题目 2：范德瓦耳斯状态方程

在熟知的理想气体模型中，状态方程遵循克拉珀龙–门捷列夫定律，但忽略了以下重要的物理效应。

首先，实际气体的分子具有有限的大小；其次，分子之间存在相互作用。本题各部分均考虑一摩尔

水。

部分 A. 非理想气体状态方程（2 分）

考虑分子的有限大小后，气体状态方程具有如下形式

其中，  分别表示气体的压强、摩尔体积和温度，  表示普适气体常量，  是表示扣除一定体

积的特征常量。

A1 估算 ，并用分子直径  表示。（0.3 分）

考虑分子间的吸引力后，范德瓦耳斯提出了以下状态方程，它能很好地描述物质的气态和液态

其中，  是另一个特征常量。

当温度  低于某一临界值  时，方程 (2) 的等温线可由图 1 中的非单调曲线 1 很好地表示，称为

范德瓦耳斯等温线。同图中的曲线 2 表示相同温度下理想气体的等温线。实际等温线与范德瓦耳斯等

温线的区别在于，它含有一段压强恒为  的直线段 。这段直线位于体积  和  之间，对

应于液相（用  表示）与气相（用  表示）之间的平衡。麦克斯韦根据热力学第二定律证明，压强

 的选取必须使图 1 中的面积  和  相等。

ïS + Ω2iS = 0.

iS(0) = 0.

i̇S(0) =
U1(0)

L
−

U2(0)

2L
=

q0

3LC
+

q0

6LC
=

q0

2LC
.

iS(t) =
i̇S(0)

Ω
sin(Ωt) =

q0

√2LC
sin(

t

√2LC
).

.Imax =
q0

√2LC

P(V − b) = RT , (1)

P ,V ,T R b

b d

(P +
a

V 2
)(V − b) = RT . (2)

a

T Tc

PLG AB VL VG

L G

PLG I II
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图 1. 气体/液体的范德瓦耳斯等温线（曲线 1）与理想气体的等温线（曲线 2）。

图 2. 范德瓦耳斯状态方程的若干条等温线。

随着温度升高，当温度和压强分别达到某些值  和  时，等温线上的直线段  缩为一

个点。参数  和  称为临界参数，可通过实验高精度地测量。

A2 用  和  表示范德瓦耳斯常量  和 。（1.3 分）

A3 对于水， ， 。计算水的  和 。（0.2 分）

A4 估算水分子的直径 。（0.2 分）

部分 B. 气体和液体的性质（6 分）

本部分讨论温度为  时水的气态和液态性质。已知此温度下的饱和蒸气压为

，水的摩尔质量为 。

气态

在描述气态水的性质时，可以合理地假设不等式  成立。

B1 推导体积  的公式，并用  和  表示。（0.8 分）

利用理想气体定律，可以近似估算出几乎相同的体积 。

B2 计算分子间作用力引起的气体体积相对减小量 ，并以百分数表示。（0.3 分）

Tc PLG = Pc AB

Pc Tc

Tc Pc a b

Tc = 647 K Pc = 2.2 ⋅ 107 Pa aw bw

dw

T = 100 ∘C

pLG = p0 = 1.0 ⋅ 105 Pa μ = 1.8 ⋅ 10−2 kg
mole

VG ≫ b

VG R,T , p0, a

VG0

ΔVG
VG0

= VG0−VG
VG0
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如果将系统体积减小到  以下，气体就开始凝结。然而，经过充分净化的气体可以保持力学亚稳态

（称为过冷蒸气），直到其体积达到某个值 。

恒温下过冷气体的力学稳定性条件写为： 。

B3
求出并计算水蒸气在仍保持亚稳态的情况下，体积最多可压缩为原来的几分之一。换言之，

为多少？（0.7 分）

液态

用范德瓦耳斯方程描述液态水时，可以合理地假设以下不等式成立： 。

B4 用  和  表示液态水的体积 。（1.0 分）

假设 ，求水的以下特性。如果计算出的某些数据与熟知的表列值不一致，不必惊讶！

B5 用  中的某些量表示液态水的密度 ，并计算其值。（0.5 分）

B6 用  表示体膨胀系数 ，并计算其值。（0.6 分）

B7 用  表示水的比汽化潜热 ，并计算其值。（1.1 分）

B8 考虑水的单分子层，估算水的表面张力系数 。（1.2 分）

部分 C. 液–气系统（3 分）

根据麦克斯韦规则（面积相等，作简单积分即可）和范德瓦耳斯状态方程，并采用部分 B 中的近

似，可以证明饱和蒸气压  随温度  的变化关系为

其中，  和  是常量，可用  和  表示为 ；

威廉·汤姆孙证明，饱和蒸气压取决于液面的曲率。考虑一种不润湿毛细管材料的液体（接触角为

）。将毛细管浸入液体时，由于表面张力的作用，管内液面会下降到某一高度（见图 3）。

C1
求弯曲液面上方饱和蒸气压的微小变化 ，并用蒸气密度 、液体密度 、表面张力系数  和液

面曲率半径  表示。（1.3 分）

图 3. 浸入不润湿其材料的液体中的毛细管

B3 中讨论的亚稳态广泛用于实际实验装置，例如用于记录基本粒子的云室。它们也出现在自然现象

中，例如晨露的形成。过冷蒸气会通过形成液滴而凝结。很小的液滴会迅速蒸发，而足够大的液滴则

能够继续生长。

C2 假设傍晚温度为  时，空气中的水蒸气处于饱和状态，但到清晨环境温度降低了一个较小的

量 。假设蒸气压保持不变，估算能够生长的液滴的最小半径。使用水的表面张力系数的表

VG

VGmin

dP
dV < 0

VG/VGmin

P ≪ a/V 2

a, b,R, T VL

bRT ≪ a

μ, a, b,R ρL

a, b,R α = 1
VL

ΔVL
ΔT

μ, a, b,R L

σ

pLG T

ln pLG = A +
B

T
, (3)

A B a b A = ln (

a
b2 ) − 1 B = − a

bR

180∘

ΔpT ρs ρL σ

r

te = 20 ∘C

Δt = 5.0 ∘C
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列值 。（1.7 分）

题目译自官方英文原文。

答案

数值计算采用 、 ，部分 B 中取 。各

体积均为摩尔体积。以下分子尺度的估算采用标准硬球排除体积约定；其对模型的依赖性在 A1、A4

和 B8 的解答中讨论。

A1: ；硬球估算给出

A2:

A3:

A4:

B1:

B2:

B3:

B4:

B5:

σ = 7.3 ⋅ 10−2 N/m

R = 8.31 J mol−1K−1 NA = 6.02 × 1023 mol−1 T = 373 K

b ∼ NAd
3

b =
2π

3
NAd

3.

a =
27R2T 2

c

64Pc

, b =
RTc

8Pc

.

aw ≃ 0.55 Pa m6 mol−2, bw ≃ 3.1 × 10−5 m3 mol−1.

dw = (

3bw
2πNA

)

1/3

≃ 2.9 × 10−10 m.

VG =
RT + √R2T 2 − 4ap0

2p0
≃ 3.08 × 10−2 m3 mol−1.

ΔVG

VG0
=

1 − √1 − 4ap0

R2T 2

2
≃ 0.58%.

VGmin =
2a

RT
≃ 3.6 × 10−4 m3 mol−1,

VG

VGmin
≃ 86.

VL =
a − √a2 − 4abRT

2RT
=

2b

1 + √1 − 4bRT
a

.

ρL ≃
μ

b
≃ 5.9 × 102 kg m−3.
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B6:

B7:

B8: 在单分子层估算中，假设相对于体相缺少一半的内聚能贡献，可得

其可靠精度仅为数量级估算，即 。

C1: 对于图示的凸液面，

C2: 取  和 ，

半径大于此临界半径的液滴能够生长。

解答

A1. 分子大小与排除体积

将分子视为直径为  的硬球。一个分子的中心不能进入以另一个分子的中心为球心、半径为  的球内。因

此，一对分子对应的排除体积为

在标准的稀薄硬球体系排除体积计算中，每对分子只计数一次，因此每个分子的排除体积参数为 。

对于一摩尔，

因此，通常的范德瓦耳斯参数  是球形分子几何体积总和的四倍。不论这一几何系数具体为何，所求的尺

度关系都是 。

A2. 临界点条件

将状态方程写成

在临界点，低于临界温度的等温线上的两个极值点合并为一个具有水平切线的拐点。因此

α ≃
bR

a
≃ 4.6 × 10−4 K−1.

L ≃
a

μb
≃ 1.0 × 106 J kg−1.

σ ∼
1

2
ρLLdw =

adw

2b2
≃ 8.6 × 10−2 N m−1.

σ ∼ 10−1 N m−1

ΔpT =
2σρs

r(ρL − ρs)
≃

2σρs
rρL

> 0.

Te = 293 K ΔT = 5.0 K

rmin ≃
2σTe

ρLLΔT
=

2σb2Te

aΔT
≃ 1.4 × 10−8 m = 14 nm.

d d

vex =
4πd3

3
.

vex/2

b =
1

2
NAvex =

2π

3
NAd

3.

b

b ∼ NAd
3

P(V ,T ) =
RT

V − b
−

a

V 2
.

(

∂P

∂V
)

Tc,Vc

= 0, (

∂ 2P

∂V 2
)

Tc,Vc

= 0.
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由这些条件得到

将第二个方程除以第一个方程，

所以

代入一阶导数条件和状态方程，得到

解出这两个常量，

A3. 水的常量

利用给定的临界参数，

以及

保留两位有效数字，

后续计算保留未舍入的数值。

A4. 分子直径

由 A1，

因此，

这是硬球模型中的有效直径。

B1. 饱和蒸气的体积

采用题目指定的近似 ：

RTc

(Vc − b)2
=

2a

V 3
c

,
RTc

(Vc − b)3
=

3a

V 4
c

.

1

Vc − b
=

3

2Vc
,

Vc = 3b.

RTc =
8a

27b
, Pc =

a

27b2
.

b =
RTc

8Pc
, a =

27R2T 2
c

64Pc
.

bw =
8.31(647)

8(2.2 × 107)
= 3.055 × 10−5 m3 mol−1,

aw =
27(8.31)2(647)2

64(2.2 × 107)
= 0.5543 Pa m6 mol−2.

aw ≃ 0.55 Pa m6 mol−2, bw ≃ 3.1 × 10−5 m3 mol−1.

dw = (

3bw
2πNA

)

1/3

.

dw ≃ 2.9 × 10−10 m = 0.29 nm.

VG ≫ b

(p0 +
a

V 2
G

)VG = RT .
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两边乘以 ，得到

气态对应于较大的根；当  时，该根趋于 ：

在  时，

对于较弱的吸引作用，将平方根展开还可得到

B2. 体积的相对减小量

理想气体的体积为

利用 B1，

数值上，

所以

在一阶近似下，该比值为 。

B3. 亚稳态压缩的极限

在相同的气体近似下，

力学稳定性要求

因此，当满足以下条件时，气体对于微小体积扰动保持力学稳定：

故处于临界稳定状态的极限体积为

VG

p0V
2
G − RTVG + a = 0.

a → 0 RT/p0

VG =
RT + √R2T 2 − 4ap0

2p0
.

T = 373 K

VG = 0.0308164 m3 mol−1 ≃ 3.08 × 10−2 m3 mol−1.

VG ≃
RT

p0
−

a

RT
.

VG0 =
RT

p0
= 0.0309963 m3 mol−1.

VG0 − VG

VG0
=

1

2
(1 −√1 −

4ap0

R2T 2
).

ΔVG

VG0
= 5.803 × 10−3,

ΔVG

VG0
≃ 0.58%.

ap0/(R2T 2)

P(V ) =
RT

V
−

a

V 2
.

dP

dV
= −

RT

V 2
+

2a

V 3
=

2a − RTV

V 3
< 0.

V >
2a

RT
.

VGmin =
2a

RT
= 3.58 × 10−4 m3 mol−1.
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压缩倍数为

因此

在此极限体积处， ，所以该结果是在题目指定的忽略  的近似下得到的估算。

B4. 液体体积

对于液体，相对于  忽略 ：

因此

液态对应于体积较小的根；当  时，该根趋于 ：

在  时，此式给出的近似值为

对于其余各问，引入题目规定的小参数

将液态对应的根展开，

对于给定的水的参数， ，所以下面的最低阶结果都是近似值。

B5. 液体密度

在最低阶近似下， 。由于一摩尔的质量为 ，

数值上，

这是指定近似所预测的密度。

B6. 热膨胀系数

保留 B4 中第一个与温度有关的项，

VG

VGmin
=

RT

2a

RT + √R2T 2 − 4ap0

2p0
≃ 86.2.

VG

VGmin
≃ 86.

VGmin/b ≃ 12 b

a/V 2
L P

a

V 2
L

(VL − b) = RT .

RTV 2
L − aVL + ab = 0.

T → 0 b

VL =
a − √a2 − 4abRT

2RT
=

2b

1 + √1 − 4bRT/a
.

373 K

VL = 3.91 × 10−5 m3 mol−1.

ε =
bRT

a
≪ 1.

VL = b(1 +
bRT

a
+ O(ε2)).

ε ≃ 0.17

VL ≃ b μ

ρL =
μ

VL

≃
μ

b
.

ρL ≃
1.8 × 10−2

3.055 × 10−5
= 5.9 × 102 kg m−3.
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因此，在所采用的近似下，固定外压时有

在分母中采用 ，

数值上，

B7. 比汽化潜热

热力学恒等式

将内能与状态方程联系起来。对于范德瓦耳斯流体，

因此，摩尔内能具有如下形式

在相同温度下，汽化引起的内能增加量为

恒压汽化还需要做膨胀功，因此每摩尔所吸收的热量为

由于 ，且 ，主导贡献为 。因此

数值上，

忽略热修正是自洽的：保留  得到 ，其中的  修正与膨胀功

的主导项  相互抵消。

B8. 由单分子层估算表面张力系数

表面张力系数等于单位面积的表面自由能。为从能量角度进行估算，忽略表面熵的贡献，并使用 B7 中求

出的内聚能。

体相中每个分子的内聚能近似为

VL ≃ b +
b2RT

a
.

∂VL

∂T
≃

b2R

a
.

VL ≃ b

α =
1

VL

(

∂VL

∂T
)

P

≃
bR

a
.

α ≃ 4.6 × 10−4 K−1.

(

∂U

∂V
)

T

= T(
∂P

∂T
)

V

− P

T(
∂P

∂T
)

V

− P =
RT

V − b
−(

RT

V − b
−

a

V 2
) =

a

V 2
.

U(T ,V ) = U0(T ) −
a

V
.

UG − UL = a(
1

VL

−
1

VG

).

μL = a(
1

VL

−
1

VG

)+ p0(VG − VL).

VG ≫ VL ≃ b RT ≪ a/b a/b

L ≃
a

μb
.

L ≃ 1.0 × 106 J kg−1.

VL ≃ b(1 + bRT/a) a/VL ≃ a/b − RT −RT

p0VG ≃ RT
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靠近自由表面的分子在蒸气一侧缺少相邻分子。在一个简单估算中，分配给它的内聚结合能约减少一半，

因此表面过剩能的量级为 。

面积为 、厚度为  的表面层大约含有

个分子。因此，其过剩能为

令其等于 ，

利用上述估算，

单分子层模型确定了量级 ；其数值系数取决于假设的分子排列方式和缺失的相互作用。

C1. 弯曲液面上方的饱和蒸气压

设  为平坦液面上方的饱和蒸气压。不润湿的弯月面向蒸气一侧凸起，位于该平坦液面下方深度  处。

对于较小的高度差，流体静力平衡给出弯月面所在高度处的压强：

球形弯月面满足拉普拉斯压强关系

因此，

平衡蒸气压的变化为

消去 ，

最后一步使用了 。变化量为正：凸液面所需的平衡蒸气压高于平坦液面的平衡蒸气压。

C2. 能够生长的液滴的最小半径

设  表示平坦液面上方的饱和蒸气压。最初，实际蒸气压为

温度降低  后，实际压强保持不变，而平坦液面的饱和蒸气压下降。在一阶近似下，

Ecoh ≃
μL

NA

≃
a

bNA

.

Ecoh/2

S dw

Nlayer ≃
ρLSdw

μ
NA

Esurface ∼
1

2
EcohNlayer =

1

2
ρLLdwS.

σS

σ ∼
1

2
ρLLdw =

adw

2b2
.

σ ∼ 8.6 × 10−2 N m−1.

σ ∼ 10−1 N m−1

ps h

pℓ = ps + ρLgh, pv = ps + ρsgh.

pℓ − pv =
2σ

r
.

(ρL − ρs)gh =
2σ

r
.

ΔpT = pv − ps = ρsgh.

h

ΔpT =
2σρs

r(ρL − ρs)
≃

2σρs
rρL

.

ρs ≪ ρL

ps(T )

p = ps(Te), Te = 293 K.

ΔT = 5.0 K
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由方程 (3)，

因此

如果环境蒸气压超过液滴由其曲率决定的平衡蒸气压，液滴便能够生长。在临界半径处，这两个压强变化

量相等：

将稀薄蒸气视为理想气体，

代入并约去 ，

利用部分 B 的结果  和 ，

使用给定的表面张力系数表列值，

在此半径处，液滴处于不稳定平衡。较大的液滴能够生长；较小的液滴则倾向于蒸发。

解答已与官方解答核对。

题目 3：气体放电的最简单模型

电流通过气体的现象称为气体放电。气体放电有许多类型，包括照明灯中的辉光放电、焊接中的电弧

放电，以及众所周知的以闪电形式发生在云层与大地之间的火花放电。

部分 A. 非自持气体放电（4.8分）

本题这一部分研究所谓的非自持气体放电。要维持这种放电，需要外部电离源持续工作，在整个气体

体积内均匀地产生单电离离子与自由电子，每单位体积、单位时间产生的离子—电子对数为 。

当开启外部电离源时，电子和离子的数目开始增加。复合过程阻止了气体中电子和离子数密度的无限

增大：在这一过程中，自由电子与离子复合，形成中性原子。气体中每单位体积、单位时间发生的复

合次数  为

Δpcool = ps(Te) − ps(Te − ΔT ) ≃
dps

dT Te

ΔT .

∣
1

ps

dps

dT
= −

B

T 2
=

a

bRT 2
.

Δpcool ≃ ps
aΔT

bRT 2
e

.

ps
aΔT

bRT 2
e

=
2σρs
ρLrmin

.

ρs ≃
μps

RTe
.

ps

rmin ≃
2σμbTe

ρLaΔT
.

ρL ≃ μ/b L ≃ a/(μb)

rmin ≃
2σb2Te

aΔT
=

2σTe

ρLLΔT
.

rmin ≃
2(7.3 × 10−2)(3.055 × 10−5)2(293)

(0.5543)(5.0)
= 1.4 × 10−8 m ≈ 14 nm.

Zext

Zrec

Zrec = rneni,
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其中，  是称为复合系数的常量，  分别表示电子和离子的数密度。

假设在  时开启外部电离源，且气体中电子和离子的初始数密度均为零。此时，电子数密度

 随时间  的变化如下：

其中，  和  为常量，  表示双曲正切函数。

A1 求 ，并用  和  表示。（1.8分）

假设有两个可用的外部电离源。仅开启第一个时，气体中的电子数密度达到平衡值

。仅开启第二个外部电离源时，电子数密度达到平衡值

。

A2 求两个外部电离源同时开启时，平衡状态下的电子数密度 。（0.6 分）

注意！ 以下假设外部电离源已开启足够长的时间，使所有过程均已达到稳态，不再随时间变化。完

全忽略载流子产生的电场。

假设气体充满两块平行导电极板之间的管内，两极板的面积均为 ，间距为 。在两极板之

间施加电压 ，从而在其间产生电场。假设两种载流子的数密度沿管长方向均保持近似不变。

假设电子（以下标  表示）和离子（以下标  表示）在电场强度  的作用下获得大小相同的定向运

动速率 ，其表达式为

其中，  是称为电荷迁移率的常量。

A3 用  和元电荷  表示管内的电流 。（1.7 分）

A4 求所加电压足够小时气体的电阻率 ，并用  和  表示。（0.7 分）

部分 B. 自持气体放电（5.2 分）

本题这一部分考虑自持气体放电的起始，以说明管内电流如何能够自行维持。

注意！ 以下假设外部电离源继续以相同的  速率工作，忽略载流子产生的电场，从而管内电场沿

管长方向均匀，并且完全忽略复合过程。

对于自持气体放电，有两个重要过程在前面尚未考虑。第一个过程是二次电子发射，第二个过程是电

子雪崩的形成。当离子撞击称为阴极的负电极时，会从中击出电子，使其向称为阳极的正电极运动，

这就发生了二次电子发射。单位时间内被击出的电子数  与单位时间内撞击阴极的离子数  之比

称为二次电子发射系数， 。电子雪崩的形成可解释如下。电场加速自由电子，使其获得

足够的动能，在碰撞气体原子时将其电离。结果，向阳极运动的自由电子数显著增加。这一过程用汤

森系数  描述，它表征  个运动电子通过距离  后电子数的增加量 ，即

r ne,ni

t = 0

ne(t) t

ne(t) = n0 + a tanh bt,

n0, a b tanhx

n0, a, b Zext r

ne1 = 12 ⋅ 1010 cm−3

ne2 = 16 ⋅ 1010 cm−3

ne

S L ≪ √S

U

e i E

v

v = βE,

b

U ,β,L,S,Zext, r e I

ρgas β,L,Zext, r e

Zext

Ṅe Ṅi

γ = Ṅe/Ṅi

α Ne dl dNe

dNe

dl
= αNe.
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气体管任意横截面上的总电流  由离子电流  和电子电流  组成。在稳态下，这两种电流

均取决于上图所示的坐标 。电子电流  沿  轴按下式变化：

其中，  为常量。

B1 求 ，并用  表示。（2 分）

离子电流  沿  轴按下式变化：

其中，  为常量。

B2 求 ，并用  表示。（0.6 分）

B3 写出  在  处满足的条件。（0.3 分）

B4 写出  和  在  处满足的条件。（0.6 分）

B5 求总电流 ，并用  表示。假设总电流保持有限。（1.2 分）

设汤森系数  为常量。当管长大于某个临界值，即  时，可以关闭外部电离源，而放电成为

自持放电。

B6 求 ，并用  表示。（0.5 分）

题目译自官方英文原文。

答案

下文中的电流均表示大小，且 。

A1

A2

I Ii(x) Ie(x)
x Ie(x) x

Ie(x) = C1e
A1x + A2,

A1,A2,C1

A1,A2 Zext,α, e,L,S

Ii(x) x

Ii(x) = C2 + B1e
B2x,

B1,B2,C2

B1,B2 Zext,α, e,L,S,C1

Ii(x) x = L

Ii(x) Ie(x) x = 0

I Zext,α, γ, e,L,S

α L > Lcr

Lcr Zext,α, γ, e,L,S

U ≥ 0

n0 = 0, a = √

Zext

r
, b = √rZext.

ne = 2.0 × 1011 cm−3 = 2.0 × 1017 m−3.

eulersolve.org/ipho/2014/ 18 / 24



A3，采用题设的均匀数密度收集近似：

A4

B1

B2

B3

B4

B5

当  时，物理上有意义的有限稳态解要求

B6，对于 ：

解答

A1. 载流子数密度的增长

每次电离产生一个电子和一个离子，而每次复合各消耗一个。由于它们的初始数密度相等，之后也始终相

等：

因此，单位体积内的粒子数平衡方程为

题给表达式给出 ，所以

I =
eβSU

rL
[

√

β2U 2

L4
+ 4rZext −

βU

L2
].

ρgas =
1

2eβ
√

r

Zext
.

A1 = α, A2 = −
eSZext

α
.

B1 = −C1, B2 = α.

Ii(L) = 0.

Ie(0) = γIi(0).

I =
eSZext

α

(1 + γ)(eαL − 1)

1 − γ(eαL − 1)
.

Zext > 0

γ(eαL − 1) < 1.

α > 0, γ > 0

Lcr =
1

α
ln(1 +

1

γ
).

ne(t) = ni(t) = n(t).

dn

dt
= Zext − rn2, n(0) = 0.

n(0) = n0

n0 = 0.
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将  代入平衡方程，得

比较常数项和  的系数，得到

取  为正值，得

于是

其初始斜率为 ，极限数密度为 ，符合产生与复合相平衡的要求。同时改变  和  的符号，

描述的仍是同一个函数。

A2. 两个电离源

设两个电离源各自的产生率为  和 。在平衡状态下，

两个电离源同时工作时，各自独立的产生率相加：

因此，

所以，

数密度本身不能直接相加，因为复合率与数密度的平方成正比。

A3. 考虑复合与收集时的稳态电流

忽略边缘效应和载流子产生的电场，得

对体积  内的气体采用题设的均匀数密度近似。在时间  内，一个收集电极收走  个电子；另

一电极收走  个离子。稳态下的粒子数平衡方程为

当  时，两式相减得到 。因此

只有非负根具有物理意义：

n = a tanh(bt)

ab [1 − tanh2(bt)] = Zext − ra2 tanh2(bt).

tanh2(bt)

ab = Zext, ab = ra2.

a, b

a = √

Zext

r
, b = √rZext.

ne(t) = √

Zext

r
tanh(√rZext t).

Zext √Zext/r a b

Z1 Z2

Z1 = rn2
e1, Z2 = rn2

e2.

rn2
e = Z1 + Z2 = r(n2

e1 + n2
e2).

ne = √n2
e1 + n2

e2 = √122 + 162 × 1010 cm−3.

ne = 2.0 × 1011 cm−3 = 2.0 × 1017 m−3.

E =
U

L
, v =

βU

L
.

SL dt neSv dt

niSv dt

ZextSL − rneniSL − neSv = 0,

ZextSL − rneniSL − niSv = 0.

v > 0 ne = ni = n

rn2 +
v

L
n − Zext = 0.

n =
1

2r
[

√

(

v

L
)

2
+ 4rZext −

v

L
].
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虽然电子和离子的运动方向相反，但它们的电荷符号也相反。因此，按规定的电流方向计算，两者的电流

相加：

代入可得

利用 ，得

这是严格按空间均匀的收集模型计算得到的结果。确切地说，密度不可能直到极板处都保持均匀：电子密

度在阴极处必须为零，离子密度在阳极处必须为零。因此，只有当这些载流子耗尽层的厚度远小于  时

（例如 A4 的小电压情形），该公式才可靠；在高电压下，它趋于 ，是实际饱和电流 

的两倍。

A4. 小电压下的电阻率

当电压足够小，即

收集过程对产生与复合平衡的扰动很小。取最低阶近似，得

因此，电流与电压成正比：

将其与

比较，得到

长度  被约去。各物理量采用国际单位制单位时，结果的单位为 。

B1. 电子电流方程

在部分 B 中，忽略复合过程。取  和  为非负的电流大小，因此

考虑厚度为  的薄层。外部电离源在该薄层内单位时间产生的电子数为

个。雪崩倍增在单位时间额外产生的电子数为

I = eSnev + eSniv = 2eSnv.
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r
[

√
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个。新产生的电子对流出薄层的电子电流的贡献，等于其产生率乘以 。因此，

写成微分形式，得

当  为常量时，其通解为

与题给表达式比较，得到

B2. 离子电流方程

每次电离也产生一个离子。离子向  减小的方向运动，因此从薄层左侧面流出的离子电流大于从右侧面流

入的离子电流：

于是

利用电子电流的解，得

积分得到

因此，

这两个微分方程还表明

这体现了稳态下的电荷守恒。

B3. 阳极处的边界条件

阳极位于  处。没有离子从该电极进入气体，而气体内部产生的离子则漂移离开阳极。因此，

等价地，

B4. 阴极处的边界条件

在  处，离子的到达率为 。每个到达的离子平均释放  个电子。因此

α
Ie(x)

e
dx

e

Ie(x + dx) − Ie(x) = [eSZext + αIe(x)]dx.

dIe

dx
= αIe + eSZext.

α > 0

Ie(x) = C1e
αx −

eSZext

α
.

A1 = α, A2 = −
eSZext

α
.

x

Ii(x) − Ii(x + dx) = [eSZext + αIe(x)]dx.

dIi

dx
= −eSZext − αIe(x).

dIi

dx
= −αC1e

αx,

Ii(x) = C2 − C1e
αx.

B1 = −C1, B2 = α.

d

dx
(Ie + Ii) = 0,

x = L

Ii(L) = 0.

C2 = C1e
αL.

x = 0 Ii(0)/e γ
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即

B5. 稳态总电流

为简便起见，定义

则

阳极处的条件给出

阴极处的条件变为

因此，

将电子电流和离子电流相加，得

代入  并化简，得

于是

当外部电离率为正时，物理上有意义的有限稳态电流要求

当分母为零时，线性稳态模型预言电流发散；分母为负则会给出负的电流大小，不具有物理意义。

B6. 自持放电的临界长度

阴极发射的一个电子，在雪崩到达阳极时倍增为

个电子。由于最初的电子已经存在，因此雪崩新产生了

对电子—离子对。

忽略复合时，这些离子全部到达阴极。它们平均释放的二次电子数为

Ie(0)

e
= γ

Ii(0)

e
,

Ie(0) = γIi(0).

K =
eSZext

α
, T = eαL.

Ie(x) = C1e
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αx.
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C1 − K = γ(C2 − C1) = γC1(T − 1).
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K
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I = C2 − K = C1T − K.
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I =
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(1 + γ)(eαL − 1)

1 − γ(eαL − 1)
.
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个。这就是前一代的一个阴极电子所产生的下一代阴极电子数。

若 ，电子数逐代减少，因而必须依靠外部电离。临界条件是每一代恰好补足自身：

解得

当  时，即使移去外部电离源，反馈仍会使初始放电增强。本线性模型确定了放电起始的阈值；要

确定超过阈值时有限的工作电流，还需要考虑其他物理效应。

阈值与 、  及  均无关。若  或 ，则无论管长取何有限值，这一机制都无法维持放电。

解答已与官方解答核对。

R < 1

γ(eαLcr − 1) = 1.

Lcr =
1

α
ln(1 +

1

γ
).

L > Lcr

Zext e S α = 0 γ = 0
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