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Aufgabe 1: Drei unabhangige Teile: Puck in einem rollenden Zylinder,
Seifenblase mit Gas, LC-Schaltung mit einem Schalter

[
Diese Aufgabe besteht aus drei unabhangigen Teilen.

Teil A (3 Punkte)

Ein kleiner Puck der Masse m wird vorsichtig auf die Innenflache eines diinnwandigen
Hohlzylinders der Masse M und des Radius R gesetzt. Anfangs ruht der Zylinder auf einer
horizontalen Ebene, und der Puck befindet sich in der Hohe R liber der Ebene, wie in der linken
Abbildung dargestellt. Bestimmen Sie die Wechselwirkungskraft F' zwischen dem Puck und dem
Zylinder in dem Moment, in dem der Puck den tiefsten Punkt seiner Bahn durchlauft. Nehmen Sie
an, dass zwischen dem Puck und der Innenflache des Zylinders keine Reibung wirkt und dass sich
der Zylinder auf der Ebene ohne Gleiten bewegt. Die Fallbeschleunigung betragt g.

Teil B (3 Punkte)

Eine Blase mit dem Radius 7 = 5.00 cm, die ein zweiatomiges ideales Gas enthalt, besitzt einen
Seifenfilm der Dicke A = 10.0 pm und befindet sich im Vakuum. Der Seifenfilm hat die
Oberflachenspannung o = 4.00 - 1072 % und die Dichte p = 1.10 C;Iig. 1) Bestimmen Sie eine
Formel fir die molare Warmekapazitat des Gases in der Blase fur einen Prozess, bei dem das Gas
so langsam erwarmt wird, dass die Blase im mechanischen Gleichgewicht bleibt, und berechnen
Sie ihren Zahlenwert; 2) Bestimmen Sie eine Formel fur die Kreisfrequenz w kleiner radialer
Schwingungen der Blase und berechnen Sie ihren Zahlenwert unter der Annahme, dass die
Warmekapazitat des Seifenfilms wesentlich groBer ist als die Warmekapazitat des Gases in der
Blase. Nehmen Sie an, dass sich das thermische Gleichgewicht innerhalb der Blase in einer Zeit
einstellt, die wesentlich kirzer als die Schwingungsdauer ist.

Hinweis: Laplace zeigte, dass zwischen der Innen- und AuBenseite einer gekriimmten Oberflache

eine Druckdifferenz besteht, die durch die Oberflachenspannung der Grenzflache zwischen

Flissigkeit und Gas verursacht wird, sodass Ap = 27"
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Teil C (3 Punkte)

Anfangs ist der Schalter S in der rechts abgebildeten Schaltung getffnet, ein Kondensator der
Kapazitat 2C tragt die elektrische Ladung qo, ein Kondensator der Kapazitat C' ist ungeladen, und
in den beiden Spulen mit den Induktivitaten L beziehungsweise 2L flieBen keine elektrischen
Strome. Der Kondensator beginnt sich zu entladen, und in dem Moment, in dem der Strom in den
Spulen seinen Maximalwert erreicht, wird der Schalter .S augenblicklich geschlossen. Bestimmen
Sie den maximalen Strom I, der danach durch den Schalter S flieBt.
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|
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Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

e Teil A:

F=mg(3+ 2
_mg( M)'

¢ Teil B, 1): Mit R als universeller Gaskonstante gilt

Ciol = 4R = 33.3 Jmol 'K !|.

e Teil B, 2):

8
w = \/ 02 = 1.08 x 102 rads™'|.
phr

Die zugehdrige gewdhnliche Frequenz betragt f = w/(27) = 17.2 Haz.

o TeilC:
j—— |
V2LC
;
Losung
Teil A

Sei V die horizontale Geschwindigkeit des Zylindermittelpunkts und v, die horizontale Geschwindigkeit
des Pucks, jeweils nach rechts positiv gezahlt. Das Tragheitsmoment des Zylinders betragt

I = MR”.
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Zunachst bestimmen wir eine Beziehung zwischen diesen Geschwindigkeiten. Sei f die
vorzeichenbehaftete horizontale Reibungskraft, die die Ebene auf den Zylinder austibt. Die
Wirkungslinie der Normalkraft des Pucks verlauft durch den Zylindermittelpunkt, sodass nur f ein
Drehmoment um diesen Mittelpunkt erzeugt.

Wird die Winkelgeschwindigkeit gegen den Uhrzeigersinn positiv gezahlt, so ergibt das Rollen ohne
Gleiten

Qe = —
Folglich qilt
I0Qe = Rf = f=-MV.
Fur das Gesamtsystem aus Puck und Zylinder lautet die horizontale Bewegungsgleichung
mv, + MV = f.

Durch Kombination dieser Gleichungen und unter Verwendung des anfanglichen Ruhezustands erhalten
wir

mu, +2MV = 0|.

Am tiefsten Punkt ist die Geschwindigkeit des Pucks horizontal; wir bezeichnen sie mit v. Seine
Geschwindigkeit relativ zum Zylindermittelpunkt betragt
u=v—V.
Somit gilt
m 2M +m
o YT T o

Die mechanische Energie bleibt erhalten: Der Kontakt zwischen Puck und Zylinder ist reibungsfrei, und

V=— v.

die Haftreibung am ruhenden Berihrungspunkt mit der Ebene verrichtet keine Arbeit. Der Puck sinkt
um die Hohe R ab, sodass

R— > 2 4 1MV2+ Lur: (Y 1 2 4 MV?
Einsetzen der Geschwindigkeitsbeziehung liefert
4M 2M
2:—gR’ U2:¢QR
2M +m M

Um die vertikale Beschleunigung zu bestimmen, sei 8 der Winkel zwischen der Position des Pucks
relativ zum Zylindermittelpunkt und der nach unten gerichteten Vertikalen. Seine Hohe betragt

y= R — Rcos#.
Am tiefsten Punkt gelten # = O und u = Ré, sodass
2
. U
j = RO*> = —.
Y R

Die Kraft des Zylinders auf den Puck ist dort nach oben gerichtet. Das zweite Newtonsche Gesetz

ergibt daher

2
F—mg:mu—.

R
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Daraus folgt

F= (3+ m)
=mg 27 )|

Teil B, 1)

Wir betrachten den Seifenfilm als diinn im Vergleich zum Blasenradius und nehmen seine
Oberflachenspannung als konstant an. Ein Seifenfilm besitzt zwei Grenzflachen zwischen Flissigkeit
und Gas. lhre Laplace-Druckspriinge addieren sich, sodass das Gleichgewicht im Vakuum erfordert,
dass

4o

p=—-
;

Seien n die Stoffmenge und R die universelle Gaskonstante. Mit der idealen Gasgleichung

473
pV =nRT, V= 3
erhalten wir
1
nRT = 6;0 r.

Wahrend des vorgegebenen langsamen Gleichgewichtsprozesses gilt somit
dVv B dr 3 dTl’

2 — —
Tocr?, Vv T r 2T

Das Gas verrichtet daher die Arbeit

pdv = 3PV ar — 3 mar,
2T 2

Flr ein zweiatomiges ideales Gas, dessen Rotationsfreiheitsgrade angeregt und dessen
Schwingungsfreiheitsgrade nicht angeregt sind, gilt
5
dU = EnR dT'.

Der auf das Gas angewandte erste Hauptsatz liefert

6Q = dU + pdV = (g + %)anT.

Seine molare Warmekapazitat fur diesen Prozess betragt daher

oQ
Cmol = m =4R|

Mit R = 8.31446 Jmol ' K ergibt sich

Crol = 33.3Jmol 1K1

Teil B, 2)

Der Film hat eine wesentlich groBere Warmekapazitat als das Gas, und das thermische Gleichgewicht
stellt sich rasch ein. Der Film wirkt daher wahrend einer Schwingung als Warmereservoir, sodass
Kompression und Expansion des Gases naherungsweise isotherm verlaufen.

Der Gleichgewichtsradius sei r, und wir schreiben den momentanen Radius als

eulersolve.org/ipho/2014/ 4/27



s=r+E&, HEEZ
Mit dem Gleichgewichtsdruck pg = 40/r ergibt das isotherme Gasgesetz
r\ 3
p(s) = po(—) :
S
Die resultierende, nach auBen wirkende Druckdifferenz am Film betragt

4o

p(s) = —-

Die Entwicklung bis zur ersten Ordnung in & liefert

p(8)2p0<1—3—>, 4—024—(7(1—5),
T S r r

sodass

Die konstante Masse des Films, ausgedriickt durch seine Abmessungen im Gleichgewicht, betragt
mys = 4772 ph.

Unter Vernachlassigung der Tragheit des Gases und dissipativer Effekte lautet die Gleichung fir die
radiale Bewegung bis zur ersten Ordnung

mff = 4nr? (—i—j{) = —32nc€.

Somit gilt

o 32mo 8o

E+uwE=0, |w

my  phr? |

Wir rechnen die gegebenen GroBen in SI-Einheiten um:
r=5.00 x 1072 m, h =1.00 x 1075 m, p=1.10x 103 kgm 3,

und erhalten

8(4.00 x 107?)
W = .
(1.10 x 10%)(1.00 x 107°)(5.00 x 102)2
Daher gilt

w=1.08 x 102 rads |, f=17.2Hz|.

Teil C

Bevor der Schalter geschlossen wird, flieBt durch beide Spulen derselbe Strom . Sei g die Ladung, die
seit Beginn der Entladung nach unten durch die Spulen geflossen ist, sodass 7 = g.

Die Ladung auf der oberen Platte des Kondensators mit der Kapazitat 2C' betragt dann ¢y — g,
wahrend die Ladung auf der oberen Platte des Kondensators mit der Kapazitat C' gleich —q ist.
Definieren wir beide Kondensatorspannungen von oben nach unten, so gilt

(' __ 9
Gi==g Ui=—0

eulersolve.org/ipho/2014/ 5/27



Die Kirchhoffsche Maschenregel ergibt

: g0 — 3¢
3L =U; +Uy = ———.
1 2 20
Beim maximalen Strom gilt i = 0. Daher gilt zum Schaltzeitpunkt
4q0 qo0 qo0
= — U = — U = —— .
1= 3> LT 30 3C

Wir setzen nun t = 0 auf den Zeitpunkt, zu dem der Schalter geschlossen wird. Der obere Kondensator
und die obere Spule bilden einen LC-Schwingkreis, wahrend das untere Paar einen weiteren bildet. lhre
Kreisfrequenzen sind gleich:

7(20) ' /@D

sodass

V2ILC

Seien 41 und 22 die Strome durch die obere beziehungsweise untere Spule, jeweils nach unten positiv
gezahlt. lhre Gleichungen lauten

Liy = Uy, 20U, = —i1,
2Liy = Uy, CU, = —is.
Folglich qilt
i1 + Q% =0, 1o + 0%y = 0.
Der Schalterstrom werde vom Verbindungspunkt der Spulen zum Verbindungspunkt der Kondensatoren
positiv gezahlt. Die Kirchhoffsche Knotenregel liefert

1§ =11 — 12,

und daher
i+ Q% =0.
Die Spulenstrome sind beim Schalten stetig und waren zuvor gleich, sodass
is(0) = 0.
Auch die Kondensatorspannungen sind stetig, woraus folgt, dass
i5(0) = U1(0) U:(0) g0 I (I (I
L 2L 3LC 6LC 2LC
Der resultierende Schalterstrom lautet
is(t) = 5(0) sin(Qt) = D in ( ! )
V2LC V2LC

Sein maximaler Betrag ist somit

q0
V2LC

Imax -

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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Aufgabe 2: Van-der-Waals-Zustandsgleichung
[
In einem bekannten Modell eines idealen Gases, dessen Zustandsgleichung dem Clapeyron-
Mendelejew-Gesetz folgt, werden die folgenden wichtigen physikalischen Effekte vernachlassigt.
Erstens haben die Moleklle eines realen Gases eine endliche GroBe, und zweitens wechselwirken
sie miteinander. In allen Teilen dieser Aufgabe wird ein Mol Wasser betrachtet.

Teil A. Zustandsgleichung eines nichtidealen Gases (2 Punkte)

Berlicksichtigt man die endliche GroBe der Molekiile, so nimmt die Zustandsgleichung des Gases
die folgende Form an:

P(V —b) = RT, (1)
wobei P, V, T den Gasdruck, das Volumen pro Mol beziehungsweise die Temperatur bezeichnen,

R die universelle Gaskonstante ist und b eine stoffabhangige Konstante ist, die ein bestimmtes
Volumen abzieht.

A1 Schatzen Sie b ab und driicken Sie es durch den Molekiildurchmesser d aus. (0.3 Punkte)

Unter Berlcksichtigung der zwischenmolekularen Anziehungskrafte schlug van der Waals die
folgende Zustandsgleichung vor, die sowohl den gasformigen als auch den fliissigen
Aggregatzustand gut beschreibt:
a
<P+ W)(V—b) — RT. 2)
Dabei ist a eine weitere stoffabhangige Konstante.

Bei Temperaturen 1" unterhalb eines bestimmten kritischen Wertes T wird die Isotherme der
Gleichung (2) durch die in Abbildung 1 gezeigte nichtmonotone Kurve 1 gut wiedergegeben; diese
wird als Van-der-Waals-lsotherme bezeichnet. In derselben Abbildung zeigt Kurve 2 die Isotherme
eines idealen Gases bei derselben Temperatur. Eine reale Isotherme unterscheidet sich von der
Van-der-Waals-Isotherme durch einen geraden Abschnitt AB, der bei einem bestimmten
konstanten Druck Py verlauft. Dieser gerade Abschnitt liegt zwischen den Volumina V7, und Vg
und entspricht dem Gleichgewicht zwischen der fliissigen Phase (mit L bezeichnet) und der
gasformigen Phase (mit G bezeichnet). Aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik zeigte J.
Maxwell, dass der Druck Pr¢ so gewahlt werden muss, dass die in Abbildung 1 dargestellten
Flachen I und I1 gleich groB sind.
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Abbildung 1. Van-der-Waals-Isotherme von Gas/Fllssigkeit (Kurve 1) und Isotherme eines idealen
Gases (Kurve 2).

Abbildung 2. Mehrere Isothermen der Van-der-Waals-Zustandsgleichung.

Mit steigender Temperatur schrumpft der gerade Abschnitt AB auf der Isotherme zu einem
einzigen Punkt, wenn Temperatur und Druck bestimmte Werte T, beziehungsweise Prg = P,
erreichen. Die Parameter P, und T, heiBen kritisch und lassen sich experimentell mit hoher
Genauigkeit messen.

A2 Drlcken Sie die Van-der-Waals-Konstanten a und b durch 1. und P. aus. (1.3 Punkte)

Fiir Wasser gilt T, = 647 Kund P, = 2.2 - 107 Pa. Berechnen Sie a,, und b, fiir Wasser. (0.2

A3 Punkte)

A4 Schatzen Sie den Durchmesser der Wassermolekiile d,, ab. (0.2 Punkte)

Teil B. Eigenschaften von Gas und Fliissigkeit (6 Punkte)

Dieser Teil der Aufgabe behandelt die Eigenschaften von Wasser im gasformigen und fliissigen
Zustand bei der Temperatur T' = 100 °C. Der Sattigungsdampfdruck bei dieser Temperatur ist
bekanntermaBen prc = py = 1.0 - 10° Pa, und die molare Masse von Wasser betragt

p=18-10"2 2&

mole *
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Gasformiger Zustand

Zur Beschreibung der Eigenschaften von Wasser im gasformigen Zustand ist es sinnvoll
anzunehmen, dass die Ungleichung Vg > b qilt.

Leiten Sie die Formel fir das Volumen Vi her und driicken Sie es durch R, T, py, und a aus. (0.8
Punkte)

Mit dem idealen Gasgesetz lasst sich ndherungsweise ein nahezu gleiches Volumen Vi
bestimmen.

Berechnen Sie die relative Abnahme des Gasvolumens aufgrund zwischenmolekularer Krafte,

B2 AVe _ Veo—Va
Voo = ~ Vg N Prozent. (0.3 Punkte)

Wird das Volumen des Systems unter Vi verringert, beginnt das Gas zu kondensieren. Ein
sorgfaltig gereinigtes Gas kann jedoch in einem mechanisch metastabilen Zustand (als
unterkihlter Dampf bezeichnet) verbleiben, bis sein Volumen einen bestimmten Wert Vg min
erreicht.

Die Bedingung fur die mechanische Stabilitat eines unterkihlten Gases bei konstanter Temperatur
lautet: % < 0.

Bestimmen und berechnen Sie, um welchen Faktor das Volumen von Wasserdampf verringert
B3 werden kann, wahrend dieser noch in einem metastabilen Zustand verbleibt. Mit anderen Worten:
Wie groB ist Vg / Vg min? (0.7 Punkte)

Fliissiger Zustand

Fir die Beschreibung von Wasser im flussigen Zustand nach van der Waals ist es sinnvoll
anzunehmen, dass die folgende Ungleichung gilt: P < a/V2.

B4 Driicken Sie das Volumen des fliissigen Wassers V7, durch a, b, R, und T aus. (1.0 Punkte)

Bestimmen Sie unter der Annahme bRT' < a die folgenden Eigenschaften von Wasser. Wundern
Sie sich nicht, wenn einige der berechneten Werte nicht mit den bekannten Tabellenwerten
tibereinstimmen!

Driicken Sie die Dichte des fllissigen Wassers pr, durch geeignete GréBen aus u, a, b, R aus und
berechnen Sie sie. (0.5 Punkte)

B5

B6 Driicken Sie den thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten o = VLL AA‘;E durch a, b, R aus

und berechnen Sie ihn. (0.6 Punkte)

Driicken Sie die spezifische Verdampfungswarme von Wasser L durch pu, a, b, R aus und

B7
berechnen Sie sie. (1.1 Punkte)

Schatzen Sie die Oberflachenspannung o von Wasser ab, indem Sie eine monomolekulare
Wasserschicht betrachten. (1.2 Punkte)

B8

Teil C. Fliissigkeit-Gas-System (3 Punkte)

Aus der Maxwell-Regel (Flachengleichheit, durch einfache Integration) und der Van-der-Waals-
Zustandsgleichung lasst sich zusammen mit den in Teil B vorgenommenen Naherungen zeigen,
dass der Sattigungsdampfdruck pr,o wie folgt von der Temperatur 1" abhangt:

eulersolve.org/ipho/2014/ 9/27



B
Inprg =A+ —, (3)

wobei A und B Konstanten sind, die durch a und b ausgedriickt werden konnen als
A=In(&)-1L,B=—%

W. Thomson zeigte, dass der Sattigungsdampfdruck von der Krimmung der
Fllissigkeitsoberflache abhangt. Betrachten Sie eine Fliissigkeit, die das Material einer Kapillare
nicht benetzt (Kontaktwinkel 180°). Wird die Kapillare in die Fliissigkeit eingetaucht, sinkt die
Flissigkeit in der Kapillare aufgrund der Oberflachenspannung auf ein bestimmtes Niveau ab
(siehe Abbildung 3).

Bestimmen Sie eine kleine Anderung Apr des Sattigungsdampfdrucks tiber der gekriimmten
C1 Flussigkeitsoberflache und driicken Sie sie durch die Dampfdichte p,, die Flussigkeitsdichte py,, die
Oberflachenspannung o und den Kriimmungsradius der Oberflache r aus. (1.3 Punkte)

Abbildung 3. Eine Kapillare, die in eine Flissigkeit eingetaucht ist, welche ihr Material nicht
benetzt

Die in Teil B3 betrachteten metastabilen Zustande werden in realen Versuchsanordnungen
vielfach genutzt, etwa in der Nebelkammer zum Nachweis von Elementarteilchen. Sie treten auch
bei Naturerscheinungen wie der Bildung von Morgentau auf. Unterkuhlter Dampf kann unter
Bildung von Flussigkeitstropfchen kondensieren. Sehr kleine Tropfchen verdampfen schnell,
hinreichend gro3e hingegen konnen weiter wachsen.

Nehmen Sie an, dass der Wasserdampf in der Luft bei der Abendtemperatur t. = 20 °C gesittigt
war, die Umgebungstemperatur am Morgen jedoch um einen kleinen Betrag von At = 5.0 °C

C2 gesunken ist. Schatzen Sie unter der Annahme, dass der Dampfdruck unverandert geblieben ist,
den kleinsten Radius von Tropfchen ab, die wachsen kdnnen. Verwenden Sie den Tabellenwert der
Oberflachenspannung von Wasser o = 7.3 - 1072 N/m. (1.7 Punkte)

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

Fur die numerischen Berechnungen werden R = 8.31 Jmol 'K, N4 = 6.02 x 1023 mol !
und in Teil BT = 373 K verwendet. Die Volumina sind molare Volumina. Die folgenden
molekularen Abschatzungen verwenden die libliche Konvention flir das ausgeschlossene Volumen
harter Kugeln; ihre Modellabhangigkeit wird in den Losungen zu A1, A4 und B8 erortert.
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e A1:b ~ N 4d®; die Abschatzung fiir harte Kugeln lautet

b— 2T NP
TR _ RT.
= ~6ap, - 3P,

@y =~ 0.55 Pam® mol 2,

by ~ 3.1 x 10° m® mol L.

27TNA

3b,, 1/3
dy = ( ) ~29%10 m,

RT + R?T? — 4
Vg= 0 3.08 x 102 m3 mol .

2po
dapy
AVg L —/1— o
= ~ 0.58%.
Veao 2 7
_ 2a 43 ~1 Ve
VGmln = RT = 3.6 X 10 m IIlOl 3 VGmm = 86.
v, a —Va?— 4abRT _ 2b

2RT

4bRT
L+ /1= ==

1 = % ~ 5.9 x 102 kgm 3.

o~

a

R
~4.6x 104K,

7

o 6 -1
Lz—bzl.Oxlo Jkg .
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e B8: Eine Abschatzung anhand einer Monoschicht, der die Halfte des Kohasionsbeitrags aus
dem Flussigkeitsinneren fehlt, ergibt

1 adw -2 =il

Verlasslich ist dabei nur die GroBenordnung, o ~ 10 ' Nm L

e C1: Fur die dargestellte konvexe Flussigkeitsoberflache gilt

20p; - 20p; -0,

(oL — ps) TPL
e C2:MitT, =293 Kund AT = 5.0 K gilt

Apr

20T, 200°T,

= ~1.4%x10%m =14 nm.
pr LAT aAT <107 m i

. ~
rmm —

Tropfchen, die groBer als dieser kritische Radius sind, konnen wachsen.

L

Losung
A1. MolekiilgroBe und ausgeschlossenes Volumen

Wir modellieren die Molekiile als harte Kugeln mit dem Durchmesser d. Der Mittelpunkt eines Molekiils
kann nicht in eine Kugel mit dem Radius d um den Mittelpunkt eines anderen Molekdils eindringen. Das

einem Paar zugeordnete ausgeschlossene Volumen ist daher
Ard?
3

Bei der Uiblichen Berechnung des ausgeschlossenen Volumens fiir ein verdiinntes System harter Kugeln
wird jedes Paar einmal gezahlt; daraus ergibt sich ein Parameter des ausgeschlossenen Volumens pro

Vex =

Molekl von v,y /2. Fiir ein Mol gilt

1 2
b = —N ex = —N d3-
gAY g 4

Damit ist die Ubliche Van-der-Waals-Konstante b viermal so groB wie das gesamte geometrische
Volumen der kugelformigen Molekile. Unabhangig von diesem geometrischen Vorfaktor ist die
gesuchte GréBenordnung b ~ N 4d>.

A2. Bedingungen am kritischen Punkt

Wir schreiben die Zustandsgleichung in der Form
RT a
V—b v2’

Am kritischen Punkt verschmelzen die beiden Extrema der unterkritischen Isotherme zu einem

P(V,T) =

Wendepunkt mit waagerechter Tangente. Daher gilt

( oP ) ( o’P )
- =0, = 0.
ov T.V. ov?)r v

Diese Bedingungen ergeben
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RT, 2a RT, 3a

(Ve—b)? V3 (Ve—b)3 VL
Division der zweiten Gleichung durch die erste liefert
1 3
V.—b 2V,
also
V. = 3b.

Einsetzen in die Bedingung flr die erste Ableitung und in die Zustandsgleichung ergibt

8a a

T.— —, Po= ——.
R 27b 27b?

Auflosen nach den Konstanten liefert

RT.  27R’T?
8P, T Teap,

A3. Konstanten fiir Wasser

Mit den gegebenen kritischen Daten erhalten wir

8.31(647
by = _8.31(647) _ 3.055 x 10> m® mol 7,
8(2.2 x 107)

und

27(8.31)2(647)2
Ay = (8:3D)°( 7) — 0.5543 Pam® mol 2.
64(2.2 x 107)

Auf zwei signifikante Stellen gerundet ergibt sich

aw ~ 0.55 Pam®mol 2, by ~ 3.1 x 10 ° m®mol .

In den folgenden Berechnungen werden die ungerundeten Werte beibehalten.
A4. Molekilldurchmesser

Aus A1 folgt

3b 1/3
dw — v .
( 27TNA )

dy ~ 2.9 %107 m = 0.29 nm.

Somit gilt

Dies ist ein effektiver Durchmesser im Modell harter Kugeln.
B1. Volumen des gesattigten Dampfes

Wir wenden die vorgegebene Naherung Vi > b an:

a

Multiplikation mit Vg ergibt
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poVE — RTVg +a = 0.

Der gasférmige Zustand entspricht der groBeren Losung, die fiir a — 0 gegen RT/po strebt:

_ RT + +/R*T?* — 4apo

Ve
2py

Bei T = 373 K qilt
Vo = 0.0308164 m® mol ™! ~ 3.08 x 1072 m® mol .

Bei schwacher Anziehung ergibt eine Entwicklung der Quadratwurzel auBerdem

RT
Vg ~ — — 2
Do RT
B2. Relative Volumenabnahme
Das Volumen des idealen Gases betragt
RT
Veo = — = 0.0309963 m> mol *.
Dbo
Mit B1 erhalten wir
VGO - VG . 1 1 \/1 4ap0
Voo 2 R2T? |’
Numerisch ergibt sich
AV,
¢ —5.803 x 1073,
GO
also
AVg
~ 0.58%.
Vo

In erster Ordnung ist dieser Anteil gleich ap,/(R*T?).
B3. Grenze der metastabilen Kompression

In derselben Naherung flr das Gas gilt

Mechanische Stabilitat erfordert
dP RT 2a - 2a — RTV <

- = — 4_
dVv V2 V3 V3
Das Gas bleibt somit gegenuber kleinen Volumenstorungen mechanisch stabil, wenn
2a

RT’

0.

V>

Das Grenzvolumen am Rand der Stabilitat ist daher

o 2a 43 ~1
VGmln — RT = 3.58 x 10 m° mol .

Der Kompressionsfaktor betragt
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Ve  RT RT+ +/R*T? — 4ap,

~ 86.2.
VGmin 2a 2p0

Damit gilt

Ve

VGmin = 80.

Am Grenzvolumen gilt VGmin/b ~ 12: das Ergebnis ist daher eine Abschatzung innerhalb der
vorgegebenen Naherung, in der b vernachlassigt wird.

B4. Fliissigkeitsvolumen

Fur die Flussigkeit vernachlassigen wir P gegeniiber a/VL2:

a
— (VL —b) = RT.
(Vb

Daher gilt
RTV} —aVy +ab=0.
Die Flussigkeit entspricht der Losung mit dem kleineren Volumen, die fir " — 0 gegen b strebt:

a—+va?—4abRT 2b
2RT 14 +/1—4bRT/a

Vi =

Bei 373 K ergibt dieser Ausdruck ndherungsweise
Vi = 3.91 x 10°° m® mol L.

Fur die verbleibenden Fragen flihren wir den vorausgesetzten kleinen Parameter ein:
e=—<K1.
a

Die Entwicklung der Losung fir die Flissigkeit ergibt

VL:b(1+M%+O(s2)).

Fir die angegebenen Wasserparameter ist € ~ (.17, sodass die folgenden Ergebnisse in fiihrender
Ordnung Naherungswerte sind.

B5. Fliissigkeitsdichte

In fihrender Ordnung gilt V1, ~ b. Da ein Mol die Masse p hat, gilt

_r _F
PL=Y =%
Numerisch ergibt sich
1.8 x 102 5
~ —— = |59x%x10* kgm 3.
L 3055 x 10 5

Dies ist die von der vorgegebenen Naherung vorhergesagte Dichte.
B6. Thermischer Ausdehnungskoeffizient

Behalten wir den ersten temperaturabhangigen Term aus B4 bei, so erhalten wir
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2
a

Damit gilt bei konstantem auBeren Druck innerhalb der verwendeten Naherung

oV _ bR

o  a
_ L [fovLy bR
*“v,\or ), o

a~4.6x10"*K.

Mit V7, ~ b im Nenner folgt

Numerisch ergibt sich

B7. Spezifische Verdampfungswarme

oU oP
(W)T—T(a—T)V‘P

verknupft die innere Energie mit der Zustandsgleichung. Fur das Van-der-Waals-Fluid gilt

OP RT RT a a
T| — - P | —— — — ) = —.
oT )+, V—-b V—-b V2 V2

Die molare innere Energie hat daher die Form

Die thermodynamische Identitat

a
U(Ta V) = UO(T) - 7
Bei gleicher Temperatur betragt die Zunahme der inneren Energie beim Verdampfen

U U 1 1
¢ L=a Vi Vo)

Das Verdampfen bei konstantem Druck erfordert auBerdem Expansionsarbeit, sodass die pro Mol
zugeflhrte Warme betragt:

Lea—— 1) 4 po(vVe— i)
uLl = a v, Ve polVa L)-
Da Vg > Vi ~ bund RT < a/b gelten, ist der fiihrende Beitrag a/b. Daher folgt
a

L~—.
ub

Numerisch ergibt sich

L~1.0x10%Jkg "

Das Weglassen thermischer Korrekturen ist konsistent: Behalt man V, ~ b(1 4+ bRT'/a) bei, so ergibt
sich a/Vy ~ a/b — RT, wobei die Korrektur —RT' den fiihrenden Term der Expansionsarbeit
poVa >~ RT aufhebt.
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B8. Oberflachenspannung aus einer monomolekularen Schicht

Die Oberflachenspannung ist die freie Oberflachenenergie pro Flacheneinheit. Fur eine energetische
Abschatzung vernachlassigen wir den Beitrag der Oberflachenentropie und verwenden die in B7
ermittelte Kohasionsenergie.

Die Kohasionsenergie pro Molekil im Flissigkeitsinneren betragt naherungsweise

pL  a

Ni  bNg

Einem Molekll nahe einer freien Oberflache fehlen Nachbarn auf der Dampfseite. In einer einfachen

Ecoh =

Abschatzung ist die ihm zugeordnete kohasive Bindungsenergie um etwa die Halfte verringert, was
eine zusatzliche Oberflachenenergie von der GroBenordnung Ecoh/2 ergibt.

Eine Oberflachenschicht mit der Flache .S und der Dicke d,, enthélt ungefahr

Molekdile. Ihre zusatzliche Energie ist daher

1 1
Egurface ~ EEcothayer = EPLdeS

Setzen wir dies mit 0.5 gleich, so folgt

1 Ld _ady
TP T g

Mit den obigen Abschatzungen ergibt sich

oc~86x102Nm

Die Betrachtung einer Monoschicht legt die GréBenordnung o ~ 10~ N m™! fest; ihr numerischer
Vorfaktor hangt von der angenommenen Molekilanordnung und den fehlenden Wechselwirkungen ab.

C1. Sattigungsdampfdruck iiber einer gekriimmten Oberflache

Es sei ps der Sattigungsdampfdruck Uber der ebenen Flussigkeitsoberflache. Der nichtbenetzende
Meniskus ist zum Dampf hin konvex und liegt in der Tiefe h unterhalb dieser Oberflache.

Fir einen kleinen Hohenunterschied liefert das hydrostatische Gleichgewicht die Driicke auf Hohe des
Meniskus:

pr=ps+prgh,  py, =ps+ psgh.
Der kugelformige Meniskus erfullt die Laplace-Gleichung fiir den Druckunterschied

20
Dp =Dy = —.
r

Folglich gilt

20
(pr — ps)gh = -

Die Anderung des Gleichgewichtsdampfdrucks betragt

ApT =Py —Ps = psgh

Eliminieren von h ergibt
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_rlpr—ps) AL

Im letzten Schritt wurde p, < pr, verwendet. Die Anderung ist positiv: Eine konvexe

Flussigkeitsoberflache erfordert einen hoheren Gleichgewichtsdampfdruck als eine ebene Oberflache.

C2. Kleinster Radius eines wachsenden Tropfchens

Es bezeichne p, (T) den Sattigungsdampfdruck Uber einer ebenen Oberflache. Anfangs betragt der
tatsachliche Dampfdruck

p = ps(Te), T. = 293 K.
Nach einer Abkiihlung um AT = 5.0 K bleibt der tatsachliche Druck konstant, wahrend der
Sattigungsdampfdruck Uber der ebenen Oberflache sinkt. In erster Ordnung gilt

dps
Apcool = ps(Te) — Ds (Te — AT) ~ p AT.
dT T
Aus Gleichung (3) folgt
1 dps . B . a
ps dT T2  bRT?
Somit gilt
aAT
A COO. =~ S T o
Peool = P+ RT2

Ein Tropfchen kann wachsen, wenn der Dampfdruck der Umgebung seinen kriimmungsabhangigen
Gleichgewichtsdampfdruck Ubersteigt. Beim kritischen Radius sind die beiden Druckanderungen
gleich:
aAT  20p;s
PsyRT? = it

Behandeln wir den verdinnten Dampf als ideales Gas, so gilt

UDs
RT.’

ps =

Einsetzen und Kirzen von p, ergibt
20ubT.
Tmin &~ —————.
min pLaAT

Mit den Ergebnissen py, ~ pu/bund L ~ a/(ub) aus Teil B folgt

. 200°T. 20T,
T GAT ppLAT

Mit dem angegebenen Tabellenwert der Oberflachenspannung ergibt sich

2(7.3 x 1072)(3.055 x 107°)2(293
Pmin ™ ( ~ )( < ) ( ) =11.4%x10%m ~ 14 nm.

(0.5543)(5.0)

Bei diesem Radius befindet sich ein Tropfchen im instabilen Gleichgewicht. GroBere Tropfchen kdnnen

wachsen; kleinere Tropfchen neigen zum Verdampfen.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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Aufgabe 3: Einfachstes Modell einer Gasentladung

[

Ein elektrischer Strom, der durch ein Gas flieBt, wird als Gasentladung bezeichnet. Es gibt viele
Arten von Gasentladungen, darunter die Glimmentladung in Beleuchtungslampen, die
Bogenentladung beim SchweiBen und die bekannte Funkenentladung, die zwischen den Wolken
und der Erde in Form von Blitzen auftritt.

Teil A. Unselbststindige Gasentladung (4.8 Punkte)

In diesem Teil der Aufgabe wird die sogenannte unselbststandige Gasentladung untersucht. Zu
ihrer Aufrechterhaltung muss standig ein externer lonisator betrieben werden, der gleichmaBig im
gesamten Volumen pro Volumeneinheit und Zeiteinheit Z.xt Paare aus einfach ionisierten lonen
und freien Elektronen erzeugt.

Wird ein externer lonisator eingeschaltet, beginnt die Anzahl der Elektronen und lonen zu
wachsen. Ein unbegrenzter Anstieg der Anzahldichten der Elektronen und lonen im Gas wird
durch den Rekombinationsprozess verhindert, bei dem sich ein freies Elektron mit einem lon zu
einem neutralen Atom vereinigt. Die Anzahl der Rekombinationsereignisse Z,.., die im Gas pro
Volumeneinheit und Zeiteinheit auftreten, ist gegeben durch

Zrec = TNeng,

wobei r eine Konstante ist, die als Rekombinationskoeffizient bezeichnet wird, und n¢, n; die
Anzahldichten der Elektronen beziehungsweise der lonen bezeichnen.

Es sei angenommen, dass der externe lonisator zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet wird und die
anfanglichen Anzahldichten der Elektronen und lonen im Gas beide gleich null sind. Dann hangt
die Elektronenanzahldichte n,(t) wie folgt von der Zeit ¢ ab:

ne(t) = no + a tanh bt,

wobei ng, @ und b Konstanten sind und tanh z fiir den Tangens hyperbolicus steht.
A1 Bestimmen Sie ng, a, b und driicken Sie diese durch Ze und r aus. (1.8 Punkte)

Es seien zwei externe lonisatoren verflgbar. Wird der erste eingeschaltet, erreicht die
Elektronenanzahldichte im Gas ihren Gleichgewichtswert n,; = 12 - 10 cm 3. Wird der zweite
externe lonisator eingeschaltet, erreicht die Elektronenanzahldichte ihren Gleichgewichtswert
nez = 16 - 10 cm 3,

Bestimmen Sie die Elektronenanzahldichte n. im Gleichgewicht, wenn beide externen lonisatoren
gleichzeitig eingeschaltet sind. (0.6 Punkte)

Achtung! Im Folgenden wird angenommen, dass der externe lonisator bereits so lange
eingeschaltet ist, dass alle Vorgadnge stationar geworden sind und nicht mehr von der Zeit
abhéangen. Vernachlassigen Sie das elektrische Feld der Ladungstrager vollstandig.

Es sei angenommen, dass das Gas die Rohre zwischen zwei parallelen leitenden Platten mit der
Flache S ausflllt, die sich im Abstand L < \/§ voneinander befinden. An die Platten wird die
Spannung U angelegt, um zwischen ihnen ein elektrisches Feld zu erzeugen. Nehmen Sie an,
dass die Anzahldichten beider Arten von Ladungstragern entlang der Rohre nahezu konstant
bleiben.
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Nehmen Sie an, dass sowohl die Elektronen (gekennzeichnet durch den Index €) als auch die
lonen (gekennzeichnet durch den Index ¢) aufgrund der elektrischen Feldstarke E denselben
Betrag der Driftgeschwindigkeit v annehmen, der sich ergibt zu

v = PFE,
wobei b eine Konstante ist, die als Ladungstragerbeweglichkeit bezeichnet wird.

Driicken Sie die elektrische Stromstérke I in der Réhre durch U, B, L, S, Z, T und die

A3
Elementarladung e aus. (1.7 Punkte)

Bestimmen Sie den spezifischen Widerstand pg.s des Gases bei hinreichend kleinen Werten der

A4 .. .
angelegten Spannung und driicken Sie ihn durch 8, L, Zext, T und e aus. (0.7 Punkte)

Teil B. Selbststandige Gasentladung (5.2 Punkte)

In diesem Teil der Aufgabe wird die Ziindung einer selbststandigen Gasentladung betrachtet, um
zu zeigen, wie sich der elektrische Strom in der Rohre selbst aufrechterhalt.

Achtung! Nehmen Sie im Folgenden an, dass der externe lonisator weiterhin mit derselben Rate
Zext arbeitet. Vernachldssigen Sie das elektrische Feld der Ladungstrédger, sodass das elektrische
Feld entlang der R6hre homogen ist, und vernachlassigen Sie die Rekombination vollstandig.

Fur die selbststandige Gasentladung sind zwei wichtige Prozesse von Bedeutung, die oben nicht
berlcksichtigt wurden. Der erste Prozess ist die Sekundarelektronenemission, der zweite die
Bildung einer Elektronenlawine. Sekundarelektronenemission tritt auf, wenn lonen auf die negative
Elektrode, die Kathode, treffen und dabei Elektronen aus ihr herausschlagen, die sich zur
positiven Elektrode, der Anode, bewegen. Das Verhaltnis der Anzahl der pro Zeiteinheit
herausgeschlagenen Elektronen Ne zur Anzahl der pro Zeiteinheit auf die Kathode treffenden
lonen NZ- wird als Sekundarelektronenemissionskoeffizient bezeichnet, v = Ne/NZ Die Bildung
einer Elektronenlawine lasst sich wie folgt erklaren. Das elektrische Feld beschleunigt freie
Elektronen, die gentigend kinetische Energie gewinnen, um durch StoBe die Atome im Gas zu
ionisieren. Dadurch nimmt die Anzahl der freien Elektronen, die sich zur Anode bewegen,
erheblich zu. Dieser Prozess wird durch den Townsend-Koeffizienten a beschrieben, der den
Zuwachs der Elektronenanzahl d N, charakterisiert, wenn N, bewegte Elektronen die Strecke dl
zurtickgelegt haben, d. h.

e _ aN,.
dl
E<

i e—>

e—>
R

o>

0 >—>
o )I( x+ldx L X

eulersolve.org/ipho/2014/ 20/27



Der Gesamtstrom I in einem beliebigen Querschnitt der Gasrohre setzt sich aus dem lonenstrom
I;(x) und dem Elektronenstrom I.(z) zusammen, die im stationiren Zustand von der in der
obigen Abbildung dargestellten Koordinate x abhangen. Der Elektronenstrom Ie(w) andert sich
entlang der x-Achse gemaB der Formel

Ie(x) = CleAlw + A,
wobei A1, Ay, C'{ Konstanten sind.

B1 Bestimmen Sie A1, Ao und driicken Sie diese durch Ze, o, €, L, S aus. (2 Punkte)

Der lonenstrom I;(z) dndert sich entlang der zz-Achse gemaB der Formel
I(z) = Cy + B1eP®,
wobei B1, By, C5 Konstanten sind.
B2 Bestimmen Sie Bi, B und driicken Sie diese durch Zet, o, e, L, S, C1 aus. (0.6 Punkte)
B3 Geben Sie die Bedingung firr I;(x) bei z = L an. (0.3 Punkte)

B4 Geben Sie die Bedingung fir I;(z) und I.(z) bei = 0 an. (0.6 Punkte)

Bestimmen Sie den Gesamtstrom I und driicken Sie ihn durch Zext, @, 7, e, L, S aus. Nehmen Sie

B5
an, dass er endlich bleibt. (1.2 Punkte)

Der Townsend-Koeffizient a sei konstant. Wenn die Lange der Rohre einen bestimmten kritischen
Wert Uberschreitet, d. h. L > L., kann der externe lonisator abgeschaltet werden, und die
Entladung wird selbststandig.

B6 Bestimmen Sie L., und driicken Sie diese GroBe durch Zext, @, 7, e, L, S aus. (0.5 Punkte)

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Die folgenden Stromstarken bezeichnen Betrage, und es gilt U > 0.

e Al

Zicy
no =0, a= t, b= \/1Zext.

o A2

ne=2.0x 10" ecm ™2 =2.0 x 10" m3.

e A3, unter Verwendung der angegebenen Naherung fir die Sammlung der Ladungstrager
bei gleichmaBiger Dichte:

2772
eﬁSU ﬁ v +4rZext — /B_U

= rL L4 L?
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e B1
Av—a, Ay e

(0%

e B2
|B; = —Cy, By =a

e B3

I;(L) =0
e B4
1.(0) = vI;(0).
e B5

o eSZext (1 + 7)(eaL — 1)
- a 1—q(erl —1)

v(e** —1) < 1.

e B6, fira > 0,7 > O:

L

Losung

A1. Anwachsen der Ladungstragerdichte

Eine physikalisch sinnvolle endliche stationare Losung mit Z.,; > 0 erfordert

Bei jedem lonisationsereignis entstehen ein Elektron und ein lon, wahrend bei jeder Rekombination je

eines von beiden verschwindet. Da ihre Anfangsdichten gleich sind, bleiben ihre Dichten gleich:

ne(t) = n;(t) = n(t).
Die Teilchenbilanz pro Volumeneinheit lautet daher

ij—? = Zowy — T2, n(0) = 0.

Der vorgegebene Ausdruck ergibt n(0) = n, also
nyg = 0.
Einsetzen vonn = atanh(bt) in die Bilanzgleichung liefert
ab [1 — tanh?(bt)] = Zex; — ra® tanh?(bt).

Der Vergleich der konstanten Terme und der Koeffizienten von tanh2(bt) ergibt
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ab = Zext, ab = ra”.

W3ahlt man a, b positiv, so folgt

a = ZeXt , b Y ’I"Zext.

r

Damit gilt

ne (t) — ZeXt tanh(\/TZext t) .

r

Die Anfangssteigung betragt Z.., und der Grenzwert der Dichte ist 1/ Zext/r, wie es das
Gleichgewicht zwischen Erzeugung und Rekombination verlangt. Ein gleichzeitiger Vorzeichenwechsel
von a und b beschreibt dieselbe Funktion.

A2. Zwei lonisatoren
Die einzelnen Erzeugungsraten seien Z1 und Z». Im Gleichgewicht gilt
Z1 = rn?, Zs = rn’,.
Die unabhangigen Erzeugungsraten addieren sich, wenn beide lonisatoren in Betrieb sind:
rnl = 7y + Zy = r(n? +nk).
Folglich qilt

n. = 4/n% +n2 =v122 + 162 x 10" cm >,

Daraus folgt

ne =2.0x 10" ecm™3 =2.0 x 101" m 3.

Die Dichten selbst addieren sich nicht, da die Rekombinationsrate quadratisch von der Dichte abhangt.
A3. Stationdrer Strom mit Rekombination und Sammlung der Ladungstrager

Unter Vernachlassigung von Randeffekten und des Feldes der Ladungstrager gilt

U U
E=—, v = B—

L L

Wir wenden die vorgegebene N3herung einer gleichmaBigen Dichte auf das Volumen SL an. In einer
Zeit dt nimmt eine Sammelelektrode n.Sv dt Elektronen auf; die gegeniiberliegende Elektrode nimmt

n;Sv dt lonen auf. Die stationaren Teilchenbilanzen lauten
ZetSL —rnen;SL — n,Sv =0,
ZextSL — rnen;SL — n;Sv = 0.

Fir v > 0 ergibt die Subtraktion n, = n; = n. Somit gilt
v
rn’ + - Zext = 0.

Nur die nichtnegative Losung ist physikalisch sinnvoll:

V(3) + 02— 3
I rext_L .
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Obwohl sich Elektronen und lonen in entgegengesetzte Richtungen bewegen, haben auch ihre
Ladungen entgegengesetzte Vorzeichen. lhre Beitrage zum Strom in technischer Stromrichtung
addieren sich daher:

I =eSne.v+ eSn;v = 2eSnv.

-2 (3) a3

Einsetzen ergibt

Mit v = BU /L folgt

7 eBSU
rL

U pU
¢ g T4 e

Dies ist das Ergebnis der wortlichen Anwendung des Modells der Ladungstragersammlung bei raumlich
gleichmaBiger Dichte. Streng genommen konnen die Dichten nicht bis an die Platten gleichmaBig
bleiben: Die Elektronendichte muss an der Kathode und die lonendichte an der Anode verschwinden.
Die Formel ist daher zuverlassig, solange diese verarmten Schichten diinn gegeniiber L sind, wie im
Bereich kleiner Spannungen von A4; bei hoher Spannung strebt sie gegen 2e 7., SL, das Doppelte des
tatsachlichen Sattigungsstroms eZ . SL.

A4. Spezifischer Widerstand bei kleiner Spannung

Bei hinreichend kleiner Spannung,

BU

F < 'r‘Zexta
stort die Sammlung der Ladungstrager das Gleichgewicht zwischen Erzeugung und Rekombination nur
geringflgig. In fihrender Ordnung gilt

Damit wird der Strom proportional zur Spannung:

Zext S
I~2 —U.
eh r L
Der Vergleich mit
I = 5 U
PgasL

ergibt

B 1 r
pgas — 26[3 Zext .

Die Lange L kiirzt sich heraus. Werden die GréBen in SI-Einheiten eingesetzt, ergibt sich das Ergebnis
in Qm.
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B1. Gleichung fiir den Elektronenstrom

In Teil B wird die Rekombination vernachlassigt. Wir betrachten I. und I; als nichtnegative
Strombetrage, sodass

I= Ie(w) + Iz(z)

Betrachten wir eine diinne Schicht der Dicke dx. Der externe lonisator erzeugt in dieser Schicht pro
Zeiteinheit

ZeXtS dm
Elektronen. Durch die Lawinenvervielfachung entstehen zusatzlich

L)

e

dx

Elektronen pro Zeiteinheit. Jedes neu erzeugte Elektron tragt zum aus der Schicht austretenden
Elektronenstrom bei; der zusatzliche Strom ist gleich e mal der Erzeugungsrate. Daher gilt

I(z+dz) — I.(z) = [eSZex + ol (x)]dx.

In differentieller Form lautet dies

dl
c — aIe + eSZext.
dr
Fir konstantes a > 0 lautet die allgemeine L6sung
eSZ
I.(z) = Cie* — et
a
Der Vergleich mit dem vorgegebenen Ausdruck ergibt
eSZ
A]_ = a, A2 - ext
a

B2. Gleichung fiir den lonenstrom

Jedes lonisationsereignis erzeugt auch ein lon. lonen bewegen sich in Richtung abnehmender xz-Werte,
sodass der durch die linke Grenzflache aus der Schicht austretende lonenstrom groBer ist als der durch
die rechte Grenzflache eintretende:

Ii(z) — Ii(z + dx) = [eSZext + alc(z)|dz.

Somit gilt
dl;
d:; = —eSZext — alc(x).
Mit der Losung flir den Elektronenstrom folgt
dl;
= —aC1e”
dz =

und die Integration ergibt

Folglich qilt

Bl = —Cl, BQ = Q.

Die beiden Differentialgleichungen zeigen auBerdem, dass
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d
5 Ie I’L :07
7 U+ 1)

was die Ladungserhaltung im stationaren Zustand ausdruckt.
B3. Randbedingung an der Anode

Die Anode befindet sich bei x = L. Von dieser Elektrode gelangen keine lonen in das Gas, und die im
Gas erzeugten lonen driften von ihr weg. Daher gilt

I,(L) = 0.

Aquivalent dazu ist
02 = C16aL.
B4. Randbedingung an der Kathode

Bei z = 0 betragt die Auftreffrate der lonen I;(0)/e. Jedes auftreffende lon setzt im Mittel y
Elektronen frei. Somit gilt

oder

B5. Stationarer Gesamtstrom

Zur Abklrzung definieren wir

Dann gilt
I.(z) = Ci1e®* — K, Ii(x) = Cy — Cr1e.
Die Randbedingung an der Anode ergibt
Cy = C1T.
Die Randbedingung an der Kathode wird zu
Cy — K = 4(Cy — C1) = 4C1(T — 1).
Daraus folgt

K

0“21—%T—U'

Die Addition von Elektronen- und lonenstrom liefert

I=C,— K=CT-K.
Einsetzen von C; und Vereinfachen ergibt
T—-1+~(T-1)

I=K
1-~(T-1)

Somit gilt

eSZext (1+7)(e®* —1)

I= .
a 1—~(ed —1)

eulersolve.org/ipho/2014/ 26/27



Bei positiver externer lonisationsrate erfordert ein physikalisch sinnvoller endlicher stationarer Strom

1— (e —1) > 0.

Bei verschwindendem Nenner sagt das lineare stationare Modell eine Divergenz voraus; ein negativer
Nenner wirde einen unphysikalischen negativen Strombetrag ergeben.

B6. Kritische Lange fiir eine selbststandige Entladung
Aus einem von der Kathode emittierten Elektron werden bis zum Erreichen der Anode durch die Lawine

eaL

Elektronen. Da das urspriingliche Elektron bereits vorhanden war, erzeugt die Lawine
et —1
neue Elektron-lon-Paare.
Bei vernachlassigter Rekombination erreichen alle diese lonen die Kathode. Sie setzen im Mittel
R =9 -1)

Sekundarelektronen frei. Dies ist die Anzahl der Kathodenelektronen, die durch ein vorhergehendes
Kathodenelektron erzeugt werden.

Fur R < 1 nimmt die Anzahl der Elektronen von Generation zu Generation ab, und eine externe
lonisation ist erforderlich. Die Schwelle ist erreicht, wenn jede Generation sich selbst genau ersetzt:

y(e®e — 1) =1.

1 1
Lcr — —111 (1 + _) .
& g

Fur L > L., verstarkt die Riickkopplung eine anfangliche Entladung auch nach dem Entfernen des

Auflosen ergibt

externen lonisators. Das vorliegende lineare Modell bestimmt die Ziindschwelle; zur Bestimmung eines
endlichen Betriebsstroms oberhalb dieser Schwelle missen zusatzliche physikalische Effekte
berlicksichtigt werden.

Weder Zext noch e noch S gehen in die Schwelle ein. Fir & = 0 oder v = 0 kann dieser Mechanismus
bei keiner endlichen Lange eine Entladung aufrechterhalten.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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