
国际物理奥林匹克

IPhO 2013
理论题与解答 · 丹麦哥本哈根 · 3 道理论题及完整解答

eulersolve.org/ipho/2013/

题目 1：马里博陨石

引言

流星体是来自彗星或小行星的小颗粒（通常小于 1 m）。撞击地面的流星体称为陨石。

2009 年 1 月 17 日夜间，波罗的海附近的许多人看到了一个流星体穿过地球大气层下落时形成的发

光轨迹，即火流星。在瑞典，一台监控摄像机记录下了这一事件的视频，见图 1.1(a)。根据这些图像

和目击者的描述，人们得以缩小撞击区域的范围。六周后，在丹麦南部马里博镇附近发现了一块质量

为 0.025 kg 的陨石。对这块如今被命名为马里博的陨石及其空中轨迹的测量得出了一些有趣的结

果。它进入大气层时的速率异常高。它的年龄为  年，表明它在太阳系诞生后不久就已

形成。马里博陨石可能是恩克彗星的一部分。

马里博的速率

火流星向西运动，相对于正北方向的航向角为 ，朝向后来发现陨石的地点，如图 1.1 所示。陨

石发现地点距监控摄像机 195 km，相对于正北方向的方位角为 。

部

分
问题

分

值

1.1
利用上述信息和图 1.1 中的数据，计算马里博在第 155 帧到第 161 帧之间这段时间内的平均速

率。地球的曲率和流星体所受的引力均可忽略。
1.3

穿过大气层时会熔化吗？

流星体在高层大气中运动时所受的空气摩擦力，以复杂的方式取决于流星体的形状和速度，以及大气

的温度和密度。作为合理的近似，高层大气中的摩擦力  可用表达式  给出，其中 

为常数，  为大气密度，  为陨石的投影截面积，  为其速率。

为分析流星体，作如下简化假设：进入大气层的物体是一个球体，其质量为 ，半径为

，温度为 ，速率为 。大气密度为常量（取地表上

方 40 km 处的数值）， ，摩擦系数为 。

部

分
问题

分

值

1.2a
估算流星体进入大气层后，需要多长时间才能使其速率降低 10 %，即从  降至 。可

忽略流星体所受的引力，并假设其质量和形状保持不变。
0.7

1.2b
计算流星体进入大气层时的动能  是使其完全熔化所需能量  的多少倍（见数据

表）。
0.3

4.567 × 109

285∘

230∘

F F = kρatmAv
2 k

ρatm A v

mM = 30 kg

RM = 0.13 m T0 = 200 K vM = 2.91 × 104 m/s

ρatm = 4.1 × 10−3 kg/m3 k = 0.60

vM 0.90vM

Ekin Emelt
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图 1.1 (a) 方位角是在水平面内从正北方向起顺时针量取的角度，高度角是相对于地平线向上量取的

角度。瑞典的监控摄像机记录的一系列画面，显示了马里博以火流星的形式穿过大气层下落时的运

动。(b) 两帧画面的数据，给出了时间、摄像机（C）所见的方向（方位角，以度为单位），以及高

出地平线的角度（高度角，以度为单位）。(c) 示意图，表示摄像机（C）所见的马里博轨迹（品红色

箭头）以及丹麦着陆点（M）相对于正北方向（N）的方位。

马里博在大气层下落过程中的受热

当石质流星体马里博以超声速进入大气层时，周围空气发光，使其呈现为火流星。然而，马里博只有

最外层被加热。假设马里博是一个均匀球体，密度为 ，比热容为 ，热导率为 （数值见数

据表）。此外，它进入大气层时的温度为 。在穿过大气层下落的过程中，由于空气摩

擦，其表面温度恒为 ，从而使内部逐渐升温。

在大气层中下落时间  后，马里博厚度为  的外壳将被加热到显著高于  的温度。可通过量纲分

析，将这一厚度估算为各热力学参数幂的简单乘积： 。

部分 问题 分值

1.3a 利用量纲（单位）分析，确定四个指数  和  的值。 0.6

ρsm csm ksm

T0 = 200 K

Ts = 1000 K

t x T0

x ≈ tαρ
β
smc

γ
smk

δ
sm

α,β, γ, δ
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部分 问题 分值

1.3b 计算下落时间  后的厚度 ，并确定比值 。 0.4

陨石的年龄

放射性元素的化学性质可能不同，因此，在一块陨石中的矿物结晶过程中，某些矿物中的某种放射性

元素含量较高，而其他矿物中的含量较低。利用这种差异，可以通过对陨石中放射性矿物进行放射性

定年，确定陨石的年龄。

作为一个具体例子，我们研究同位素 （第 37 号元素），它衰变为稳定同位素 （第 38 号

元素），半衰期为  年，并以稳定同位素  为参照。结晶时，所有矿物中的比值

 均相同，而比值  各不相同。随着时间推移，  的数量因衰变而减少，

的数量则相应增加。因此，如今各矿物中的比值  将有所不同。在图 1.2(a) 中，水平线上

的各点对应不同矿物结晶时的比值 。

图 1.2 (a) 不同矿物在结晶时刻 （空心圆）及当前时刻（实心圆）的比值 。(b) 目前

从一块陨石中取得的三种不同矿物样品的等时线。

部

分
问题

分

值

1.4a 写出  转变为  的衰变方程。 0.3

1.4b

证明：对于同一块陨石中的不同矿物样品，以当前的比值  为纵坐标、当前的比值

 为横坐标作图，所得各点位于一条直线上，即所谓的等时线，其斜率为

。其中，  为矿物形成以来经过的时间，  为衰变常数，与半衰期  成反

比。

0.7

1.4c 利用图 1.2(b) 中的等时线，确定陨石的年龄 。 0.4

马里博可能来自的恩克彗星

恩克彗星绕太阳运行时，与太阳之间的最小距离和最大距离分别为  和

。

部分 问题 分值

1.5 计算恩克彗星的公转周期 。 0.6

t = 5 s x x/RM

87Rb 87Sr

T 1
2

= 4.9 × 1010 86Sr
87Sr/86Sr 87Rb/86Sr 87Rb 87Sr

87Sr/86Sr
87Rb/86Sr

t = 0 87Sr/86Sr

87
37Rb 87

38Sr

87Sr/86Sr
87Rb/86Sr

a(t) = (eλt − 1) t λ T 1
2

τM

amin = 4.95 × 1010 m

amax = 6.16 × 1011 m

tEncke
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小行星撞击地球的后果

6500 万年前，一颗巨大的小行星撞击了地球，其密度为 ，半径为

，最终速率为 。这次撞击导致地球上大多数生命灭绝，并形成

了巨大的希克苏鲁伯陨石坑。假设今天一颗完全相同的小行星以完全非弹性碰撞的方式撞击地球，并

利用以下事实：地球的转动惯量是质量和半径均与地球相同的均匀球体的转动惯量的 0.83 倍。质量

为 、半径为  的均匀球体的转动惯量为 。忽略地球轨道的变化。

部分 问题 分值

1.6a 设小行星撞击北极。求撞击后地轴方向的最大角度变化。 0.7

1.6b 设小行星沿径向撞击赤道。求撞击后地球自转一周所需时间的变化 。 0.7

1.6c 设小行星在赤道平面内沿切向撞击赤道。求撞击后地球自转一周所需时间的变化 。 0.7

最大撞击速率

考虑一个受引力束缚在太阳系内的天体，它以速率  撞击地球表面。最初，地球引力场对该天体

的影响可以忽略。不考虑大气摩擦、其他天体的影响以及地球自转。

部分 问题 分值

1.7 计算 ，即  的最大可能值。 1.6

数据表：物理参数表

物理参数 数值

真空中的光速

普朗克常量除以 

万有引力常量

重力加速度

元电荷

真空介电常数

电子质量

阿伏伽德罗常量

玻尔兹曼常量

石陨石的比热容

石陨石的热导率

石陨石的密度

石陨石的熔点

石陨石的比熔化热

银的摩尔质量

银的密度

银的比热容

水的摩尔质量

水的密度

水的比热容

ρast = 3.0 × 103 kg m−3

Rast = 5.0 km vast = 2.5 × 104 m/s

M R 2
5 MR2

Δτvrt

Δτtan

vimp

vmax
imp vimp

c = 2.998 × 108 m s−1

2π ℏ = 1.055 × 10−34 J s

G = 6.67 × 10−11 m3 kg−1 s−2

g = 9.82 m s−2

e = 1.602 × 10−19 C

ϵ0 = 8.854 × 10−12 C2 J−1 m−1

me = 9.109 × 10−31 kg

NA = 6.022 × 1023 mol−1

kB = 1.381 × 10−23 J K−1

csm = 1.2 × 103 J kg−1 K−1

ksm = 2.0 W m−1 K−1

ρsm = 3.3 × 103 kg m−3

Tsm = 1.7 × 103 K

Lsm = 2.6 × 105 J kg−1

MAg = 1.079 × 10−1 kg mol−1

ρAg = 1.049 × 104 kg m−3

cAg = 2.40 × 102 J kg−1 K−1

Mwa = 1.801 × 10−2 kg mol−1

ρwa = 0.998 × 103 kg m−3

cwa = 4.181 × 103 J kg−1 K−1
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物理参数 数值

水的汽化热

水的沸点

冰川冰的密度

水蒸气的比热容

地球的质量

地球的半径

太阳的质量

太阳的半径

日地平均距离

题目译自官方英文原文。

答案

1.1: 。

1.2a: 。

1.2b: 。

1.3a: ，因此 。

1.3b: 。

1.4a: 。

1.4b: ，其中 ， ，且

。

1.4c: ，由图线斜率约为  得出。

1.5: 。

1.6a: 。

1.6b: 。

1.6c: 顺行撞击时， ；逆行撞击时， 。

1.7: ，应理解为受引力束缚的天体所能趋近的上

限。

解答

1.1

设  表示摄像机，  表示着陆点，  表示第  帧中流星体位置在水平面上的投影。记

观测量如下：

Lwa = 2.260 × 106 J kg−1

T100 = 100 ∘C = 373.15 K

ρice = 0.917 × 103 kg m−3

cst = 2.080 × 103 J kg−1 K−1

mE = 5.97 × 1024 kg

RE = 6.38 × 106 m

mS = 1.99 × 1030 kg

RS = 6.96 × 108 m

aE = 1.50 × 1011 m

v̄ = 2.86 × 104 m s−1 = 28.6 km s−1

t = 0.88 s

Ekin/Emelt ≈ 2.1 × 102

α = δ = 1
2 , β = γ = − 1

2 x ≈ √ksmt/(ρsmcsm)

x ≈ 1.6 mm, x/RM ≈ 0.012 = 1.2%

87
37Rb → 87

38Sr + 0
−1e + ν̄e

Y (t) = Y0 + (eλt − 1)X(t) Y = 87Sr/86Sr X = 87Rb/86Sr

λ = ln 2/T 1
2

τM ≈ 3.5 × 109 yr 0.050

tEncke = 1.05 × 108 s ≈ 3.32 yr

θmax ≈ 4.3 × 10−8 rad ≈ 2.4 × 10−6 degree

Δτvrt ≈ +6.8 × 10−5 s

Δτtan ≈ −3.6 × 10−3 s Δτtan ≈ +3.8 × 10−3 s

vmax
imp ≈ 7.27 × 104 m s−1 = 72.7 km s−1

C M Pi i

CM = D = 195 km, CPi = ri, MPi = si.
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帧 时间 方位角 高度角 

155

161

水平轨迹的航向角为 。从  看，摄像机的方位角为 ，而流星体先前位置的方位角为 。因

此，三角形  在  处的内角为 。在  处的内角为 。

由正弦定理可得

由于忽略地球曲率，流星体的高度为

数值为

帧  (km)  (km)  (km)

155 169.986 53.709 59.195

161 177.721 33.940 46.624

因此，水平和竖直方向上运动的距离分别为

将这一短时间间隔内的轨迹视为直线，

经过的时间为 ，因此

在后续各问中，使用另行给定的初始速率 。

1.2a

球体的投影面积为 。忽略重力，由牛顿第二定律得

分离变量，并从  到  积分，得

当  时，

代入数值得

因此，

ti ϕi hi

1.46 s 215∘ 19.2∘

2.28 s 221∘ 14.7∘

285∘ M 50∘ 105∘

CMPi M 55∘ C 230∘ − ϕi

ri = D
sin 55∘

sin(285∘ − ϕi)
, si = D

sin(230∘ − ϕi)

sin(285∘ − ϕi)
.

zi = ri tanhi.

ri si zi

Δs = 19.769 km, |Δz| = 12.571 km.

Δℓ = √(Δs)2 + (Δz)2 = 23.428 km.

2.28 − 1.46 = 0.82 s

v̄ =
23.428 km

0.82 s
= 28.6 km s−1.

vM = 2.91 × 104 m s−1

A = πR2
M

mM
dv

dt
= −kρatmπR

2
Mv2.

vM v

1

v
−

1

vM
=

kρatmπR
2
M

mM
t.

v = 0.90vM

t =
mM

kρatmπR
2
MvM

(

1

0.90
− 1).

t =
30

(0.60)(4.1 × 10−3)π(0.13)2(2.91 × 104)
(

1

0.90
− 1) = 0.877 s.
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1.2b

要使物质完全熔化，既需要将其从  加热至熔点，又需要提供熔化潜热。采用数据表中给出的恒定比热

容，

因此

初始动能为

所以，

这一能量比较并不意味着会完全熔化：动能未必会以热的形式沉积到整个流星体中。

1.3a

用  分别表示质量、长度、时间和温度的量纲。相关量纲为

因此，

令其等于  的量纲 ，得

第一个和第四个方程给出 。于是，长度量纲对应的方程给出 ，时间量纲对应的方程给

出 。因此

所得估算式为

量纲分析确定了各个指数，但仍有一个无量纲系数无法确定。题目要求的估算将这一系数取为 1。

1.3b

热扩散率为

t ≈ 0.88 s.

T0

Emelt = mM [csm(Tsm − T0) + Lsm].

Emelt = 30 [(1.2 × 103)(1700 − 200) + 2.6 × 105
] = 6.18 × 107 J.

Ekin =
1

2
mMv2

M =
1

2
(30)(2.91 × 104)2 = 1.2702 × 1010 J.

Ekin

Emelt
=

v2
M

2[csm(Tsm − T0) + Lsm]
= 205.5 ≈ 2.1 × 102.

M,L, T, Θ

[ρsm] = ML−3, [csm] = L2
T

−2Θ−1, [ksm] = MLT
−3Θ−1.

[tαρβsmc
γ
smk

δ
sm] = M β+δL−3β+2γ+δ

T
α−2γ−3δΘ−γ−δ.

x L

β + δ = 0,
−3β + 2γ + δ = 1,

α − 2γ − 3δ = 0,
−γ − δ = 0.

β = γ = −δ 2δ = 1

α = δ

α = δ =
1

2
, β = γ = −

1

2
.

x ≈ √

ksmt

ρsmcsm
.

χ =
ksm

ρsmcsm
=

2.0

(3.3 × 103)(1.2 × 103)
= 5.05 × 10−7 m2 s−1.
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在  时，

因此

受热深度远小于半径，这与下落过程中只有外层显著升温相一致。

1.4a

原子序数增加 1，而质量数保持不变。这是负贝塔衰变：

衰变时放出一个电子和一个电子反中微子。

1.4b

将一个矿物样品视为结晶后的封闭系统。设 、  和  分别为 、  和  的原子

核数。作为稳定参照的核数  保持不变。

由放射性衰变规律得

每个衰变的铷原子核都会产生一个锶-87 原子核，因此

除以 ，并定义

则有

所有样品具有相同的初始锶同位素比值  和相同的年龄 。因此，它们的当前数值位于一条直线上，其纵

轴截距为 ，斜率为

结晶时斜率为零；此后随年龄增加而增大。

1.4c

图 1.2(b) 中的直线近似经过

因此，其斜率近似为

由 1.4b 的结果反解得

t = 5 s

x ≈ √χt = √(5.05 × 10−7)(5) = 1.589 × 10−3 m.

,x ≈ 1.6 mm
x

RM
=

1.589 × 10−3

0.13
≈ 0.012 = 1.2%.

87
37Rb ⟶ 87

38Sr + 0
−1e + ν̄e.

NRb(t) N87(t) N86
87Rb 87Sr 86Sr

N86

NRb(t) = NRb(0)e−λt, λ =
ln 2

T 1
2

.

N87(t) = N87(0) + NRb(0) − NRb(t)

= N87(0) + NRb(t)(eλt − 1).

N86

Y (t) =
N87(t)

N86
, X(t) =

NRb(t)

N86
, Y0 =

N87(0)

N86
.

Y (t) = Y0 + (eλt − 1)X(t).

Y0 t

Y0

a(t) = eλt − 1.

(X,Y ) ≈ (0.05, 0.702) 和 (0.25, 0.712).

a ≈
0.712 − 0.702

0.25 − 0.05
= 0.050.
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因此

考虑图像读数的精度，

图 1.2(b) 所指的是取自“一块陨石”的样品；由其推得的年龄不必等于引言中给出的马里博年龄。

1.5

对于椭圆轨道，近日点距离与远日点距离之和等于半长轴的两倍：

相对于太阳质量，忽略彗星质量，由开普勒第三定律得

因此

利用 ，

1.6a

首先计算三个撞击问题都要用到的物理量。小行星的质量为

地球的转动惯量为

取其初始自转周期为 ，

其自转角动量为

将撞击后附着的小行星视为地球表面上的质点。其尺寸以及共同质心的位移所带来的修正均可忽略。

在北极，小行星的位置矢量平行于地球的初始自转轴。因此，其角动量

垂直于地球的初始自转角动量。切向撞击时，其大小最大：

τM =
ln(1 + a)

λ
=

T 1
2

ln 2
ln(1 + a).

τM ≈
4.9 × 1010 yr

ln 2
ln(1.050) = 3.45 × 109 yr.

τM ≈ 3.5 × 109 yr.

a =
amin + amax

2
=

4.95 × 1010 + 6.16 × 1011

2
= 3.3275 × 1011 m.

t2
Encke =

4π2a3

GmS
.

tEncke = 2π√
(3.3275 × 1011)3

(6.67 × 10−11)(1.99 × 1030)
= 1.0468 × 108 s.

1 yr ≈ 3.156 × 107 s

tEncke ≈ 1.05 × 108 s ≈ 3.32 yr.

mast =
4

3
πR3

astρast =
4

3
π(5.0 × 103)3(3.0 × 103) = 1.571 × 1015 kg.

IE = 0.83
2

5
mER

2
E = 8.068 × 1037 kg m2.

τE = 24 h = 86400 s

ωE =
2π

τE
= 7.272 × 10−5 s−1,

LE = IEωE = 5.867 × 1033 kg m2 s−1.

Last = r × mastvast

Lmax
ast = mastREvast = 2.505 × 1026 kg m2 s−1.
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由角动量守恒，在小行星与地球质量比这一小量的最低阶近似下，有

该角度极小，因此

惯性张量的变化对这一微小倾角仅产生高阶修正。

1.6b

对于径向撞击，入射小行星相对于地心的角动量为零。当它附着在赤道上后，转动惯量增大为

由角动量守恒，必须满足

由于周期与角速度成反比，

因此，

代入数值得

一天的时长增加约 。

1.6c

切向撞击的方向会影响结果。令顺行撞击时 ，这种撞击增加自转角动量；逆行撞击时 。

由角动量守恒得

定义以下无量纲小量

新的周期及其变化量为

由于  和  都很小，下式也是精确的近似：

因此：

tan θmax ≃
Lmax

ast

LE
.

θmax ≃
mastREvast

IEωE
= 4.27 × 10−8 rad ≈ 2.4 × 10−6 degree.

I ′ = IE + mastR
2
E.

IEωE = (IE + mastR
2
E)ω′.

τ ′ = τE(1 +
mastR

2
E

IE
).

Δτvrt = τE
mastR

2
E

IE
= τE

mast

0.332mE
.

Δτvrt = 6.85 × 10−5 s ≈ +6.8 × 10−5 s.

68 μs

σ = +1 σ = −1

IEωE + σmastREvast = (IE + mastR
2
E)ω′.

ϵ =
mastR

2
E

IE
= 7.925 × 10−10, η =

mastREvast

IEωE
= 4.270 × 10−8.

τ ′ = τE
1 + ϵ

1 + ση
,

Δτtan = τE
ϵ − ση

1 + ση
.

ϵ η

Δτtan ≈ τE(ϵ − ση).
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顺行撞击：

逆行撞击：

两种情况下，转动惯量的增加都会使一天变长。入射角动量产生的影响更大，并决定变化量的正负。

1.7

首先考虑地球引力变得显著之前，天体相对于太阳的运动。在地球轨道距离处，受引力束缚的天体具有负

的单位质量轨道能量：

因此，其日心速率受当地太阳逃逸速度的限制：

极限情况对应于束缚能趋于零的轨道。

将地球轨道近似为半径等于给定平均距离的圆，其公转速率为

当天体的运动方向与地球公转方向恰好相反时，相对接近速率最大。因此

代入数值得

因此

地球引力进一步加速该天体。在接近地球的过程中，由机械能守恒得

因此

地球表面的逃逸速度为

因此，

Δτtan = −3.621 × 10−3 s ≈ −3.6 ms.

Δτtan = +3.758 × 10−3 s ≈ +3.8 ms.

E =
u2

2
−

GmS

aE
< 0.

u < umax = √

2GmS

aE
.

vE = √

GmS

aE
.

vmax
∞ = umax + vE = (1 + √2)√

GmS

aE
.

vE = 29.75 km s−1, umax = 42.07 km s−1,

vmax
∞ = 71.82 km s−1.

1

2
v2

imp −
GmE

RE
=

1

2
v2

∞.

vmax
imp = √(1 + √2)2

GmS

aE
+

2GmE

RE
.

√

2GmE

RE
= 11.17 km s−1.
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对于严格束缚的轨道，速率严格小于这一数值。当初始太阳引力束缚能趋于零时，速率可以任意接近这一

数值。

解答已与官方解答核对。

题目 2：等离激元蒸汽发生器

引言

本题研究一种已通过实验证实可行的高效蒸汽产生过程。用聚焦光束照射一种含有纳米尺度银球（纳

米颗粒）的水溶液，每升溶液中仅含约  个颗粒。纳米颗粒吸收一部分光，温度升高，并在其周

围局部产生蒸汽，而不使整份水溶液升温。蒸汽以逸出的蒸汽泡的形式离开系统。目前，这一过程的

所有细节尚未得到充分理解，但已知其核心过程是金属纳米颗粒通过所谓的电子集体振荡吸收光。这

种装置称为等离激元蒸汽发生器。

图 2.1 (a) 一个半径为  的电中性球形纳米颗粒，位于坐标系中心。(b) 一个具有均匀正电荷密度 

的球体（红色），其内部含有一个半径为  的较小球形电中性区域（0，黄色），该区域的球心位

移为 。(c) 纳米颗粒中银离子构成的、具有正电荷密度  的球体固定在坐标系中心。电

子云构成的、具有负电荷密度  的球形区域（蓝色）的中心位移为 ，其中 。(d) 外加

匀强电场 。当  随时间变化时，电子云以速度  运动。(e) 装有纳米颗

粒水溶液的长方体容器 ，受到沿  轴传播、角频率为 、光强为  的单色光照射。

单个球形银纳米颗粒

本题始终考虑一个半径为  的球形银纳米颗粒，其球心固定在坐标系原点，见图

2.1(a)。所有运动、力和驱动场均平行于水平的  轴（单位矢量为 ）。纳米颗粒中含有自由（传

导）电子，它们可以在整个纳米颗粒的体积内运动，而不束缚于任何银原子。每个银原子都贡献了一

个这样的自由电子，从而成为正离子。

部

分
问题

分

值

2.1
求下列各量：纳米颗粒的体积  和质量 ，颗粒中银离子的数目  和电荷密度 ，以及自由

电子的数密度 、总电荷量  和总质量 。
0.7

vmax
imp = √(71.82)2 + (11.17)2 km s−1 ≈ 72.7 km s−1.

1013

R ρ

R1

xd = xdex ρ

−ρ xp xp ≪ R

E0 = −E0ex E0 v = dxp/dt

(h × h × a) z ωp S

R = 10,0 nm

x ex

V M N ρ

n Q m0
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带电球体内部电中性区域中的电场

在本题余下部分中，假设所有材料的相对介电常数均为 。在一个电荷密度均匀、为 ，半径为

 的带电球体内部，叠加电荷密度为  的反号电荷，形成一个半径为  的小球形电中性区域，

其球心相对于半径为  的球体中心的位移为 ，见图 2.1(b)。

部分 问题 分值

2.2 证明电中性区域内部的电场是匀强电场，形式为 ，并确定系数 。 1.2

发生位移的电子云所受的回复力

下面研究自由电子的集体运动，因此将它们建模为一个电荷密度均匀、为  的带负电球体，其中心

位置为 ，可沿  轴相对于固定在坐标系原点的带正电球体（银离子）的中心运动，见图 2.1(c)。

假设外力  使电子云移动到新的平衡位置 ，其中 。除纳米颗粒相对两端的

少量净电荷外，其内部大部分区域仍保持电中性。

部

分
问题

分

值

2.3
用  和  表示以下两个量：电子云所受的回复力 ，以及在位移过程中对电子云所做的功

。
1.0

外加恒定电场中的球形银纳米颗粒

将一个纳米颗粒置于真空中，施加静态匀强电场 ，使其受到外力 ，电子云因此移

动一小段距离 ，其中 。

部

分
问题

分

值

2.4
用  和  表示电子云的位移 ，并用 、  和  表示穿过纳米颗粒中心处  平面的电

子电荷量 。
0.6

银纳米颗粒的等效电容和电感

无论电场  恒定还是随时间变化，都可以用等效电路对纳米颗粒建模。将分离电荷  所做的功

 与带有电荷  的电容器的能量联系起来，即可求得等效电容。电荷分离会在等效电容器两

端产生一定的等效电压 。

部分 问题
分

值

2.5a 用  和  表示系统的等效电容 ，并求出其数值。 0.7

2.5b
对于这一电容，用  和  表示为使等效电容器积累电荷  而应加在其两端的等效电压

。
0.4

对于随时间变化的电场 ，电子云以速度  运动，见图 2.1(d)。它具有动能 ，并形成

流过固定  平面的电流 。电子云的动能可视为一个电感为 、通有电流  的等效电感器的能量。

部分 问题 分值

2.6a 用速度  分别表示  和 。 0.7

2.6b 用颗粒半径 、电子电荷量  和质量 、电子数密度  表示等效电感 ，并计算其数值。 0.5

ε = 1 ρ

R −ρ R1

R xd = xdex

E = A (ρ/ε0) xd A

−ρ

xp x

Fext xp = xpex |xp| ≪ R

xp n F

Wel

E0 = −E0ex Fext

|xp| |xp| ≪ R

E0 n xp n R xp yz

−ΔQ

E0 ΔQ

Wel ±ΔQ

V0

ε0 R C

E0 R ΔQ

V0

E0 v = vex Wkin

yz I L I

v Wkin I

R e me n L
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银纳米颗粒的等离激元共振

由上述分析可知，将电子云移离平衡位置后释放所产生的运动，可用在谐振频率下振荡的理想 

电路来描述。电子云的这种动力学模式称为等离激元共振，其振荡角频率称为等离激元角频率 。

部分 问题
分

值

2.7a
用电子电荷量  和质量 、电子数密度 ，以及真空介电常数  写出电子云的等离激元角

频率  的表达式。
0.5

2.7b 计算 （单位为 rad/s），以及真空中角频率为  的光的波长 （单位为 nm）。 0.4

受到等离激元频率的光照射的银纳米颗粒

在本题余下部分中，用角频率为等离激元角频率 、入射光强为 

的单色光照射纳米颗粒。由于波长很长， ，可认为纳米颗粒处于均匀的简谐振荡电场

 中。在  的驱动下，电子云的中心  以相同频率振荡，速度为

，振幅恒为 。电子的这种振荡运动导致光的吸收。颗粒吸收的能量或者在颗粒内部转

化为焦耳热，或者由颗粒以散射光的形式重新发射出去。

焦耳热由随机的非弹性碰撞引起：任意一个自由电子都会不时撞击银离子，并损失其全部动能，这些

动能转化为银离子的振动能（热）。两次碰撞之间的平均时间为 ，对于银纳米颗粒，取

。

部分 问题
分

值

2.8a
求纳米颗粒中焦耳热的时间平均功率  以及电流平方的时间平均值  的表达式，式中

应显式包含电子云速度平方的时间平均值 。
1.0

2.8b
在纳米颗粒的等效电阻模型中，电子云电流  产生焦耳热功率 。求其等效欧姆电阻

 的表达式，并计算  的数值。
1.0

入射光束因被振荡的电子云散射（重新发射）而损失一部分时间平均功率 。  取决于散射源

的振幅 、电荷量 、角频率  以及光的性质（真空中的光速  和介电常数 ）。用这四个变量

表示，  为

部

分
问题

分

值

2.9
利用 ，求等效电阻模型中的等效散射电阻 （与  类似）的表达式，并计算其数

值。
1.0

将上述等效电路元件组合成银纳米颗粒的  串联电路模型，由入射光的电场  所确定的简谐

振荡等效电压  驱动。

部分 问题
分

值

2.10a
推导在等离激元共振  时，含有入射光电场振幅  的时间平均损耗功率  和

 的表达式。
1.2

2.10b 计算 、  和  的数值。 0.3

LC

ωp

e me n ε0

ωp

ωp ω = ωp λp

ωp S = 1
2 cε0E

2
0 = 1.00 MW m−2

λp ≫ R

E0 = −E0 cos(ωpt)ex E0 xp(t)

v = dxp/dt x0

τ ≫ 1/ωp

τ = 5.24 × 10−15 s

Pheat ⟨I 2⟩

⟨v2⟩

I Pheat

Rheat Rheat

Pscat Pscat

x0 Q ωp c ε0

Pscat

Pscat =
Q2x2

0ω
4
p

12πε0c3
.

Pscat Rscat Rheat

LCR E0

V = V0 cos(ωpt)

ω = ωp E0 Pheat

Pscat

E0 Pheat Pscat
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利用光产生蒸汽

配制银纳米颗粒的水溶液，颗粒数密度为 。将其置于尺寸为

 的透明长方体容器内，用频率为等离激元频率、光强与前面相

同，为  的光垂直照射，见图 2.1(e)。水温为 ，并假设在稳态下，

纳米颗粒产生的全部焦耳热均用于生成温度为  的蒸汽，而不使水温升高，这一假设与

观测结果相当吻合。

等离激元蒸汽发生器的热力学效率  定义为功率之比 ，其中  是整个容器内用于产

生蒸汽的功率，而  是进入容器的入射光总功率。

大部分时间里，任意一个纳米颗粒周围包裹的是蒸汽而非水，因此可将其描述为处于真空中。

部分 问题
分

值

2.11a
计算等离激元蒸汽发生器在频率为等离激元频率、光强为  的光照射下，每秒产生的蒸汽总

质量 。
0.6

2.11b 计算等离激元蒸汽发生器的热力学效率  的数值。 0.2

数据表：物理参数表

物理参数 数值

真空中的光速

普朗克常量除以 

万有引力常量

重力加速度

元电荷

真空介电常数

电子质量

阿伏伽德罗常量

玻尔兹曼常量

石陨石的比热容

石陨石的热导率

石陨石的密度

石陨石的熔点

石陨石的比熔化热

银的摩尔质量

银的密度

银的比热容

水的摩尔质量

水的密度

水的比热容

水的汽化热

水的沸点

nnp = 7.3 × 1015 m−3

h × h × a = 10 × 10 × 1.0 cm3

S = 1.00 MW m−2 Twa = 20 ∘C

Tst = 110 ∘C

η η = Pst/Ptot Pst

Ptot

S

μst

η

c = 2.998 × 108 m s−1

2π ℏ = 1.055 × 10−34 J s

G = 6.67 × 10−11 m3 kg−1 s−2

g = 9.82 m s−2

e = 1.602 × 10−19 C

ε0 = 8.854 × 10−12 C2 J−1 m−1

me = 9.109 × 10−31 kg

NA = 6.022 × 1023 mol−1

kB = 1.381 × 10−23 J K−1

csm = 1.2 × 103 J kg−1 K−1

ksm = 2.0 W m−1 K−1

ρsm = 3.3 × 103 kg m−3

Tsm = 1.7 × 103 K

Lsm = 2.6 × 105 J kg−1

MAg = 1.079 × 10−1 kg mol−1

ρAg = 1.049 × 104 kg m−3

cAg = 2.40 × 102 J kg−1 K−1

Mwa = 1.801 × 10−2 kg mol−1

ρwa = 0.998 × 103 kg m−3

cwa = 4.181 × 103 J kg−1 K−1

Lwa = 2.260 × 106 J kg−1

T100 = 100 ∘C = 373.15 K
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物理参数 数值

冰川冰的密度

蒸汽的比热容

地球的质量

地球的半径

太阳的质量

太阳的半径

日地平均距离

题目译自官方英文原文。

答案

这里 、 ，且  表示为分离电荷而从外部提供的正功。选取电路电流的方向，使得

，当电子沿  方向运动时，电流为正。

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5a

2.5b

2.6a

2.6b

ρice = 0.917 × 103 kg m−3

cst = 2.080 × 103 J kg−1 K−1

mE = 5.97 × 1024 kg

RE = 6.38 × 106 m

mS = 1.99 × 1030 kg

RS = 6.96 × 108 m

aE = 1.50 × 1011 m

e > 0 Q < 0 Wel

I = d(ΔQ)/dt +x

V = 4.19 × 10−24 m3, M = 4.39 × 10−20 kg,

N = 2.45 × 105, ρ = +9.38 × 109 C m−3,

n = 5.85 × 1028 m−3, Q = −3.93 × 10−14 C, m0 = 2.23 × 10−25 kg.

E =
ρ

3ε0
xd, .A =

1

3

F = −
4πn2e2R3

9ε0
xp, Wel =

2πn2e2R3

9ε0
x2

p.

xp =
3ε0E0

ne
, −ΔQ = −neπR2xp.

C =
9

4
πε0R = 6.26 × 10−19 F.

V0 =
4

3
RE0.

Wkin =
1

2
m0v

2 =
2π

3
nmeR

3v2, I = neπR2v.

L =
4me

3πne2R
= 2.57 × 10−14 H.
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2.7a

2.7b

2.8a

2.8b

2.9

2.10a

2.10b

2.11a，采用整个容器内光照均匀的假设：

2.11b，采用同样的近似：

解答

以下所有静电学和电路结果均采用题目规定的刚性、均匀带电电子云模型。与位移有关的结果仅保留

 时的最低阶项。

2.1

颗粒是球体，因此

其质量为

银原子的数目，也就是带一个单位正电荷的银离子的数目，为

每个离子对应一个传导电子。因此

ωp = √

ne2

3ε0me
.

ωp = 7.88 × 1015 rad s−1, λp = 239 nm.

Pheat =
m0

2τ
⟨v2⟩, ⟨I 2⟩ = (neπR2)2⟨v2⟩.

Rheat =
L

2τ
=

2me

3πne2Rτ
= 2.46 Ω.

Rscat =
8R2ω2

p

27πε0c3
= 2.45 Ω.

Pheat =
8R2E 2

0

9

Rheat

(Rheat + Rscat)2
, Pscat =

8R2E 2
0

9

Rscat

(Rheat + Rscat)2
.

E0 = 2.74 × 104 V m−1, Pheat = 6.82 × 10−9 W, Pscat = 6.82 × 10−9 W.

μst ≃ 1.9 × 10−3 kg s−1 = 1.9 g s−1.

η ≃ 0.50 = 50%.

|xp|/R ≪ 1

V =
4πR3

3
=

4π

3
(1.00 × 10−8)3 = 4.19 × 10−24 m3.

M = ρAgV = 4.39 × 10−20 kg.

N =
M

MAg
NA = 2.45 × 105.
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离子的正电荷密度为

对于电子，

2.2

在均匀带电球体内，取半径为  的同心高斯球面，应用高斯定律：

因此，球体内部的电场为

叠加一个电荷密度为 、中心位于  的球体，即形成电中性区域。在这个较小球体内的一点，其电场

为

将两个电场相加，得到

位置  消去，因此电场均匀，且

2.3

发生位移的电子云的电荷密度为 ，而固定离子的电荷密度为 。由 2.2，它们重叠的电中性内部

区域中的电场为

保留位移的一阶项，该电场给出电子云所受的回复力：

小的非重叠区域仅影响更高阶项。利用 ，

定义等效劲度系数

从零准静态移动至  时，外界提供的功为

n =
N

V
=

ρAgNA

MAg
= 5.85 × 1028 m−3.

ρ = ne = +9.38 × 109 C m−3.

Q = −Ne = −3.93 × 10−14 C, m0 = Nme = 2.23 × 10−25 kg.

r

E(r) 4πr2 =
ρ(4πr3/3)

ε0
.

E+(r) =
ρ

3ε0
r.

−ρ xd

E−(r) = −
ρ

3ε0
(r − xd).

E = E+ + E− =
ρ

3ε0
xd.

r

.A =
1

3

−ne +ne

Eint =
ne

3ε0
xp.

F = QEint = −
Nne2

3ε0
xp.

N = 4πnR3/3

.F = −
4πn2e2R3

9ε0
xp

k =
Nne2

3ε0
.

xp
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因此

这就是 2.5 中使用的储存的静电能。回复力本身所做的功为 。

2.4

外电场指向  方向，因此带负电的电子云所受的力指向  方向：

在平衡时，

所以

对于小的平移 ，穿过中心平面的电子云体积在最低阶近似下为

乘以其电荷密度，得到

因此，取正值的电荷分离变量为

2.5a

令静电能等于等效电容器的能量：

利用上述结果，

因此

2.5b

等效电压为

代入得到

Wel = −∫

xp

0
Fx(x) dx = ∫

xp

0
kxdx =

1

2
kx2

p.

.Wel =
Nne2

6ε0
x2

p =
2πn2e2R3

9ε0
x2

p

−Wel

−x +x

Fext = QE0 = NeE0ex.

NeE0 −
Nne2

3ε0
xp = 0.

.xp =
3ε0E0

ne

xp

ΔV = πR2xp.

.−ΔQ = −neπR2xp

ΔQ = neπR2xp = 3πε0R
2E0.

Wel =
(ΔQ)2

2C
.

C =
(neπR2xp)2

2 (2πn2e2R3x2
p/(9ε0))

=
9

4
πε0R.

.C = 6.26 × 10−19 F

V0 =
ΔQ

C
.
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所以

2.6a

全部  个电子都参与集体运动。它们的动能为

对电荷分离关系求导，得到

这里，正的电路电流对应于沿  方向的常规电流。如果将穿过该平面的常规电流改为定义沿  方向为

正，则有 。能量和电阻的结果取决于 ，因此方向的这一选取不会影响这些结果。

2.6b

将动能视为等效电感器的能量：

于是

利用 ，

2.7a

对于自由振荡的理想  电路，

所以

由于

得到

V0 =
3πε0R

2E0

(9/4)πε0R
,

.V0 =
4

3
RE0

N

.Wkin =
1

2
Nmev

2 =
1

2
m0v

2 =
2π

3
nmeR

3v2

.I =
d(ΔQ)

dt
= neπR2v

−x +x

Ix = −neπR2v I 2

1

2
LI 2 =

1

2
m0v

2.

L =
m0

(neπR2)2
.

m0 = (4πR3/3)nme

.L =
4me

3πne2R
= 2.57 × 10−14 H

LC

L
d2(ΔQ)

dt2
+

ΔQ

C
= 0,

ω2
p =

1

LC
.

LC =
4me

3πne2R

9πε0R

4
=

3ε0me

ne2
,

.ωp = √

ne2

3ε0me
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由  也可直接得到相同结果。

2.7b

代入给定常量，得到

由于 ，

因此

2.8a

在题设的碰撞模型中，每个电子在一次碰撞中损失其全部集体运动动能。每次碰撞中能量损失的时间平均

值为

所有电子平均每秒共发生  次碰撞。由于碰撞时刻是随机的，可以采用一个周期内的平均动能，从而

得到

由电流与速度的关系，

2.8b

等效电阻由下式定义：

因此，

于是

因子  来自题目所给特定模型中每次碰撞损失的动能 。

2.9

对于振幅为  的简谐运动，

因而

ω2
p = k/m0

.ωp = 7.88 × 1015 rad s−1

ω = 2πc/λ

λp =
2πc

ωp
= 2.39 × 10−7 m.

.λp = 239 nm

1

2
me⟨v

2⟩.

N/τ

.Pheat =
Nme

2τ
⟨v2⟩ =

m0

2τ
⟨v2⟩

.⟨I 2⟩ = (neπR2)2⟨v2⟩

Pheat = Rheat⟨I
2⟩.

Rheat =
m0

2τ(neπR2)2
=

L

2τ
.

.Rheat =
2me

3πne2Rτ
= 2.46 Ω

1/2 1
2 mev

2

x0

xp(t) = x0 cos(ωpt + ϕ),

⟨v2⟩ =
1

2
ω2

px
2
0.

eulersolve.org/ipho/2013/ 21 / 34



因此

通过下式定义散射电阻：

利用给定的辐射公式，

由于

得到

等价地，

2.10a

发热和散射都从同一振荡电流中带走能量。因此，它们的等效电阻在串联电路中相加：

当  时，感抗与容抗相互抵消：

因此，电流与驱动电压同相，振幅为

对于正弦电流，

因此，两种平均功率分别为

和

⟨I 2⟩ =
1

2
(neπR2)2ω2

px
2
0.

Pscat = Rscat⟨I
2⟩.

Rscat =
Q2x2

0ω
4
p

12πε0c3

2

(neπR2)2ω2
px

2
0

.

Q = −
4

3
πR3ne,

Q2

(neπR2)2
=

16R2

9
,

.Rscat =
8R2ω2

p

27πε0c3
= 2.45 Ω

Rscat =
8ne2R2

81πε2
0mec3

.

RΣ = Rheat + Rscat.

ω = ωp = 1/√LC

ωpL −
1

ωpC
= 0.

I0 =
V0

RΣ
=

4RE0

3RΣ
.

⟨I 2⟩ =
I 2

0

2
=

8R2E 2
0

9R2
Σ

.

Pheat =
8R2E 2

0

9

Rheat

(Rheat + Rscat)2

.Pscat =
8R2E 2

0

9

Rscat

(Rheat + Rscat)2
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2.10b

由给定的入射光强，

所以

因此

使用未经舍入的中间值，

因此，

两者近乎相等，是因为两个电阻近乎相等。

还可以检验位移振幅：

所以 。此外， ，与振荡和碰撞时间尺度相互分离的假设一致。

2.11a

将 2.10 中每个颗粒的发热功率应用于整个受光照的体积。这里采用均匀光照的假设，不另行引入衰减或多

重散射模型。

容器的体积为

其中含有

个纳米颗粒。假设它们产生的全部焦耳热都用于生成蒸汽，因此

每千克变成蒸汽的水都必须先从  加热至 ，然后汽化，最后加热至 。单位质量所需的

能量为

代入数值，

主体水温保持在 ，并不意味着可以省去对蒸发部分加热所需的能量。

由能量守恒，

S =
1

2
cε0E

2
0 ,

E0 = √

2S

cε0
= √

2(1.00 × 106)

(2.998 × 108)(8.854 × 10−12)
.

.E0 = 2.74 × 104 V m−1

V0 = 3.66 × 10−4 V, RΣ = 4.910 Ω, I0 = 7.45 × 10−5 A.

, .Pheat = 6.82 × 10−9 W Pscat = 6.82 × 10−9 W

x0 =
I0

neπR2ωp
= 3.21 × 10−15 m,

x0/R = 3.21 × 10−7 ≪ 1 ωpτ = 41.3

Vvessel = h2a = (0.10)2(0.010) = 1.0 × 10−4 m3.

Nnp = nnph
2a = 7.3 × 1011

Pst = NnpPheat = 4.98 × 103 W.

20∘C 100∘C 110∘C

qst = cwa(T100 − Twa) + Lwa + cst(Tst − T100).

qst = (4.181 × 103)(80) + 2.260 × 106 + (2.080 × 103)(10)

= 2.61528 × 106 J kg−1.

20∘C
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因此

按容器尺寸和数密度数据的精度，

2.11b

光束垂直入射到面积为  的表面，因此

因此

代入数值，

或作合理舍入，

解答已与官方解答核对。

题目 3：格陵兰冰盖

引言

本题研究格陵兰冰盖的物理性质。它是世界第二大冰川，如图 3.1(a) 所示。作为理想化处理，将格陵

兰岛建模为一个宽为 、长为  的矩形岛屿，其地面位于海平面上，并完全被不可压缩的冰（密

度  为常量）覆盖，见图 3.1(b)。冰盖的高度剖面  与  坐标无关，从海岸  处的零

高度逐渐增大，在中央南北轴线（  轴）上达到最大高度 。这条轴线称为冰分水岭，见图

3.1(c)。

μstqst = Pst.

μst =
nnph

2aPheat

cwa(T100 − Twa) + Lwa + cst(Tst − T100)
= 1.904 × 10−3 kg s−1.

.μst ≃ 1.9 g s−1

h2

Ptot = Sh2 = (1.00 × 106)(0.10)2 = 1.00 × 104 W.

η =
Pst

Ptot
=

nnph
2aPheat

Sh2
=

nnpaPheat

S
.

η = 0.4979,

.η ≃ 0.50 = 50%

2L 5L

ρice H(x) y x = ±L

y Hm
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图 3.1 (a) 格陵兰地图，显示了冰盖的范围（白色）、无冰的沿海地区（绿色）和周围的海洋（蓝

色）。(b) 格陵兰冰盖的粗略模型：冰盖覆盖  平面内一个边长为  和  的矩形区域。冰分水

岭，即冰盖高度达到最大值  的连线，沿  轴延伸。(c) 冰盖的竖直截面（  平面），显示其高

度剖面 （蓝线）。在  范围内，  与  坐标无关，而在  和  处

高度突然降为零。  轴标示冰分水岭的位置。为使图示清晰，竖直尺寸相对于水平尺寸作了放大。冰

的密度  为常量。

两个有用的公式

本题中可以使用以下积分：

以及在  时成立的近似式 。

冰盖的高度剖面

在较短的时间尺度上，冰川是一个不可压缩的流体静力学系统，具有固定的高度剖面 。

xy 2L 5L

Hm y xz

H(x) 0 < y < 5L H(x) y y = 0 y = 5L

z

ρice

∫

1

0

√1 − xdx =
2

3

|αx| ≪ 1 (1 + x)α ≈ 1 + αx

H(x)
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3.1
写出冰盖内部压强  随离地竖直高度  和距冰分水岭的距离  变化的表达式。忽略大气压

强。
0.3

考虑冰盖中处于平衡状态的一块竖直薄片，其底面为位于  与  之间的小水平面积 ，

见图 3.1(c) 中的红色虚线。  的大小无关紧要。由于薄片靠近中心的一侧与靠近海岸的一侧高度不

同，两个竖直侧面上的合力具有水平分量 。地面对底面积  施加的摩擦力

 与之平衡，其中 。

3.2a 对于给定的  值，证明在  的极限下， ，并求出 。 0.9

3.2b
用 、 、 、  以及距冰分水岭的距离 ，求出高度剖面  的表达式。结果将表明，

冰川的最大高度  与半宽  满足标度关系 。
0.8

3.2c 冰盖的总体积  与矩形岛屿的面积  满足标度关系 ，求指数 。 0.5

流动的冰盖

在较长的时间尺度上，冰是一种黏性不可压缩流体，在重力作用下从中央区域流向海岸。在此模型

中，冰盖处于稳态，其高度剖面  保持不变，中央区域降雪所导致的冰积累与海岸处的融化相平

衡。除采用图 3.1(b) 和 (c) 中的冰盖几何形状外，还作以下模型假设：

1) 冰在  平面内流动，远离冰分水岭（  轴）。 2) 中央区域的积累速率 （米/年）为常量。 3)

冰只能通过在  处的海岸附近融化而离开冰川。 4) 冰流速度的水平（  方向）分量

 与  无关。 5) 冰流速度的竖直（  方向）分量  与  无关。

只考虑靠近冰盖中部的中央区域 ，此处冰盖的高度变化很小，可以完全忽略，即

。

3.3 利用质量守恒，用 、  和  求出水平冰流速度  的表达式。 0.6

由不可压缩假设，即冰的密度  为常量，可知质量守恒要求冰流速度分量满足以下约束：

3.4 写出冰流速度的竖直分量  随  变化的表达式。 0.6

一个初始位于表面位置  的微小冰粒，随着时间推移，将作为冰盖的一部分，沿竖直  平

面内的流动轨迹  运动。

3.5 推导这种流动轨迹  的表达式。 0.9

流动冰盖中的冰龄与气候指标

根据冰流速度分量  和 ，可以估算距冰盖表面某一深度  处的冰龄 。

3.6 求出恰好位于冰分水岭  处的冰龄  随离地高度  变化的表达式。 1.0

在格陵兰冰盖内部钻取的冰芯会穿过过去形成的积雪层，对冰芯进行分析可以揭示过去的气候变化。

其中最好的指标之一是所谓的 ，其定义为

其中，  表示氧的两种稳定同位素  与  的相对丰度比。参考值  以赤道

附近海洋的同位素组成为依据。

p(x, z) z x

x x + Δx ΔxΔy

Δy

ΔF ΔxΔy

ΔF = SbΔxΔy Sb = 100 kPa

x Δx → 0 Sb = kH dH/dx k

ρice g L Sb x H(x)

Hm L Hm ∝ L1/2

Vice A Vice ∝ Aγ γ

H(x)

xz y c

x = ±L x

vx(x) = dx/dt z z vz(z) = dz/dt x

|x| ≪ L

H(x) ≈ Hm

c x Hm vx(x)

ρice

dvx
dx

+
dvz
dz

= 0.

vz(z) z

(xi,Hm) xz

z(x)

z(x)

vx(x) vz(z) Hm − z τ(z)

x = 0 τ(z) z

δ18O

δ18O =
Rice − Rref

Rref
1000 ‰,

R = [18O]/[16O] 18O 16O Rref
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图 3.2 (a) 观测到的雪中  与年平均地表温度  之间的关系。(b)  随距表面深度 

变化的测量结果，取自沿格陵兰冰分水岭某处从表面一直钻至基岩的冰芯，该处 。

对格陵兰冰盖的观测表明，雪中的  随温度近似线性变化，如图 3.2(a) 所示。假设这种关系始

终成立，则由冰芯深度  处获得的 ，可以估算距今  时格陵兰附近的温度 。

对一根长 3060 米的格陵兰冰芯进行的  测量表明，在深度 1492 米处，  发生突变，如图

3.2(b) 所示，标志着末次冰期的结束。该冰期开始于 120,000 年前，对应深度为 3040 米；当前的

间冰期开始于 11,700 年前，对应深度为 1492 米。假设这两个时期可分别用两个不同的积累速率 

（冰期）和 （间冰期）描述。可以假设在这 120,000 年中，  始终保持不变。

3.7a 求积累速率  和 。 0.8

3.7b 利用图 3.2 中的数据，求从冰期过渡到间冰期时的温度变化。 0.2

格陵兰冰盖融化引起的海平面上升

格陵兰冰盖完全融化将导致全球海洋的海平面上升。为粗略估算海平面上升量，可以简单地认为，面

积恒为  的全球海洋各处均匀上升。

3.8
已知格陵兰冰盖目前的面积为 ，且 ，计算其完全融化所

引起的全球平均海平面上升量。
0.6

质量巨大的格陵兰冰盖对周围海洋施加引力。如果冰盖融化，这种局部的海面隆起将消失，格陵兰附

近的海平面会下降，从而部分抵消上面计算的海平面上升。

为了估算这种对海水的引力大小，现在将格陵兰冰盖建模为一个位于地面高度的质点，其质量等于格

陵兰冰盖的总质量。哥本哈根沿地球表面距该质点中心的距离为 3500 千米。可以认为，除去该质点

后的地球具有球对称性，并且全球海洋覆盖整个地球表面，面积为 。可以忽

略地球自转的所有影响。

3.9
在此模型下，求哥本哈根的海平面（ ）与格陵兰在地球上的对跖点处的海平面（ ）之

差 。
1.8

数据表：物理参数表

真空中的光速

普朗克常量除以 

万有引力常量

δ18O T δ18O Hm − z

Hm = 3060 m

δ18O

Hm − z δ18O τ(z) T

δ18O δ18O

cia

cig Hm

cia cig

AO = 3.61 × 1014 m2

AG = 1.71 × 1012 m2 Sb = 100 kPa

AE = 5.10 × 1014 m2

hCPH hOPP

hCPH − hOPP

c = 2.998 × 108 m s−1

2π ℏ = 1.055 × 10−34 J s

G = 6.67 × 10−11 m3 kg−1 s−2
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重力加速度

元电荷

真空介电常量

电子质量

阿伏伽德罗常量

玻尔兹曼常量

石陨石的比热容

石陨石的热导率

石陨石的密度

石陨石的熔点

石陨石的比熔化潜热

银的摩尔质量

银的密度

银的比热容

水的摩尔质量

水的密度

水的比热容

水的汽化潜热

水的沸点

冰川冰的密度

水蒸气的比热容

地球质量

地球半径

太阳质量

太阳半径

日地平均距离

题目译自官方英文原文。

答案

3.1: ，适用于 。

3.2a: ，因此 ，适用于  的半侧。

3.2b: ，其中 。

3.2c: ；具体地， 。

3.3: 。

g = 9.82 m s−2

e = 1.602 × 10−19 C

ϵ0 = 8.854 × 10−12 C2 J−1 m−1

me = 9.109 × 10−31 kg

NA = 6.022 × 1023 mol−1

kB = 1.381 × 10−23 J K−1

csm = 1.2 × 103 J kg−1 K−1

ksm = 2.0 W m−1 K−1

ρsm = 3.3 × 103 kg m−3

Tsm = 1.7 × 103 K

Lsm = 2.6 × 105 J kg−1

MAg = 1.079 × 10−1 kg mol−1

ρAg = 1.049 × 104 kg m−3

cAg = 2.40 × 102 J kg−1 K−1

Mwa = 1.801 × 10−2 kg mol−1

ρwa = 0.998 × 103 kg m−3

cwa = 4.181 × 103 J kg−1 K−1

Lwa = 2.260 × 106 J kg−1

T100 = 100 ∘C = 373.15 K

ρice = 0.917 × 103 kg m−3

cst = 2.080 × 103 J kg−1 K−1

mE = 5.97 × 1024 kg

RE = 6.38 × 106 m

mS = 1.99 × 1030 kg

RS = 6.96 × 108 m

aE = 1.50 × 1011 m

p(x, z) = ρiceg[H(x) − z] 0 ≤ z ≤ H(x)

Sb = −ρicegH
dH

dx
k = −ρiceg x > 0

H(x) = √

2Sb

ρiceg
(L − |x|) Hm = √

2SbL

ρiceg

γ = 5
4 Vice =

2

3
AHm

vx(x) =
c

Hm
x
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3.4: 。

3.5: ，适用于 。当  时，轨迹为沿  的竖直线。

3.6: 。

3.7a: 。

3.7b: ，即升温约 。

3.8: 。

3.9: ，哥本哈根处较高。

解答

3.1

竖直方向的流体静力平衡给出

忽略大气压强时，表面处的压强为零：

因此，从表面向下积分可得

3.2a

考虑冰盖的右半侧，即 。作用在高度为 、宽度为  的竖直面上的压力为

靠近中心一侧面上的力指向  增大的方向，而靠近海岸一侧面上的力指向  减小的方向。两者的合力为

保留到  的一阶项，

此向外的力与底部摩擦力  平衡，得到

这一半侧的导数为负，因此 ，符合要求。在任意一半侧，相应的大小关系均为

。

3.2b

在  范围内，上述结果可写为

vz(z) = −
c

Hm
z

z(x) = Hm
xi

x
xi ≠ 0 xi = 0 x = 0

τ(z) =
Hm

c
ln

Hm

z

cia = 0.123 m/year, cig = 0.175 m/year

ΔT ≈ +10 K 10 ∘C

Δhmean ≈ 8.8 m

hCPH − hOPP ≈ 4.5 m

∂p

∂z
= −ρiceg.

p(x,H(x)) = 0.

.p(x, z) = ρiceg[H(x) − z]

x > 0 H(x) Δy

F(x) = Δy∫
H(x)

0
ρiceg[H(x) − z] dz =

1

2
ρicegH(x)2Δy.

x x

ΔF =
1

2
ρiceg [H(x)2 − H(x + Δx)2

]Δy.

Δx

ΔF = −ρicegH(x)
dH

dx
ΔxΔy.

SbΔxΔy

, .Sb = −ρicegH
dH

dx
k = −ρiceg

Sb > 0

Sb = ρicegH|dH/dx|

0 ≤ x ≤ L
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利用海岸处的边界条件 ，

关于冰分水岭作镜像反射，即得完整的高度剖面：

在冰分水岭处，

因此，当底部摩擦力、密度和重力加速度固定时， 。

3.2c

岛屿面积为

由于高度剖面与  无关，冰的体积为

令 ，利用题目给出的积分可得

因此

从而

3.3

在中央区域内，取冰分水岭与位置  之间、宽度为  的控制体。在稳态下，其表面的积累量必须等

于水平流出量。

单位时间内积累的质量为

由对称性可知，没有水平流动穿过冰分水岭。由于  与高度无关，通过  处截面的流出质量流率为

令两者相等可得

d(H 2)

dx
= −

2Sb

ρiceg
.

H(L) = 0

H(x)2 =
2Sb

ρiceg
(L − x).

, −L ≤ x ≤ L.H(x) = √

2Sb

ρiceg
(L − |x|)

,Hm = √

2SbL

ρiceg

Hm ∝ L1/2

A = (2L)(5L) = 10L2.

y

Vice = 5L∫
L

−L

H(x) dx = 10LHm ∫

L

0

√1 −
x

L
dx.

u = x/L

Vice = 10L2Hm ∫

1

0

√1 − udu =
20

3
L2Hm = .

2

3
AHm

Vice ∝ L2+1/2 = L5/2 ∝ A5/4,

.γ =
5

4

x > 0 Δy

ṁin = ρicecxΔy.

vx x

ṁout = ρicevx(x)HmΔy.
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同一个带符号的表达式也适用于 ，此处流动沿  负方向。该结果采用了中央区域近似

。

3.4

不可压缩性要求

积分得

没有流动穿过地面，因此 ，这意味着 。于是，

特别地， ：表面处的向下运动与新冰的加入相平衡。

3.5

对于  的冰粒，其轨迹满足

分离变量并应用初始条件 ，

因此

冰粒始终位于冰分水岭原来的一侧，故 ，于是

轨迹为等轴双曲线的一支，冰粒沿此轨迹向外、向下运动。等价地，

当  时，冰粒始终位于 ，并按照相同的  表达式竖直下降。这些轨迹适用于冰粒仍处在中

央区域内的阶段。

3.6

在冰分水岭处，水平速度为零。冰龄就是冰粒自沉积在  处以来经过的时间：

因此，

.vx(x) =
c

Hm
x

x < 0 x

H(x) ≈ Hm

dvz
dz

= −
dvx
dx

= −
c

Hm
.

vz(z) = −
c

Hm
z + C.

vz(0) = 0 C = 0

.vz(z) = −
c

Hm
z

vz(Hm) = −c

xi ≠ 0

dz

dx
=

dz/dt

dx/dt
=

vz

vx
= −

z

x
.

z(xi) = Hm

∫

z

Hm

dz′

z′
= −∫

x

xi

dx′

x′
,

ln
z

Hm
= − ln

x

xi

.

∣ ∣

x/xi > 0

, .xz = xiHm z(x) = Hm
xi

x

x(t) = xie
ct/Hm , z(t) = Hme

−ct/Hm .

xi = 0 x = 0 z(t)

z = Hm

τ(z) = ∫

z

Hm

dz′

vz(z′)
= −

Hm

c
∫

z

Hm

dz′

z′
.
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表面处的冰龄为零，并随深度增加而增大。在此理想化模型中，当  时，冰龄发散，因为在冰床处竖

直速度趋于零。

3.7a

对于这根冰芯， 。两个已确定年代的冰层目前在冰床以上的高度分别为

过渡层仅经历了  年的间冰期流动。因此

得到

对于较老的冰层，积累速率在其下降过程中发生过变化。由于  为常量，

它经历的冰期流动时间为

随后又经历了  年的间冰期流动。因此，

减去过渡层所满足的方程，消去间冰期的贡献：

故

必须考虑较老的冰在间冰期受到的压缩。

3.7b

图 3.2(b) 给出的代表性同位素值约为

因此，该过渡对应于约  的增加。

图 3.2(a) 在相关温度范围内呈近似线性变化，其斜率约为

因此，

.τ(z) =
Hm

c
ln

Hm

z

z → 0

Hm = 3060 m

z1 = 3060 − 1492 = 1568 m,

z2 = 3060 − 3040 = 20 m.

11 700

ln
3060

1568
=

cig(11 700 year)

3060 m
,

.cig =
3060

11 700
ln

3060

1568
= 0.175 m/year

Hm

d ln z

dt
= −

c(t)

Hm
.

120 000 − 11 700 = 108 300 years,

11 700

ln
3060

20
=

cia(108 300 year) + cig(11 700 year)

3060 m
.

ln
1568

20
=

cia(108 300 year)

3060 m
.

.cia =
3060

108 300
ln

1568

20
= 0.123 m/year

δ18
ia O ≈ −42 ‰, δ18

ig O ≈ −35 ‰.

7 ‰

Δ(δ18O)

ΔT
≈ 0.7 ‰K−1.
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这一变化为升温：

精度受图上读数的限制。

3.8

利用岛屿的几何形状和高度剖面求出模型中目前的体积。由于 ，

模型预测的最大高度为

利用 3.2c 小题的结果，

融化过程质量守恒，因此所得水的体积为

将这些水均匀分布在面积恒定的海洋上，得到

代入数值得

因此

3.9

静止海洋的自由表面是等势面。因此，我们比较哥本哈根与格陵兰对跖点处的引力势。

代表冰盖的质点质量为

设  为地球半径，  为海面相对于参考球面的微小位移。地球对单位质量引力势的贡献为

其中 。冰盖质量的贡献为

其中  是到冰盖质点的直线距离。

ΔT ≈
7 ‰

0.7 ‰K−1
≈ 10 K.

.Tig − Tia ≈ +10 K

AG = 10L2

L = √

AG

10
= √

1.71 × 1012

10
= 4.14 × 105 m.

Hm = √

2SbL

ρiceg
= √

2(1.00 × 105)(4.1352 × 105)

(917)(9.82)
= 3.03 × 103 m.

Vice =
2

3
AGHm = 3.45 × 1015 m3.

Vwater =
ρice

ρwa
Vice.

Δhmean =
Vwater

AO
=

ρice

ρwa

2AGHm

3AO
.

Δhmean =
917

998

3.4548 × 1015

3.61 × 1014
= 8.79 m.

.Δhmean ≈ 8.8 m

M = ρiceVice = (917)(3.4548 × 1015) = 3.17 × 1018 kg.

R h

ΦE(R + h) = −
GmE

R + h
≈ −

GmE

R
+ gh,

h ≪ R

Φice = −
GM

d
,

d
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在一阶近似下，可以在参考球面上计算 ：与数百万米的距离相比，几米的变化可以忽略。因此，表面引

力势相等要求

于是

给定的  是弧长 ，因此地心角和弦长为

在对跖点处，

因此，

由题目给出的地球表面积可得 ，与所给半径一致。取

，

故

因此，

正号表示，格陵兰的引力使哥本哈根处的平衡海面相对于地球另一侧升高。为保持海洋体积守恒而需要的

任何共同高度偏移，都会在这一差值中抵消。

解答已与官方解答核对。

d

ghCPH −
GM

dCPH
= ghOPP −

GM

dOPP
.

hCPH − hOPP =
GM

g
(

1

dCPH
−

1

dOPP
).

3500 km s

θ =
s

R
, dCPH = 2R sin

θ

2
= 2R sin

s

2R
.

dOPP = 2R.

.hCPH − hOPP =
GM

2gR
[

1

sin(s/(2R))
− 1]

R = √AE/(4π) ≈ 6.37 × 106 m

R = 6.38 × 106 m

θ = 0.5486, dCPH = 3.456 × 106 m, dOPP = 1.276 × 107 m.

hCPH − hOPP =
(6.67 × 10−11)(3.168 × 1018)

9.82
(

1

3.456 × 106
−

1

1.276 × 107
) = 4.54 m.

.hCPH − hOPP ≈ 4.5 m
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