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Aufgabe 1: Der Meteorit Maribo

[
Einleitung

Ein Meteoroid ist ein kleines Teilchen (typischerweise kleiner als 1 m) von einem Kometen oder
einem Asteroiden. Ein Meteoroid, der auf dem Erdboden aufschlagt, wird als Meteorit bezeichnet.

In der Nacht des 17. Januar 2009 sahen viele Menschen in der Nahe der Ostsee die Leuchtspur
oder den Feuerball eines Meteoroiden, der durch die Erdatmosphare fiel. In Schweden zeichnete
eine Uberwachungskamera ein Video des Ereignisses auf, siehe Abb. 1.1(a). Anhand dieser Bilder
und von Augenzeugenberichten konnte das Einschlaggebiet eingegrenzt werden, und sechs
Wochen spater wurde in der Nahe der Stadt Maribo in Stiddanemark ein Meteorit mit der Masse
0.025 kg gefunden. Messungen an dem nun Maribo genannten Meteoriten und seiner Bahn am
Himmel lieferten interessante Ergebnisse. Seine Geschwindigkeit beim Eintritt in die Atmosphare
war auBergewdhnlich hoch gewesen. Sein Alter von 4.567 x 109 Jahren zeigt, dass er kurz nach
der Entstehung des Sonnensystems entstanden war. Der Meteorit Maribo ist moglicherweise ein
Teil des Kometen Encke.

Die Geschwindigkeit von Maribo

Der Feuerball bewegte sich in westlicher Richtung mit einem Kurs von 285° gegeniiber Norden
auf den Ort zu, an dem der Meteorit spater gefunden wurde, wie in Abb. 1.1 skizziert. Der Meteorit
wurde in einer Entfernung von 195 km von der Uberwachungskamera in Richtung 230° gegentiiber
Norden gefunden.

Teil Frage Punkte

Berechnen Sie anhand dieser Angaben und der Daten in Abb. 1.1 die mittlere

Geschwindigkeit von Maribo im Zeitintervall zwischen den Einzelbildern 155 und 161.

1.1 1.3
Sowohl die Erdkrimmung als auch die auf den Meteoroiden wirkende Gravitationskraft

konnen vernachlassigt werden.

Durch die Atmosphare und dabei schmelzen?

Die Luftreibung an einem Meteoroiden, der sich in der hoheren Atmosphare bewegt, hangt auf
komplizierte Weise von seiner Form und Geschwindigkeit sowie von der Temperatur und Dichte
der Atmosphare ab. In guter Naherung ist die Reibungskraft F' in der oberen Atmosphare durch
den Ausdruck F' = kpathvz gegeben, wobei k eine Konstante, patm die Dichte der Atmosphére,
A die projizierte Querschnittsflaiche des Meteoriten und v seine Geschwindigkeit ist.
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Zur Untersuchung des Meteoroiden werden folgende vereinfachende Annahmen getroffen: Das in
die Atmosphare eintretende Objekt war eine Kugel mit der Masse myr = 30 kg, dem Radius

Ry = 0.13 m, der Temperatur Ty = 200 K und der Geschwindigkeit vy = 2.91 X 10* m/s. Die
Dichte der Atmosphare ist konstant (gleich ihrem Wert 40 km Uber der Erdoberflache),

Patm = 4.1 % 1073 kg/m3, und der Reibungskoeffizient betragt £ = 0.60.

Teil Frage Punkte

Schatzen Sie ab, wie lange es nach dem Eintritt in die Atmosphare dauert, bis die
Geschwindigkeit des Meteoroiden um 10 % von vy auf 0.90vy abgenommen hat. Sie

1.2a .. . N . .. 0.7
konnen die Gravitationskraft auf den Meteoroiden vernachlassigen und annehmen,

dass seine Masse und Form unverandert bleiben.

Berechnen Sie, um welchen Faktor die kinetische Energie Fyin des in die Atmosphéare
1.2b  eintretenden Meteoroiden gréBer ist als die Energie Eelt, die erforderlich ist, um ihn 0.3
vollstandig zu schmelzen (siehe Datenblatt).

(a)

(b)

Frame | Time
155 | 1.46s | 215° 19.2°
161 | 2.28s | 221° 14.7°
Landing at M 230° 0.0°
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Abbildung 1.1 (a) Der Azimut ist der in der Horizontalebene im Uhrzeigersinn von Norden aus
gemessene Winkel, und die Hohe ist der Winkel Uber dem Horizont. Eine Folge von Einzelbildern
der Uberwachungskamera in Schweden zeigt die Bewegung von Maribo als Feuerball auf seinem
Weg durch die Atmosphare nach unten. (b) Die Daten zweier Einzelbilder geben die Zeit, die von
der Kamera (C) aus gesehene Richtung (Azimut) in Grad und die Hohe tGber dem Horizont
(Hohenwinkel) in Grad an. (c) Skizze der Richtungen der Bahn (magentafarbener Pfeil) von Maribo
gegentber Norden (N) und des Fundorts (M) in Danemark, von der Kamera (C) aus gesehen.

Erwarmung von Maribo wahrend seines Falls durch die Atmosphare

Als der steinerne Meteoroid Maribo mit Uberschallgeschwindigkeit in die Atmosphére eintrat,
erschien er als Feuerball, weil die umgebende Luft leuchtete. Dennoch wurde nur die auB3erste
Schicht von Maribo erwarmt. Nehmen Sie an, dass Maribo eine homogene Kugel mit der Dichte
Psm, der spezifischen Warmekapazitat csy, und der Warmeleitfahigkeit kg ist (Werte siehe
Datenblatt). AuBerdem hatte er beim Eintritt in die Atmosphare die Temperatur Ty = 200 K.
Wahrend des Falls durch die Atmosphare betrug seine Oberflachentemperatur aufgrund der
Luftreibung konstant 75 = 1000 K, wodurch sich das Innere allmahlich erwarmte.

Nach einer Fallzeit t in der Atmosphare wird eine auBere Schale von Maribo mit der Dicke x auf
eine Temperatur erwarmt worden sein, die deutlich tber T} liegt. Diese Dicke lasst sich durch
Dimensionsanalyse als einfaches Produkt von Potenzen der thermodynamischen Parameter

abschatzen: ¢ ~ tapfmcgmkgm.

Teil Frage Punkte

T Bestimmen Sie durch Dimensionsanalyse (Einheitenanalyse) die Werte der vier 0.6
.3a 3
Exponenten a, 3,7y, und 4.

Berechnen Sie die Dicke x nach einer Fallzeit ¢ = 5 s und bestimmen Sie das Verhaltnis

1.3b
x/Ru.

Das Alter eines Meteoriten

Die chemischen Eigenschaften radioaktiver Elemente konnen unterschiedlich sein. Daher weisen
bei der Kristallisation der Minerale in einem bestimmten Meteoriten einige Minerale einen hohen
Gehalt an einem bestimmten radioaktiven Element auf, andere dagegen einen niedrigen. Dieser
Unterschied kann genutzt werden, um das Alter eines Meteoriten durch radiometrische Datierung
seiner radioaktiven Minerale zu bestimmen.

Als konkretes Beispiel untersuchen wir das Isotop 87Rb (Ordnungszahl 37), das mit einer
Halbwertszeit von T. = 4.9 x 1010 Jahren in das stabile Isotop 87Sr (Ordnungszahl 38) zerfallt,
2

im Verhiltnis zum stabilen Isotop 86Sr. Zum Zeitpunkt der Kristallisation war das Verhaltnis
87Sr/gﬁsr fur alle Minerale gleich, wahrend das Verhaltnis 87Rb/SGSr unterschiedlich war. Im
Laufe der Zeit nimmt die Menge an 87Rb durch Zerfall ab, wahrend infolgedessen die Menge an
87Sr zunimmt. Daher ist das Verhaltnis 8781‘/8681' heute unterschiedlich. In Abb. 1.2(a) beziehen
sich die Punkte auf der horizontalen Linie auf das Verhltnis ’Rb/30Sr in verschiedenen
Mineralen zum Zeitpunkt ihrer Kristallisation.
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Abbildung 1.2 (a) Das Verhaltnis 87Sr/868r in verschiedenen Mineralen zum Zeitpunkt ¢ = 0 der
Kristallisation (offene Kreise) und zum heutigen Zeitpunkt (ausgefiillte Kreise). (b) Die
Isochronengerade flr drei verschiedene Mineralproben, die heute einem Meteoriten entnommen

wurden.

Teil Frage Punkte
1.4a Geben Sie das Zerfallsschema flir die Umwandlung von ggRb in ggSr an. 0.3
Zeigen Sie, dass die heutigen Verhaltnisse 87Sr/%Sr, aufgetragen gegen die heutigen

Verhaltnisse 87Rb/sf"Sr in verschiedenen Mineralproben desselben Meteoriten, auf
einer Geraden liegen, der sogenannten Isochronengeraden, mit der Steigung
1.4b £ .. . . . . . 0.7
a(t) = (e™ — 1). Dabei ist ¢ die seit der Bildung der Minerale vergangene Zeit,
wahrend A die Zerfallskonstante ist, die umgekehrt proportional zur Halbwertszeit T%
ist.
14 Bestimmen Sie mithilfe der Isochronengeraden in Abb. 1.2(b) das Alter 7\ des 0.4
Ac .

Meteoriten.

Der Komet Encke, von dem Maribo stammen konnte

Auf seiner Bahn um die Sonne betragen der kleinste und der groBte Abstand zwischen dem
Kometen Encke und der Sonne amin = 4.95 x 10'° m beziehungsweise amax = 6.16 x 10! m.

Teil Frage Punkte

1.5 Berechnen Sie die Umlaufzeit tgncke des Kometen Encke. 0.6

Folgen eines Asteroideneinschlags auf der Erde

Vor 65 Millionen Jahren wurde die Erde von einem riesigen Asteroiden mit der Dichte

Past = 3.0 x 10% kg m 3, dem Radius R,y = 5.0 km und der Endgeschwindigkeit

Vast = 2.5 x 10% m /s getroffen. Dieser Einschlag fiihrte zur Ausléschung des gréBten Teils des
Lebens auf der Erde und zur Entstehung des gewaltigen Chicxulub-Kraters. Nehmen Sie an, dass
ein identischer Asteroid heute in einem vollkommen unelastischen StoRB auf die Erde trifft, und
nutzen Sie die Tatsache, dass das Tragheitsmoment der Erde das 0.83-Fache des
Tragheitsmoments einer homogenen Kugel gleicher Masse und gleichen Radius betragt. Das
Tragheitsmoment einer homogenen Kugel mit der Masse M und dem Radius R betragt %MR2.
Vernachlassigen Sie Anderungen der Erdbahn.
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Teil Frage Punkte

Der Asteroid treffe den Nordpol. Bestimmen Sie die maximale Winkelanderung der
Ausrichtung der Erdachse nach dem Einschlag.

1.6a 0.7

16b Der Asteroid treffe den Aquator bei einem radialen Einschlag. Bestimmen Sie die 0.7
' Anderung ATy der Dauer einer Erdumdrehung nach dem Einschlag. ’

Der Asteroid treffe den Aquator bei einem tangentialen Einschlag in der Aquatorebene.
1.6c  Bestimmen Sie die Anderung AT,,, der Dauer einer Erdumdrehung nach dem 0.7
Einschlag.

Maximale Einschlaggeschwindigkeit

Betrachten Sie einen Himmelskorper, der im Sonnensystem gravitativ gebunden ist und mit einer
Geschwindigkeit v;y,,, auf die Erdoberflache trifft. Anfangs kann der Einfluss des
Gravitationsfeldes der Erde auf den Korper vernachlassigt werden. Vernachlassigen Sie die
Reibung in der Atmosphare, den Einfluss anderer Himmelskorper und die Erdrotation.

Teil Frage Punkte

s max
17 Berechnen Sie v,

den gréBtmoglichen Wert von vimp. 1.6
Datenblatt: Tabelle physikalischer GroBen

Physikalische GroBe Wert
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c=2.998 x 108 ms!
Plancksches Wirkungsquantum dividiert durch 2r K = 1.055 x 1073* Js

Gravitationskonstante G =6.67x 101! m? kg_1 52
Fallbeschleunigung g=9.82 ms 2
Elementarladung e=1.602x10"°C
Elektrische Permittivitat des Vakuums €0 =8.854x10712C2J 'm!
Elektronenmasse me = 9.109 x 103! kg
Avogadro-Konstante Na = 6.022 x 10?3 mol !
Boltzmann-Konstante kp =1.381 x 1072 JK!
Steinmeteorit, spezifische Warmekapazitat Csm = 1.2 X 10° Jkg_1 K1
Steinmeteorit, Warmeleitfahigkeit kg =20 Wm1K!
Steinmeteorit, Dichte Psm = 3.3 x 10° kgm 3
Steinmeteorit, Schmelztemperatur Tem = 1.7 x 10> K
Steinmeteorit, spezifische Schmelzwarme Ley = 2.6 x 10° Jkg_1

Silber, molare Masse Mg = 1.079 x 107! kgmol’1
Silber, Dichte pag = 1.049 x 10* kgm 3
Silber, spezifische Warmekapazitat Cag = 2.40 X 102 Jkg_1 K-!
Wasser, molare Masse My, = 1.801 x 1072 kgmol_1
Wasser, Dichte Pwa = 0.998 X 103 kg m3
Wasser, spezifische Warmekapazitat Cwa = 4.181 x 10° Jkg*1 K1
Wasser, Verdampfungswéarme Ly = 2.260 x 10° Jkg_1
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Physikalische GroBe Wert

Wasser, Siedetemperatur Thoo = 100°C = 373.15 K
Eis, Dichte von Gletschereis Pice = 0.917 X 103 kg m3
Wasserdampf, spezifische Warmekapazitat cst = 2.080 x 103 Jkg_1 K!
Erde, Masse mg = 5.97 x 10%4 kg

Erde, Radius Ry =6.38 x 10 m

Sonne, Masse mg = 1.99 x 10%° kg

Sonne, Radius Rs = 6.96 x 108 m

Mittlerer Abstand Sonne-Erde arg = 1.50 x 10" m

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.

Antworten

11: |5 = 2.86 x 10* ms ™' = 28.6 kms ' |
1.2a: [t = 0.88 s|.
1.2b: | Bign / Emery ~ 2.1 x 102|,
1.3a: |l = = %, B=~= —% L also z ~ \/ksmt/(psmcsm).
1.3b: |z ~ 1.6 mm, /Ry ~ 0.012=1.2%|
o 1.4a:|3TRb — §ISr + % e + 7 |
1.4b: Y (t) = Yy + (e™ — 1) X(t) | wobei Y = 87Sr/86Sr, X = 87Rb/%6Sr und
A=1In 2/T%.

1.4c:|my ~ 3.5 x 10° yr|, aus einer Geradensteigung von ungefahr 0.050.

1.5: | tEncke = 1.05 x 108 s &~ 3.32 yr|.
1.6a: |Omax ~ 4.3 x 1078 rad ~ 2.4 x 10~ ¢ degree|.
1.6b: | ATy ~ +6.8 x 1072 s|.

1.6¢: |ATian =~ —3.6 X 1073 s|fiir einen prograden Einschlag; | ATtan ~ +3.8 X 103 s

flr einen retrograden Einschlag.

o 1.7:| v ~ 7.27 X 10* ms™* = 72.7kms ' | als obere Grenzschranke fiir einen

gravitativ gebundenen Korper zu verstehen.

L

Losung
11

Es bezeichne C die Kamera, M den Fundort und P; die horizontale Projektion der Position des
Meteoroiden im Einzelbild 7. Wir setzen
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Die beobachteten GroBen sind:

Einzelbild Zeit?; Azimut¢; HoShenwinkel h;
155 1.46 s 215° 19.2°
161 2.28 s 221° 14.7°

Die horizontale Flugbahn hat einen Kurs von 285°. Von M aus gesehen liegt die Kamera in Richtung
50°, wahrend die friiheren Positionen des Meteoroiden in Richtung 105° liegen. Daher betragt der
Winkel bei M im Dreieck C'M P; 55°. Der Winkel bei C'ist 230° — ¢;.

Der Sinussatz liefert daher
sin 55° o _ pSin(230° — ¢
sin(285° — ¢;)’ " 7 sin(285° — ¢;)

Da die Erdkrimmung vernachlassigt wird, betragt die Hohe des Meteoroiden

ri =

z; = 7r; tan h;.
Numerisch ergibt sich:
Einzelbild r; (km) s; (km) z; (km)
155 169.986 53.709 59.195
161 177721 33.940 46.624

Damit sind die horizontal und vertikal zurlickgelegten Strecken
As =19.769 km, |Az| = 12.571 km.

Wenn wir die Flugbahn wahrend dieses kurzen Intervalls als geradlinig annehmen, gilt

AL =/(As)? + (A2)? = 23.428 km,
Die verstrichene Zeit betragt 2.28 — 1.46 = 0.82 s, also

g 23428km o 6 kms .
0.82 5

Fur die folgenden Teilaufgaben verwenden wir die gesondert vorgegebene Anfangsgeschwindigkeit
oM = 2.91 x 104 ms~1.

1.2a

Die projizierte Flache der Kugel betragt A = 7rR12v[. Das zweite Newtonsche Gesetz liefert unter
Vernachlassigung der Gravitation

dv
mu i = —kpatmelzwv2.

Durch Trennung der Variablen und Integration von vy bis v erhalten wir

1 1 o kpatmﬂ—R%\/[t
v vy my '

Fir v = 0.90v\v gilt

i (om )
t= —-1].
kpatmT‘-Rlz\/[’UM 0.90
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Einsetzen ergibt

t = 30 ( = —1) = 0.877s.
(0.60)(4.1 x 10~3)7(0.13)2(2.91 x 10*) \ 0.90

Damit folgt

t ~ 0.88s.

1.2b

Zum vollstandigen Schmelzen muss das Material sowohl von T auf seine Schmelztemperatur erwarmt
als auch mit seiner latenten Schmelzwarme versorgt werden. Mit der im Datenblatt angegebenen
konstanten spezifischen Warmekapazitat gilt

Emelt = my [Csm(Tsm - TO) + Lsm]-
Somit

Epas = 30 [(1.2 x 10°)(1700 — 200) + 2.6 x 10°] = 6.18 x 107 J.

Die anfangliche kinetische Energie betragt
1

1
Eyin = Eva%\/I = 5(30)(2.91 x 10%)% = 1.2702 x 10 J.

Folglich

2
Eyin UM

— = 205.5 ~ 2.1 x 102.
Emelt 2[csm(Tsm - TO) + Lsm]

Dieser Energievergleich bedeutet nicht, dass der Meteoroid vollstandig schmilzt: Die kinetische Energie
muss nicht im gesamten Meteoroiden als Warme deponiert werden.

1.3a

Wir verwenden M, L, T, © fir die Dimensionen von Masse, Lange, Zeit und Temperatur. Die relevanten
Dimensionen sind

[oom] = ML™3,  Jegn] = L*T207Y,  [kgn] = MLT %07 L.
Daher gilt
[l Ch k] = ML 30 2yt o o 2y-30g 1=,

Gleichsetzen mit der Dimension L von x ergibt

B+4d=0,
—368+2y+d=1,
a—2y—36 =0,
—y—46=0.
Aus der ersten und vierten Gleichung folgt 5 = v = —J. Die Gleichung fiir die Lénge liefert dann
20 = 1, und die Gleichung fir die Zeit ergibt « = §. Somit
1 1

0-’:6:5, /8:7:_5

Die daraus folgende Abschatzung lautet
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kst

psmcsm

Die Dimensionsanalyse bestimmt die Exponenten, lasst jedoch einen dimensionslosen Koeffizienten
unbestimmt. Fir die verlangte Abschatzung wird dieser Koeffizient gleich eins gesetzt.

1.3b

Die Temperaturleitfahigkeit betragt
m 2. _ _
y = —m 30 — =5.05x10""m’s .
PsmCsm (3.3 x 10°)(1.2 x 10°)

Beit = 5 s gilt

T~/ xt = \/(5.05 x 1077)(5) = 1.589 x 10 ° m.

Somit

x 1589 %1077

~0.012 = 1.2%.
R 0.13 ’

r~ 1.6 mm]|

Die erwarmte Tiefe ist klein gegentiber dem Radius. Dies steht damit im Einklang, dass sich wahrend
des Falls nur eine auBere Schicht nennenswert erwarmt.

1.4a

Die Ordnungszahl steigt um eins, wahrend die Massenzahl unverandert bleibt. Es handelt sich um einen
Beta-Minus-Zerfall:

87 87 0 —
37Rb — 3881' + 716 + Ve.

Ein Elektron und ein Elektron-Antineutrino werden emittiert.
1.4b

Wir betrachten eine Mineralprobe nach der Kristallisation als geschlossenes System. Es seien Ny, (t),
Ng7(t) und Ngg die Anzahlen der 8"Rb-, 87Sr- und 8 Sr-Kerne. Die Anzahl Ngg der stabilen
Referenzkerne ist konstant.

Das radioaktive Zerfallsgesetz liefert

In2
Nep(t) = Nep(0)e ™, A= ; .

Jeder zerfallene Rubidiumkern erzeugt einen Strontium-87-Kern, also
Ngz(t) = Ns7(0) + Ngp(0) — Nry(t)
— Niz(0) + Nap () (e — 1).
Wir dividieren durch Ngg und definieren
Ngr(2)

Ny (t) Ng7(0)
Ngg .

() N86’ 0

Y(t) =

Dann gilt

Y (t) = Yo + (eM — 1)X(¢).
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Alle Proben haben dasselbe anfangliche Strontium-Isotopenverhaltnis Y, und dasselbe Alter t. lhre
heutigen Werte liegen daher auf einer Geraden mit dem Ordinatenabschnitt Y und der Steigung

a(t) = eM — 1.

Bei der Kristallisation ist die Steigung null; anschlieBend nimmt sie mit dem Alter zu.
1.4c
Die Gerade in Abb. 1.2(b) verlauft naherungsweise durch
(X,Y) ~ (0.05,0.702) und (0.25,0.712).
Ilhre Steigung betragt daher ungefahr
~ 0.712 — 0.702

= 0.050.
0.25 —0.05
Durch Umstellen des Ergebnisses aus Teil 1.4b erhalten wir
T,
™ = 1n(1)\+ %) = ln52 In(1+ a).
Daraus folgt
4.9 x 1010 yr

™ A In(1.050) = 3.45 x 10° yr.

In2

Unter Berucksichtigung der Ablesegenauigkeit des Diagramms ergibt sich

™ ~ 3.5 x 10° yr.

Abbildung 1.2(b) bezieht sich auf Proben aus ,,einem Meteoriten”; sein daraus abgeleitetes Alter muss
nicht mit dem in der Einleitung genannten Alter von Maribo Ubereinstimmen.

1.5

Fur eine elliptische Bahn ist die Summe aus Perihel- und Apheldistanz gleich dem Doppelten der
groBen Halbachse:

g 4.95x 1010 4 6.16 x 10
P ;a — ; — 3.3275 x 10" m.

Unter Vernachlassigung der Kometenmasse gegenuber der Sonnenmasse liefert das dritte Keplersche

Gesetz
t2 o 471'20,3
Encke — Gms .
Somit
(3.3275 x 10')3 g
tEncke = 27 — o= = 1.0468 x 10 s.
(6.67 x 10 )(1.99 x 10 )

Mit 1 yr ~ 3.156 x 107 s erhalten wir

tEncke ~ 1.05 x 108 s ~ 3.32 yr.
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1.6a

Zunachst berechnen wir die GroBen, die in allen drei Teilaufgaben zum Einschlag verwendet werden.
Die Masse des Asteroiden betragt

4 4
Mast = g7ngst,oast = 5 m(5.0 x 10%)3(3.0 x 10%) = 1.571 x 10"° kg.

Das Tragheitsmoment der Erde betragt
2 2 37 2
Ig = 0.83€mERE = 8.068 x 10°" kgm*.

Mit der anfanglichen Rotationsperiode 7 = 24 h = 86400 s gilt
2
wp = L —7.272x 105571,
TE

und ihr Eigendrehimpuls betragt
Ly = Igwg = 5.867 x 10% kg m2s !
Wir behandeln den an der Erde haften gebliebenen Asteroiden als Punktmasse an der Erdoberflache.

Seine GroBe und die Verschiebung des gemeinsamen Schwerpunkts ergeben vernachlassigbare
Korrekturen.

Am Nordpol ist der Ortsvektor des Asteroiden parallel zur urspriinglichen Rotationsachse der Erde.
Daher steht sein Drehimpuls
Last =T X MygtVast

senkrecht zum urspriinglichen Eigendrehimpuls der Erde. Sein Betrag ist bei einem tangentialen
Einschlag am groBten:

DAX — Mast REVast = 2.505 x 10%° kgm?s 1.

Die Drehimpulserhaltung liefert dann in fihrender Ordnung im kleinen Massenverhaltnis von Asteroid zu
Erde

Lmax
tan@,,,, ~ —3t
max LE
Der Winkel ist auBerst klein, daher
My RV
Omax = —ast B Tast 497 x 10 8 rad ~ 2.4 x 107 degree.
Izwy,

Die Anderung des Tragheitstensors tragt zu dieser kleinen Neigung nur eine Korrektur héherer Ordnung
bei.

1.6b

Bei einem radialen Einschlag hat der ankommende Asteroid bezliglich des Erdmittelpunkts keinen
Drehimpuls. Nachdem er am Aquator haften geblieben ist, steigt das Tragheitsmoment auf

I' = Iy +m. Ry
Die Drehimpulserhaltung verlangt
2
IEwE = (IE + mastRE)w’.

Da die Periodendauer umgekehrt proportional zur Winkelgeschwindigkeit ist, gilt

eulersolve.org/ipho/2013/ 11/39



Daher

maStRE - Mast
Ig E0.332mg

Numerisch ergibt sich

ATy = 6.85x 10 °s ~ +6.8 x 107 ° s.

Der Tag wird um ungeféhr 68 us langer.
1.6¢

Die Richtung des tangentialen Einschlags ist entscheidend. Es sei ¢ = +1 fiir einen prograden
Einschlag, der den Eigendrehimpuls erhoht, und o = —1 fiir einen retrograden Einschlag.

Die Drehimpulserhaltung liefert
2
Iywg + UmastREUast = (IE + mastRE)wl-

Wir definieren die kleinen dimensionslosen GroBen

 Mesfly _ 7925 x 10710, = MastBBVast 000 108,
IE IEwE
Die neue Periodendauer und ihre Anderung sind
, 1+e
TR on’
AT = TR i —_1-27777 .

Da sowohl € als auch 7 sehr klein sind, gilt mit hoher Genauigkeit auch
ATy ~ (€ — 0M).

Somit:

¢ Prograder Einschlag:

ATian = —3.621 x 10 % s ~ —3.6 ms.

¢ Retrograder Einschlag:

AT, = +3.758 x 1073 s &~ +3.8 ms.

Das zusatzliche Tragheitsmoment verlangert den Tag in beiden Fallen. Der eingetragene Drehimpuls
bewirkt den groBeren Effekt und bestimmt das Vorzeichen.

1.7

Zunachst betrachten wir die Bewegung des Korpers relativ zur Sonne, bevor die Gravitation der Erde
bedeutsam wird. Im Abstand der Erdbahn hat ein gravitativ gebundener Korper eine negative
spezifische Bahnenergie:
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8:’11,__ Gms
2 aE

< 0.

Seine heliozentrische Geschwindigkeit ist daher durch die lokale Fluchtgeschwindigkeit aus dem

2G'msg
U < Umax = e .

Der Grenzfall ist eine Bahn, deren Bindungsenergie gegen null geht.

Gravitationsfeld der Sonne begrenzt:

Wenn wir die Erdbahn als Kreisbahn im gegebenen mittleren Abstand annahern, betragt ihre
Bahngeschwindigkeit
. Gms

VE — .
ag

Die groBte relative Annaherungsgeschwindigkeit ergibt sich, wenn sich der Korper genau
entgegengesetzt zur Bahnbewegung der Erde bewegt. Daher

Gm
VU = Yoy + vp = (14 V2) >

ag

Numerisch gilt
vp = 29.75 kms !, Umax = 42.07 kms™ !,
also
-1
vt =71.82kms .
Die Gravitation der Erde beschleunigt den Korper weiter. Bei der Annaherung an die Erde liefert die
Erhaltung der mechanischen Energie

3V T Ry 3V

Somit

Gmsg 2Gmg
max — (14 v/2)? .
Yimp \/( + \/_) ag * Ry

Die Fluchtgeschwindigkeit an der Erdoberflache betragt

2GmE

R - 11.17 kms™ L.

Daher

olx = /(71.82)2 + (11.17)2 kan's ! ~ 72.7 kms .

imp

eulersolve.org/ipho/2013/
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Fur eine strikt gebundene Bahn liegt die Geschwindigkeit strikt unter diesem Wert. Sie kann sich ihm
beliebig weit annahern, wenn die anfangliche Bindungsenergie im Gravitationsfeld der Sonne gegen null
geht.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Plasmonischer Dampferzeuger

[
Einleitung

In dieser Aufgabe untersuchen wir ein effizientes Verfahren zur Dampferzeugung, dessen
Funktionsfahigkeit experimentell nachgewiesen wurde. Eine wassrige Losung aus
nanometergrofRen Silberkugeln (Nanopartikeln) mit nur etwa 103 Teilchen pro Liter wird mit
einem fokussierten Lichtstrahl beleuchtet. Ein Teil des Lichts wird von den Nanopartikeln
absorbiert, die sich erwarmen und lokal in ihrer Umgebung Dampf erzeugen, ohne die gesamte
wassrige Losung zu erwarmen. Der Dampf verlasst das System in Form entweichender
Dampfblasen. Noch sind nicht alle Einzelheiten des Verfahrens gut verstanden, doch ist bekannt,
dass der zentrale Prozess die Absorption von Licht durch die sogenannten kollektiven
Elektronenschwingungen der metallischen Nanopartikel ist. Die Vorrichtung wird als
plasmonischer Dampferzeuger bezeichnet.

(@  yA

E,=—E,cos(w,t)e,

Abbildung 2.1 (a) Ein kugelférmiges, elektrisch neutrales Nanopartikel mit dem Radius R im
Ursprung des Koordinatensystems. (b) Eine Kugel mit einer positiven homogenen Ladungsdichte
p (rot), die einen kleineren kugelformigen, elektrisch neutralen Bereich (0, gelb) mit dem Radius
R enthalt, dessen Mittelpunkt um @&q = x4e, verschoben ist. (c) Die Kugel mit der positiven
Ladungsdichte p der Silberionen des Nanopartikels ist im Ursprung des Koordinatensystems
fixiert. Der Mittelpunkt des kugelformigen Bereichs mit der negativen kugelsymmetrischen
Ladungsdichte —p (blau) der Elektronenwolke ist um @, verschoben, wobei z;, < R gilt. (d) Ein
duBeres homogenes elektrisches Feld Ey = —FEye,. Bei zeitabhangigem E| bewegt sich die
Elektronenwolke mit der Geschwindigkeit v = dmp/dt. (e) Das quaderformige Gefal3

(h X h x a) mit der wassrigen Nanopartikellosung, die mit monochromatischem Licht der
Kreisfrequenz w, und der Intensitat S beleuchtet wird, das sich entlang der z-Achse ausbreitet.

Ein einzelnes kugelformiges Silbernanopartikel

In dieser gesamten Aufgabe betrachten wir ein kugelformiges Silbernanopartikel mit dem Radius
R = 10,0 nm, dessen Mittelpunkt im Ursprung des Koordinatensystems fixiert ist, siehe Abb.
2.1(a). Alle Bewegungen, Krafte und anregenden Felder sind parallel zur horizontalen z-Achse (mit
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dem Einheitsvektor e,). Das Nanopartikel enthalt freie (Leitungs-)Elektronen, die sich im
gesamten Volumen des Nanopartikels bewegen, ohne an ein Silberatom gebunden zu sein. Jedes
Silberatom ist ein positives lon, das ein solches freies Elektron abgegeben hat.

Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie die folgenden GréBen: das Volumen V und die Masse M des

91 Nanopartikels, die Anzahl IV und die Ladungsdichte p der Silberionen im Teilchen sowie 0.7
' fur die freien Elektronen ihre Konzentration n, ihre Gesamtladung @ und ihre '

Gesamtmasse m.

Das elektrische Feld in einem elektrisch neutralen Bereich innerhalb einer geladenen Kugel

Nehmen Sie fiir den Rest der Aufgabe an, dass die relative Permittivitat aller Materialiene = 1
betragt. Innerhalb einer geladenen Kugel mit homogener Ladungsdichte p und Radius R wird
durch Hinzufligen der entgegengesetzten Ladungsdichte —p ein kleiner kugelférmiger, elektrisch
neutraler Bereich mit dem Radius R; erzeugt, dessen Mittelpunkt gegeniiber dem Mittelpunkt der
Kugel mit Radius R um &4 = z4e, verschoben ist, siehe Abb. 2.1(b).

Teil Frage Punkte

Zeigen Sie, dass das elektrische Feld innerhalb des elektrisch neutralen Bereichs

1.2
homogen ist und die Form E = A (p/e¢) &4 hat, und bestimmen Sie den Vorfaktor A.

Die Riickstellkraft auf die verschobene Elektronenwolke

Im Folgenden untersuchen wir die kollektive Bewegung der freien Elektronen und modellieren sie
daher als eine einzige negativ geladene Kugel mit homogener Ladungsdichte —p und der
Mittelpunktposition &, die sich entlang der x-Achse relativ zum Mittelpunkt der im Ursprung des
Koordinatensystems fixierten positiv geladenen Kugel (Silberionen) bewegen kann, siehe Abb.
2.1(c). Nehmen Sie an, dass eine duBere Kraft F,,; die Elektronenwolke in eine neue
Gleichgewichtslage @, = zpe, mit |xp| < R verschiebt. Abgesehen von winzigen
Nettoladungen an gegentberliegenden Enden des Nanopartikels bleibt der groBte Teil seines
Inneren elektrisch neutral.

Teil Frage Punkte

Driicken Sie die folgenden beiden GréBen durch &, und n aus: die auf die
2.3 Elektronenwolke ausgelibte Riickstellkraft F' und die wahrend der Verschiebung an der 1.0
Elektronenwolke verrichtete Arbeit W.

Das kugelformige Silbernanopartikel in einem auBeren konstanten elektrischen Feld

Ein Nanopartikel befindet sich im Vakuum und wird durch eine duBere Kraft Feyt beeinflusst, die
von einem angelegten statischen homogenen elektrischen Feld Ey = — FEye, herriihrt. Dieses
verschiebt die Elektronenwolke um die kleine Strecke |xp|, wobei |z,| < R gilt.

Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie die Verschiebung z, der Elektronenwolke in Abhangigkeit von Ey und n
2.4 sowie die durch die yz-Ebene im Mittelpunkt des Nanopartikels verschobene 0.6
Elektronenladung —AQ in Abhangigkeit von i, R und Tp.
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Die Ersatzkapazitat und Ersatzinduktivitat des Silbernanopartikels

Sowohl fiir ein konstantes als auch fiir ein zeitabhangiges Feld E lasst sich das Nanopartikel
durch eine elektrische Ersatzschaltung modellieren. Die Ersatzkapazitat lasst sich bestimmen,
indem die zur Trennung der Ladungen A() verrichtete Arbeit W mit der Energie eines
Kondensators in Beziehung gesetzt wird, der die Ladung =A(Q tragt. Die Ladungstrennung
bewirkt eine bestimmte Ersatzspannung V am Ersatzkondensator.

Teil Frage Punkte

25 Driicken Sie die Ersatzkapazitat C des Systems durch €9 und R aus und bestimmen 0.7
.5a .
Sie ihren Wert.

Bestimmen Sie fiir diese Kapazitat in Abhangigkeit von Ey und R die Ersatzspannung
2.5b V), die an den Ersatzkondensator angelegt werden muss, damit sich die Ladung AQ 0.4
ansammelt.

Bei einem zeitabhangigen Feld E, bewegt sich die Elektronenwolke mit der Geschwindigkeit
v = ve,, Abb. 2.1(d). Sie besitzt die kinetische Energie W);, und erzeugt einen elektrischen
Strom I, der durch die ortsfeste yz-Ebene flieBt. Die kinetische Energie der Elektronenwolke kann
der Energie einer vom Strom I durchflossenen Ersatzspule mit der Induktivitat L zugeordnet

werden.
Teil Frage Punkte
2.6a Driicken Sie sowohl Wy, als auch I durch die Geschwindigkeit v aus. 0.7
Driicken Sie die Ersatzinduktivitat L durch den Teilchenradius R, die Elektronenladung
2.6b e und die Elektronenmasse m, sowie die Elektronenkonzentration n aus und 0.5

berechnen Sie ihren Wert.

Die Plasmonenresonanz des Silbernanopartikels

Aus der obigen Analyse folgt, dass die Bewegung, die entsteht, wenn die Elektronenwolke aus
ihrer Gleichgewichtslage verschoben und dann losgelassen wird, durch einen idealen LC-
Schwingkreis beschrieben werden kann, der bei seiner Resonanzfrequenz schwingt. Diese
dynamische Schwingungsform der Elektronenwolke wird als Plasmonenresonanz bezeichnet und
schwingt mit der sogenannten Plasmonenkreisfrequenz wy,.

Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie einen Ausdruck fir die Plasmonenkreisfrequenz wy, der
2.7a  Elektronenwolke in Abhangigkeit von der Elektronenladung e und der Elektronenmasse 0.5
me, der Elektronendichte n und der Permittivitat €¢.

Berechnen Sie wy, in rad/s und die Wellenlange Ap, in nm von Licht im Vakuum mit der

2.7b 0.4

Kreisfrequenz w = wyp,.

Das mit Licht bei der Plasmonenfrequenz beleuchtete Silbernanopartikel

Im Rest der Aufgabe wird das Nanopartikel mit monochromatischem Licht bei der
Plasmonenkreisfrequenz wy, und der einfallenden Intensitat S = %ceoEg = 1.00 MW m2
beleuchtet. Da die Wellenldnge groB ist, A, > R, kann das Nanopartikel als in einem homogenen,
harmonisch schwingenden Feld By = — E cos(wpt)eac befindlich betrachtet werden.
Angetrieben durch E, schwingt der Mittelpunkt @, (¢) der Elektronenwolke mit derselben
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Frequenz, der Geschwindigkeit v = dmp/dt und der konstanten Amplitude x. Diese
schwingende Elektronenbewegung flihrt zur Absorption von Licht. Die vom Teilchen
aufgenommene Energie wird entweder durch Joulesche Erwarmung im Teilchen in Warme
umgewandelt oder vom Teilchen als Streulicht wieder emittiert.

Die Joulesche Erwarmung wird durch zufallige unelastische StoBe verursacht, bei denen ein
beliebiges freies Elektron von Zeit zu Zeit auf ein Silberion trifft und seine gesamte kinetische
Energie verliert, die in Schwingungen der Silberionen (Warme) umgewandelt wird. Die mittlere Zeit
zwischen den StoBen betragt m > l/wp, wobei wir flr das Silbernanopartikel

T =5.24 x 1071% s verwenden.

Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie einen Ausdruck fir die zeitlich gemittelte Joulesche Heizleistung Pheat
2.8a im Nanopartikel sowie flir das zeitlich gemittelte Stromquadrat (I2>, der das zeitlich 1.0
gemittelte Geschwindigkeitsquadrat <v2> der Elektronenwolke explizit enthalt.

Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir den ohmschen Ersatzwiderstand Rpeat in einem
2.8b  Widerstands-Ersatzmodell des Nanopartikels, in dem der Strom I der Elektronenwolke 1.0
die Joulesche Heizleistung Py, hervorruft. Berechnen Sie den Zahlenwert von Ry,

Der einfallende Lichtstrahl verliert durch Streuung an der schwingenden Elektronenwolke
(Reemission) eine zeitlich gemittelte Leistung Pygat. Pscat hdngt von der Amplitude ), der Ladung
(Q und der Kreisfrequenz wp, der Streuquelle sowie von den Eigenschaften des Lichts (der
Lichtgeschwindigkeit ¢ und der Permittivitat €5 im Vakuum) ab. In Abhangigkeit von diesen vier
Variablen ist P,.,; gegeben durch

@t
Pscat — Ta -

127eqc3
Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie mithilfe von Py, einen Ausdruck fur den Ersatz-Streuwiderstand Rgcat
(analog zu Rpeat) in einem Widerstands-Ersatzmodell und berechnen Sie seinen Wert.

1.0

Die obigen Ersatzschaltungselemente werden zu einem LC R-Reihenschaltungsmodell des
Silbernanopartikels zusammengefasst, das durch eine harmonisch schwingende Ersatzspannung
V' = Vp cos(wpt) angeregt wird, die durch das elektrische Feld Ey des einfallenden Lichts
bestimmt ist.

Teil Frage Punkte

Leiten Sie Ausdriicke fir die zeitlich gemittelten Verlustleistungen Pheat und Pscat her,
2.10a die die Amplitude E des elektrischen Feldes des einfallenden Lichts bei der 1.2
Plasmonenresonanz w = wy, enthalten.

2.10b Berechnen Sie die Zahlenwerte von E, Pyea; und Py ;. 0.3

Dampferzeugung durch Licht

Eine wassrige Losung von Silbernanopartikeln mit einer Konzentration von n,,, = 7.3 x 10 m3

wird hergestellt. Sie wird in ein quaderformiges transparentes Gefal3 mit den Abmessungen

h x hxa=10 x 10 x 1.0 cm? gefiillt und mit Licht bei der Plasmonenfrequenz und derselben
Intensitat S = 1.00 MW m 2 wie oben bei senkrechtem Einfall beleuchtet, siche Abb. 2.1(e). Die
Wassertemperatur betragt T, = 20 °C, und wir nehmen in recht guter Ubereinstimmung mit den
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zur Erzeugung von Dampf mit der Temperatur Ts; = 110 °C verwendet wird, ohne die
Wassertemperatur zu erhohen.

Der thermodynamische Wirkungsgrad 1) des plasmonischen Dampferzeugers ist durch das
Leistungsverhéltnis n = P / P;ot definiert, wobei Py die Leistung ist, die im gesamten GefaB zur
Dampferzeugung verwendet wird, wahrend P, die Gesamtleistung des einfallenden Lichts ist,
das in das Gefal eintritt.

Die meiste Zeit ist ein beliebiges Nanopartikel von Dampf statt von Wasser umgeben und kann
daher so beschrieben werden, als befande es sich im Vakuum.

Teil Frage Punkte

Berechnen Sie die gesamte pro Sekunde erzeugte Dampfmasse ugs des
2.1Ma plasmonischen Dampferzeugers bei Beleuchtung mit Licht der Plasmonenfrequenz 0.6
und der Intensitat S.

Berechnen Sie den Zahlenwert des thermodynamischen Wirkungsgrads 7 des

2.11b 0.2

plasmonischen Dampferzeugers.
Datenblatt: Tabelle physikalischer Parameter

Physikalischer Parameter Wert
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c=2.998 x 108 ms~!

Plancksches Wirkungsquantum geteilt durch 2r kA = 1.055 x 10 %4 J s

Gravitationskonstante G=667x10 " m3kg 1s?
Fallbeschleunigung g=9.82 ms 2
Elementarladung e=1.602x10"C
Elektrische Permittivitat des Vakuums c0=28.854x10"12C2J 1m!
Elektronenmasse me = 9.109 x 103! kg
Avogadro-Konstante N, =6.022 x 10?3 mol *
Boltzmann-Konstante kg =1.381 x 1072 JK!
Steinmeteorit, spezifische Warmekapazitat cem = 1.2 x 103 Jkg71 Kt
Steinmeteorit, Warmeleitfahigkeit ksm =20 Wm 'K!
Steinmeteorit, Dichte Psm = 3.3 x 10% kgm 3
Steinmeteorit, Schmelztemperatur T, = 1.7 x 103 K
Steinmeteorit, spezifische Schmelzwarme Ly, = 2.6 x 10° Jkg71

Silber, molare Masse My, = 1.079 x 10! kgmol
Silber, Dichte pag = 1.049 X 10* kgm 3
Silber, spezifische Warmekapazitat cAg = 2.40 x 102 Jkg_1 K!
Wasser, molare Masse My = 1.801 x 1072 kg mol ?
Wasser, Dichte Pwa = 0.998 X 10° kgm3
Wasser, spezifische Warmekapazitat Cwa = 4.181 x 103 Jkg ' K!
Wasser, spezifische Verdampfungswarme Lya = 2.260 x 108 Jkgf1
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zugefihrt

e 21
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Physikalischer Parameter Wert

Wasser, Siedetemperatur Thoo = 100°C = 373.15 K
Eis, Dichte von Gletschereis Pice = 0.917 X 103 kg m3
Wasserdampf, spezifische Warmekapazitat cst = 2.080 x 103 Jkg_1 K!
Masse der Erde mg = 5.97 x 10% kg

Radius der Erde Rp =6.38 x 10 m

Masse der Sonne mg = 1.99 x 10% kg

Radius der Sonne Rs = 6.96 x 108 m

Mittlerer Abstand zwischen Sonne und Erde ag = 1.50 x 10" m

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.

Antworten

Hier gelten e > 0 und @ < 0, und W, bezeichnet die positive Arbeit, die zur Ladungstrennung

wird. Wahlen Sie die Stromrichtung im Ersatzschaltkreis so, dass I = d(AQ)/dt gilt,

positiv, wenn sich die Elektronen in +xz-Richtung bewegen.

V =4.19 x 10 2* m?, M = 4.39 x 10 2 kg,
N = 2.45 x 105, p=+9.38 x 10° Cm 3,
n = 5.85 x 102 m~3, Q=-393x10"“C, my = 2.23 x 10~ kg.

e 2.2
1
E = meb A - — |
380 3
e 23
o 4mn2e’R3 - W, — 27n2e?R3 2312,-

980 960
e 24

3eoE

i) = 020 , —AQ = —nenR’z,,.
ne
e 2.5a
9 19
C= ZwsoR =6.26 x 10"’ F.
e 2.5b
4
VO = EREO
e 2.6a
1 2
Wiin = Emov2 = %nm6R3v2, I = nerR%v.
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Losung

Alle nachfolgenden Ergebnisse zur Elektrostatik und zur Ersatzschaltung beruhen auf dem
vorgegebenen Modell einer starren, gleichmaBig geladenen Elektronenwolke. Bei
verschiebungsabhéngigen Ergebnissen werden die fiihrenden Terme fir |z,|/ R < 1 beibehalten.

21

Das Teilchen ist eine Kugel, also gilt

4TR® 4
TR AT 1,00 x 108)® = 4.19 x 102 m?.

V== 3

Seine Masse betragt

M = pagV = 4.39 x 102 kg.

eulersolve.org/ipho/2013/

e 2.6b
4dm,
= ——— =257x 10 MH.
3mne?R

e 2.7a

o ne2

P 3e0me
e 2.7b
wp, = T7.88 x 10" rads™!, A\, =239 nm.
e 2.8a
m
Preat = 5> (0%),  (I%) = (nenR*)*(v?).

e 2.8b

L 2me

R = —=——— =246 1.
heat = o 3me2 Rt
e 29
R =SB 9450
T oTmeged '
e 2.10a
8R2Eg Rheat 8R2E§ Rscat
Pheat_ 5 Pscat: 5"
9 (Rheat + Rscat) 9 (Rheat + Rscat)
e 2.10b
Ey=274x10*Vm, Pheat = 6.82 x 107° W, Piycat = 6.82 x 107 ° W.
e 2.11a, bei gleichmaBiger Beleuchtung im gesamten Gefal:
pst ~1.9x 10 3 kgs ' =1.9gs™ L.

e 2.11b, mit derselben Naherung:

1~ 0.50 = 50%.

L
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Die Anzahl der Silberatome und damit der einfach geladenen Silberionen betragt

N = N4 = 2.45 x 10°.
My,
Pro lon gibt es ein Leitungselektron. Somit gilt
N pAgIN A 28 -3
n=—= =5.85 x 10 m™".
Vv Mg

Die positive Ladungsdichte der lonen betragt
p=ne=+9.38 x10° Cm 3.
Fur die Elektronen gilt
Q =—-Ne=-393x101C, mo = Nm, = 2.23 x 10”2 kg.
2.2

Wir wenden das gauBsche Gesetz auf eine konzentrische gauBsche Kugelflache mit dem Radius r
innerhalb einer gleichmaBig geladenen Kugel an:

473 /3
E(r) 4mr? = parr°/3)
€0
Folglich lautet das Feld im Inneren
E, (r) = LAY
3¢e0

Der neutrale Bereich entsteht durch Uberlagerung mit einer Kugel der Ladungsdichte —p, deren
Mittelpunkt bei x4 liegt. An einem Punkt innerhalb dieser kleineren Kugel lautet ihr Feld

E_(r) = —?’%(r — zy).

Die Addition der beiden Felder ergibt

E=E +E ="z,

30

Die Ortsabhangigkeit r hebt sich auf, daher ist das Feld homogen, und es gilt

A==|
3

23

Die verschobene Elektronenwolke hat die Ladungsdichte —ne, wahrend die ortsfesten lonen die
Ladungsdichte +ne haben. Nach 2.2 lautet das Feld in ihrem Uberlappenden, neutralen Innenbereich
ne

Eint — ?mp.
0

In erster Ordnung der Verschiebung ergibt dieses Feld die Rickstellkraft auf die Wolke:

Nne?
30

F:QEint:_ T

p*

Die kleinen nicht Uberlappenden Bereiche beeinflussen nur Terme hoherer Ordnung. Mit
N = 47nR3/3 gilt
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Wir definieren die effektive Federkonstante

Nne?
k=

380

Die bei einer quasistatischen Verschiebung von null bis x}, zugefiihrte Arbeit betragt
Tp Tp 1 9
Weo = —/ F.(z)dx = / kxdz = Ek:z:p.
0 0

Daher gilt

Nne? , 2mn?e’R?
el = T, = —(—%
660 960

pl

Dies ist die gespeicherte elektrostatische Energie, die in 2.5 verwendet wird. Die von der Ruckstellkraft

selbst verrichtete Arbeit betragt —We.

2.4

Das auBere Feld zeigt in —x-Richtung, daher zeigt die Kraft auf die negative Elektronenwolke in +z-

Richtung:
Fext = QEO = NeEOex.
Im Gleichgewicht gilt

NeE Nne? 0
elby — zp, = 0.
0 350 P
Daraus folgt
3€0E0
T, = .
ne

Bei einer kleinen Verschiebung z, betragt das durch die Mittelebene transportierte Volumen der
Elektronenwolke in fihrender Ordnung

AV = 1Rz,

Multiplikation mit ihrer Ladungsdichte ergibt

~AQ = —nerR’z,|.

Somit lautet die positive Ladungstrennungsvariable
AQ = neﬂ'RQmp = 3meoR%E).
2.5a

Wir setzen die elektrostatische Energie gleich der Energie des Ersatzkondensators:

_ (AQ)?
Wa = -5

Mit den obigen Ergebnissen gilt

eulersolve.org/ipho/2013/

22/39



nerR2x)>? 9
( p) = —meoR.

C pu—
2 (2mn%e?R%z2 /(%)) 4

Daher ist

C=626x10YF|

2.5b

Die Ersatzspannung betragt

A
-l
Einsetzen ergibt
37TE(]R2E0
Vo= ——F——,
(9/4)me0R
also
4
Vo = gREO .
2.6a

Alle N Elektronen nehmen an der kollektiven Bewegung teil. Ihre kinetische Energie betragt

W _1N 2_1 2_27r R3?
kin = D) mev = 2m0’U = 3nme v

Durch Differenzieren der Beziehung fir die Ladungstrennung ergibt sich

d(A
I = M — nerR%v|
dt

Hier entspricht ein positiver Strom im Ersatzschaltkreis einem Strom in technischer Stromrichtung in

—x-Richtung. Wirde der Strom durch die Ebene stattdessen in +x-Richtung als positiv definiert, so

wire er I, = —nemR?v. Die Ergebnisse flr Energie und Widerstand hangen von I? ab, sodass diese
Wahl der Orientierung sie nicht beeinflusst.

2.6b

Wir identifizieren die kinetische Energie mit der Energie der Ersatzspule:

1 1

E_LI2 = Em()'l)2.
Daraus folgt

mo
L=——.
(nemR?)?
Mit my = (47 R3/3)nm, gilt
L= 2 95710 MH]|
3me?R

2.7a

Fir einen frei schwingenden idealen LC-Schwingkreis gilt
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L =0
dt? C ’
also
1
2 —_— ———
wp = C
Wegen
dm. 9meoR 3eome
LC == —= y
3me?R 4 ne2
erhalten wir

ne?
wp = .
3e0me

Dasselbe Ergebnis folgt unmittelbar aus wf, = k:/mo.

2.7b

Einsetzen der gegebenen Konstanten ergibt

w, = 7.88 x 10 rads™'|.

Wegen w = 2mc/ A gilt
2
A = —= =239 x 10" m.
Wp

Somit ist

)\p = 239 nm|.

2.8a

Im vorgegebenen StoBmodell verliert jedes Elektron bei einem Stol3 seine gesamte kinetische Energie
der kollektiven Bewegung. Sein zeitlich gemittelter Energieverlust pro StoB betragt

1
Eme@z).

Uber alle Elektronen gemittelt treten N/T StoBe pro Sekunde auf. Die zufalligen StoBzeitpunkte
erlauben es, die Uber eine Periode gemittelte kinetische Energie zu verwenden, sodass

e ) = T2 (02|

27
Aus der Beziehung zwischen Strom und Geschwindigkeit folgt

(I*) = (nemR*)?(v?) |

mo
2T

b heat —

2.8b

Der Ersatzwiderstand ist definiert durch
Pheat — Rheat <-[2>
Folglich gilt
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R = — = —
heat 27(newR?)? 27
Somit ist
2me
R = ———— =246 Q|
heat 3me?Rt

Der Faktor 1/2 folgt aus der kinetischen Energie %mezﬁ, die im konkret in der Aufgabe vorgegebenen
Modell pro StoB verloren geht.

2.9
Fur eine harmonische Bewegung mit der Amplitude x gilt
zp(t) = xo cos(wpt + @),

und damit

Daher gilt
1
2 2\2, 2,2

(I*) = E(neﬂ'R ) wpzp-

Wir definieren den Streuwiderstand durch
2
Pscat = Rscat <I >
Mit der angegebenen Strahlungsformel ergibt sich
2.2, 4

Rscat = .
12me0c® (nemR?)%wlz}

Wegen
Q*  16R?
(nerR2)2 9

4
Q=-— §7rR3ne,

Y

erhalten wir

8R2w§
R = — L2 — 2450
27me(c?

Aquivalent dazu gilt
R 8ne’R?
t= ————-
e 81medmec?

2.10a

Sowohl Erwarmung als auch Streuung entziehen demselben schwingenden Strom Energie. lhre
Ersatzwiderstande addieren sich daher in der Reihenschaltung:

Ry = Rypeat + Rsca-
Bei w = w, = 1/4/LC heben sich der induktive und der kapazitive Blindwiderstand auf:

1

=0.
w,C

wpL —
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Somit ist der Strom in Phase mit der anregenden Spannung und hat die Amplitude

Vo 4RE,
Iy = = .
Ry, 3Ry,
Fir einen sinusformigen Strom gilt
2 212
(I%) = I_O — _8R EO_
2 9R

Die beiden mittleren Leistungen betragen daher

o = 8R’Ej Rhpeat
9 (Rueat + Rycat)?
und
_8R’B{ Ry
79 (Rueat + Ricat)?
2.10b

Aus der angegebenen einfallenden Intensitat folgt

1
S = §C€0E02a
also
o 2(1.00 x 10°%)
ceo (2.998 x 108)(8 854 x 10712
Somit gilt

Ey=274x10*Vm!

Mit ungerundeten Zwischenwerten ergibt sich
Vo =3.66 x 1074V, Rs, = 4.910 Q, Iy = 7.45 x 107° A.
Folglich gilt

Preat = 6.82 x 1072 W|, P =682 x10°W|

Ihre annahernde Gleichheit folgt aus der annahernden Gleichheit der beiden Widerstande.

Auch die Verschiebungsamplitude lasst sich Uberpriifen:

Iy

—— =321x10""
nem R2wy, o

Ty =
also gilt zo/R = 3.21 X 1077 < 1. AuBerdem ist wpT = 41.3, im Einklang mit der angenommenen
Trennung der Zeitskalen von Schwingung und StoBen.

211a

Wir verwenden die Heizleistung pro Teilchen aus 2.10 im gesamten beleuchteten Volumen. Dabei wird
von gleichmaBiger Beleuchtung ausgegangen und kein zusatzliches Modell fir Abschwachung oder
Mehrfachstreuung eingefuhrt.
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Das GefaBvolumen betragt
Viessel = h%a = (0.10)%(0.010) = 1.0 x 10~ * m?,
Es enthalt
Nup = nnph?a = 7.3 x 10™
Nanopartikel. Es wird angenommen, dass ihre gesamte Joulesche Warme Dampf erzeugt, also gilt
Py = NypPheas = 4.98 x 10° W.
Jedes Kilogramm, das zu Dampf wird, muss zunachst von 20°C auf 100°C erwarmt, dann verdampft
und schlieBlich auf 110°C erhitzt werden. Die erforderliche Energie pro Masseneinheit betragt
gst = cwa(T100 — Twa) + Lwa + cst(Tst — T100)-
Numerisch ergibt sich
gst = (4.181 x 10°)(80) + 2.260 x 10° 4 (2.080 x 10*)(10)
= 2.61528 x 10% Jkg L.

Dass das ubrige Wasser bei 20°C bleibt, macht die Erwarmung des verdampfenden Anteils nicht
uberflussig.

Die Energieerhaltung liefert
Pstdst = Pt
Somit gilt
Naph?aPheat
wa(T100 — Twa) + Lwa + cst(Tst — Tr00)

Mit der Genauigkeit der GefaBB- und Konzentrationsangaben ergibt sich

Pt = =1.904 x 10 3 kgs™'.

pst >~ 1.9 gs*1 .

211b
Der Strahl tritt senkrecht durch die Seitenfliche mit dem Flidcheninhalt A2 ein, also gilt

P.; = Sh* = (1.00 x 10%)(0.10)? = 1.00 x 10* W.

Daher ist
Py nnphza’P heat Nonp@Pheat
= Py Sh? B S
Numerisch ergibt sich
n = 0.4979,
oder, sinnvoll gerundet,
1~ 0.50 = 50%]|.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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Aufgabe 3: Der gronlandische Eisschild

a N\

Einleitung

Diese Aufgabe behandelt die Physik des gronlandischen Eisschilds, des zweitgroBten Gletschers
der Welt, Abb. 3.1(a). Als Idealisierung wird Gronland als rechteckige Insel der Breite 2L und der
Lange 5L modelliert, deren Untergrund auf Meereshdhe liegt und vollstandig von
inkompressiblem Eis (konstante Dichte pice) bedeckt ist, siehe Abb. 3.1(b). Das Hohenprofil I—I(m)
des Eisschilds hangt nicht von der y-Koordinate ab und steigt von null an den Kiisten = +L bis
zu einer maximalen Hohe Hy, entlang der mittleren Nord-Siid-Achse (der y-Achse) an, die als
Eisscheide bezeichnet wird, siehe Abb. 3.1(c).

(®)

(c) Az X

+
[
=

Hys H(x)

——— - - -d—k

Abbildung 3.1 (a) Eine Karte Gronlands mit der Ausdehnung des Eisschilds (weiB), den eisfreien
Kiistenregionen (griin) und dem umgebenden Ozean (blau). (b) Das grobe Modell des
gronlandischen Eisschilds, der eine rechteckige Flache in der xy-Ebene mit den Seitenlangen 2L
und 5L bedeckt. Die Eisscheide, die Linie der maximalen Eisschildhohe Hy,, verlauft entlang der y
-Achse. (c) Ein vertikaler Schnitt (xz-Ebene) durch den Eisschild mit dem Hohenprofil H(w)
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(blaue Linie). H(z) ist fir 0 < y < 5L unabhangig von der y-Koordinate, fallt jedoch bei y = 0
und y = 5L abrupt auf null ab. Die 2-Achse kennzeichnet die Lage der Eisscheide. Zur besseren
Ubersicht sind die vertikalen Abmessungen gegeniiber den horizontalen {iberhdht dargestellt. Die
Dichte pice des Eises ist konstant.

Zwei niitzliche Formeln

In dieser Aufgabe kann das folgende Integral verwendet werden:

1 2
/\/1—a;d:1::—
0 3

sowie die Naherung (1 + z)* ~ 1 + az, die fir |az| < 1 gilt.

Das Hohenprofil des Eisschilds

Auf kurzen Zeitskalen ist der Gletscher ein inkompressibles hydrostatisches System mit festem
Hohenprofil H(z).

Geben Sie einen Ausdruck fiir den Druck p(z, z) innerhalb des Eisschilds als Funktion der
3.1 vertikalen Hohe z Gber dem Untergrund und des Abstands x von der Eisscheide an. 0.3
Vernachlassigen Sie den Luftdruck.

Betrachten Sie eine vertikale Scheibe des Eisschilds im Gleichgewicht, die eine kleine horizontale
Grundflache Az Ay zwischen z und = + Ax bedeckt, siehe die roten gestrichelten Linien in Abb.
3.1(c). Die GroBe von Ay spielt keine Rolle. Die resultierende horizontale Kraftkomponente A F’
auf die beiden vertikalen Seitenflachen der Scheibe, die aus dem Hohenunterschied zwischen
ihrer dem Zentrum zugewandten und ihrer der Kiiste zugewandten Seite entsteht, wird durch eine
Reibungskraft AF' = Sy Az Ay ausgeglichen, die der Untergrund auf die Grundflache AzAy
auslibt, wobei Sy, = 100 kPa ist.

Zeigen Sie fiir einen gegebenen Wert von z, dass im Grenzfall Az — 0 die Beziehung

3.2a Sy, = kH dH /dz gilt, und bestimmen Sie k.

0.9

Bestimmen Sie einen Ausdruck flir das Hohenprofil H(m) in Abhangigkeit von pjc., 9, L, Sy,
3.2b und dem Abstand x von der Eisscheide. Das Ergebnis wird zeigen, dass die maximale 0.8
Gletscherhhe Hy, mit der halben Breite L gemaB Hy, o< LY/2 skaliert.

Bestimmen Sie den Exponenten v, mit dem das Gesamtvolumen Vi des Eisschilds mit der

3.2¢c
Flache A der rechteckigen Insel skaliert, Vice ox A”7.

Ein dynamischer Eisschild

Auf langeren Zeitskalen ist das Eis eine viskose inkompressible Fllssigkeit, die unter dem Einfluss
der Schwerkraft vom zentralen Bereich zur Kiiste flieBt. In diesem Modell behalt das Eis sein
Hohenprofil H(z) in einem stationdren Zustand bei, in dem die Akkumulation von Eis durch
Schneefall im zentralen Bereich durch das Abschmelzen an der Kliste ausgeglichen wird. Treffen
Sie zusatzlich zur Geometrie des Eisschilds aus Abb. 3.1(b) und (c) die folgenden
Modellannahmen:

1) Das Eis flieBt in der xz-Ebene von der Eisscheide (der y-Achse) weg. 2) Die Akkumulationsrate
¢ (m/Jahr) im zentralen Bereich ist konstant. 3) Das Eis kann den Gletscher nur durch
Abschmelzen nahe den Kisten bei x = L verlassen. 4) Die horizontale (z-)Komponente
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v, () = dx/dt der FlieBgeschwindigkeit des Eises ist unabhéngig von z. 5) Die vertikale (z
-)Komponente v(z) = dz/dt der FlieBgeschwindigkeit des Eises ist unabhangig von x.

Betrachten Sie nur den zentralen Bereich |z| < L nahe der Mitte des Eisschilds, in dem die
Hohenanderungen des Eisschilds sehr klein sind und vollstandig vernachlassigt werden konnen, d.
h. H(z) ~ Hy.
Bestimmen Sie mithilfe der Massenerhaltung einen Ausdruck fir die horizontale 06
FlieBgeschwindigkeit v, (z) des Eises in Abhangigkeit von ¢,  und Hy,. '
Aus der Annahme der Inkompressibilitat, d. h. der konstanten Dichte p;., des Eises, folgt, dass die
Massenerhaltung die folgende Bedingung flir die Komponenten der FlieBgeschwindigkeit des
Eises verlangt:
dv, . dv,
dx dz

Geben Sie einen Ausdruck fir die z-Abhéngigkeit der vertikalen Komponente v,(z) der

= 0.

0.6
FlieBgeschwindigkeit des Eises an.

Ein kleines Eisteilchen, das sich anfangs an der Oberflache an der Position (mi, Hm) befindet,

bewegt sich im Laufe der Zeit als Teil des Eisschilds entlang einer Bahnkurve z(z) in der

vertikalen xz-Ebene.

3.5 Leiten Sie einen Ausdruck fiir eine solche Bahnkurve z(z) her. 0.9

Alter und Klimaindikatoren im dynamischen Eisschild

Anhand der Komponenten vz (z) und v,(z) der FlieBgeschwindigkeit des Eises Iasst sich das Alter
7(z) des Eises in einer bestimmten Tiefe Hy, — z unter der Oberflache des Eisschilds
abschatzen.

Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir das Alter 7(z) des Eises als Funktion der Hohe z (iber 10
dem Untergrund direkt an der Eisscheide z = 0. '

Eine Eiskernbohrung im Inneren des gronlandischen Eisschilds durchdringt Schneeschichten aus

der Vergangenheit, und der Eiskern kann untersucht werden, um vergangene Klimaveranderungen

zu erschlieBen. Einer der besten Indikatoren ist das sogenannte 5180, das wie folgt definiert ist:

Rice - Rref 1000 %
Rref 00’

wobei R = [180]/[1%0] das Haufigkeitsverhaltnis der beiden stabilen Sauerstoffisotope O und
160 pezeichnet. Der Referenzwert Ryt beruht auf der Isotopenzusammensetzung der Ozeane in

§°0 =

der Aquatorregion.
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Abbildung 3.2 (a) Beobachteter Zusammenhang zwischen ¢80 im Schnee und der mittleren
jahrlichen Oberflachentemperatur T'. (b) Messwerte von 580 in Abhangigkeit von der Tiefe
H,, — z unter der Oberflache, gewonnen aus einem Eiskern, der an einer bestimmten Stelle
entlang der grénlandischen Eisscheide mit H,, = 3060 m von der Oberflache bis zum
Felsuntergrund erbohrt wurde.

Beobachtungen am gronlandischen Eisschild zeigen, dass sich 80 im Schnee annahernd linear
mit der Temperatur andert, Abb. 3.2(a). Unter der Annahme, dass dies schon immer der Fall war,
ermoglicht das aus einem Eiskern in der Tiefe H,, — z bestimmte 680 eine Abschatzung der
Temperatur T" in der N&he Gronlands vor 7(z) Jahren.

Messungen von 880 in einem 3060 m langen gronlandischen Eiskern zeigen in einer Tiefe von
1492 m eine abrupte Anderung von 5180, Abb. 3.2(b), die das Ende der letzten Eiszeit markiert.
Die Eiszeit begann vor 120.000 Jahren, was einer Tiefe von 3040 m entspricht, und die
gegenwartige Warmzeit begann vor 11.700 Jahren, was einer Tiefe von 1492 m entspricht.
Nehmen Sie an, dass diese beiden Zeitraume durch zwei unterschiedliche Akkumulationsraten, c;,
(Eiszeit) beziehungsweise cijz (Warmzeit), beschrieben werden konnen. Sie konnen annehmen,
dass Hy, wahrend dieser gesamten 120.000 Jahre konstant war.

3.7a  Bestimmen Sie die Akkumulationsraten ¢;, und c;g. 0.8

3.7b Bestimmen Sie mithilfe der Daten in Abb. 3.2 die Temperaturianderung beim Ubergang von 0.2
' der Eiszeit zur Warmzeit. '

Meeresspiegelanstieg durch das Abschmelzen des gronlandischen Eisschilds

Ein vollstandiges Abschmelzen des gronlandischen Eisschilds wird einen Anstieg des
Meeresspiegels im Weltmeer verursachen. Als grobe Abschatzung dieses Meeresspiegelanstiegs
kann man einfach einen gleichmaBigen Anstieg im gesamten Weltmeer mit konstanter Flache

Ao = 3.61 x 10™* m? betrachten.

Berechnen Sie den mittleren globalen Meeresspiegelanstieg, der sich aus einem
3.8 vollstandigen Abschmelzen des gronlandischen Eisschilds ergeben wirde, wenn seine 0.6
gegenwirtige Fliche Ag = 1.71 x 102 m? und Sy, = 100 kPa gegeben sind.
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Der massereiche gronlandische Eisschild ubt eine Gravitationsanziehung auf den umgebenden
Ozean aus. Wenn der Eisschild schmilzt, entfallt diese lokale Anhebung des Meeresspiegels, und
der Meeresspiegel in der Nahe Gronlands sinkt. Dieser Effekt wirkt dem oben berechneten
Meeresspiegelanstieg teilweise entgegen.

Um die GroBe dieser Gravitationsanziehung auf das Wasser abzuschatzen, wird der gronlandische
Eisschild nun als Punktmasse auf Hohe des Untergrunds modelliert, deren Masse gleich der
Gesamtmasse des gronlandischen Eisschilds ist. Kopenhagen liegt entlang der Erdoberflache in
einer Entfernung von 3500 km vom Zentrum der Punktmasse. Die Erde ohne die Punktmasse kann
als kugelsymmetrisch betrachtet werden, mit einem globalen Ozean, der die gesamte
Erdoberflache mit der Flache Ag = 5.10 x 10 m? bedeckt. Alle Auswirkungen der Erdrotation
konnen vernachlassigt werden.

Bestimmen Sie im Rahmen dieses Modells die Differenz hcpa — hopp zwischen dem
3.9 Meeresspiegel in Kopenhagen (hgpy) und dem Meeresspiegel am Gronland diametral 1.8
gegenliberliegenden Punkt (hopp).

Datenblatt: Tabelle physikalischer GroBen

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Plancksches Wirkungsquantum geteilt durch 27

Gravitationskonstante
Fallbeschleunigung

Elementarladung

Elektrische Permittivitat des Vakuums
Elektronenmasse

Avogadro-Konstante
Boltzmann-Konstante

Steinmeteorit, spezifische Warmekapazitat
Steinmeteorit, Warmeleitfahigkeit
Steinmeteorit, Dichte

Steinmeteorit, Schmelztemperatur
Steinmeteorit, spezifische Schmelzwarme
Silber, molare Masse

Silber, Dichte

Silber, spezifische Warmekapazitat
Wasser, molare Masse

Wasser, Dichte

Wasser, spezifische Warmekapazitat
Wasser, spezifische Verdampfungswarme
Wasser, Siedetemperatur

Eis, Dichte von Gletschereis

Wasserdampf, spezifische Warmekapazitat
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c=2.998 x 108 ms™!
h=1.055x 1034 Js

G =6.67x10 Y m3kg s 2
g=9.82ms?
e=1.602x10"1°C

€ =8.854x 1072 C2J 1m!
me = 9.109 x 103! kg

Ny = 6.022 x 10% mol !

kg =1.381 x 102 JK!

com = 1.2 x 103 Jkg 1K1
Esn =2.0 Wm 1K1

psm = 3.3 x 103 kgm 3

Ton = 1.7 x 103 K

Lgm = 2.6 x 10° Jkg !

Mg = 1.079 x 10~ kgmol '
pag = 1.049 x 10* kgm 3

cag = 2.40 x 10 Jkg 'K!
M,, = 1.801 x 102 kgmol !
Pwa = 0.998 x 10% kgm 3

Cwa = 4.181 x 10° Jkg 'K !
Lya = 2.260 x 10% Jkg™?
Tio0 = 100°C = 373.15 K
pice = 0.917 x 10° kgm 3

ey = 2.080 x 103 Jkg 1 K-!
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Antworte

Erde, Masse
Erde, Radius
Sonne, Masse

Sonne, Radius

n

mg = 5.97 x 10** kg
Ry =6.38 x 10° m
ms = 1.99 x 10%° kg
Rs = 6.96 x 10® m

Mittlerer Abstand zwischen Sonne und Erde ag = 1.50 x 10" m

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

e 3.1:p(z, 2) = piceg[H(z) — 2], fur 0 < z < H(x).

dH
e 3.2a: 5}, = —piceng—, also|k = —p;ceg|auf der Halfte > 0.
7y

28 2S,L
e 3.2b:|H(z) = > (L — |z|)| mit Hy = L=y
Piced Piced
2
e 3.2c: |y = % : genauer gilt Vi, = §AHm.
c
e 3.3:|v,(z) = H—mm
c
e 3.4: ’UZ(Z) = —H—mZ b
e 3.5:(2(x) = Hmﬁ fur z; # 0. Fir x; = 0 verlauft die Bahn vertikal entlang z = 0.
%
H H
¢ 36:|7(2) = —In—2=|
c z
e 3.7a:|c;, = 0.123 m/year, cig = 0.175 m/year|

e 3.8:

Ahpean ~ 8.8 m|.

e 3.7b: |AT ~+10K |, eine Erwarmung um ungefahr 10 °C.

e 3.9:

hcpu — horp =~ 4.5 m/| wobei der Meeresspiegel in Kopenhagen hoher liegt.

L

Losung
3.1

Das hydrostatische Gleichgewicht in vertikaler Richtung ergibt

op B
az - plceg'

Bei Vernachlassigung des Luftdrucks ist der Druck an der Oberflache null:

plz, H(z)) = 0.

Die Integration von der Oberflache nach unten liefert daher
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p(ac, Z) - piceg[H(m) — Z] .
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3.2a

Betrachten Sie die rechte Halfte des Eisschilds, > 0. Die Druckkraft auf eine vertikale Seitenflache
der Hohe H(x) und der Breite Ay betragt

H(z) 1
Fa) =8y [ puegif(@) - 21z = 5 pucgH(e)* A,

Die Kraft auf die dem Zentrum zugewandte Seitenflache wirkt in Richtung zunehmender x, wahrend die
Kraft auf die der Kiiste zugewandte Seitenflache in Richtung abnehmender = wirkt. lhre Resultierende

ist
AF = %piceg [H(z)?> — H(z + Az)?] Ay.
In erster Ordnung in Az gilt
AF = —picegH (%)% AzAy.

Das Gleichgewicht zwischen dieser nach auBen gerichteten Kraft und der Reibung am Untergrund
SpAzAy liefert

dH

Sb = _picegHE 5 k= — Piced |

Auf dieser Halfte ist die Ableitung negativ, sodass wie gefordert Sy, > 0 ist. Auf beiden Halften gilt fir
die Betrage die entsprechende Beziehung Sy, = picegH |dH /dz|.

3.2b

Fur 0 < x < L lasst sich das obige Ergebnis schreiben als

d(H?*) = 28,

dz Piced
Mit der Randbedingung H (L) = 0 an der Kiste folgt
25
H(z)? = =22(L - z).
Piced

Spiegelung an der Eisscheide ergibt das vollstandige Profil:

H(z) = \/ 280 (I, [a)

L
A
8
A
h

Piced

2S5, L
Hy = b |
Piced

also H,, « L1/2, wenn die Reibung am Untergrund, die Dichte und die Fallbeschleunigung konstant

An der Eisscheide gilt

sind.
3.2¢c

Die Flache der Insel betragt

A= (2L)(5L) = 10L.
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Da das Profil unabhangig von y ist, betragt das Eisvolumen

L L T
Viee = 5L/ H(z)dz = IOLHm/ (/1 - da.
L 0 L

Mit u = x /L liefert das angegebene Integral

1
S 20 2
Vice = 10L2Hm/ V1—udu = ?L2Hm = gAHm )
0

Somit gilt
Viee ox L2312 = [5/2 « A5/4,
und
5
T4
3.3

Betrachten Sie im zentralen Bereich ein Kontrollvolumen zwischen der Eisscheide und einer Position
x > 0 mit der Breite Ay. Im stationaren Zustand muss die Akkumulation auf seiner Oberflache gleich
seinem horizontalen Abfluss sein.

Die pro Zeiteinheit akkumulierte Masse betragt
Min = Picece'BAy-

Aus Symmetriegriinden gibt es keinen horizontalen Fluss durch die Eisscheide. Da v, unabhangig von
der Hohe ist, betragt der Massenabfluss durch die Seitenflache bei x

mout = PiceVz (x)HmAy

Gleichsetzen ergibt

Derselbe vorzeichenbehaftete Ausdruck gilt fiir x < 0, wo der Fluss in Richtung negativer x erfolgt.
Dieses Ergebnis verwendet die Naherung H(z) ~ Hy, fir den zentralen Bereich.

3.4

Die Inkompressibilitat erfordert

dv,  dv, c

d2z dz = H,
Integration ergibt

c

v,(2) = ———2z+ C.

Durch den Untergrund findet kein Fluss statt, daher ist v,(0) = 0, woraus C' = 0 folgt. Somit gilt
[
v,(2) = ——2z|.
Z( ) Hm

Insbesondere gilt v,(Hm) = —c: Die Abwartsbewegung an der Oberflache gleicht die Zufuhr von

neuem Eis aus.
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3.5

Flr ein Teilchen mit x; 75 0 erflillt seine Bahnkurve die Beziehung
dz dz/dt v, = =z

dz dz/dt T v, oz
Durch Trennung der Variablen und Anwendung der Anfangsbedingung z(xz) = H, folgt
Z de T da’
/ A ‘/ ra
m Ti
also

lnHim = —1In

Das Teilchen bleibt auf seiner urspriinglichen Seite der Eisscheide; daher ist w/:/r:Z > 0, und es gilt

o) [ -]

XL

Z

Z;

Die Bahnkurve ist ein Ast einer gleichseitigen Hyperbel, entlang dessen sich das Teilchen nach auB3en
und nach unten bewegt. Gleichwertig gilt

z(t) = ziet/Hn, 2(t) = Hye /Hn,

Fir z; = 0 bleibt das Teilchen bei x = 0 und sinkt gemaB demselben Ausdruck fur z(t) vertikal ab.
Diese Bahnkurven gelten, solange das Teilchen im zentralen Bereich bleibt.

3.6

An der Eisscheide verschwindet die horizontale Geschwindigkeit. Das Alter ist die Zeit, die seit der
Ablagerung des Teilchens bei z = Hy, vergangen ist:

()_/Z dz’ Hm/z dz
)= i vz(z’)_ c Ju, z

m

Daher gilt

H, Hp,
T(Z) = Tlﬂ 7 .

An der Oberflache ist dieses Alter null, und es nimmt mit der Tiefe zu. In diesem idealisierten Modell
divergiert es fir z — 0, weil die vertikale Geschwindigkeit am Gletscherbett gegen null geht.

3.7a

Fir diesen Eiskern gilt H,, = 3060 m. Die gegenwartigen Hohen der beiden datierten Schichten liber
dem Gletscherbett betragen
z1 = 3060 — 1492 = 1568 m,
z2 = 3060 — 3040 = 20 m.
Die Ubergangsschicht hat nur die 11 700 Jahre des Eisflusses wahrend der Warmzeit durchlaufen.
Somit gilt
3060 cig(11 700 year)

In = ,
1568 3060 m

woraus folgt
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o 3060 In 3060
® 11700 " 1568

= 0.175 m/year|.

Fur die altere Schicht anderte sich die Akkumulationsrate wahrend ihres Absinkens. Bei konstantem
H,, qgilt

dlnz  ¢(t)

dt H,
Sie war dem Eisfluss wahrend der Eiszeit Uber einen Zeitraum von
120000 — 11700 = 108 300 years,

ausgesetzt, gefolgt von 11 700 Jahren Eisfluss wahrend der Warmzeit. Folglich gilt

3060  ¢ia(108 300 year) + cig(11 700 year)
"T20 T 3060 m '
Durch Subtraktion der Gleichung fiir die Ubergangsschicht entfallt der Beitrag der Warmzeit:

1568 ¢i2 (108 300 year)
"T20 T T 3060m

1

1

Damit ergibt sich

Cia = 3060 In 1568 _ 0.123 m/year|.
108 300 20

Die Kompression des alteren Eises wahrend der Warmzeit muss unbedingt berlicksichtigt werden.
3.7b
Abbildung 3.2(b) liefert reprasentative Isotopenwerte von ungefahr
520 ~ —42 %, 5,70 ~ —35 %o.
Der Ubergang entspricht somit einem Anstieg um etwa 7 %o.

Der annahernd lineare Verlauf in Abb. 3.2(a) hat im relevanten Temperaturbereich eine Steigung von
etwa

A(T0) 0.7 %o K *
AT ~ . 00 .

Daher gilt
7 %o

AT ~ ——MM—
0.7 %OK_l

~ 10 K.

Die Anderung ist eine Erwarmung:

Ty — Tia ~ +10K].

Die Genauigkeit ist durch das Ablesen aus den Diagrammen begrenzt.
3.8

Mithilfe der Inselgeometrie und des Hohenprofils lasst sich das gegenwartige Volumen im Modell
bestimmen. Da Ag = 10L? gilt, folgt
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Ae _ L 71 X 1012
10

=414 x 10°m

Die vom Modell vorhergesagte maximale Hohe betragt

- \/2SbL \/2(1.00 x 10°)(4.1352 x 10°)

=3.03 x 10°m

Piced (917)(9.82)
Mit Teil 3.2c folgt

2
Viee = §AGHm — 3.45 x 10" m?

Beim Schmelzen bleibt die Masse erhalten, sodass das entstehende Wasservolumen betragt:
Pice
Viater = —— Vice-
wa
Wird dieses Wasser gleichmaBig Uber die konstante Ozeanflache verteilt, ergibt sich
Vwater o Pice 2AGHm
AO Pwa 3140

Ahmean -

Numerisch ergibt sich

n 917 3.4548 x 10%° 870
mean — = O. m.
998 3.61 x 10

Somit gilt

Ahmean ~ 8.8 m|.

3.9

Die freie Oberflache eines ruhenden Ozeans ist eine Aquipotentialfliche. Daher vergleichen wir die
Gravitationspotentiale in Kopenhagen und am Gronland gegentiberliegenden Punkt.

Die Punktmasse, die den Eisschild reprasentiert, betragt

M = piceViee = (917)(3.4548 x 10"°) = 3.17 x 10" kg.
Sei R der Erdradius und h eine kleine Verschiebung der Meeresoberflache gegentiber einer
Referenzkugel. Der Beitrag der Erde zum Gravitationspotential pro Masseneinheit ist

Gmg - Gmg

R+h R
wobei h < R gilt. Die Eismasse liefert den Beitrag

(I)ice - _G_M7

d

wobei d der geradlinige Abstand zur Eismasse ist.

In erster Ordnung kann d auf der Referenzkugel berechnet werden: Anderungen um wenige Meter sind
gegenuber Entfernungen von Millionen Metern vernachlassigbar. Gleiche Potentiale an der Oberflache
erfordern daher

GM GM
= ghopp —

ghcpu —

dcpu dopp

Somit gilt

eulersolve.org/ipho/2013/ 38/39



GM 1 1
hcpa — hopp = — .
g \dcpu  dopp

Die angegebenen 3500 km sind eine Bogenlange s, sodass sich fiir den Mittelpunktswinkel und die
Sehnenlange ergibt:
s 0 s
0= — d = 2Rsin — = 2R sin —.
R’ ori 2 2R

Am gegenuberliegenden Punkt gilt
dopp = 2R.
Folglich gilt

GM 1
hepu — hopp = 29R [sin(S/@R)) ) 1} .

Aus der angegebenen Erdoberfliche folgt R = 1/ Ag/(47) ~ 6.37 x 10% m, in Ubereinstimmung mit
dem angegebenen Radius. Mit R = 6.38 x 10% m ergibt sich

6 = 0.5486, dopy = 3.456 x 10% m, dopp = 1.276 x 10" m.
Damit folgt

(6.67 x 10711)(3.168 x 10'®) 1 1
hcpa — hopp =

_ = 4.54 m.
9.82 3.456 x 10°  1.276 x 107)

Daher gilt

hcpa — hopp ~ 4.5 m/|.

Das positive Vorzeichen bedeutet, dass die Gravitationsanziehung Gronlands die Meeresoberflache im
Gleichgewicht bei Kopenhagen gegentliber der gegenliberliegenden Seite der Erde anhebt. Eine
gemeinsame Hohenverschiebung, die zur Erhaltung des Ozeanvolumens erforderlich ist, fallt aus dieser
Differenz heraus.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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