
国际物理奥林匹克

IPhO 2012
理论题与解答 · 爱沙尼亚塔尔图 · 3 道理论题及完整解答

eulersolve.org/ipho/2012/

题目 1：聚焦示意图

题目 T1. 聚焦示意图（13 分）

部分 A. 弹道运动（4.5 分）

一个以初速度  抛出的小球在均匀重力场中的 -  平面内运动，其中  轴水平，  轴竖直，方向

与自由落体加速度  相反。忽略空气阻力的影响。

i.（0.8 分） 从原点以固定初速度  抛出小球，通过调节抛射角，可以击中下列区域内的目标：

你可以直接使用这一结论，无须证明。求常数  和 。

ii.（1.2 分） 现在可以在地面  上自由选择抛射点，并根据需要调节抛射角。目标是以最小的初

速度  击中半径为  的球形建筑物的最高点（见图）。在击中目标之前，不允许小球在屋顶上发生

反弹。定性画出小球最优轨迹的形状（画在答题纸上指定的方框内）。注意，本问仅根据示意图评

分。

iii.（2.5 分） 要击中半径为  的球形建筑物的最高点，所需的最小抛射速度  是多少？
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巴黎拉维莱特公园的 La Géode 球幕影院。摄影：katchooo/flickr.com

部分 B. 机翼周围的气流（4 分）

以下信息可能对解答本部分有所帮助。对于管道内沿一条流线流动的液体或气体，若流速  远小于声

速，则有 。其中，  为密度，  为高度，  为自由落体加速度，  为流体

静压。流线定义为流体质点的运动轨迹（假定流动形态不随时间变化）。注意，  这一项称为动

压。

下图是在机翼参考系中观察到的飞机机翼截面及其周围气流的流线。假设 (a) 气流是纯二维的（即空

气的速度矢量均位于图示平面内）；(b) 流线形态与飞机速度无关；(c) 无风；(d) 动压远小于大气压

。

你可以使用直尺在答题纸的图中进行测量。

i.（0.8 分） 若飞机相对于地面的速度为 ，则  点（图中已标出）处空气相对于地面

的速率  是多少？

ii.（1.2 分） 在相对湿度较高时，当飞机的对地速度增大到超过某个临界值  后，机翼后方会形

成一股水滴流。水滴在某一点  开始出现。在答题纸的图中标出  点。定性说明你如何确定  的

位置（使用公式，并尽量少用文字）。
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iii.（2.0 分） 利用以下数据估算临界速度 ：空气的相对湿度为 ，空气的定压比热容为

；在未受扰动空气的温度  下，水的饱和蒸气压为

，在  下为 。根据所采用的近似，你可能还需要空气的

定容比热容 。注意，相对湿度定义为蒸气压与给定温度下饱和蒸气压的

比值。饱和蒸气压定义为蒸气与液体处于平衡时的蒸气压。

部分 C. 磁性吸管（4.5 分）

考虑一根由超导材料制成的圆柱形管。管长为 ，内半径为 ，且 。管的中心与原点重合，轴

线与  轴重合。

穿过管中央横截面 、  的磁通量为 。超导体是一种排斥任何磁场的材料（材料

内部的磁场为零）。

i.（0.8 分） 在答题纸指定的图中，画出通过管的轴截面上所标五个红点的五条磁感线。

ii.（1.2 分） 求管中部沿  轴方向的张力 （即管的两半部分  和  之间的相互作用

力）。

iii.（2.5 分） 考虑另一根与第一根相同且平行的管。

第二根管中的磁场与第一根管中的磁场大小相同、方向相反，其中心位于 、  处（使

两根管构成一个正方形的两条对边）。求两根管之间的磁相互作用力 。

题目译自官方英文原文。

vcrit r = 90%
cp = 1.00 × 103 J/kg ⋅ K Ta = 293 K
psa = 2.31 kPa Tb = 294 K psb = 2.46 kPa

cV = 0.717 × 103 J/kg ⋅ K

l r l ≫ r

z

z = 0 x2 + y2 < r2 Φ

z T z > 0 z < 0

y = l x = z = 0
F
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答案

A.i.

A.ii. 最优抛物线从地面向上延伸，与建筑物上部表面相切掠过，再略微上升，随后下降至最高

点。若从左侧接近，其方程为

A.iii.

B.i. ，方向大致与飞机的运动方向相同。

B.ii. 将  标在圆弧形前缘的正上方，即上侧流线最密集的位置：此处流速最大，温度最低。

B.iii. ，这里取最大局部流速约为飞机速度的两倍，并计入了水蒸气分压的变

化。忽略该分压变化时，结果约为 。

C.i. 在管腔内部画出近似平行于轴线的磁感线。四条不在轴线上的磁感线在管端外侧向外散

开，并绕过管外部返回，不进入超导管壁。中央轴线上的磁感线保持笔直。

C.ii. ，使两半部分相互吸引。

C.iii. 两根管相互吸引，作用力为

磁学部分的结果采用了细长管近似。

解答

A.i.

对于抛射角 ，从抛体运动方程中消去时间，得到

令 ，则

对于固定的 ，此二次式在下列条件下取得最大值：

代入可得包络线

z0 =
v2

0

2g
, k =

g

2v2
0
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z = 2R −
x

√3
−

4x2

3R
.

.vmin = 3√
gR

2
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Q
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T ≃
Φ2

2μ0πr2

.F ≃
Φ2

4πμ0l2
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1

√2
)

θ

z = x tan θ −
gx2

2v2
0 cos2 θ

.

u = tan θ

z = xu −
gx2

2v2
0

(1 + u2).

x ≠ 0

u =
v2

0

gx
.

zenv =
v2

0

2g
−

gx2

2v2
0

.
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在  处，包络线的高度也等于竖直上抛所能达到的最大高度。因此，

A.ii.

将建筑物的中心设在 ，则其顶点为 。选择左侧的一个抛射点；将轨迹关于  轴反射，可得

到一条同样好的轨迹。

所要求的示意图是一条开口向下的抛物线，具有以下特征：

1. 从建筑物左侧的地面出发，陡峭地上升。

2. 与左上方表面相切掠过，速度不因碰撞而发生改变。

3. 继续上升至最高点，该点位于建筑物顶点略偏左上方。

4. 随后下降至建筑物的最高点。

下文将推导各关键点的精确位置，列示如下：

关键点

抛射点

相切掠过点

轨迹最高点

目标点

A.iii.

设小球到达目标时的速率为 。由机械能守恒得

因此

所以，使抛射速度最小等价于使  最小。

将运动过程反向。现在从  处以速率  抛出一个物体。根据 A.i，所有这样的轨迹都位于下列包络

线下方：

从左侧接近目标的轨迹必须越过上表面

因此，包络线也必须不低于该表面。

定义

x = 0

, .z0 =
v2

0

2g
k =

g

2v2
0

(0,R) (0, 2R) z

x/R z/R

−
√3 + 3√11

8
≈ −1.460 0

−
√3

2
≈ −0.866

3

2

−
√3

8
≈ −0.217

33

16
= 2.0625

0 2

vt

1

2
mv2

0 =
1

2
mv2

t + mg(2R),

v2
0 = v2

t + 4gR.

vt

(0, 2R) vt

zenv(x) = 2R +
v2
t

2g
−

gx2

2v2
t

.

zs(x) = R + √R2 − x2, −R ≤ x ≤ 0.
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包络线与屋顶的高度差为

若 ，取  就会使此差值为负。此时不存在能够越过建筑物的轨迹。因此

等号成立时，包络线在  处接触屋顶，即

还必须证明，确实存在一条实际轨迹能够达到这一界限。将反向运动的抛体朝左、以高于水平线  的角

度抛出，在原坐标系中得到

这条抛物线经过目标点，并在上述点与球面相切。为验证它从不进入建筑物内部，令 。直

接代入可得

因此，相关的整段轨迹都在球体外部，并在到达目标之前与球面相切接触，无须反弹。

最后，

所以

由这条抛物线与地面的交点及其顶点，可得到 A.ii 中列出的关键点位置。

B.i.

用  表示机翼参考系中的空气速率。由于压强变化远小于大气压，首先将密度视为常量。

对于展向宽度为一个单位的细流管，连续性方程给出

其中，  为沿垂直于流动方向测量的相邻流线间距，  为上游未受扰动处的流线间距。因此

由所给图可见，  点附近的间距约为上游间距的  倍：

λ =
v2
t

gR
, c = √1 −

x2

R2
, 0 ≤ c ≤ 1.

zenv − zs

R
= 1 +

λ

2
−

1 − c2

2λ
− c

=
(c − λ)2 + 2λ − 1

2λ
.

0 < λ < 1/2 c = λ

v2
t ≥

gR

2
.

c = 1/2

(x, z) = (−
√3

2
R,

3

2
R).

30∘

.z(x) = 2R −
x

√3
−

4x2

3R

t = −x/R ≥ 0

x2 + (z − R)2 − R2

R2
=

16

9
t(t +

√3

2
)(t −

√3

2
)

2

≥ 0.

v2
min =

gR

2
+ 4gR =

9

2
gR,

.vmin = 3√
gR

2

u

u d = v0d∞,

d d∞

u = v0
d∞

d
.

P 1.25
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取机翼参考系中未受扰动的气流方向为向右。于是飞机相对于地面向左运动，因此速度变换为

 点处的流线近似水平。因此，

方向近似向左，与飞机的运动方向相同。

若保留局部流线的小倾角，则相应表达式为

B.ii.

忽略机翼各处的重力势能差。连续性方程和伯努利方程给出

对于近似绝热的流动，由滞止焓守恒得

因此

饱和蒸气压随温度降低而迅速下降，因此该处的相对湿度最先达到 1。

将  标在圆弧形前缘的正上方，即机翼上侧流线间距最小的区域。 产生的水滴随后被气流带向下游。

B.iii.

将空气视为理想气体，在凝结开始前经历近似绝热的可逆膨胀。其比气体常数为

设  处的温降为 。由所给饱和蒸气压数据得到局部斜率

采用线性外推，

凝结发生前，水蒸气的摩尔分数不变，因此其分压与总压强成正比：

理想气体的绝热关系给出

凝结开始时， 。因此，

uP ≈ 0.80v0 ≈ 80 m/s.

vP ,ground = uP − v0x̂.

P

,vP ≈ |80 − 100| = 20 m/s

vP = √u2
P + v2

0 − 2uPv0 cos θP .

u ∝
1

d
, p = p0 +

1

2
ρ(v2

0 − u2).

cpT +
u2

2
= cpTa +

v2
0

2
.

d 最小 ⟹ u 最大 ⟹ p,T 最低.

Q

Rair = cp − cV = 283 J kg−1 K−1.

Q ΔT = Ta − TQ > 0

s =
psb − psa

Tb − Ta

=
2460 − 2310

294 − 293
= 150 Pa/K.

ps(TQ) ≈ psa − sΔT .

pv,Q = rpsa
pQ

p0
.

pQ

p0
= (

TQ

Ta
)

cp/Rair

≈ 1 −
cp

RairTa
ΔT .

pv,Q = ps(TQ)

rpsa(1 −
cpΔT

RairTa

) = psa − sΔT ,
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由此得

代入数值得

因此，凝结开始时的温度约为 。

令

图中最窄的间距约为未受扰动处间距的一半，因此 。于是能量方程给出

从而，

相应的压强降幅约为 ，这与根据图形估算流速时将密度变化视为小量的做法相符。

一种更简单的近似是将水蒸气分压视为常量。由此得到

两种估算都表明临界速度为每秒几十米；计入压强修正后的估算值约为 。

C.i.

选择管内磁通量的方向为 ；将所有箭头反向即可得到相反的方向约定。

在远离管端的区域，管腔内的磁场近似均匀，并沿轴向。画出通过所标各点的五条近似笔直、彼此平行的

磁感线。

在管口处：

轴线两侧各有两条不在轴线上的磁感线，它们在上端之外向外呈扇形散开，绕过外部向下弯曲，再

从下端管口返回。

图形关于轴线以及中间平面均对称。

通过更靠近轴线的点的磁感线，在外部形成更大的回路。

没有磁感线穿过超导管壁；磁场与管壁表面相切。

对于轴线上的点，轴对称性要求磁感线是一条沿  轴的直线。它向两个方向延伸至无穷远，没有有限的端

点。其他磁感线上的箭头在管腔内部向上，在外部返回段向下。

C.ii.

将管腔截面积记为

ΔT =
(1 − r)psa

s − rpsacp/(RairTa)
.

ΔT =
0.10(2310)

150 −
0.90(2310)(1000)

283(293)

≈ 1.85 K.

291.2 K

α =
uQ

v0
≈

d∞

dQ
.

α ≈ 2

cpΔT =
1

2
(u2

Q − v2
crit) =

1

2
(α2 − 1)v2

crit.

.vcrit = √

2cpΔT

α2 − 1
≈ √

2(1000)(1.85)

4 − 1
≈ 35 m/s

2.2%

ΔT ≈
(1 − r)psa

s
= 1.54 K, vcrit ≈ 32 m/s.

35 m/s

+z

z

A = πr2.
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由于 ，中央区域的磁场近似均匀：

沿磁场方向的麦克斯韦应力为拉应力，其大小为

在管腔中央横截面上对该应力积分，得到两半部分之间的吸引力：

在长管极限下，外部微弱的返回磁场仅带来很小的修正。

也可以由磁场能量得到这一结果。在俘获磁通量和横截面积保持不变时，

增加管长需要做功 ，由此得到相同的张力。

C.iii.

在距离远大于管半径的地方，从一端流出的磁通所产生的磁场，可以视为一个等效磁极的磁场。其磁极强

度为

因为其径向磁场为

这些磁极是外部磁场的等效源，并不要求存在真实的磁单极子。两端的磁极符号相反。

相距  的两个此类等效磁极之间的作用力大小为

令

对于磁场方向反平行的两根管，必须计入全部四对管端之间的相互作用：

管端配对 间距 相互作用 指向另一根管的合力分量

上端—上端和下端—下端 吸引

上端—下端和下端—上端 排斥

对于每一对处于对角位置的管端，作用力大小为 ，其横向分量等于该大小乘以 。它们的

竖直分量相互抵消。

因此，

l ≫ r

B =
Φ

A
.

σ∥ =
B2

2μ0
.

T ≃
B2A

2μ0
= .

Φ2

2μ0πr2

U ≃
B2

2μ0
Al =

Φ2l

2μ0A
.

T dl = dU

qm =
Φ
μ0

,

B(s) =
μ0qm

4πs2
=

Φ

4πs2
.

s

μ0q
2
m

4πs2
=

Φ2

4πμ0s2
.

K =
Φ2

4πμ0
.

l
2K

l2

√2 l −
K

√2 l2

K/(2l2) cos 45∘
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该力为吸引力：第一根管所受力沿  方向，第二根管所受力沿  方向。

解答已与官方解答核对。

题目 2：开尔文滴水起电机

题目 T2. 开尔文滴水起电机（8 分）

以下有关表面张力的知识可能有助于解答本题。对于液体分子而言，与处于液体内部相比，处于液体

与空气的界面上在能量上更不利。这个界面可用所谓的表面能来描述： ，其中  是界面的表

面积，  是液体的表面张力系数。此外，液体表面的两个部分以大小为  的力相互拉引，其中

 是分隔这两个部分的直线的长度。

一根内径为  的长金属管竖直朝下。水从其下端的喷嘴缓慢滴落，如图所示。可以认为水是导电的；

其表面张力系数为 ，密度为 。一个半径为  的水滴悬挂在喷嘴下方。水滴的半径随时间缓慢增

大，直到水滴在重力加速度  的作用下脱离喷嘴。始终假设 。

部分 A. 单管（4 分）

i.（1.2 分） 求水滴即将脱离喷嘴时的半径 。

ii.（1.2 分） 相对于远处的周围环境，金属管的静电势为 。求水滴半径为  时所带的电荷量 。

iii.（1.6 分） 考虑保持  不变而缓慢增大  的情形。如果水滴内部的流体静压小于大气压，水滴就

会失稳并破碎。求发生这一现象时的临界电势 。

部分 B. 双管（4 分）

一种称为“开尔文滴水起电机”的装置由两根管子组成，每根都与部分 A 中描述的管子相同，两根管

子通过一个 T 形接头连接，如图所示。两根管子的末端分别位于两个圆柱形电极的中心（电极的高

度为 ，直径为 ，且 ）。两根管子的滴水速率均为每单位时间  滴。水滴从高度

 处落入喷嘴下方的导电碗中，导电碗与电极按图示交叉连接。两个电极通过一个电容为  的电容

器连接。由导电碗和电极组成的系统的净电荷为零。注意，顶部的储水容器如图所示接地。最先落下

的水滴会带有微量电荷，使两侧出现不平衡，并使电容器两端产生少量电荷分离。

.F ≃
Φ2

4πμ0l
2
(2 −

1

√2
)

+y −y

U = σS S

σ F = σl

l

d

σ ρ r

g d ≪ r

rmax

φ r Q

r φ

φmax

L D L ≫ D ≫ r n

H C
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i.（1.2 分） 当电容器的电荷量为  时，写出刚脱离管子的水滴所带电荷量的绝对值  的表达式。

用 （由部分 A-i 求得）表示 ，并忽略部分 A-iii 中描述的效应。

ii.（1.5 分） 将  近似为连续函数 ，并假设 ，求  随时间  的变化关系。

iii.（1.3 分） 部分 A-iii 中所述的效应会妨碍滴水起电机的工作。此外，水滴与其下方导电碗之间的

静电斥力也会使电极间可达到的电势差存在上限 。求 。

题目译自官方英文原文。

答案

这里，  为真空介电常数，  表示电容器任一极板上电荷量的大小。

A-i:

A-ii:

A-iii:

同一阈值也适用于负电势的绝对值。

B-i:

q Q0

rmax Q0

q q(t) q(0) = q0 q t

Umax Umax

ε0 q

.rmax = (

3σd

4ρg
)

1/3

.Q = 4πε0rφ

.φmax = 2√
σr

ε0

.Q0 =
2πε0rmax

C
q
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B-ii: 在连续近似下，忽略飞行延迟，有

B-iii: 静电斥力所导致的上限为

题目未给出任何参数的数值。

解答

部分 A-i

缓慢增大的水滴处于力学平衡状态，直到其重力超过表面张力所能提供的最大支撑力。

喷嘴的周长为 。当表面张力沿颈部周缘竖直作用时，其向上的力最大为

当  时，颈部的体积以及喷嘴小孔处压力所产生的力的修正均可忽略。将水滴近似为球形，其重力为

在脱离时，

因此

球形近似与这一结果相容：重力应力与毛细应力之比为

部分 A-ii

导电水滴与金属管具有相同的电势。忽略细管对水滴电场的扰动，水滴可视为一个导体球。

在带电荷量为  的球体外部，由高斯定律得

取远处周围环境的电势为零，

因此

水滴所带电荷的符号与  的符号相同。

.q(t) = q0 exp(
2πε0nrmax

C
t)

.Umax = rmax√
2ρgH

3ε0
= √

σdH

2ε0rmax

πd

Fσ = πdσ.

d ≪ r

mg =
4
3
πr3ρg.

4
3
πr3

maxρg = πdσ,

.rmax = (

3σd
4ρg

)

1/3

ρgr2
max

σ
=

3d

4rmax
≪ 1.

Q

E(s) =
Q

4πε0s2
.

φ = ∫

∞

r

E(s) ds =
Q

4πε0r
.

.Q = 4πε0rφ

φ
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部分 A-iii

表面张力产生向内的毛细压强。由给定的表面能，

增大表面积所需的压强为

电场产生向外的压强。对于导体，表面电荷密度为 ，而其他电荷在该表面电荷处产生的电场为 。

因此

利用部分 A-ii 的结果，

因此，由力学平衡得

根据题目规定的失稳判据，当内部压强等于大气压时达到阈值：

因此

等价地，相应的电荷量大小为

部分 B-i

记

与  相比，忽略杂散电容。由对称性以及净电荷为零，两个电极相对于地的电势为

由于 ，在不计小水滴的影响时，每个圆柱中心附近的电势近似等于该圆柱的电势。由于

，水滴自身对其表面电势的贡献近似等于一个孤立球的贡献。

水和管子均接地。因此，在左侧水滴尚未脱离时，

由此得

Wσ = 4πr2σ,

pσ =
dWσ

dV
=

8πrσ

4πr2
=

2σ
r

.

ε0E E/2

pe =
ε0E

2

2
.

E =
Q

4πε0r2
=

φ

r
.

pin − patm = pσ − pe =
2σ

r
−

ε0φ
2

2r2
.

2σ
r

=
ε0φ

2
max

2r2
.

.φmax = 2√
σr

ε0

Qcrit = 4πε0rφmax = 8π√ε0σr3.

R = rmax, U =
q

C
.

C

VL = +
U

2
, VR = −

U

2
.

L ≫ D

D ≫ R

0 = VL +
QL

4πε0R
.

QL = −2πε0RU .
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类似地，

水滴脱离时保留其电荷，因此电荷量的大小为

由于采用交叉连接，每个水滴都落入一个已带有与水滴同号电荷的导电碗中。因此，水滴的到达会加强电

荷分离。

部分 B-ii

采用连续近似，并忽略从水滴脱离到被收集之间的延迟。这一近似假设水滴飞行期间电压变化很小。

每根管子每单位时间产生  个水滴。电容器正极板以  的速率接收正电荷，负极板则以相同的速率接

收负电荷。因此，任一极板上电荷量的大小  满足

这里没有额外的因子 2：一对水滴使极板上的电荷量从  增加到 。

积分并代入条件 ，得

所以

特征增长时间为

忽略延迟的近似要求飞行时间远小于 。在水滴破碎或静电斥力显著妨碍水滴收集之前，指数增长规律适

用。

部分 B-iii

考虑在正电极内形成的水滴。它带有电荷 ，而收集它的导电碗与负电极连接。

认为下落期间  近似保持不变。装置产生的电势从喷嘴附近的  变化到导电碗处的 。因此，

水滴在外电场中的静电势能增加量为

这里使用的电势是装置产生的电势。水滴在尚未脱离时的总电势为零，其中也包含水滴自身电场的贡献。

在飞行过程中，水滴的电荷量和半径近似保持不变，因此其自能不影响平移过程中的功。

忽略空气阻力和初始动能，可利用的重力势能为

要使水滴仍能被收集，这一能量必须足以克服静电势能的增加：

QR = +2πε0RU .

.Q0 = 2πε0RU =
2πε0rmax

C
q

n nQ0

q

dq

dt
= nQ0 =

2πε0nR

C
q.

+q, −q +(q + Q0), −(q + Q0)

q(0) = q0

ln
q(t)

q0
=

2πε0nR

C
t,

.q(t) = q0 exp(
2πε0nrmax

C
t)

τ =
C

2πε0nrmax
.

τ

−Q0

U +U/2 −U/2

ΔWe = (−Q0)(−
U

2
−

U

2
) = Q0U .

mgH =
4

3
πR3ρgH.

mgH ≥ Q0U .
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在能量极限处，利用 ，得

因此

利用脱离条件 ，也可写成

对于半径为  的水滴，部分 A-iii 给出的另一项破碎阈值对应于

这为保持水滴完整的工作状态提供了一个额外限制。

解答已与官方解答核对。

题目 3：原恒星的形成

题目 T3. 原恒星的形成（9 分）

我们用如下模型描述恒星的形成。一个起初静止的稀薄星际气体球形云团，在自身引力作用下开始坍

缩。气体球的初始半径为 ，质量为 。周围环境（比云团中的气体稀薄得多）的温度和气体的初

始温度均为 ，且处处均匀。可将气体视为理想气体。气体的平均摩尔质量为 ，绝热指数为

。假设 ，其中  为气体常量，  为引力常量。

i.（0.8 分） 在坍缩过程的大部分时间内，气体的透明度很高，产生的任何热量都会立即辐射出去，

即气体球始终与周围环境保持热力学平衡。当半径减小到原来的一半，即  时，压强变为

原来的多少倍 ？假设气体密度始终均匀。

ii.（1 分） 估算半径从  缩小到  所需的时间 。忽略下落气体粒子所在位置处引力场

的变化。

iii.（2.5 分） 假设压强始终可以忽略，利用开普勒定律求气体球从  坍缩到远小于该值的半径所需

的时间 。

iv.（1.7 分） 当半径达到某个值  时，气体变得足够致密，以致热辐射无法透过。计算从半

径  坍缩到  的过程中辐射出去的热量 。

v.（1 分） 当半径小于  时，可以忽略辐射造成的热量损失。确定在  时气体球的温度  与

半径的关系。

vi.（2 分） 最终，压强对气体运动的影响不能再忽略，坍缩在  处停止（其中 ）。

不过，辐射损失仍可忽略，温度也尚未高到足以引发核聚变。这样的原恒星内部压强已不再均匀，但

仍可进行数值前因子不甚精确的粗略估算。估算最终半径  及相应的温度 。

Q0 = 2πε0RU

4

3
πR3ρgH = 2πε0RU 2

max.

.Umax = rmax√
2ρgH

3ε0

mg = πdσ

.Umax = √

σdH

2ε0rmax

rmax

Ubreak = 2φmax(rmax) = 4√
σrmax

ε0
.

r0 m

T0 μ

γ > 4
3 G

mμ

r0
≫ RT0 R G

r1 = 0.5r0

n

r0 r2 = 0.95r0 t2

r0

tr→0

r3 ≪ r0

r0 r3 Q

r3 r < r3 T

r = r4 r4 ≪ r3

r4 T4
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题目译自官方英文原文。

答案

i.

ii.

iii.

iv.

v.

vi. 在能量平衡中略去数值因子，可得估算结果

以及

下文将推导保留热容因子和近似引力结构因子的表达式。

解答

设气体的物质的量为  摩尔。其体积和理想气体压强满足

题给不等式表明，初始引力能的量级远大于热能的量级，因此在坍缩初期可以忽略压强。

i. 等温收缩过程中的压强增大

与周围环境保持热力学平衡使温度维持在 。因此

n = 8.

t2 ≃ √

0.10 r3
0

Gm
≃ 0.32√

r3
0

Gm
.

tr→0 =
π

2√2
√

r3
0

Gm
≃ 1.11√

r3
0

Gm
.

Q =
3mRT0

μ
ln(

r0

r3
).

T (r) = T0(
r3

r
)

3(γ−1)
.

r4 ∼ r3(
RT0r3

Gmμ
)

1/(3γ−4)

T4 ∼ T0(
Gmμ

RT0r3
)

3(γ−1)/(3γ−4)

.

N = m/μ

V =
4πr3

3
, pV = NRT .

T0
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于是，

ii. 半径最初减小百分之五所需的时间

由球壳定理，表面处的粒子最初受到的向内引力加速度为

按题目要求将此加速度视为常量，并利用初始静止条件，得

由于 ，

iii. 由开普勒定律求坍缩时间

表面处的粒子在其内部所包围质量  产生的引力场中运动：

将其径向下落看作偏心率极高的束缚开普勒轨道的极限情形。远心点距离为 ，而近心点距离趋于零，因

此半长轴趋于

由开普勒第三定律，轨道周期为

从远心点运动到近心点需要半个周期。因此，

对于初始密度均匀的云团，这也是内部每个球壳的坍缩时间。事实上，初始半径为  的球壳所包围的质

量为

所以其坍缩时间为

与  无关。这支持了密度均匀的同源坍缩近似。

p =
NRT0

V
∝ r−3.

n =
p1

p0
= (

r0

r1
)

3

= (

1

0.5
)

3

= .8

g0 =
Gm

r2
0

.

r0 − r2 =
1
2
g0t

2
2.

r0 − r2 = 0.05r0

t2 ≃ √

2(0.05r0)

Gm/r2
0

= √

0.10r3
0

Gm
.

m

r̈ = −
Gm

r2
.

r0

a =
r0

2
.

P = 2π√
a3

Gm
.

tr→0 =
P

2
= π√

(r0/2)3

Gm
=

π

2√2
√

r3
0

Gm
.

s0

M(s0) = m(
s0

r0
)

3

,

π

2√2
√

s3
0

GM(s0)
=

π

2√2
√

r3
0

Gm
,

s0
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iv. 透明阶段辐射出去的热量

理想气体的内能只取决于温度。由于 ，其内能保持不变。

取  表示气体向外放出的热量，则热力学第一定律为

因此，由 ，得

从  积分至 ，得

由于 ，

减少的引力势能并非全部辐射出去：在这一快速坍缩过程中，大部分引力势能转化为整体向内运动的动

能。这里计算的辐射热量对应于压缩功，若没有辐射，这部分功就会使气体内能增加。

v. 不透明阶段的温度

一旦辐射损失可以忽略，在本模型中压缩过程就是绝热的。对于理想气体，

将其与  联立，得

在这一阶段开始时，  且 。因此

从而

vi. 坍缩停止时的半径和温度

摩尔定容热容为

所以内能为

将最终的引力势能写成

其中  是量级为一的无量纲结构因子。对于均匀球体， ；实际的非均匀原恒星不一定恰好取这一

数值。

T = T0

δQout > 0

dU = −p dV − δQout.

dU = 0

δQout = −p dV = −NRT0
dV

V
.

V0 V3

Q = NRT0 ln(
V0

V3
).

V ∝ r3

Q =
3mRT0

μ
ln(

r0

r3
).

pV γ = 常量.

pV = NRT

TV γ−1 = 常量.

r = r3 T = T0

T (r)V (r)γ−1 = T0V
γ−1

3 ,

T (r) = T0(
V3

V (r)
)

γ−1

= T0(
r3

r
)

3(γ−1)
.

CV =
R

γ − 1
,

U =
mRT

μ(γ − 1)
.

W4 = −α
Gm2

r4
,

α α = 3/5

eulersolve.org/ipho/2012/ 18 / 19



当整体收缩停止时，整体运动的动能近似为零。由能量守恒，得

右端与  相比很小。初始引力能与之相比的比值量级为 。辐射能量相对于  就已经

很小，因为

因此，在题目要求的精度下，

即

等价地，

将其与绝热温度关系联立，

得

因此，保留这些因子，可得

以及

取  就给出一种具体的粗略估算；略去数值因子则得到答案中的标度关系式。

最后，

由于 ，收缩过程中内能的增长速度快于引力能绝对值的增长速度。这使坍缩能够停止。此外，

因此，估算结果满足  和 ，与假设一致。

解答已与官方解答核对。

U4 + W4 = U0 + W0 − Q.

Gm2/r4 r4/r0 Gm2/r3

Q

Gm2/r3
= 3

RT0r0

Gmμ

r3

r0
ln(

r0

r3
) ≪ 1.

U4 ≃ |W4|,

mRT4

μ(γ − 1)
≃ α

Gm2

r4
.

T4 ≃
α(γ − 1)Gmμ

Rr4
.

T0(
r3

r4
)

3(γ−1)

≃
α(γ − 1)Gmμ

Rr4
,

(

r3

r4
)

3γ−4

≃
α(γ − 1)Gmμ

RT0r3
.

r4 ≃ r3[
RT0r3

α(γ − 1)Gmμ
]

1/(3γ−4)

T4 ≃ T0[
α(γ − 1)Gmμ

RT0r3
]

3(γ−1)/(3γ−4)

.

α = 3/5

U ∝ r−3(γ−1), |W | ∝ r−1.

γ > 4/3

Gmμ

RT0r3
≫ 1,

r4 ≪ r3 T4 ≫ T0
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