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Problema 1: Enfasis en los esquemas

[
Problema T1. Enfasis en los esquemas (13 puntos)

Parte A. Balistica (4.5 puntos)

Una pelota, lanzada con una rapidez inicial vy, se mueve en un campo gravitatorio homogéneo en
el plano -z, donde el eje x es horizontal y el eje z es vertical y antiparalelo a la aceleracion de
caida libre g. Desprecie el efecto de la resistencia del aire.

i. (0.8 puntos) Ajustando el angulo de lanzamiento de una pelota lanzada desde el origen con una
rapidez inicial fija vg, se pueden alcanzar blancos dentro de la regién dada por

z < zy — ka?.
Puede utilizar este hecho sin demostrarlo. Halle las constantes z; y k.

ii. (1.2 puntos) Ahora se puede elegir libremente el punto de lanzamiento al nivel del suelo z = 0,
y el dngulo de lanzamiento se puede ajustar segln sea necesario. El objetivo es alcanzar el punto
mas alto de un edificio esférico de radio R (véase la figura) con la minima rapidez inicial vg. No se
permite rebotar en el tejado antes de alcanzar el blanco. Esboce cualitativamente la forma de la
trayectoria éptima de la pelota (utilice el recuadro destinado a ello en la hoja de respuestas).
Tenga en cuenta que solo se puntuara el esquema.

iii. (2.5 puntos) ;Cual es la rapidez minima de lanzamiento vy Necesaria para alcanzar el punto
mas alto de un edificio esférico de radio R?
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La Géode, Parc de la Villette, Paris. Foto: katchooo/flickr.com
Parte B. Flujo de aire alrededor de un ala (4 puntos)

Para esta parte del problema, la siguiente informacién puede resultar util. Para un flujo de liquido o
gas en un tubo a lo largo de una linea de corriente, p + pgh + %p’u2 = const., suponiendo que la
velocidad v es mucho menor que la velocidad del sonido. Aqui p es la densidad, h es la altura, g es
la aceleracion de caida libre y p es la presion hidrostatica. Las lineas de corriente se definen como
las trayectorias de las particulas del fluido (suponiendo que el flujo es estacionario). Tenga en
cuenta que el término %pv2 se denomina presion dindmica.

En la figura que se muestra a continuacion se representa una seccion transversal del ala de un
avion junto con las lineas de corriente del flujo de aire alrededor del ala, vistas en el sistema de
referencia del ala. Suponga que (a) el flujo de aire es puramente bidimensional (es decir, que los
vectores velocidad del aire estdn en el plano de la figura); (b) el patron de lineas de corriente es
independiente de la rapidez del avidn; (c) no hay viento; (d) la presion dindmica es mucho menor
que la presién atmosférica, py = 1.0 x 10° Pa.

Puede utilizar una regla para tomar medidas en la figura de la hoja de respuestas.

i. (0.8 puntos) Si la rapidez del avién respecto al suelo es vgp = 100 m/s, ;cudl es la rapidez del
aire, vp, en el punto P (marcado en la figura) respecto al suelo?
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ii. (1.2 puntos) En condiciones de humedad relativa elevada, cuando la rapidez del avion respecto
al suelo supera un valor critico verit, se forma una corriente de gotas de agua detras del ala. Las
gotas aparecen en un cierto punto Q. Marque el punto @) en la figura de la hoja de respuestas.
Explique cualitativamente (utilizando formulas y la menor cantidad de texto posible) cémo ha
determinado la posicion de Q).

iii. (2.0 puntos) Estime la rapidez critica vt utilizando los siguientes datos: la humedad relativa
del aire es 7 = 90%), la capacidad calorifica especifica del aire a presion constante es

¢, = 1.00 x 103 J/kg - K, la presion de vapor de agua saturado es p,, = 2.31kPaala
temperatura del aire no perturbado T, = 293K y py, = 2.46 kPa a T}, = 294 K. Segun las
aproximaciones que utilice, también puede necesitar la capacidad calorifica especifica del aire a
volumen constante cyy = 0.717 x 103 J/kg - K. Tenga en cuenta que la humedad relativa se
define como el cociente entre la presion de vapor y la presion de vapor saturado a la temperatura
dada. La presién de vapor saturado se define como la presién de vapor a la que el vapor esté en
equilibrio con el liquido.

Parte C. Pajitas magnéticas (4.5 puntos)

Considere un tubo cilindrico hecho de un material superconductor. La longitud del tubo es [ y su
radio interior es r, con [ > r. El centro del tubo coincide con el origen y su eje coincide con el eje
Z.

superconducting|cylidrical wall
1 15 vertical cross-sectionjfor drawing fieldlines

A
|
-
Ly

Hay un flujo magnético P a través de la seccion transversal central del tubo, z = 0, z? + y2 < rl

Un superconductor es un material que expulsa cualquier campo magnético (el campo es nulo
dentro del material).

i. (0.8 puntos) En el diagrama destinado a ello en la hoja de respuestas, dibuje cinco lineas de
campo magnético que pasen por los cinco puntos rojos marcados en la seccién axial del tubo.

ii. (1.2 puntos) Halle la fuerza de tensién 1" a lo largo del eje z en la mitad del tubo (es decir, la
fuerza con la que las dos mitades del tubo, z > 0y z < 0, interacttan entre si).

iii. (2.5 puntos) Considere otro tubo, idéntico al primero y paralelo a él.
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El segundo tubo tiene el mismo campo magnético, pero en sentido opuesto, y su centro esta
situadoeny = [, = z = 0 (de modo que los tubos forman lados opuestos de un cuadrado).
Determine la fuerza de interaccion magnética F' entre los dos tubos.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

2
v
Chiz= B po O
2 2v;
e A.ii. La pardbola éptima asciende desde el suelo, roza tangencialmente la parte superior del
edificio, asciende un poco mas y luego desciende hasta el punto mas alto. Si se aproxima

desde la izquierda, su ecuacion es

T 412
z=2R— — — —

J3 38R’

9B
4

e B.i. [lvp ~ 20 m/s , aproximadamente en la direccién y el sentido del movimiento del avion.

o Aiii. [V = 3

e B.ii. Sitle () inmediatamente por encima del borde de ataque redondeado, donde las lineas
de corriente de la parte superior estan mas juntas: alli la rapidez es maxima y la temperatura
minima.

e B.iii. | vy ~ 35m/s|, utilizando una rapidez local méxima de aproximadamente el doble de

la rapidez del avidn e incluyendo la variacion de la presion parcial del vapor. Si se desprecia
esa variacion de presion, se obtiene aproximadamente 32 m/s.

e C.i. Dibuje lineas axiales casi paralelas en el interior hueco del tubo. Las cuatro lineas
situadas fuera del eje se abren mas alla de los extremos y regresan por el exterior, sin
penetrar en la pared superconductora. La linea axial central permanece recta.

.. P2
e C.ii.|T ~ ——— | que atrae las dos mitades entre si.
27T
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e C.iii. Los tubos se atraen con una fuerza

i @ 2 !
N 47T/,L0l2 \/5 '

Los resultados magnéticos utilizan la aproximacion de un tubo largo y estrecho.

L

Solucion
A.i.
Para un angulo de lanzamiento 6, al eliminar el tiempo de las ecuaciones del movimiento del proyectil se

obtiene
2

T
z=xtanf — 29—
2vg cos? 6
Escribiendo u = tan 6,
2
x
z=1zUu— 9—2(1 + u?).
2v;

Para un valor fijo de x = 0, esta expresion cuadratica alcanza su maximo cuando
2

Yo
U= —.
qr
Al sustituir se obtiene la envolvente
2 2
P Yy gT
env — 5 T S o °
29 20}
En z = 0, su altura es también la altura maxima de un lanzamiento vertical. Por tanto,
2
z0 = U—O k= —g
= , = .
29 20(2)

A.ii.
Situemos el centro del edificio en (0, R), de modo que su punto mas alto sea (0, 2R). Elijamos un

punto de lanzamiento a la izquierda; la reflexién respecto al eje z proporciona una trayectoria
igualmente valida.

El esquema solicitado es una parabola abierta hacia abajo con estas caracteristicas:

1. Parte del suelo a la izquierda del edificio y asciende con una gran pendiente.

2. Roza tangencialmente la superficie superior izquierda, sin que se produzca un cambio de
velocidad debido a un impacto.

3. Continua ascendiendo hasta un vértice situado ligeramente por encima y a la izquierda del punto
mas alto del edificio.

4. Después desciende hasta el punto mas alto.

Los puntos caracteristicos exactos, que se deducen a continuacién, son:
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Punto caracteristico z/R z/R

Lanzamiento —w ~ —1.460 0
Punto de contacto tangencial _ﬁ ~ —0.866 %
2

- V3 33
Vértice o~ — = 2.0625

I 3 0.217 16
Blanco 0 2

A.iii.

Sea v, la rapidez de la pelota al alcanzar el blanco. La conservacion de la energia mecanica da

1 1
Emvg = Emvf + mg(2R),

por lo que
vs = v? + 4gR.
Asi, minimizar la rapidez de lanzamiento equivale a minimizar v;.

Invirtamos el movimiento. Ahora lanzamos un proyectil desde (O, 2R) con rapidez v;. Segun A.i, toda
trayectoria de este tipo queda por debajo de la envolvente

'U2 $2
zenv(m) =2R+ i - g?
t

Una trayectoria que se aproxima al blanco desde la izquierda debe pasar por encima de la superficie
superior

zs(m):R+\/R2—x2, —R<z<0.
En consecuencia, la envolvente también debe pasar por encima de esa superficie.
Definamos
2 2
vy T
A:g—R, C = 1—F, OSCS].
La diferencia entre la envolvente y el tejado es
Zenv — Zs +)\ 1-—c?
R 2 2\
(e=XA)P4+2x-1
B 2\ ’

Si0< A< 1/2, al elegir ¢ = A\ esta diferencia resulta negativa. En ese caso, ninguna trayectoria
puede salvar el edificio. Por tanto,

2
’UtZT.

Cuando se alcanza la igualdad, la envolvente toca el tejado en ¢ = 1/2, es decir, en

(z,2) = <—£R, iR)

2 2
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También debemos demostrar que una trayectoria real alcanza esta cota. Al lanzar el proyectil con el
movimiento invertido 30° por encima de la horizontal hacia la izquierda, se obtiene, en las coordenadas

originales,
x 42
z(x) =2R — — — —|.
V3 3R
Esta pardbola pasa por el blanco y es tangente a la esfera en el punto anterior. Para comprobar que
nunca penetra en el edificio, hagamos t = —z /R > 0. La sustitucion directa da
—\ 2
m2+(z—R)2—R2_16t t+\/§ , V3 -0
R? 9 2 2 -

Asi, toda la trayectoria pertinente queda fuera de la esfera, con un contacto tangencial antes de llegar
al blanco. No se necesita ningun rebote.

Finalmente,
2 gR 9
=27 L 4gr= 2gR
vmm 2 + g 2 g )
y, por tanto,
R
VUmin = 3 gT .

La interseccion de esta parabola con el suelo y su vértice proporcionan los puntos caracteristicos
indicados en A.ii.
B.i.

Sea u la rapidez del aire en el sistema de referencia del ala. Como las variaciones de presién son
pequefias en comparacién con la presién atmosférica, primero consideramos que la densidad es
constante.

Para un tubo de corriente estrecho de anchura unidad en la direccion de la envergadura, la ecuacion de
continuidad da
ud = vodeo,

donde d es la separacién entre lineas de corriente adyacentes, medida perpendicularmente al flujo, y
dso €s su separacion aguas arriba, donde el flujo no esta perturbado. Asi,

deo
U= vg——.

d

Segun la figura proporcionada, la separacion cerca de P es aproximadamente 1.25 veces la separacion
aguas arriba:

up ~ 0.80v9 ~ 80m/s.

Tomemos el flujo no perturbado en el sistema de referencia del ala dirigido hacia la derecha. El avion se
mueve entonces hacia la izquierda respecto al suelo, por lo que la transformacién de velocidades es

VP,ground = WP — V0.

Las lineas de corriente en P son casi horizontales. Por tanto,
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vp ~ |80 — 100| = 20 m/s),

aproximadamente hacia la izquierda, en la direccion y el sentido del movimiento del avidn.

Si se tiene en cuenta la pequeia inclinacion local, la expresion correspondiente es

vp = \/u% + v% — 2upvgcosbp.
B.ii.
Despreciemos las diferencias de potencial gravitatorio entre los puntos del ala. La ecuacion de

continuidad y la ecuacién de Bernoulli dan

1 1 9 9
U XX —, = + —plvg —u”).
y p=po+ 5p(vy —u)

Para un flujo aproximadamente adiabatico, la conservacion de la entalpia de remanso da
2 2
U vj
CpT—l—?:CpTa—f—?.

Por tanto,
d minima —- wmaxima —=— p,T minimas.
La presién de vapor saturado disminuye rapidamente al disminuir la temperatura, por lo que la humedad

relativa alcanza la unidad primero en ese lugar.

Situe () justo por encima del borde de ataque redondeado, en la region de separacion minima
entre lineas de corriente en la parte superior del ala. Las gotas que aparecen son transportadas
después aguas abajo.

B.iii.
Modelamos el aire como un gas ideal que experimenta una expansion aproximadamente adiabatica 'y
reversible antes de que comience la condensacién. Su constante especifica de los gases es

Ry =c,—cy=283Jkg 'K

Sea AT =T, — Tg > 0 el enfriamiento en Q. Los datos proporcionados de presién de saturacion dan

la pendiente local
— 2460 — 231
g Do “ P 246072310 000 g
T, — T, 294 — 293

Utilizando una extrapolacion lineal,

ps(Tg) =~ psq — sAT.

Antes de la condensacidn, la fraccion molar del vapor de agua permanece invariable, de modo que su
presién parcial varia proporcionalmente a la presién total:

b
DPv,Q = TPsa _Q .
Do

La relacion adiabética para un gas ideal da

T Cp/Rair
Do Ta RairTa

Al comenzar la condensacion, p,.o = ps(1qQ). Por tanto,
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cpyAT
TPsa 1-— R—T = Psa — SAT,

de donde se obtiene

1—
AT = — 1ZTPa
s — TPsaCp/(RairTa)
Numéricamente,
0.10(2310
AT = ( ) ~ 1.85 K.
0.90(2310)(1000)
150 —
283(293)
Asi, la condensacion comienza aproximadamente a 291.2 K.
Sea
o=t G
N Vo - dQ '

La separaciéon mas estrecha del dibujo es aproximadamente la mitad de la separacién en el flujo no
perturbado, lo que da o &~ 2. La ecuacion de la energia da entonces

1 1
CPAT = 5(“’2} - vgrit) = 5(042 - l)vzrit'

En consecuencia,

2c,AT [ 2(1000)(1.85)

~ ~ 35 )
o —1 41 m/s

Verit =

La disminucion de presion correspondiente es de aproximadamente un 2.2%, lo que es coherente con
considerar pequefias las variaciones de densidad para la estimacion grafica de la velocidad.

Una aproximacién mas sencilla mantiene constante la presion parcial del vapor. Se obtiene

1 - sa
AT ~ % = 1.54K, Verit & 32m/s.

Ambas estimaciones sitlan el umbral en unas pocas decenas de metros por segundo; la estimacién
corregida por la variacion de presion es de aproximadamente 35 m/s.

C.i.

Elijamos el sentido del flujo como +z dentro del tubo; invertir todas las flechas da la convencién
opuesta.

Lejos de los extremos, el campo en el interior hueco del tubo es casi uniforme y axial. Dibuje cinco
lineas casi rectas y paralelas que pasen por los puntos marcados.

En las aberturas:

e Las dos lineas situadas fuera del eje a cada lado se abren hacia fuera mas alla del extremo
superior, se curvan hacia abajo por el exterior y regresan por la abertura inferior.

e El patrén es simétrico respecto al eje y respecto al plano medio.

e Las lineas que pasan mas cerca del eje forman bucles exteriores mas grandes.

¢ Ninguna linea atraviesa la pared superconductora; el campo es tangente a sus superficies.
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Para el punto situado en el eje, la simetria axial exige una linea recta a lo largo del eje z. Esta se
extiende hasta el infinito en ambos sentidos; no tiene ningun extremo finito. Las flechas de las demas
lineas apuntan hacia arriba en el interior hueco del tubo y hacia abajo a lo largo de sus tramos de
retorno por el exterior.

C.ii.
Escribamos el drea de la seccién interior como
A =7
Como !l > r, el campo central es aproximadamente uniforme:
P
B=—.
A
El esfuerzo de Maxwell a lo largo de un campo magnético es de traccién, con magnitud
B2
Ko

Al integrar este esfuerzo sobre la seccion interior central se obtiene la atraccién entre las mitades:

B%A o2
240 2po7r?

El débil campo exterior de retorno produce una pequeia correccién en el limite de un tubo largo.

El resultado también se deduce de la energia magnética. Para un flujo atrapado y una seccion
transversal fijos,
B? d2?]
U~ —Al = .
210 2u0A

Aumentar la longitud del tubo requiere un trabajo T'dl = dU, lo que da la misma tension.

C.iii.
A distancias grandes en comparacién con el radio del tubo, el flujo que emerge de un extremo se
comporta como el campo de un polo magnético efectivo. Su intensidad es

P
dm = —,
Ho
porque su campo radial es
Hoqm ®
B(s) = = .
() 4782 4782

Estas son fuentes equivalentes del campo exterior; no se requieren monopolos magnéticos reales. Los
dos extremos tienen signos opuestos.

La fuerza entre dos de estos polos efectivos separados por una distancia s tiene una magnitud

pody, _
4ms? Ampos?

Definamos
@2
Ampg
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Para los tubos antiparalelos, hay que incluir las cuatro interacciones entre extremos:

., ., Componente combinada hacia el otro
Pares de extremos Separacion Interaccidn

tubo
Superior—superior e inferior— . 2K
o [  Atraccion —
inferior 12
Superior—inferior e inferior— — » K
. V21 Repulsién ——
superior V212

Para cada par diagonal, la magnitud de la fuerza es K/(2l2), y su componente transversal es esta
magnitud multiplicada por cos 45°. Sus componentes verticales se anulan.

Por tanto,

2
Fo—2 (21|
Ayl V2

La fuerza es atractiva: actua en el sentido +¥y sobre el primer tubo y en el sentido —y sobre el segundo.

La solucién se comprobd con la solucion oficial.

Problema 2: Gotero de Kelvin

[
Problema T2. Gotero de Kelvin (8 puntos)

Los siguientes hechos sobre la tension superficial pueden resultar Utiles para este problema. Para
las moléculas de un liquido, las posiciones en la interfaz liquido-aire son menos favorables que las
posiciones en el seno del liquido. Esta interfaz se describe mediante la denominada energia
superficial, U = oS, donde S es el 4rea de la interfaz y o es el coeficiente de tension superficial
del liquido. Ademas, dos porciones de la superficie del liquido se atraen entre si con una fuerza

F = ol, donde [ es la longitud de una linea recta que separa ambas porciones.

¥
L

Un tubo metdlico largo de diametro interior d apunta verticalmente hacia abajo. De una boquilla
situada en su extremo inferior gotea agua lentamente; véase la figura. El agua puede considerarse
conductora de la electricidad; su tensidn superficial es o y su densidad es p. Una gota de radio r
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cuelga de la boquilla. El radio aumenta lentamente con el tiempo hasta que la gota se desprende
de la boquilla debido a la aceleracion de caida libre g. Supdngase siempre que d < .

Parte A. Un solo tubo (4 puntos)
i. (1.2 puntos) Halle el radio rmax de una gota justo antes de que se desprenda de la boquilla.

ii. (1.2 puntos) El potencial electrostatico del tubo con respecto al entorno lejano es . Halle la
carga () de una gota cuando su radio es .

iii. (1.6 puntos) Considere la situacion en la que r se mantiene constante y ¢p aumenta
lentamente. La gota se vuelve inestable y se fragmenta si la presién hidrostdtica en su interior se
hace menor que la presion atmosférica. Halle el potencial critico ¢, al que esto sucede.

Parte B. Dos tubos (4 puntos)

Un aparato denominado «gotero de Kelvin» consta de dos tubos, cada uno idéntico al descrito en
la Parte A, conectados mediante una union en T; véase la figura. Los extremos de ambos tubos se
encuentran en los centros de dos electrodos cilindricos (de altura L y diametro D, con

L > D > r). En ambos tubos, la frecuencia de goteo es de n gotas por unidad de tiempo. Las
gotas caen desde una altura H a unos recipientes conductores situados debajo de las boquillas y
conectados de forma cruzada a los electrodos, como se muestra en el esquema. Los electrodos
estan conectados mediante una capacidad C. La carga neta del sistema de recipientes y
electrodos es nula. Obsérvese que el depdsito de agua superior estd conectado a tierra, como se
muestra. La primera gota que caiga tendra una pequefia carga microscopica que causara un
desequilibrio entre los dos lados y una pequefia separacién de cargas entre las placas del
condensador.

cylindrical TQ
.

electrode

i. (1.2 puntos) Exprese el valor absoluto de la carga () de las gotas al desprenderse de los
tubos, en el instante en que la carga del condensador es q. Exprese () en funcion de 7., (de la
Parte A-i) y desprecie el efecto descrito en la Parte A-iii.

ii. (1.5 puntos) Halle la dependencia de g con el tiempo ¢, aproximandola mediante una funcién
continua ¢(t) y suponiendo que ¢(0) = go.
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iii. (1.3 puntos) El funcionamiento del gotero puede verse dificultado por el efecto descrito en la
Parte A-iii. Ademas, la repulsion electrostatica entre una gota y el recipiente situado debajo de ella
establece un limite Unmax para la diferencia de potencial que puede alcanzarse entre los
electrodos. Halle Upax.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Aqui €¢ es la permitividad del vacio, y g denota el médulo de la carga de cualquiera de las placas
del condensador.

e A-i:
30d\ /3
T
o A-ii
Q = 4megre|.
e A-iii:
or
Pmax = 2 e |

El mismo umbral se aplica al valor absoluto de un potencial negativo.

e B-i:

27r€0rmax

C

e B-ii: En la aproximacion continua con un tiempo de vuelo despreciable,

2megnr
q(t) = qo eXp(% t) :

Qo =

e B-iii: El limite debido a la repulsion electrostatica es

U = o 2pgH _ ocdH .
3¢ 2€0" max

No se proporcionan valores numéricos de los pardmetros.

.
Solucion
Parte A-i

La gota, que crece lentamente, se encuentra en equilibrio mecanico hasta que su peso supera la fuerza
maxima de sustentacion debida a la tensidn superficial.
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La circunferencia de la boquilla es d. Cuando la tension superficial actta verticalmente alrededor del
cuello, su fuerza maxima hacia arriba es

F, = ndo.
El volumen del cuello y la correccién debida a la fuerza de presidn en la pequefia abertura de la boquilla
son despreciables para d < r. Aproximando la gota por una esfera, su peso es

4 3
mg = gﬂ"r‘ pg.

En el momento del desprendimiento,

Py ﬂ-r?naxpg = mdo,

3

30d\ */?
Tmax = (_> .
4pg

La aproximacion esférica es coherente con este resultado: el cociente entre los esfuerzos gravitatorios

de donde

y los capilares es

PITrmax  3d

= < 1.
o 47 max

Parte A-ii

La gota conductora y el tubo tienen el mismo potencial. Despreciando la perturbacién que el tubo
delgado produce en el campo eléctrico de la gota, esta se comporta como una esfera conductora.

Fuera de una esfera con carga @, la ley de Gauss da

Q

B(s) = 4egs?

Tomando como nulo el potencial del entorno lejano,

= Q
= E(s)ds = ——.
? /T () ds 4dmeor

Por tanto,

Q = 4meorep|.

El signo de la carga de la gota es el signo de .

Parte A-iii

La tension superficial produce una presién capilar hacia dentro. A partir de la energia superficial dada,
W, = 4nrio,

la presion necesaria para aumentar el drea superficial es

dW,  8mro 20

Po= "0 = Tz~ 7

El campo eléctrico produce una presién hacia fuera. En un conductor, la densidad superficial de carga

es €9 F, y el campo que actla sobre esa carga debido a las demas cargas es E/2. Asi,
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€0E2
5

De =
Utilizando la Parte A-ii,

p._9@ _ 9
4meor? T
En consecuencia, el equilibrio mecénico da

20 o’
Pin — Patm = Po — Pe = - 5
r 2r

Segun el criterio de inestabilidad especificado, el umbral se alcanza cuando la presion interna es igual a

la presion atmosférica:

2
20 o €0¥Pmax

r 212

Por tanto,

or
Pmax = 24/ —1|
€0

De forma equivalente, el mddulo de la carga correspondiente es

Qarit = ATEQTPmax = 8T/ €003

Parte B-i

Escribamos
R — rmax, U —_ = .

Despreciamos las capacidades parasitas frente a C.. Por simetria y al ser nula la carga neta, los
potenciales de los dos electrodos con respecto a tierra son

U U
Vi = +— Ve = ——.
L 5 R 5

Como L > D, el potencial cerca del centro de cada cilindro, antes de tener en cuenta la pequefia gota,
es aproximadamente el potencial del cilindro. Como D > R, la contribucién de la propia gota al
potencial de su superficie es aproximadamente la de una esfera aislada.

El agua y los tubos estan conectados a tierra. Asi, mientras la gota izquierda permanece unida al tubo,

0=VL+ %.
Se deduce que

Q1 = —27eoRU.
Analogamente,

Qr = +27eoRU.

La carga se conserva al desprenderse la gota, por lo que su médulo es

2TTE )T max

Qo =2meqRU = —%
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Debido a las conexiones cruzadas, cada gota cae en un recipiente que ya tiene carga del mismo signo
que ella. Por tanto, su llegada refuerza la separacién de cargas.

Parte B-ii

Utilicemos la aproximacion continua y despreciemos el retraso entre el desprendimiento y la recogida
de la gota. Esto supone que la tension varia poco durante el vuelo de una gota.

Cada tubo produce n gotas por unidad de tiempo. La placa positiva del condensador recibe carga
positiva a un ritmo n@)y, mientras que la placa negativa recibe carga negativa al mismo ritmo. Por tanto,
el médulo g de la carga de cualquiera de las placas satisface

dg 2meonR

E_nQOZTq'

No hay ningun factor dos adicional: un par de gotas hace que las cargas de las placas pasen de +q, —q
a+(g+ Qo), —(g+ Qo).
Integrando e imponiendo g(0) = qo,

In q(t) _ 2megnR :

qo C

de modo que

2TEGNT max
q(t) = qo eXp(% t) :

El tiempo caracteristico de crecimiento es
C
T= —m— .
2MEQNT max
La aproximacion de retraso despreciable requiere que el tiempo de vuelo sea pequefio frente a 7. El

crecimiento exponencial es valido antes de que la fragmentacidn o la repulsion electrostatica dificulten
significativamente la recogida de las gotas.

Parte B-iii

Consideremos la gota formada dentro del electrodo positivo. Tiene carga —(Q, y el recipiente que la
recoge estd conectado al electrodo negativo.

Tratemos U como aproximadamente constante durante la caida. El potencial producido por el aparato
cambia de +U/2 cerca de la boquilla a —U/2 en el recipiente. Por tanto, el aumento de la energia
potencial electrostatica externa de la gota es

u U

AW, = (—Qo) (—7 - ?> = QoU.

El potencial utilizado aqui es el producido por el aparato. El potencial total nulo de la gota mientras
permanece unida al tubo incluye también su propio campo. Durante el vuelo, su carga y su radio
permanecen aproximadamente constantes, por lo que su energia propia no contribuye al trabajo de
traslacion.

Despreciando la resistencia del aire y la energia cinética inicial, la energia gravitatoria disponible es

4
mgH = §7TR3ng.
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Para que la recogida siga siendo posible, esta energia debe ser suficiente para superar el aumento de
energia electrostatica:

mgH > QoU.

En el limite energético, utilizando @y = 27e RU,

4 5 2

3 TR°pgH = 2meqgRU
Asi,

2pgH
Umax - rmax
30

Utilizando la condicién de desprendimiento mg = mwdo, esto también puede escribirse como

odH

Umax = {| — |
max 26_01"‘11184X

El umbral independiente de fragmentacién de la Parte A-iii, evaluado para una gota de radio 7,
corresponde a

aor max

Ubreak - 2(Pmax(rmax) - 4\/
€0

Esto impone una restriccion adicional al funcionamiento con gotas intactas.

La solucién se comprobd con la solucién oficial.

Problema 3: Formacion de una protoestrella

[

Problema T3. Formacion de una protoestrella (9 puntos)

Modelemos la formacidon de una estrella del siguiente modo. Una nube esférica de gas interestelar
tenue, inicialmente en reposo, comienza a colapsar debido a su propia gravedad. El radio inicial de
la esfera es 7y y su masa es m. La temperatura del entorno (mucho mas tenue que el gas) y la
temperatura inicial del gas son uniformemente iguales a 1. Puede suponerse que el gas es ideal.
La masa molar media del gas es p y su indice adiabatico es v > %. Suponga que G":—f > RT,,

donde R es la constante de los gases y (G es la constante de gravitacidn universal.

i. (0.8 puntos) Durante gran parte del colapso, el gas es tan transparente que cualquier calor
generado se emite inmediatamente por radiacion, es decir, la esfera permanece en equilibrio
termodinamico con su entorno. ¢Por qué factor n aumenta la presidon cuando el radio se reduce a
la mitad, hasta r;{ = 0.57,? Suponga que la densidad del gas permanece uniforme.

ii. (1 punto) Estime el tiempo t5 necesario para que el radio disminuya de ry a 79 = 0.957.
Desprecie la variacion del campo gravitatorio en la posicion de una particula de gas en caida.

iii. (2.5 puntos) Suponiendo que la presion sigue siendo despreciable, halle el tiempo £,_,
necesario para que la esfera colapse desde r( hasta un radio mucho menor, utilizando las leyes de
Kepler.
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iv. (1.7 puntos) Al alcanzar cierto radio r3 << 7, el gas se vuelve lo suficientemente denso como
para ser opaco a la radiacion térmica. Calcule la cantidad de calor () emitida por radiacién durante
el colapso desde el radio g hasta r3.

v. (1 punto) Para radios menores que 73, puede despreciar la pérdida de calor por radiacion.
Determine como depende la temperatura 1" de la esfera de su radio para r < r3.

vi. (2 puntos) Finalmente, ya no podemos despreciar el efecto de la presidn sobre la dindmica del
gas y el colapso se detiene en r = r4 (con r4 < 73). Sin embargo, la pérdida por radiacion sigue
siendo despreciable y la temperatura aln no es lo suficientemente alta como para iniciar la fusién
nuclear. La presion de esta protoestrella ya no es uniforme, pero todavia pueden hacerse
estimaciones aproximadas con prefactores numéricos poco precisos. Estime el radio final 7, y la
temperatura correspondiente 1.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas
° |.
n = 8.
e ii.
/0.1073 r
to ¥ A ——— ~0.32¢4) ——.
2 Gm \/Gm
e iii
3 3
s T‘O 0
trg = ——1A\| =— ~ 1114/ —
-0 2v/2 Y Gm Gm
o jv.
T
Q= —3mR Oln<r—0>
H T3
* V.
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e vi. Omitiendo los factores numéricos en el balance de energia, las estimaciones son

RTyrs 1/(3y-4)
ramrs Gmu

Mas adelante se deduce una expresion que conserva el factor de capacidad calorifica y un
factor aproximado de estructura gravitatoria.

\

Solucion

Sea N = m/,u la cantidad de gas en moles. Su volumen y su presion de gas ideal son

473

3 I

La desigualdad dada significa que la escala inicial de energia gravitatoria supera ampliamente la escala

V=

pV = NRT.

de energia térmica, lo que justifica despreciar la presion durante la fase inicial del colapso.
i. Aumento de presion durante la contraccion isotérmica

El equilibrio termodinamico con el entorno mantiene la temperatura en T. Asi,

_ NRT,
p——V xr “.

Por consiguiente,
D1 o\’ 1)’
T <r_1> - (ﬁ) -t

ii. Tiempo necesario para la primera disminucion del cinco por ciento del radio

n

Por el teorema de las capas esféricas, una particula en la superficie experimenta inicialmente una
aceleracion gravitatoria dirigida hacia el centro,
Gm

90 = —5
To

Manteniendo constante esta aceleracion, como se indica, y utilizando la condicién inicial de reposo,

1 2
o — T2 = Egot2.

Como ry — ro = 0.057,

2(0.05ro) [ 0.107§
Gm/r? Gm

iii. Tiempo de colapso a partir de las leyes de Kepler

Una particula de la superficie se mueve bajo la accion del campo gravitatorio de la masa encerrada m:
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Consideremos su caida radial como el limite de una érbita kepleriana ligada muy excéntrica. El
apocentro es r(, mientras que el pericentro tiende a cero, por lo que el semieje mayor tiende a
o

a=—.
2

La tercera ley de Kepler da el periodo orbital

a3
P=2 —_— .
71-\/Gm

El recorrido del apocentro al pericentro dura medio periodo. Por tanto,

P (ro/2)° |7
trso= 5 = = :
2 Gm 2v/2 V Gm

Para una nube inicialmente uniforme, este es también el tiempo de colapso de cada capa interior. En

efecto, una capa situada inicialmente en el radio sg encierra
s 3
0
M(SO) =m <_) ’
7o

de modo que su tiempo de colapso es

3 \/ 3
0 _m "o
GM(so) 9242\ Gm’

independientemente de sg. Esto respalda la aproximacion de un colapso uniforme y homodlogo.

iv. Calor emitido por radiacion durante la etapa transparente

La energia interna de un gas ideal depende Unicamente de la temperatura. Como T' = T{, su energia
interna permanece constante.
Tomando 0Q),; > 0 para el calor que sale del gas, el primer principio de la termodinamica se escribe
dU = —pdV — 0Q yut-
Asi, condU = 0,
dVv
Integrando desde V) hasta V3,
Ve
Q = NRT, ln<—0).
V3

Como V « 73,

0~ 3mRT01n<Q>_
p r3

La disminucién de la energia potencial gravitatoria no se emite integramente por radiacién: durante
este rapido colapso, la mayor parte se convierte en energia cinética de movimiento coherente hacia el
centro. El calor emitido por radiacidon que se calcula aqui es el trabajo de compresidon que, de otro
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modo, aumentaria la energia interna del gas.
v. Temperatura durante la etapa opaca

Una vez que las pérdidas por radiacion se vuelven despreciables, la compresién es adiabdtica dentro
del modelo. Para un gas ideal,

pV"7 = constante.
Combinando esto con pV = N RT, se obtiene
TV ! = constante.
Al comienzo de esta etapa, r = r3y T’ = Ty. Por ello,
T(r)V(r)" " =ToV5

y, por tanto,

ro-n(5g) —m(E)"

vi. Radio y temperatura al detenerse el colapso

La capacidad calorifica molar es

R
Cy = —,
v—1
de modo que la energia interna es
mRT
U= ——.
p(y—1)
Escribamos la energia potencial gravitatoria final como
Gm?
Wi =—a ,
T4

donde a es un factor de estructura adimensional de orden unidad. Una esfera uniforme tiene o« = 3/5;
la protoestrella real, no uniforme, no tiene por qué presentar precisamente este valor.

Cuando se detiene la contraccion global, la energia cinética de su movimiento global es
aproximadamente cero. La conservacién de la energia da

U+ Wy =Uyg+ Wy — Q.

El miembro derecho es pequeiio en comparacion con sz/m. La energia gravitatoria inicial es menor
por un factor de orden r4/r0. La energia emitida por radiacion ya es pequefia en comparacion con

Q _ 3R T—31n(2> < 1.
Gm?/r3 Gmp T3

Gm?/r3, puesto que

Asi, con la precision solicitada,
U4 ~ |W4‘,
0 bien

mRT), Gm?
~ .
p(y —1) T4
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De forma equivalente,

a(y —1)Gmu
Rry '
Combinando esto con la ley adiabatica de la temperatura,

(3 07U a(y = 1)Gmp
0 T4 o R’I”4 ’

T4 ~

se obtiene

rs 7 a(y—1)Gmy
T4 B RT07’3 '

Por tanto, conservando estos factores,

RT,rs 1/(3v—4)
e la(v - 1)Gmu]

a(,y _ l)Gm,u,} 3(v=1)/(37—4)

T, ~ T
4 0 l RT()T‘?,

Tomar a = 3/5 proporciona una estimacién aproximada concreta; omitir los factores numéricos da las
expresiones de escala de Respuestas.

Finalmente,
U o r 3071, W| o<t
Como vy > 4/3, la energia interna crece durante la contraccién mas rapidamente que el valor absoluto
de la energia gravitatoria. Esto permite que el colapso se detenga. Adema3s,
Gmu
RTOT3

por lo que las estimaciones danry << r3y Ty > T), de acuerdo con las hipdtesis.

> 1,

La solucién se comprobd con la solucién oficial.
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