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题目 1：三体问题与 LISA

图 1 三个物体的共面轨道。

1.1 两个质量分别为  和  的物体在引力作用下，绕其共同质心分别沿半径为  和  的圆轨道运

动。用  和万有引力常量  表示连接  与  的连线的角速度 。

[1.5 分]

1.2 将质量为无穷小量  的第三个物体置于绕同一质心的共面圆轨道上，使  相对于  和  均保

持静止，如图 1 所示。假设这一无穷小质量的物体与  和  不共线。用  和  表示下列各量：

[3.5 分]

1.2.1  到  的距离。

1.2.2  到  的距离。

1.2.3  到质心的距离。

1.3 考虑  的情形。如果现在给  一个小的径向扰动（沿  方向），那么  在未受扰动位

置附近振荡的角频率是多少？用  表示。假设  的角动量守恒。
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[3.2 分]

激光干涉空间天线（LISA）由三艘相同的航天器组成，用于探测低频引力波。三艘航天器分别位于一

个等边三角形的三个顶点，如图 2 和图 3 所示。三角形的边（或称“臂”）长约为 5.0 百万千米。

LISA 星座沿类似地球轨道的轨道绕太阳运行，落后地球 。每艘航天器各自沿略有倾斜的轨道绕

太阳运动。整体看来，三艘航天器似乎绕其共同中心每年转动一周。

它们不断地相互发射和接收激光信号。总体而言，它们利用干涉测量方法测量臂长的微小变化，从而

探测引力波。邻近星系中黑洞等大质量天体的碰撞就是引力波源的一个例子。

图 2 LISA 轨道示意图。三艘航天器绕其质心转动，周期为 1 年。初始时，它们落后地球 （图片

引自 D.A. Shaddock，《激光干涉空间天线概述》，澳大利亚天文学会出版物，2009 年，26 卷，

第 128–132 页。）。

图 3 落后于地球的三艘航天器的放大图。A、B 和 C 是位于等边三角形三个顶点的三艘航天器。

1.4 在包含这三艘航天器的平面内，一艘航天器相对于另一艘的速率是多少？

[1.8 分]

题目译自官方英文原文。
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答案

1.1

1.2.1

1.2.2

1.2.3

1.3，利用题目规定的角动量守恒条件：

1.4，取臂长  和转动周期 ：

解答

1.1

两个物体之间的距离为 。由于  是它们的质心，

引力为每个物体提供向心加速度：

分别除以各自的质量，再将两式相加，得到

因此，

1.2.1 和 1.2.2

由于  是无穷小量，它不影响  和  的运动。为了相对于它们保持静止，它必须以角速度  绕  转

动。

ω0 = √

G(M + m)

(R + r)3

dμM = R + r

dμm = R + r

dμO = √R2 + Rr + r2

ωosc =
√7

2
ω0

L = 5.0 × 109 m T = 1 year

vrel =
2πL

T
≃ 1.0 × 103 m s−1 = 1.0 km s−1

d = R + r O

MR = mr.

Mω2
0R =

GMm

d2
, mω2

0r =
GMm

d2
.

ω2
0(R + r) =

G(M + m)

d2
.

.ω0 = √

G(M + m)

(R + r)3

μ M m ω0 O
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在某一选定时刻，取

其中 。将它到两个物体的距离记为

它的加速度为 。因此，根据牛顿运动定律，约去试验物体的质量  后，有

由于 ，第二个方程给出

从第一个方程中减去此式的  倍，得到

利用 ，可得 。因此，

与第 1.1 问比较，可得 ，从而

因此，三个物体位于一个等边三角形的三个顶点。

1.2.3

连接两个有限质量物体的线段，其中点的坐标为

边长为  的等边三角形，其第三个顶点到该中点的垂直距离为 。因此，  的两个可能

位置为

它到  的距离满足

于是，

1.3

当  时，由质心条件可得 。因此，  未受扰动时的轨道半径为

O = (0, 0), M = (−R, 0), m = (r, 0), μ = (x, y),

y ≠ 0

a = √(x + R)2 + y2, b = √(x − r)2 + y2.

−ω2
0(x, y) μ

ω2
0x =

GM(x + R)

a3
+

Gm(x − r)

b3
,

ω2
0y =

GMy

a3
+

Gmy

b3
.

y ≠ 0

ω2
0 =

GM

a3
+

Gm

b3
.

x

0 =
GMR

a3
−

Gmr

b3
.

MR = mr a = b

ω2
0 =

G(M + m)

a3
.

a = R + r

, .1.2.1: dμM = R + r 1.2.2: dμm = R + r

xmid =
r − R

2
.

R + r √3(R + r)/2 μ

x =
r − R

2
, y = ±

√3

2
(R + r).

O

d2
μO = x2 + y2 =

(r − R)2 + 3(R + r)2

4
= R2 + Rr + r2.

.dμO = √R2 + Rr + r2

M = m R = r μ

ρ0 = √3R,
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而第 1.1 问给出

在连接这两个等质量物体的线段的垂直平分线上，距  为  的点到每个物体的距离均为 。两

个物体产生的引力的横向分量相互抵消，因此径向向内的加速度为

这就确定了径向力的线性近似：由镜像对称性可知，相对于垂直平分线的小角度偏离只会在二阶引起径向

分量的变化。

利用题目规定的角动量守恒条件。单位质量的角动量为

径向运动方程

变为

令

并仅保留关于  的线性项。第一项展开为

对于向内的引力加速度，

由于 ，

因此

平衡态对应的各项相互抵消，剩下

这就是简谐振子的运动方程，因此

ω2
0 =

GM

4R3
.

O ρ √R2 + ρ2

g(ρ) =
2GMρ

(R2 + ρ2)3/2
.

h = ρ2θ̇ = ρ2
0ω0.

ρ̈ − ρθ̇2 = −g(ρ),

ρ̈ =
h2

ρ3
−

2GMρ

(R2 + ρ2)3/2
.

ρ = ρ0 + ξ, |ξ| ≪ ρ0,

ξ

h2

ρ3
= ρ0ω

2
0 − 3ω2

0ξ + O(ξ2).

g′(ρ) =
2GM

(R2 + ρ2)3/2
(1 −

3ρ2

R2 + ρ2
).

ρ2
0 = 3R2

g′(ρ0) = ω2
0 (1 −

9

4
) = −

5

4
ω2

0.

g(ρ) = ρ0ω
2
0 −

5

4
ω2

0ξ + O(ξ2).

ξ̈ = (−3 +
5

4
)ω2

0ξ = −
7

4
ω2

0ξ.

.ωosc =
√7

2
ω0
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这一结果使用了题目所规定的角动量守恒的径向近似。对于在两个转动物体产生的引力场中的不受限制的

运动，关于  的角动量一般并不守恒。

1.4

将该星座视为边长恒为  的等边三角形，在其平面内转动，角速度为

设  和  为两艘航天器相对于三角形中心的位置矢量。它们的速度为

其中  为中心的共同平移速度。

两式相减，消去这一共同运动：

两艘航天器之间的位移矢量位于三角形平面内，大小为 ，因此它垂直于 。于是

取

可得

保留两位有效数字，

相对速度垂直于连接两艘航天器的臂，这与该理想化运动中臂长保持不变相一致。

解答已与官方解答核对。

题目 2：带电肥皂泡

一个球形肥皂泡的内部空气密度为 ，温度为 ，半径为 ，其周围空气的密度为 ，大气压强

为 ，温度为 。肥皂膜的表面张力系数为 ，密度为 ，厚度为 。肥皂膜的质量和表面张力系

数不随温度变化。假设 。

使肥皂液与空气之间的界面面积增加  所需的能量增量  为 ，其中  为膜的表面张

力系数。

2.1 求比值 ，用 、  和  表示。[1.7 分]

2.2 利用 、  和 ，求  的数

值。[0.4 分]

2.3 肥皂泡刚形成时，内部空气较暖。求使肥皂泡能够悬浮在静止空气中的  的最小数值。取

、 、 、  和 。[2.0

分]

O

L

Ω =
2π

T
.

rA rB

vA = V + Ω × rA, vB = V + Ω × rB,

V

vB − vA = Ω × (rB − rA).

L Ω

vrel = ΩL =
2πL

T
.

L = 5.0 × 106 km = 5.0 × 109 m, T ≃ 365 × 24 × 3600 s,

vrel ≃ 996 m s−1.

.vrel ≃ 1.0 × 103 m s−1 = 1.0 km s−1

ρi Ti R0 ρa
Pa Ta γ ρs t

R0 ≫ t

dA dE dE = γ dA γ

ρiTi

ρaTa

γ Pa R0

γ = 0.0250 N m−1 R0 = 1.00 cm Pa = 1.013 × 105 N m−2 ρiTi

ρaTa
− 1

Ti

Ta = 300 K ρs = 1000 kg m−3 ρa = 1.30 kg m−3 t = 100 nm g = 9.80 m s−2
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肥皂泡形成一段时间后，将与周围环境达到热平衡。此时，静止空气中的肥皂泡自然会向地面下落。

2.4 求使达到热平衡的肥皂泡不下落所需的上升气流（向上流动的空气）的最小速度 。用 、

、 、  和空气的黏度系数  表示答案。可以假设速度足够小，因而斯托克斯定律适用，并忽略温

度降至热平衡温度时半径的变化。斯托克斯定律给出的阻力为 。[1.6 分]

2.5 取 ，计算  的数值。[0.4 分]

上述计算表明，含表面张力系数  的项对结果精度的提高很小。在以下所有问题中，均可忽略表面张

力项。

2.6 若现在使这个球形肥皂泡均匀带电，总电荷量为 ，求描述其新半径  的方程，用 

和真空介电常数  表示。[2.0 分]

2.7 假设总电荷量不太大（即 ），且肥皂泡的半径仅有微小增加，求 ，其中

。

已知当  时， 。[0.7 分]

2.8 为使肥皂泡在静止空气中静止悬浮，电荷量  的大小应为多少？用  表示。

并计算  的数值。真空介电常数 。[1.2 分]

题目译自官方英文原文。

答案

2.1

2.2

2.3

2.4，忽略微小的表面张力修正：

2.5

u ρs

R0 g t η

F = 6πηR0u

η = 1.8 × 10−5 kg m−1 s−1 u

γ

q R1 R0,Pa, q

ε0

q2

ε0R
4
0

≪ Pa ΔR

R1 = R0 + ΔR

x ≪ 1 (1 + x)n ≈ 1 + nx

q t, ρa, ρs, ε0,R0,Pa

q ε0 = 8.85 × 10−12 farad/m

.
ρiTi

ρaTa

= 1 +
4γ

PaR0

.
ρiTi

ρaTa

− 1 = 9.87 × 10−5

.Ti,min = Ta

1 +
4γ

PaR0

1 −
3ρst

ρaR0

= 307 K

.umin ≃
2ρsR0tg

3η

.umin ≃ 0.36 m s−1
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2.6

2.7

2.8，采用微小膨胀近似：

不对膨胀作线性化处理时，薄膜近似下的结果为

解答

将空气视为理想气体，且肥皂泡内外空气的成分相同。在薄膜近似下，肥皂泡的体积和肥皂膜的质量为

膜有两个肥皂液与空气之间的界面，但其质量仅为一个球壳的质量。

2.1

两个界面都对表面能有贡献。忽略两者半径的微小差异，

对于微小的向外位移 ，力学平衡要求

由于

内部的附加压强为

理想气体关系式  中，内外空气的比气体常数相同，因此

2.2

取 ，

, R1 ≥ R0.R4
1 − R3

0R1 −
q2

32π2ε0Pa

= 0

.ΔR ≃
q2

96π2ε0PaR
3
0

.|q| ≃ √

96π2ε0PaρstR
3
0

ρa
= 2.56 × 10−7 C

.|q| = √

96π2ε0PaρstR
3
0

ρa
(1 +

3ρst

ρaR0
)

1/6

= 2.57 × 10−7 C

V =
4

3
πR3, ms ≃ 4πR2tρs.

Es = 2γ(4πR2) = 8πγR2.

dR

(Pi − Pa) dV = dEs.

dV = 4πR2 dR, dEs = 16πγRdR,

Pi − Pa =
4γ

R0
.

P = ρRairT

.
ρiTi

ρaTa
=

Pi

Pa
= 1 +

4γ

PaR0

R0 = 1.00 × 10−2 m

Pi − Pa =
4(0.0250)

1.00 × 10−2
= 10.0 Pa.

eulersolve.org/ipho/2011/ 8 / 17



因此

2.3

向上的浮力等于所排开周围空气的重力：

在恰能悬浮的最低温度下，浮力恰好与内部空气和肥皂膜的总重力平衡：

因此，

代入数值得

所以中性浮力条件要求

利用第 2.1 问的结果，

于是，

即

温度更高时，内部空气的密度更低，因而合力向上。

2.4

达到热平衡时， 。由第 2.1 问可得

对于静止的肥皂泡，向上的斯托克斯阻力必须与其重力减去浮力之差平衡：

因此，保留表面张力项时，

.
ρiTi

ρaTa
− 1 =

10.0

1.013 × 105
= 9.87 × 10−5

FB = ρaV0g, V0 =
4

3
πR3

0.

ρaV0g = ρiV0g + 4πR2
0tρsg.

ρi = ρa −
3ρst

R0
.

3ρst

R0
=

3(1000)(1.00 × 10−7)

1.00 × 10−2
= 0.0300 kg m−3,

ρi = 1.27 kg m−3.

Ti,min =
ρaTa

ρi
(1 +

4γ

PaR0
) = Ta

1 +
4γ

PaR0

1 −
3ρst

ρaR0

.

Ti,min = 300
1 + 9.8717 × 10−5

1 − 0.0300/1.30
= 307.117 K,

.Ti,min = 307 K

Ti = Ta

ρi − ρa = ρa
4γ

PaR0
.

6πηR0umin = 4πR2
0tρsg +

4

3
πR3

0(ρi − ρa)g.

umin =
2ρsR0tg

3η
+

8ρaγR0g

9ηPa

.
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第二项与第一项之比为

因此，表面张力使所需速度仅改变约 。忽略这一修正，便得到用题目所要求的参数表示的表达式：

这里使用了题目规定的斯托克斯阻力定律，并按题意忽略了冷却过程中的半径变化。

2.5

代入给定数值，

因此，

计入表面张力后得到 ，保留两位有效数字时，答案相同。

2.6

现在按题意忽略表面张力。充电前，肥皂泡的温度为 ，内部压强为 。泡内空气的质量守恒，最终状

态的温度也为 。因此，由理想气体定律可得

均匀带电球壳的电场为

内部电场为零。其静电能为

在电荷量固定时，半径增大会使这一能量降低。相应的向外电压力为

力学平衡要求

当  时，

两边乘以 ，得到

4ρaγ

3Paρst
= 4.28 × 10−3.

0.43%

.umin ≃
2ρsR0tg

3η

umin ≃
2(1000)(1.00 × 10−2)(1.00 × 10−7)(9.80)

3(1.8 × 10−5)
= 0.362963 m s−1.

.umin ≃ 0.36 m s−1

0.364516 m s−1

Ta Pa

Ta

PiV1 = PaV0, Pi = Pa

R3
0

R3
1

.

E(r) =
q

4πε0r2
(r > R),

Ue =
ε0

2
∫

∞

R

E(r)2 4πr2 dr =
q2

8πε0R
.

pe = −
dUe

dV
= −

dUe/dR

4πR2
=

q2

32π2ε0R4
.

Pi + pe = Pa.

R = R1

Pa

R3
0

R3
1

+
q2

32π2ε0R
4
1

= Pa.

R4
1/Pa

.R4
1 − R3

0R1 −
q2

32π2ε0Pa

= 0
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当电荷量非零时，物理解满足 。

2.7

令

第 2.6 问中的方程变为

保留到一阶，

因此

从而

2.8

充电使排开的空气体积增大，而肥皂泡的总质量保持不变。

充电前，内部空气的密度等于 ，因为此时忽略表面张力，且其压强和温度均等于周围空气的相应值。因

此，内部空气的质量为

保持不变的肥皂膜质量为

这里  是初始厚度；膜在膨胀过程中变薄。

充电后的中性浮力条件要求

因此

即

对于微小膨胀，

所以所需的半径增量为

R1 > R0

x =
ΔR

R0
≪ 1, R1 = R0(1 + x).

R4
0[(1 + x)4 − (1 + x)] =

q2

32π2ε0Pa

.

(1 + x)4 − (1 + x) ≃ (1 + 4x) − (1 + x) = 3x.

3R4
0x =

q2

32π2ε0Pa

,

.ΔR ≃
q2

96π2ε0PaR
3
0

ρa

mi = ρaV0.

ms = 4πR2
0tρs.

t

ρaV1g = (ρaV0 + ms)g.

ρa
4

3
π(R3

1 − R3
0) = 4πR2

0tρs,

R3
1 − R3

0 =
3ρstR

2
0

ρa
.

R3
1 − R3

0 ≃ 3R2
0ΔR,

ΔR ≃
ρst

ρa
.
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代入数值得

将此增量与第 2.7 问的结果相等，得到

因此

代入数值得

所以

也可以不对膨胀作线性化处理来求得结果。由中性浮力条件可得

将其与第 2.6 问的结果结合，

因此，未作展开的薄膜近似结果为

无论电荷为正还是为负，产生的膨胀都相同，因为电压力取决于 。

解答已与官方解答核对。

ΔR ≃
1000(1.00 × 10−7)

1.30
= 7.69 × 10−5 m,

ΔR

R0
≃ 0.00769.

q2

96π2ε0PaR
3
0

=
ρst

ρa
,

.|q| ≃ √

96π2ε0PaρstR
3
0

ρa

|q| ≃ √

96π2(8.85 × 10−12)(1.013 × 105)(1000)(1.00 × 10−7)(1.00 × 10−2)3

1.30
,

.|q| ≃ 2.56 × 10−7 C = 0.256 μC

R1 = R0(1 +
3ρst

ρaR0
)

1/3

.

q2 = 32π2ε0PaR1(R3
1 − R3

0) =
96π2ε0PaρstR

2
0R1

ρa
.

.|q| = √

96π2ε0PaρstR
3
0

ρa
(1 +

3ρst

ρaR0
)

1/6

= 2.57 × 10−7 C

q2
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题目 3：纪念卢瑟福发现原子核一百周年：中性原子对离子的散射

图 1

一个质量为 、电荷量为  的离子，以非相对论性的初速度  从很远处向一个中性原子附近运

动。该原子的质量为 ，电极化率为 。碰撞参数为 ，如图 1 所示。

原子在入射（正在接近的）离子产生的电场  中瞬时发生极化。由此产生的原子电偶极矩为

。本题忽略任何辐射损失。

3.1 一个理想电偶极子  位于原点 O，求图 2 中沿  方向、距原点为  处的电场强度 。[1.2 分]

图 2

3.2 求极化后的原子作用在离子上的力  的表达式。证明无论离子的电荷为正还是为负，该力均为吸

引力。[3.0 分]

3.3 用 、  和  表示离子与原子相互作用的电势能。[0.9 分]

3.4 求图 1 所示的最近接近距离  的表达式。[2.4 分]

3.5 如果碰撞参数  小于某一临界值 ，离子将沿螺旋轨道向原子靠近。在这种情况下，离子将被

中和，而原子则变为带电状态。这一过程称为“电荷交换”相互作用。从离子的角度看，原子发生这种

“电荷交换”碰撞的截面积  是多少？[2.5 分]

题目译自官方英文原文。

答案

令 ，并令  从原子指向离子。取 。

m Q v0

M ≫ m α b

→E

→p = α →E

→p →p r →Ep

→f

α Q r

rmin

b b0

A = πb2
0

k = 1/(4πε0) r̂ U(∞) = 0
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3.1

3.2

无论  为正还是为负，该力均为吸引力。

3.3

3.4 对于散射轨道， ，

当  时，离子渐近地接近 。当  时，不存在正的径向转折点。

3.5

解答

由于 ，我们忽略原子的反冲，将其位置视为固定。采用题目指定的理想感应电偶极子模型，其中

。

3.1

用相距  的电荷  和  表示电偶极子，于是 。在轴线上沿  方向的一点，该点到两个电荷

的距离分别为  和 。

两个电荷产生的电场方向相反，因此

其中  为沿电偶极矩方向的单位矢量。

将分式通分合并，得

在理想电偶极子极限  下，保持  不变，得

→Ep =
2k

r3
→p.

→f = −
2αk2Q2

r5
r̂.

Q

U(r) = −
αk2Q2

2r4
= −

αQ2

32π2ε2
0r

4
.

b > b0

rmin =

b2 +√b4 −
4αk2Q2

mv2
0

2

1/2

.

⎡

⎢

⎣

⎤

⎥

⎦

b = b0 r = b0/√2 b < b0

b0 = (

4αk2Q2

mv2
0

)

1/4

, A =
2πk|Q|

v0
√

α

m
=

|Q|

2ε0v0
√

α

m
.

M ≫ m

α > 0

2a +q −q p = 2aq →p

r − a r + a

→Ep = kq [
1

(r − a)2
−

1

(r + a)2
]p̂,

p̂

→Ep =
4kqar

(r2 − a2)2
p̂.

a/r → 0 p = 2aq
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电偶极子轴线另一侧的电场也沿  方向，且在相同距离处具有相同的大小。

3.2

设离子相对于原子的位置为 。离子在原子处产生的电场为

因此，感应电偶极矩为

离子位于该电偶极子的轴线上。利用 3.1 的结果，得

因此，离子所受的力为

由于 ，且电荷量以  的形式出现，无论  为正还是为负，力总是指向原子。

3.3

对于保守有心力，

选取无穷远处为势能零点，

因此，

等价地，

因子  体现了诱导产生电偶极子所需的能量。事实上，将极化能  与耦合能  相加，在

 时便得到 。

3.4

该力为有心力，因此离子相对于原子的角动量守恒。角动量的大小由入射轨道确定：

机械能也守恒。在无穷远处，势能为零，因此

→Ep =
2kp

r3
p̂ =

2k

r3
→p.

→p

→r = rr̂

→Eion = −
kQ

r2
r̂.

→p = α →Eion = −
αkQ

r2
r̂.

→Ep =
2k

r3
→p = −

2αk2Q

r5
r̂.

→f = Q →Ep = −
2αk2Q2

r5
r̂ = −

αQ2

8π2ε2
0r

5
r̂.

α > 0 Q2 Q

fr = −
dU

dr
.

U(r) = −∫

r

∞
fr(s) ds = −∫

r

∞
(−

2αk2Q2

s5
)ds.

U(r) = −
αk2Q2

2r4
.

U = −
1

2
αE 2

ion.

1/2 p2/(2α) −pEion

p = αEion −αE 2
ion/2

L = mv0b.

E =
1

2
mv2

0.
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将动能分为径向和横向两部分，得

在散射轨道的最近接近点， 。代入 ，得

两边乘以 ，得

这是关于  的一元二次方程，其根为

从无穷远处入射的离子首先到达较大根所对应的位置。因此

当  时，两根互不相同，其中  将在下文确定。作为检验，当相互作用趋于零时，该表达式给出

，与直线运动的预期相符。

3.5

径向运动由有效势能决定：

当角动量非零时，在远距离处，正的离心项占主导；在近距离处，吸引项占主导。由此形成的势垒可以阻

止离子到达原子。

当两个径向转折点合并时，便出现临界轨道。因此，3.4 中得到的判别式必须为零：

由此可得

当  时，径向能量方程

1

2
mṙ2 +

L2

2mr2
−

αk2Q2

2r4
=

1

2
mv2

0.

ṙ = 0 L = mv0b

mv2
0b

2

2r2
min

−
αk2Q2

2r4
min

=
1

2
mv2

0.

2r4
min/(mv2

0)

r4
min − b2r2

min +
αk2Q2

mv2
0

= 0.

r2
min

r2
± =

b2 ±√b4 −
4αk2Q2

mv2
0

2
.

rmin =

b2 +√b4 −
4αk2Q2

mv2
0

2

1/2

.

⎡

⎢

⎣

⎤

⎥

⎦

b > b0 b0

rmin → b

Ueff(r) =
L2

2mr2
−

αk2Q2

2r4
.

b4
0 −

4αk2Q2

mv2
0

= 0.

b0 = (

4αk2Q2

mv2
0

)

1/4

.

b < b0

ṙ2 = v2
0(1 −

b2

r2
+

αk2Q2

mv2
0r

4
)
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不存在正的零点。因此，入射离子会继续向内运动，并在题目的假设下发生电荷交换。

当恰好满足  时，

入射离子渐近地接近不稳定圆轨道的半径

所对应的位置。这一边界在碰撞参数平面内的面积为零，因此不影响截面。

被俘获的轨道在该平面内占据一个半径为  的圆盘。因此，

或者

当输入量采用国际单位制时，  的单位为 。题目未给出任何参数的具体数值。

解答已与官方解答核对。

b = b0

ṙ2 = v2
0(1 −

b2
0

2r2
)

2

.

rc =
b0

√2

b0

A = πb2
0 = π√

4αk2Q2

mv2
0

,

A =
2πk|Q|

v0
√

α

m
=

|Q|

2ε0v0
√

α

m
.

A m2
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