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Problema 1: Un problema de tres cuerpos y LISA

[

FIGURA 1 Orbitas coplanarias de tres cuerpos.

1.1 Dos masas M y m que interactian gravitatoriamente se mueven en érbitas circulares de
radios Ry r, respectivamente, alrededor de su centro de masas comun. Halle la velocidad
angular wg de la recta que une M y m en funcién de R, r, M, m y de la constante de gravitacion
universal G.

[1.5 puntos]

1.2 Se coloca un tercer cuerpo de masa infinitesimal i en una érbita circular coplanaria alrededor
del mismo centro de masas, de modo que p permanece en reposo con respecto tanto a M como
am, como se muestra en la Figura 1. Suponga que la masa infinitesimal no est4 alineada con M vy
m. Halle los valores de los siguientes parametros en funcion de Ry r:

[3.5 puntos]
1.2.1 distancia de pa M.

1.2.2 distancia de p a m.
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1.2.3 distancia de p al centro de masas.

1.3 Considere el caso M = m. Si ahora se aplica a u una pequefia perturbacion radial (a lo largo
de Op), ¢cudl es la frecuencia angular de oscilacion de p alrededor de la posicidn no perturbada
en funcion de w(? Suponga que el momento angular de p se conserva.

[3.2 puntos]

La Antena Espacial de Interferometria Laser (LISA) es un conjunto de tres naves espaciales
idénticas destinado a detectar ondas gravitacionales de baja frecuencia. Las naves espaciales
estdn situadas en los vértices de un tridngulo equildtero, como se muestra en la Figura 2 y la
Figura 3. Los lados (0 «brazos») tienen una longitud de unos 5.0 millones de kilémetros. La
constelacion LISA se encuentra en una 6rbita alrededor del Sol similar a la terrestre, siguiendo a la
Tierra con un retraso de 20°. Cada una de las naves se mueve en una érbita individual ligeramente
inclinada alrededor del Sol. En conjunto, las tres naves espaciales parecen girar alrededor de su
centro comun, completando una vuelta por afio.

Las naves transmiten y reciben continuamente sefiales laser entre si. En conjunto, detectan las
ondas gravitacionales midiendo cambios diminutos en las longitudes de los brazos mediante
técnicas interferométricas. Una colisidon de objetos masivos, como agujeros negros, en galaxias
cercanas es un ejemplo de fuente de ondas gravitacionales.
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FIGURA 2 llustracion de la érbita de LISA. Las tres naves espaciales giran alrededor de su centro
de masas con un periodo de 1 afio. Inicialmente, siguen a la Tierra con un retraso de 20° (Imagen
de D.A. Shaddock, «Una visién general de la Antena Espacial de Interferometria Laser»,
Publications of the Astronomical Society of Australia, 2009, 26, pp.128-132.).

eulersolve.org/ipho/2011/ 2/19



""""""""

[1.8 puntos]

Respuestas

e 1.1

e 1.21

e 1.2.2

e 1.2.3

.

Solucion
1.1

naves espaciales situadas en los vértices del tridangulo equilatero.

espacial con respecto a otra?

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

G(M + m)
wn = -
’ (R+7)3

dMMZR—{—’I“
dm=R+r

du0:\/R2+Rr+r2

1.3, usando la conservacion del momento angular estipulada:

V7

Wosc — T wo

2L
Vel = % ~1.0x10°ms™' =1.0kms™*

La distancia entre las masas es d = R + r. Puesto que O es su centro de masas,
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FIGURA 3 Vista ampliada de las tres naves espaciales que siguen a la Tierra. A, By C son las tres

1.4 En el plano que contiene las tres naves espaciales, ¢cual es la rapidez relativa de una nave

1.4, con una longitud de brazo L = 5.0 x 10° m y un periodo de rotacion T' = 1 year:
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MR = mr.

La gravedad proporciona la aceleracion centripeta de cada masa:

GMm GMm
2 2
MwyR = TR mwor = — 53—
Al dividir por las respectivas masas y sumar, se obtiene
G(M +m)
2
Wi(R+ 1) = .
Por tanto,
G(M +m)
wn =

’ (R+7)3

1.21y1.2.2

Como p es infinitesimal, no afecta al movimiento de M y m. Para permanecer en reposo con respecto

a ellas, debe girar alrededor de O con velocidad angular wy.

En un instante elegido, tomemos
0= (0’0)’ M = (_R70)7 m = (T,O), n = (xvy)a

donde y # 0. Escribamos sus distancias a las dos masas como

a:\/(m+R)2+y2, b=/(z—71)2+ 4>

Su aceleracién es —wg(:p, y) Por tanto, la ley de Newton, tras cancelar la masa de prueba p, da

e — GM(z + R) N Gm(x —r)
0 a’ b3 ’

GMy Gmy

2, _

woy - a3 + b3 .
Como y # 0, la segunda ecuacién implica
s GM Gm
(.UO — —_.
as b3

Al restar de la primera ecuacién esta uUltima multiplicada por «, resulta
0 GMR Gmr

al b3
Usando M R = mr, obtenemos a = b. En consecuencia,
»  G(M+m)
wp = ———.
a3

La comparacién con el apartado 1.1daa = R + r, y, por tanto,

121:dyp = R+, 12.2:dyym = R+ 7|

Asi pues, los tres cuerpos ocupan los vértices de un tridngulo equilatero.
1.2.3

El punto medio del segmento que une las dos masas finitas tiene la coordenada
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r—R
5

El tercer vértice de un tridngulo equilatero de lado R + r se encuentra a una distancia perpendicular

Lmid =

\/g(R + r)/2 de este punto medio. Por tanto, las dos posiciones posibles de p son

r—R V3
Su distancia a O satisface
(r— R)?+3(R+r)?
di0:w2+y2: 1 = R>+ Rr+1r?
Asi,
duo = V' R2 + Rr + 12|,

1.3
Cuando M = m, la condicién del centro de masas da R = r. El radio orbital no perturbado de p es,
por tanto,

po = V3R,
y el apartado 1.1 da

0 4R3’

En la mediatriz del segmento que une las masas iguales, un punto situado a una distancia p de O se

encuentra a una distancia v/ R? + p? de cada masa. Las componentes transversales de las
aceleraciones gravitatorias se cancelan, de modo que la aceleracion radial hacia el centro es

_ 2GMp
- (R? +p2)3/2'

Esto determina la fuerza radial linealizada: por simetria de reflexion, una pequefia desviacién angular

9(p)

respecto de la mediatriz solo modifica la componente radial a segundo orden.

Utilicemos la conservacion del momento angular prescrita en el enunciado. EIl momento angular por
unidad de masa es

24 2
h = p 9 = p0w0‘
La ecuacién radial del movimiento,

p— pb* = —g(p),

se convierte en

.k 2GMp

p= 03 (R2 +p2)3/2'
Hagamos

p=po+& € < po,

y conservemos Unicamente los términos lineales en &. El desarrollo del primer término es
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h? 2 2 2
— = powy — 3w + O(£7).

PE
Para la aceleracién gravitatoria hacia el centro,
2GM 3p?
g'(p) = 2 232(1_ 2 2)'
(R2 + p2) / R2+p

Como p3 = 3R?,

Asi

1

9(p) = pu} — S e +O(E).

Los términos de equilibrio se cancelan, y queda
. 5 9 7 9
= | -3+ = Jwp§ = ——wpé.

Esta es la ecuacion del oscilador armdnico simple, por lo que

V7

Wose = 2 wo |-

Este resultado utiliza la aproximacion radial impuesta que conserva el momento angular. El momento
angular respecto de O no se conserva en general para un movimiento sin restricciones en el campo
gravitatorio rotatorio de las dos masas.
1.4
Consideremos la constelaciéon como un tridngulo equilatero de longitud de lado constante L, que gira
en su plano con velocidad angular

21

N=——.
T

Seanr 4 y rp las posiciones de dos naves espaciales respecto del centro del tridngulo. Sus
velocidades son

va=V+Q Xry, vp=V 4+ Q Xxrp,
donde V es la velocidad de traslacion comun del centro.
Al restar se elimina este movimiento comun:
vB—va=Q X (rp—ra).
El vector de separacion esta en el plano del triangulo y tiene modulo L, por lo que es perpendicular a

€. Por tanto,
2L

’Urel - QL - T.

Con
L =5.0x10km = 5.0 x 10°m, T ~ 365 x 24 x 3600s,

obtenemos
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Vrel =~ 996 ms L.

Con dos cifras significativas,

Vel ~ 1.0 x 10°ms™! = 1.0kms™'|.

La velocidad relativa es perpendicular al brazo que une las naves espaciales, en consonancia con la

longitud constante del brazo en este movimiento idealizado.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 2: Una burbuja de jabon electrizada

[

Una burbuja esférica de jabon que contiene aire de densidad p; y temperatura 1%, y cuyo radio es

Ry, estd rodeada de aire de densidad p,, presion atmosférica P, y temperatura 75, La pelicula de

jabén tiene tensién superficial -y, densidad ps y espesor . La masa y la tension superficial del
jabon no varian con la temperatura. Suponga que Ry > t.

El incremento de energia, dE, necesario para aumentar en dA el 4rea de una interfaz jabon-aire
viene dado por dE = ydA, donde ~y es la tensién superficial de la pelicula.

piL;

2.1 Halle el cociente
Pale

en funcién de v, P, y Ry. [1.7 puntos]

2.2 Halle el valor numérico de 51Ti — 1 utilizandoy = 0.0250 Nm !, Rg = 1.00 cm y
P, =1.013 x 10° Nm~2. [0.4 puntos]

2.3 La burbuja se forma inicialmente con aire mas caliente en su interior. Halle el valor numérico
minimo de 77 para que la burbuja pueda flotar en aire en reposo. Utilice T;, = 300 K,
ps =1000kgm 3, p, = 1.30kgm 3, ¢ = 100 nm y g = 9.80 ms 2. [2.0 puntos]

Transcurrido cierto tiempo desde su formacidn, la burbuja estara en equilibrio térmico con el
entorno. En aire en reposo, esta burbuja caerd de forma natural hacia el suelo.

2.4 Halle la velocidad minima u de una corriente ascendente (aire que fluye hacia arriba) que
impida que la burbuja caiga cuando se encuentre en equilibrio térmico. Exprese su respuesta en
funcion de pg, Ry, g, t y el coeficiente de viscosidad del aire 7. Puede suponer que la velocidad
es lo suficientemente pequefia como para que se cumpla la ley de Stokes, y despreciar la
variacion del radio cuando la temperatura desciende hasta alcanzar el equilibrio. La fuerza de
arrastre segun la ley de Stokes es F' = 6mnRou. [1.6 puntos]

2.5 Calcule el valor numérico de u utilizandon = 1.8 x 10° kgm ! s~. [0.4 puntos]

Los calculos anteriores sugieren que los términos que contienen la tensién superficial -y
contribuyen muy poco a la precisidn del resultado. En todas las preguntas siguientes, puede
despreciar los términos de tensién superficial.

2.6 Si ahora esta burbuja esférica se electriza uniformemente con una carga total g, halle una
ecuacion que describa el nuevo radio R en funcién de Ry, P,, q y la permitividad del vacio €.
[2.0 puntos]

eulersolve.org/ipho/2011/
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2

2.7 Suponga que la carga total no es demasiado grande (es decir, < P,) y que el radio de

eoR)

la burbuja solo experimenta un pequefio aumento; halle AR, donde R; = Ry + AR.
Se daque (1 + z)" ~ 1+ nz, donde x < 1. [0.7 puntos]

2.8 ;Cual debe ser el modulo de esta carga g, en funcion de t, pq, ps, €0, Ro, P,, para que la
burbuja flote inmdvil en aire en reposo? Calcule también el valor numérico de g. La permitividad
del vacio es g9 = 8.85 x 10~ *2 farad/m. [1.2 puntos]

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas
e 21
pili _ 14 4y .
,OaTa PaRO
o 2.2
Pici  1-987x1077|
PaTly
e 23
4
1+ — ;
T = T,———20 = 307K|,
’ 1 3pst
paRO
e 2.4, despreciando la pequefia correccion debida a la tensién superficial:
Umin = 2PSR0tg .
31
e 25
Umin ~ 0.36 ms !
e 26
4 3 q2
Ri — RyRi — ———— =0}, R1 > Ry.
! v 327T2€0Pa L=
o 2.7
2
AR d

96720 PR3 |
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e 2.8, utilizando la aproximacién de expansién pequefia:

9672e0 Popst R
!qlfz\/ TE07ePv ™0 _ 956 x 107 C

Pa

Sin linealizar la expansion, el resultado en la aproximacion de pelicula delgada es

96720 Pypst R 3p,t \ /¢
|q|:\/ 0" ep °<1+ P ) —2.57x1077C|
a paRO

\

Solucion
Tratamos el aire como un gas ideal con la misma composicidon en el interior y en el exterior. En la
aproximacion de pelicula delgada, el volumen de la burbuja y la masa de jabdn son

4 2
V = §7TR , ms >~ 4T R"tp;.

La pelicula tiene dos interfaces jabdn-aire, pero su masa es la de una sola capa esférica.
21

Ambas interfaces contribuyen a la energia superficial. Despreciando la pequefia diferencia entre sus
radios,

E; = 2y(47R?) = 8myR>.
Para un pequefio desplazamiento hacia fuera dR, el equilibrio mecanico exige
(P; — P,)dV = dE;.
Como
dV = 4rR? dR, dE, = 16myRdR,

el exceso de presion interna es

4y
PZ - P — TS .
Ry
La relacion del gas ideal P = pR ,;;T, con la misma constante especifica del gas a ambos lados, da
T P;
pili _ B o |
paTa P, P, Ry
2.2
Con Ry = 1.00 x 10~% m,
4(0.0250)
P, — P, = — s = 10.0 Pa.
1.00 x 10~
Por tanto,
T 10. _
Pl 1 00 _g87x107]

paT, ©1.013 x 10°
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2.3

La fuerza de empuje ascendente es igual al peso del aire ambiente desplazado:

4
Fp = p.Vog, Vo = gﬂ'Rg.

A la temperatura minima que permite la flotacion, el empuje equilibra exactamente el peso conjunto del
aire interior y del jabdén:
2
paVog = piVog + 4w Rijtpsg.
Por lo tanto,

3pst
Pi = Pa — }gz

Numéricamente,

3p,;t  3(1000)(1.00 x 1077)

= = 0.0300 kgm 3,
Ry 1.00 x 1072 &
de modo que la flotacién neutra requiere
pi = 1.27 kgm*3.
Utilizando el apartado 2.1,
4
14 —1
T . :p“Ta 14+ 4’7 — ﬂ
2, min ) PaRO a 3Pst .
1—
paRO

En consecuencia,

14 9.8717 x 105
T i — 300—- <107 307117k,
: 1—0.0300/1.30

o bien
T min = 307 K|
Una temperatura mayor produce una menor densidad del aire interior y, por tanto, una fuerza neta
ascendente.
2.4

En equilibrio térmico, T; = T,. El apartado 2.1 da entonces
4y
PaRO .

Para una burbuja inmovil, la fuerza de arrastre ascendente de Stokes debe equilibrar su peso menos el
empuje:

Pi — Pa = Pa

4
67T77R0umin = 47TRgtpsg + ETFR?)(pz - pa)g'

Por consiguiente, conservando la tensién superficial,

2psRotg n 8p.YRog
37 9P,

Umin =
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El cociente entre el segundo término y el primero es

4pqY
3P, pst

Asi pues, la tensidn superficial modifica la velocidad necesaria en tan solo un 0.43% aproximadamente.

= 4.28 x 1073,

Al despreciar esta correccion se obtiene la expresion en funcion de los pardmetros solicitados:

~ 2,03R0tg
Umin = T .

Aqui se utiliza la ley de arrastre de Stokes indicada y se sigue la instruccion de despreciar la variacion
del radio durante el enfriamiento.

2.5

Sustituyendo los valores dados,

_2(1000)(1.00 x 10~%)(1.00 x 10~7)(9.80)

Umin = = 0.362963 I'IlS_l.
3(1.8 x 107%)

Por lo tanto,

Umin =~ 0.36 ms |

Al incluir la tension superficial se obtiene 0.364516 m s, que, al redondear a dos cifras significativas,
da la misma respuesta.

2.6

Ahora despreciamos la tensién superficial, tal como se indica. Antes de cargarla, la burbuja estd a la
temperatura T, con una presion interna P,. La masa de aire encerrada se conserva, y el estado final
también esta a la temperatura T,. Por tanto, la ley de los gases ideales da

3
Ry

R}

PV = PV, P, =P,

Una capa esférica cargada uniformemente tiene un campo eléctrico

E(r)=—L— (r>R),

4mer?
y un campo nulo en su interior. Su energia electrostatica es

00 2
€0
U, = — E(r)? 4mr? dr = .
2 R 87T€0R
Con carga constante, un aumento del radio reduce esta energia. La presion eléctrica correspondiente,
dirigida hacia fuera, es

dUu, dU./dR q®
P70V T T TamR? T 32n%e,R*
El equilibrio mecanico exige
P; + pe = P,.

Para R = R;,
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3
0 _
"R} 32n2%¢(R!

Multiplicando por R‘ll/Pa se obtiene

q

R —RR, ———— =0
L0 39n2e, P,

Para una carga no nula, la solucién fisica cumple R; > R,.

2.7
Sea
AR
$:—<<1, R1:R0(1+$)
Ry
La ecuacion del apartado 2.6 se convierte en
4 4 q2
Ry(l+z)*—(1+2z2) = ———.
ol(t+2)" = (1 +2)] 3272, P,

A primer orden,

14z)*—(1+z)~(1+4z) — (14 z) = 3.

Por tanto,
2
3Rz = 1 ,
327T280Pa
y
2
AR~ — 2 |
967 €OPaR0
2.8

La electrizacién aumenta el volumen de aire desplazado, mientras que la masa total de la burbuja
permanece invariable.

Antes de cargarla, la densidad del aire interior es igual a p,, porque ahora se desprecia la tension
superficial y tanto su presidon como su temperatura son iguales a las del ambiente. Por tanto, su masa
es

m; = paVo.
La masa de jabdn, que se conserva, es
ms = 47ngtps.
Aqui t es el espesor original; la pelicula se hace méas delgada al expandirse.
La flotacidon neutra después de cargarla requiere
paVig = (paVo + ms)g.

Por consiguiente,

4
pagﬂ(Ri’ — Rg) = 4nRjtps,
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o bien
3pstR2
R} —R}=—"—".
Pa

Para una expansién pequeiia,
3 3 2
R} — Ry ~ 3R;AR,

de modo que el aumento de radio necesario es

AR ~ pst.
Pa
Numéricamente,
1000(1. 1077 A
AR~ 1000000 x1077) _ v ag q55m AR 00769,
1.30 Ry

Igualando este aumento al resultado del apartado 2.7 se obtiene

g _ pst

967T280PaR8 Pa

9

y, por tanto,

’ \/ 9672 P, p,t R}
q| ~ .
Pa

La sustitucion da

al =~ \/967r2(8.85 x 10712)(1.013 x 10°)(1000)(1.00 x 10~ 7)(1.00 x 10~%)3
- 1.30 ’

de modo que

lg| ~ 2.56 x 1077 C = 0.256 uC|.

El resultado también puede obtenerse sin linealizar la expansién. La flotacion neutra da

3.t 1/3
Ri = Ry (1 + ) .
paRO
Combinando esto con el apartado 2.6,
96m2e0Pypst RZR
q? = 3212, P, R, (R — R3) = 07 apsttoTh
Pa

Asi pues, el resultado en la aproximacién de pelicula delgada, sin desarrollar en serie, es

9672e, P, pstR3 4\ Y6
|q|:\/ 0" ap 0(1+ il ) = 257x 107 C|
Pa pafo

Cualquiera de los dos signos de la carga produce la misma expansién, porque la presién eléctrica
depende de qz.

La solucién se comprobd con la solucion oficial.

eulersolve.org/ipho/2011/
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Problema 3: Conmemoracion del centenario del niicleo atomico de
Rutherford: la dispersion de un ion por un atomo neutro

FIGURA 1

Un ion de masa m y carga () se mueve con una rapidez inicial no relativista vy desde una gran
distancia hacia las proximidades de un 4tomo neutro de masa M > m vy polarizabilidad eléctrica
«. El parametro de impacto es b, como se muestra en la Figura 1.

El &tomo se polariza instantaneamente por efecto del campo eléctrico E del ion incidente (que se

aproxima). El momento dipolar eléctrico resultante del &tomo es p = aF. Desprecie cualquier
pérdida por radiacion en este problema.

3.1 Calcule la intensidad del campo eléctrico Ep a una distancia r de un dipolo eléctrico ideal p
situado en el origen O, en la direccién y el sentido de ﬁen la Figura 2. [1.2 puntos]

p=2aq, r>a

FIGURA 2

3.2 Halle la expresion de la fuerza f que actua sobre el ion debido al &tomo polarizado.
Demuestre que esta fuerza es atractiva independientemente del signo de la carga del ion. [3.0
puntos]

3.3 ;Cuadl es la energia potencial eléctrica de la interaccién ion-atomo en funciéon de o, Q y 7?
[0.9 puntos]

3.4 Halle la expresion de rmin, la distancia de maxima aproximacién, que se muestra en la Figura
1. [2.4 puntos]
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3.5 Si el parametro de impacto b es menor que un valor critico by, el ion descendera en espiral
hacia el 4tomo. En tal caso, el ion se neutralizard y el 4tomo, a su vez, quedard cargado. Este
proceso se conoce como interaccion de «intercambio de carga». ;Cual es la seccidn eficaz
A= 7rb(2) del 4tomo para esta colisién de «intercambio de carga», vista por el ion? [2.5 puntos]

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Sea k = 1/(471'50), y sea I el vector unitario que apunta desde el &tomo hacia el ion. Tomamos
U(o0) = 0.

e 31
i 2k
Ep — Ir—3p.
e 3.2
- 2ak%Q?
f = —Tr.

La fuerza es atractiva para ambos signos de Q).

e 33

ak2Q2 B aQZ

U(r) = — _ e
() 2r4 3271'25(2)7‘4

3.4 Para una trayectoria de dispersion, b > b,

- 11/2
b2+ b4_M

2
muvy

T min
2

Cuando b = by, el ion se aproxima asintéticamente a r — bo/\/ﬁ. Para b < by, no existe
ningun punto de retorno radial a una distancia positiva.

e 35

1/4 —
b 4ak?Q? A 2mk|Q| [o Q| \/a
0 muv? ’ g m 209 V m’

.

Solucion

Dado que M > m, despreciamos el retroceso del &tomo y consideramos que su posicion es fija.
Utilizamos el modelo de dipolo inducido ideal especificado en el enunciado, con o > 0.
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341

Representamos el dipolo mediante las cargas +q y —q, separadas por 2a, de modo que p = 2aq. En
un punto del eje situado en la direccién y el sentido de p, las distancias a las dos cargas sonr — a 'y
T+ a.

Los campos de las dos cargas apuntan en sentidos opuestos, lo que da

- 1 1
E,—k _
P 1 (r—a)? (r + a)?

P,
donde P es el vector unitario en la direccion y el sentido del momento dipolar.
Al reducir las fracciones a un denominador comun,
- 4kqar
B, — —tkqar__
(r2 _ a2)2
En el limite de dipolo ideal a/r — 0, manteniendo fijo p = 2ag,

- 2kp . 2k
p:,r_?) :gp.

".U>

El campo en el lado opuesto del eje del dipolo también apunta en la direccion y el sentido de p y tiene
el mismo médulo a la misma distancia.

3.2

Sea 7 = rt la posicién del ion respecto al 4tomo. El campo eléctrico producido por el ion en el &tomo
es

s ke,

Eion — — 2 Ir.
r

Por consiguiente, el momento dipolar inducido es

ak@ |

p=akb,,=— T
r

El ion se encuentra sobre el eje de este dipolo. Utilizando el resultado de 3.1,
- 2k _, 20k%Q

= —p= r.

P
r3 5
Por tanto, la fuerza sobre el ion es

]? 0 - 20k*Q? . a@? .

= = — r=————T.
P

rd 8m2edrd

Como a > 0y la carga aparece como Q2, la fuerza siempre apunta hacia el &tomo,
independientemente del signo de Q.

3.3

Para una fuerza central conservativa,

Tomando la energia potencial nula en el infinito,
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U(r)z—lfr<s>ds=—£(—%?y)ds.

Por lo tanto,
212
ak”Q
Ur)=———.
De forma equivalente,
1 2
U — _EaEion.

El factor 1/2 tiene en cuenta la energia necesaria para inducir el dipolo. En efecto, la energia de
polarizacion p2/(2a), junto con la energia de acoplamiento —pFjion, da —oinzon/Q cuando p = aFjon.

3.4
La fuerza es central, por lo que se conserva el momento angular respecto al &tomo. Su mdédulo viene
determinado por la trayectoria incidente:
L = mugb.
La energia mecanica también se conserva. En el infinito, la energia potencial es nula, por lo que

1
5 = Emv%

Al separar la energia cinética en las contribuciones radial y transversal, se obtiene

1 .9 L2 ak2Q2 1 9
Mt omr?  2rt 2 0

En el punto de maxima aproximacion de una trayectoria de dispersién, 7 = 0. Sustituyendo L = muwb,

mugh®  ak?Q? 1,

— —muj.
2 4 0

2’r'min 2rmin 2

. 4 9 .
Al multiplicar por 2. /(muvg), se obtiene

2.2
4 g2 ORQT
T min " min 9 TV

mug

2

Esta es una ecuacioén de segundo grado en r; . , cuyas raices son

4ok?Q?
b2+ bt — —2Q
muy
r? =
* 2
Un ion que llega desde el infinito alcanza primero la raiz mayor. Por tanto,
- 5 1/2
4ak
b2+ /b4 — dak’Q”
mvg
Tmin = 2
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Las dos raices son distintas para b > b, donde b, se determina a continuacién. Como comprobacion,
cuando la interaccion tiende a cero, esta expresion da rmin — b, como cabe esperar para un
movimiento rectilineo.

3.5

El movimiento radial estd regido por el potencial efectivo

L2 k2 2
Uet(r) = g Q .

© 29mr? 274

Para un momento angular no nulo, el término centrifugo positivo domina a grandes distancias, mientras

que el término atractivo domina a distancias cortas. La barrera de potencial resultante puede impedir
que el ion alcance el 4dtomo.

La trayectoria critica se produce cuando los dos puntos de retorno radial coinciden. Por tanto, el
discriminante hallado en 3.4 debe anularse:

4 4ak2Q2
bO — —2 = 0.
muvg
De ello se deduce que
1/4
4ak*Q?
bo = T2
muv;
Para b < by, la ecuacion de la energia radial
) b2 ak?Q?
7= v% 1—- — + 2Q

72 mugrs
no tiene ningun cero positivo. Por consiguiente, el ion incidente continlia acercandose al atomo vy, bajo

la hipdtesis del enunciado, experimenta un intercambio de carga.

Exactamente cuando b = b,

2
2
bO

.2 2
1 0
2r2

r = 'UO
El ion incidente se aproxima al radio de la érbita circular inestable
bo
Te= —=
V2
asintéticamente. Esta frontera tiene drea nula en el plano de los pardmetros de impacto y no afecta a la
seccion eficaz.
Las trayectorias capturadas ocupan un disco de radio by en ese plano. Por lo tanto,
4ak2Q)?

2 9
va

A— M\/E: ﬁ\/z
Vo m 2eov0 V m
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Si los datos se expresan en unidades del SI, A se obtiene en m?. No se proporcionan valores
numéricos de los parametros.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

eulersolve.org/ipho/2011/ 19719



	IPhO 2011
	Problema 1: Un problema de tres cuerpos y LISA
	Respuestas
	Solución

	Problema 2: Una burbuja de jabón electrizada
	Respuestas
	Solución

	Problema 3: Conmemoración del centenario del núcleo atómico de Rutherford: la dispersión de un ion por un átomo neutro
	Respuestas
	Solución



