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Aufgabe 1: Ein Dreikorperproblem und LISA

[

ABBILDUNG 1 Koplanare Umlaufbahnen dreier Korper.

1.1 Zwei gravitativ wechselwirkende Massen M und m bewegen sich auf Kreisbahnen mit den
Radien R bzw. r um ihren gemeinsamen Schwerpunkt. Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit
wo der Verbindungslinie zwischen M und m in Abhangigkeit von R, r, M, m und der universellen
Gravitationskonstanten G.

[1.5 Punkte]

1.2 Ein dritter Korper mit infinitesimal kleiner Masse . wird auf eine koplanare Kreisbahn um
denselben Schwerpunkt gebracht, sodass p relativ zu sowohl M als auch m in Ruhe bleibt, wie in
Abbildung 1 dargestellt. Nehmen Sie an, dass die infinitesimal kleine Masse nicht auf der
Verbindungslinie von M und m liegt. Bestimmen Sie die Werte der folgenden GréBen in
Abhangigkeit von R und 7:

[3.5 Punkte]
1.2.1 Abstand von p zu M.

1.2.2 Abstand von p zu m.
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1.2.3 Abstand von g zum Schwerpunkt.

1.3 Betrachten Sie den Fall M = m. Wenn u nun eine kleine radiale Storung (entlang Op) erfahrt,
wie groB ist dann die Kreisfrequenz der Schwingung von g um die ungestorte Position in
Abhangigkeit von wg? Nehmen Sie an, dass der Drehimpuls von p erhalten bleibt.

[3.2 Punkte]

Die Laser Interferometry Space Antenna (LISA) ist eine Gruppe von drei identischen Raumsonden
zum Nachweis niederfrequenter Gravitationswellen. Die Raumsonden befinden sich jeweils an den
Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks, wie in Abbildung 2 und Abbildung 3 dargestellt. Die
Seiten (oder ,Arme") sind etwa 5.0 Millionen Kilometer lang. Die LISA-Konstellation bewegt sich
auf einer erdahnlichen Umlaufbahn um die Sonne und folgt der Erde mit einem Winkelabstand von
20°. Jede der Raumsonden bewegt sich auf einer eigenen, leicht geneigten Umlaufbahn um die
Sonne. Insgesamt scheinen die drei Raumsonden dabei einmal pro Jahr um ihr gemeinsames
Zentrum zu rotieren.

Sie senden und empfangen fortlaufend Lasersignale untereinander. Gravitationswellen weisen sie
insgesamt nach, indem sie winzige Anderungen der Armldngen mit interferometrischen Methoden
messen. Ein ZusammenstoB massereicher Objekte, etwa Schwarzer Locher, in benachbarten
Galaxien ist ein Beispiel fur eine Quelle von Gravitationswellen.

_ — . Earth

— — — _\
Vd \ 4
e o ~ |’ ! I ! l
{ { N / \ \
| - /
f,?:\ \ s 7 S -
. I \“ \" o ;/

o~

T . . e g &
-’ 1 / E \ P rhe . ’ f; 1
<- ') 4 3 :’ o d Tt
S S — iy e

ABBILDUNG 2 Darstellung der LISA-Umlaufbahn. Die drei Raumsonden rotieren mit einer Periode
von 1 Jahr um ihren Schwerpunkt. Zu Beginn folgen sie der Erde mit einem Winkelabstand von 20°
(Bild aus D.A. Shaddock, ,Ein Uberblick iiber die Laser Interferometer Space Antenna”,
Publications of the Astronomical Society of Australia, 2009, 26, S.128-132.).
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[1.8 Punkte]

Antworten

e 1.1

e 1.21

e 1.2.2

e 1.2.3

.

Losung
11

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.

Relativgeschwindigkeit einer Raumsonde gegenuber einer anderen?

G(M + m)
wn = -
’ (R+7)3

dMMZR—{—’I“
dm=R+r

du0:\/R2+Rr+r2

V7

1.3, unter Verwendung der vorgegebenen Drehimpulserhaltung:

ABBILDUNG 3 VergroBerte Ansicht der drei Raumsonden, die der Erde folgen. A, B und C sind die
drei Raumsonden an den Eckpunkten des gleichseitigen Dreiecks.

1.4 Wie groB ist in der Ebene, in der die drei Raumsonden liegen, der Betrag der

Wosc = T wo
1.4, mit der Armlinge L = 5.0 x 10° m und der Rotationsperiode T = 1 year:
2L
Vel = T ~1.0x10°ms™' =1.0kms™*

Der Abstand zwischen den Massen betragt d = R + r. Da O ihr Schwerpunkt ist, gilt
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MR = mr.

Die Gravitation bewirkt die Zentripetalbeschleunigung jeder Masse:

GMm GMm
2 2
MwyR = TR mwor = — 53—
Division durch die jeweilige Masse und anschlieBende Addition ergibt
G(M +m)
2
Wi(R+ 1) = .
Damit folgt
G(M +m)
wn =

’ (R+7)3

1.21und 1.2.2

Da u infinitesimal klein ist, beeinflusst es die Bewegung von M und m nicht. Um relativ zu ihnen in
Ruhe zu bleiben, muss es mit der Winkelgeschwindigkeit wg um O kreisen.

Flr einen gewahlten Zeitpunkt setzen wir
0= (0’0)’ M = (_R70)7 m = (T,O), n = (xvy)a

wobei y # 0. Seine Absténde von den beiden Massen schreiben wir als

a:\/(m+R)2+y2, b=/(z—71)2+ 4>

Seine Beschleunigung ist —w%(m, y). Nach Kiirzen der Testmasse p ergibt das zweite Newtonsche

Gesetz daher

5 GM(z + R) N Gm(xz —r)

Wy = = =
GMy Gmy
2, _
WoYy = a3 + b3 .
Day # 0, folgt aus der zweiten Gleichung
w2 . GM Gm
07 g3 b

Subtrahiert man das x-Fache dieser Gleichung von der ersten, erhalt man
0— GMR Gmr
L b

Mit M R = mr erhalten wir a = b. Folglich gilt

G(M +m)

2 __
CL)O— 3 .

a

Der Vergleich mit Teil 1.1 liefert a = R + r und somit

122:dyp = R+, 12.2:dyym = R+ |

Die drei Korper befinden sich somit an den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks.
1.2.3

Der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zwischen den beiden endlichen Massen hat die Koordinate

eulersolve.org/ipho/2011/ 4/19



r—R

5
Der dritte Eckpunkt eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenlange R + r liegt im senkrechten
Abstand v/3(R + r)/2 von diesem Mittelpunkt. Die beiden méglichen Positionen von y sind daher

Lmid =

x:r;R, y:j:%(R—i—r)
Fir seinen Abstand von O gilt
diozx2+y2: (r—R)2—23(R+r)2 — R4 Rr 4 12
Somit folgt
duo = VR2 + Rr + r2|,
1.3

Fir M = m ergibt die Schwerpunktbedingung R = r. Der ungestorte Bahnradius von u betragt daher

po = V3R,

und Teil 1.1 liefert

GM
T 4R®
Auf der Mittelsenkrechten der Verbindungsstrecke zwischen den gleichen Massen liegt ein Punkt im
Abstand p von O im Abstand 4/ R? + p? von jeder Masse. Die transversalen Komponenten ihrer
Gravitationsbeschleunigungen heben sich auf, sodass die nach innen gerichtete Radialbeschleunigung

2GMp
(R2 + p2)3/2

betragt. Damit ist die radiale Kraft in linearer Naherung bestimmt: Aufgrund der Spiegelsymmetrie

2
Wy

9(p) =

verandert eine kleine Winkelabweichung von der Mittelsenkrechten die radiale Komponente erst in
zweiter Ordnung.

Wir verwenden die in der Aufgabe vorgegebene Drehimpulserhaltung. Der Drehimpuls pro
Masseneinheit ist

h=p?0 = piwy.
Die radiale Bewegungsgleichung

p— pb* = —g(p),

wird damit zu

.k 2GMp

p= 03 (R2 +p2)3/2'
Wir setzen

p = po+E&, €] < po,

und behalten nur die in £ linearen Terme bei. Die Entwicklung des ersten Terms ergibt
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h? 2 2 2
— = powy — 3w + O(£7).

PE
Fur die nach innen gerichtete Gravitationsbeschleunigung gilt
2GM 3p?
gI(P) = |1~ 2 1 2 |
(R2 + p2)3/2 R2+p

Da p3 = 3R?, gilt

Somit ist

9(p) = pu} — S e +O(E).

Die Gleichgewichtsterme heben sich auf, und es bleibt
. 5 9 7 9
= -3+ — |wjé = ——wpé.

Dies ist die Gleichung eines harmonischen Oszillators, sodass

V7

Wose = 2 wo |-

Dieses Ergebnis beruht auf der vorgegebenen radialen Naherung mit Drehimpulserhaltung. Bei
uneingeschrankter Bewegung im rotierenden Gravitationsfeld der beiden Massen ist der Drehimpuls um
O im Allgemeinen nicht erhalten.

1.4
Wir behandeln die Konstellation als gleichseitiges Dreieck mit konstanter Seitenlange L, das in seiner

Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit

27
=7

rotiert. Es seien r 4 und r g die Ortsvektoren zweier Raumsonden relativ zum Zentrum des Dreiecks.
Ihre Geschwindigkeiten sind

va=V+Q Xry, vp=V 4+ Q Xxrp,
wobei V die gemeinsame Translationsgeschwindigkeit des Zentrums ist.
Durch Subtraktion entfallt diese gemeinsame Bewegung:
vB—va=Q X (rp—ra).
Der Verbindungsvektor liegt in der Ebene des Dreiecks und hat den Betrag L; er steht also senkrecht
auf €2. Daher gilt

Vrel = QL = %

Mit
L =5.0x10km = 5.0 x 10°m, T ~ 365 x 24 x 3600s,

erhalten wir
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Vrel =~ 996 ms L.

Auf zwei signifikante Stellen gerundet ergibt sich

Vel ~ 1.0 x 10°ms™! = 1.0kms™'|.

Die Relativgeschwindigkeit steht senkrecht auf dem Arm, der die Raumsonden verbindet, im Einklang
mit der konstanten Armlange bei dieser idealisierten Bewegung.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Eine elektrisch geladene Seifenblase

[
Eine kugelformige Seifenblase mit der Luftdichte p; im Inneren, der Temperatur 7; und dem
Radius Ry ist von Luft mit der Dichte p,, dem atmospharischen Druck P, und der Temperatur 7,
umgeben. Der Seifenfilm hat die Oberflachenspannung -y, die Dichte ps und die Dicke t. Die
Masse und die Oberflachenspannung der Seife andern sich nicht mit der Temperatur. Nehmen Sie
an, dass Ry > t.

Die Energiezunahme dFE, die erforderlich ist, um die Flache einer Seife-Luft-Grenzflaiche um d A
zu vergroBern, ist durch dE = v d A gegeben, wobei y die Oberflachenspannung des Films ist.

pizi in Abhangigkeit von v, P, und Ry. [1.7 Punkte]
Pals

2.1 Bestimmen Sie das Verhaltnis

a5

2.2 Bestimmen Sie den Zahlenwert von psz — 1 mity = 0.0250 Nm !, Ry = 1.00 cm und
Pala

P, = 1.013 x 10° Nm 2. [0.4 Punkte]

2.3 Die Blase wird zunachst mit warmerer Luft im Inneren erzeugt. Bestimmen Sie den kleinsten

Zahlenwert von T, bei dem die Blase in ruhender Luft schweben kann. Verwenden Sie

T, = 300K, ps = 1000 kgm 3, p, = 1.30 kgm 3, ¢t = 100 nm und g = 9.80 ms~2. [2.0

Punkte]

Einige Zeit nach ihrer Entstehung befindet sich die Blase im thermischen Gleichgewicht mit ihrer
Umgebung. In ruhender Luft fallt diese Blase dann von selbst zu Boden.

2.4 Bestimmen Sie die Mindestgeschwindigkeit u eines Aufwinds (einer nach oben gerichteten
Luftstromung), der verhindert, dass die Blase im thermischen Gleichgewicht fallt. Geben Sie lhr
Ergebnis in Abhangigkeit von pg, Ry, g, t und der dynamischen Viskositat 7 der Luft an. Sie
durfen annehmen, dass die Geschwindigkeit so klein ist, dass das Stokes'sche Gesetz gilt, und die
Anderung des Radius beim Absinken der Temperatur auf die Gleichgewichtstemperatur
vernachlassigen. Die Widerstandskraft nach dem Stokes'schen Gesetz betragt F' = 6mnRou.
[1.6 Punkte]

2.5 Berechnen Sie den Zahlenwert von u mit p = 1.8 X 1075 kg mtsh [0.4 Punkte]

Die obigen Berechnungen legen nahe, dass die Terme mit der Oberflachenspannung -y nur sehr
wenig zur Genauigkeit des Ergebnisses beitragen. In allen folgenden Teilaufgaben diirfen Sie die
Oberflachenspannungsterme vernachlassigen.

eulersolve.org/ipho/2011/ 7/19



2.6 Wenn diese kugelformige Blase nun gleichmaBig mit einer Gesamtladung q elektrisch
aufgeladen wird, bestimmen Sie eine Gleichung, die den neuen Radius R in Abhangigkeit von
Ry, P,, q und der elektrischen Feldkonstanten g beschreibt. [2.0 Punkte]

2
q
4

der Blase nur geringfiligig zunimmt. Bestimmen Sie AR, wobei Ry = Ry + AR.

2.7 Nehmen Sie an, dass die Gesamtladung nicht zu groB ist (d. h. < P,) und der Radius

Esgilt (1 + z)" ~ 1 4 nz fir z < 1. [0.7 Punkte]

2.8 Welchen Betrag muss diese Ladung g in Abhangigkeit von t, p,, ps, €0, Ro, P, haben, damit
die Blase in ruhender Luft bewegungslos schwebt? Berechnen Sie auch den Zahlenwert von g. Die
elektrische Feldkonstante betragt eg = 8.85 x 10712 farad/m. [1.2 Punkte]

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.

Antworten
e 2.1
pili n o |
paTa PaRO
e 2.2
piL; e _5
oo, 1 =9.87 x 10 7|
e 2.3
15
Ti min — Ta a=?0 =307 K|
’ 1 3pst
paRO

2.4, unter Vernachlassigung der kleinen Korrektur durch die Oberflachenspannung:

2psR0tg
Umin =& ——— |
3n
e 25
Upmin >~ 0.36 ms |,
e 26
4 3 q’
R — RyRi — —————— =0, Ri >R
L 0T 3on2e, P, b=
o 2.7
2
AR~ 1 |
9(57T2EH)}3b,Z23
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e 2.8, in der Naherung einer kleinen Ausdehnung:

9672e0 Popst R
!qlfz\/ TE07ePv ™0 _ 956 x 107 C
Pa

Ohne Linearisierung der Ausdehnung lautet das Ergebnis in der Dinnfilmnaherung

96720 Pypst R 3p,t \ /¢
|q|:\/ 0" ep °<1+ P ) —2.57x1077C|
a paRO

\

Losung

Wir behandeln die Luft als ideales Gas mit derselben Zusammensetzung im Inneren und auBerhalb der
Blase. In der Dinnfilmnaherung sind das Blasenvolumen und die Seifenmasse gegeben durch

4 2
V = §7TR , ms >~ 4T R"tp;.

Der Film besitzt zwei Seife-Luft-Grenzflachen, seine Masse entspricht jedoch der einer einzigen
Kugelschale.

21

Beide Grenzflachen tragen zur Oberflachenenergie bei. Vernachlassigt man den kleinen Unterschied
ihrer Radien, gilt

E, = 2y(47R?) = 87yR.
Fir eine kleine Verschiebung dR nach auBen erfordert das mechanische Gleichgewicht
(P; — P,)dV = dE;.
Wegen
dV = 4rR*dR, dEs; = 16myRdR,
betragt der Uberdruck im Inneren
_ 4
Ry’
Die ideale Gasgleichung P = pR ;. 1" mit derselben spezifischen Gaskonstante auf beiden Seiten
liefert

Pi_Pa

pli P n 4y
paTa P, P,Ry
2.2
Mit Ry = 1.00 x 102 m gilt
4(0.0250
P - P, = (—)2 = 10.0 Pa.
1.00 x 10~
Somit ergibt sich
pili 100 ge7 1075

paTs 1.013 x 10°
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2.3

Die nach oben gerichtete Auftriebskraft ist gleich der Gewichtskraft der verdrangten Umgebungsluft:

4
Fp = p.Vog, Vo = gﬂ'Rg.

Bei der niedrigsten Temperatur, die ein Schweben ermaoglicht, gleicht die Auftriebskraft gerade die
gesamte Gewichtskraft der eingeschlossenen Luft und der Seife aus:
2
paVog = piVog + 4w Rijtpsg.
Daher gilt

3pst
Pi = Pa — }gz

Numerisch ergibt sich

3p,;t  3(1000)(1.00 x 1077)

= = 0.0300 kgm 3,
Ry 1.00 x 1072 &
sodass fur ein Schweben gelten muss:
pi = 1.27 kgm*3.
Mit Teil 2.1 folgt
4y
1
T _paTa 1+ 4y _ +PaR0
2,min — ) PaRO - a—3pst .
1—
paRO
Folglich ist
14 9.8717 x 1075
T’ min = 300 i = 307.117 K,
1—0.0300/1.30
also

Timin = 307 K|

Eine hohere Temperatur fuhrt zu einer geringeren Luftdichte im Inneren und damit zu einer nach oben
gerichteten resultierenden Kraft.

24

Im thermischen Gleichgewicht gilt T; = Tj,. Teil 2.1 liefert dann
4y
PaRO .

Bei einer ruhenden Blase muss die nach oben gerichtete Stokes'sche Widerstandskraft die Differenz
aus Gewichtskraft und Auftriebskraft ausgleichen:

Pi — Pa = Pa

4
67T77R0umin = 47TRgtpsg + ETFR?)(pz - pa)g'

Unter Berlicksichtigung der Oberflachenspannung ergibt sich daher

2psRotg n 8p.YRog
37 9P,

Umin =
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Das Verhaltnis des zweiten Terms zum ersten betragt

4pqY
3P, pst

Die Oberfldchenspannung @ndert die erforderliche Geschwindigkeit somit nur um etwa 0.43%.
Vernachlassigt man diese Korrektur, erhalt man den Ausdruck in den geforderten Parametern:

3n

~ 2,03R0tg

Umin =

= 4.28 x 1073,

Hierbei werden das vorgegebene Stokes'sche Widerstandsgesetz und die Anweisung verwendet, die

Radiusanderung beim Abkuhlen zu vernachlassigen.

2.5

Einsetzen der gegebenen Werte liefert

_2(1000)(1.00 x 10~%)(1.00 x 10~7)(9.80)

Umin =

Daher gilt

3(1.8 x 107%)

Umin =~ 0.36 ms™

1

Unter Beriicksichtigung der Oberflichenspannung ergibt sich 0.364516 m s, was auf zwei

signifikante Stellen gerundet dasselbe Ergebnis liefert.

2.6

Wir vernachlassigen nun wie vorgegeben die Oberflachenspannung. Vor dem Aufladen hat die Blase

= 0.362963 ms~!.

die Temperatur T, und den Innendruck P,. Die eingeschlossene Luftmasse bleibt erhalten, und auch

der Endzustand hat die Temperatur T},. Die ideale Gasgleichung liefert daher

PV: =

Eine gleichmaBig geladene Kugelschale erzeugt das elektrische Feld

E(r)

R3
PCLVOa Pi:Pa_g-
Rl
q
= > R),
4mer? (r )

wahrend das Feld im Inneren null ist. Ihre elektrostatische Energie betragt

€0
U, =~

auBen gerichtete elektrische Druck betragt

dUu,

o0
E(r)*4nr? dr =
2 Jr

Bei konstanter Ladung verringert eine VergroBerung des Radius diese Energie. Der zugehorige nach

_dU./dR _

2

q

8meoR

q

2

Pe ="y

Das mechanische Gleichgewicht erfordert

Bei R = R, gilt

eulersolve.org/ipho/2011/
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3
0 _
"R} 32n2%¢(R!

Multiplikation mit R}/ P, liefert

q

R —RR, ———— =0
L0 39n2e, P,

Fir eine von null verschiedene Ladung gilt fiir die physikalische Losung R > Ry.

2.7
Es sei
AR
$:—<<1, R1:R0(1+$)
Ry
Die Gleichung aus Teil 2.6 wird damit zu
4 4 q2
R;|(1 — (1 = —.

In erster Ordnung gilt

14z)*—(1+z)~(1+4z) — (14 z) = 3.

Somit ist
2
3Rz = 1 ,
327T280Pa
und es folgt
2
AR~ T |
967 €OPaR0
2.8

Durch das Aufladen nimmt das verdrangte Luftvolumen zu, wahrend die Gesamtmasse der Blase

unverandert bleibt.

Vor dem Aufladen ist die Luftdichte im Inneren gleich p,, da die Oberflachenspannung nun
vernachlassigt wird und sowohl Druck als auch Temperatur der eingeschlossenen Luft den
Umgebungswerten entsprechen. lhre Masse betragt daher

m; = paVo.
Die erhalten bleibende Seifenmasse betragt
ms = 47ngtps.
Dabei ist t die urspriingliche Dicke; der Film wird bei seiner Ausdehnung duiinner.
Fur ein Schweben nach dem Aufladen muss gelten:
paVig = (paVo + ms)g.

Daraus folgt

4
pagﬂ(Ri’ — Rg) = 4nRjtps,

eulersolve.org/ipho/2011/
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also

3pstR?
R} — R} = o

Fir eine kleine Ausdehnung gilt

R} — R} ~ 3R2AR,

sodass die erforderliche Radiuszunahme betragt:

AR ~ p_s,t
Pa
Numerisch ergibt sich
1000(1. 1077 A
AR~ 1000000 x1077) _ v ag q55m AR 00769,
1.30 Ry

Gleichsetzen dieser Zunahme mit dem Ergebnis aus Teil 2.7 liefert

g _ pst

967T280PaR8 Pa

9

und damit

’ \/ 9672 P, p,t R}
q| ~ .
Pa

Einsetzen ergibt

al =~ \/967r2(8.85 x 10712)(1.013 x 10°)(1000)(1.00 x 10~ 7)(1.00 x 10~%)3
- 1.30 ’

also

lg| ~ 2.56 x 1077 C = 0.256 uC|.

Das Ergebnis lasst sich auch ohne Linearisierung der Ausdehnung herleiten. Die Schwebebedingung
liefert

Ri1i =Ry (1 + ) .
paRO
Zusammen mit Teil 2.6 ergibt sich
967%e0 Pupst R R
q2 = 321, P, R, (R® — R3) = 07 alstt0T
Pa

Somit lautet das Ergebnis in der Diinnfilmnaherung ohne Reihenentwicklung

96m2e, P, p tR3 4\ Y6
|q|:\/ 07 aP °<1+ il ) =257 x 1077 C|
Pa paRO
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Beide Vorzeichen der Ladung fuhren zur gleichen Ausdehnung, da der elektrische Druck von q2
abhangt.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Zum hundertjahrigen Jubilaum von Rutherfords Atomkern:
die Streuung eines lons an einem neutralen Atom

ABBILDUNG 1

Ein lon der Masse m und der Ladung () bewegt sich aus groBer Entfernung mit einer anfanglichen
nichtrelativistischen Geschwindigkeit vg auf die Umgebung eines neutralen Atoms der Masse

M > m und der elektrischen Polarisierbarkeit o zu. Der StoBparameter betragt b, wie in
Abbildung 1 dargestellt.

Das Atom wird durch das elektrische Feld E des einlaufenden (sich ndhernden) lons
augenblicklich polarisiert. Das dadurch entstehende elektrische Dipolmoment des Atoms ist

p= aE’. Vernachlassigen Sie in dieser Aufgabe samtliche Strahlungsverluste.

3.1 Berechnen Sie die elektrische Feldstarke E’p im Abstand r von einem idealen elektrischen
Dipol p, der sich im Ursprung O befindet, in Richtung von p in Abbildung 2. [1.2 Punkte]

p=2aq, r>>a

ABBILDUNG 2

3.2 Bestimmen Sie den Ausdruck fiir die Kraft f, die das polarisierte Atom auf das lon ausiibt.
Zeigen Sie, dass diese Kraft unabhangig vom Vorzeichen der Ladung des lons anziehend ist. [3.0
Punkte]
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3.3 Wie lautet die elektrische potenzielle Energie der lon-Atom-Wechselwirkung in Abhangigkeit
von a, @ und r? [0.9 Punkte]

3.4 Bestimmen Sie den Ausdruck fur rmin, den in Abbildung 1 dargestellten Abstand bei der
groBten Annaherung. [2.4 Punkte]

3.5 Ist der StoBparameter b kleiner als ein kritischer Wert by, so nahert sich das lon dem Atom auf
einer Spiralbahn. In diesem Fall wird das lon neutralisiert, wahrend das Atom seinerseits geladen
wird. Dieser Vorgang ist als ,Ladungsaustausch”-Wechselwirkung bekannt. Wie grof ist der
Wirkungsquerschnitt A = 7rb(2) des Atoms fur diesen ,Ladungsaustausch”-StoB aus Sicht des
lons? [2.5 Punkte]

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

Es sei k = 1/(4meg), und T zeige vom Atom zum lon. Wir setzen U(o0) = 0.

e 3.1
= 2k
Wy = —
p 7'3 b
e 3.2
- 2ak?Q?
f= _—r5Q r.
Die Kraft ist bei beiden Vorzeichen von () anziehend.
e 33
ak?0? a0?
Uy = K@ _aQ
2rt 32n2eirs

e 3.4 Fir eine Streubahn mit b > b, gilt

_ 4 1/2

b2+\/b4—M

2
muvy

Tmin = 5

Bei b = by nahert sich das lon asymptotisch r = bo/\/ﬁ. Fir b < bg gibt es keinen
positiven radialen Umkehrpunkt.

1/4 —
o (sak22\" | [ 20klQl o _ @l \/g
0 mv% ’ N Vo m 2¢0v0 \ m

e 35
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Losung

Da M > m gilt, vernachlassigen wir den RiickstoB des Atoms und behandeln seine Position als fest.
Wir verwenden das in der Aufgabenstellung vorgegebene Modell eines idealen induzierten Dipols mit
a > 0.

3.1

Wir stellen den Dipol durch die Ladungen +q und —q im Abstand 2a voneinander dar, sodass p = 2aq
gilt. An einem Punkt auf der Achse in Richtung von p betragen die Abstinde von den beiden Ladungen
r—aundr -+ a.

Die Felder der beiden Ladungen zeigen in entgegengesetzte Richtungen, sodass
B k: 1 1
P07 rra)

wobei p der Einheitsvektor in Richtung des Dipolmoments ist.

| P

Durch Zusammenfassen der Briiche erhalten wir

= 4kqar
E,= ———=p.
P 12— q2)2 p
Im Grenzfall des idealen Dipols a/r — 0 bei festem p = 2aq gilt
- 2kp . 2k
PR
r r

Das Feld auf der gegeniiberliegenden Seite der Dipolachse zeigt ebenfalls in Richtung von p und hat
bei gleichem Abstand denselben Betrag.

3.2

Das lon befinde sich relativ zum Atom am Ort 7 = rr. Das vom lon am Ort des Atoms erzeugte
elektrische Feld ist

- kQ .
Eion — ——21'.
r
Folglich ist das induzierte Dipolmoment
. = ak@ .
b= aEion - - ) r.

Das lon liegt auf der Achse dieses Dipols. Mit dem Ergebnis aus 3.1 folgt

~

= — — Ir
p r3 7o
Damit ist die Kraft auf das lon
- - 20k%Q? . a@? .
f=QF,= ——r = ———F-—T.
P rs 8m2edrd

Da a > 0 gilt und die Ladung als Q2 eingeht, zeigt die Kraft unabhangig vom Vorzeichen von (Q stets
zum Atom hin.
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3.3

Fur eine konservative Zentralkraft gilt

dU
fr=—a

Wahlen wir die potenzielle Energie im Unendlichen gleich null, so erhalten wir

U(r):—lfr(s)ds:—£<_%?y>ds.

Daher gilt
ak2Q2
Ulr)= ———.
(r) o
Gleichwertig dazu ist
1 2
U — _EaEion.

Der Faktor 1/2 berlicksichtigt die Energie, die zur Induktion des Dipols benotigt wird. Tatsachlich ergibt
die Polarisationsenergie p?/(2a;) zusammen mit der Kopplungsenergie —pE;,, den Wert —aEfon/2,

wenn p = aFjo, gilt.
3.4

Die Kraft ist eine Zentralkraft, daher bleibt der Drehimpuls bezliglich des Atoms erhalten. Sein Betrag
wird durch die einlaufende Bahn bestimmt:

L = muwyb.
Auch die mechanische Energie bleibt erhalten. Im Unendlichen verschwindet die potenzielle Energie,
sodass

1
g = Em'l/?).

Die Zerlegung der kinetischen Energie in einen radialen und einen transversalen Anteil ergibt

L? ak2Q2 1
.9 2
—mr-® + — = —muv,.
2 2mr? ord 9 0
Am Punkt der gréBten Annaherung auf einer Streubahn gilt #» = 0. Durch Einsetzen von L = muwgb

erhalten wir

mugh®  ak?Q? 1,

2r2 2

4 0
min 2r 2

min

Multiplikation mit 2r% . /(mw3) ergibt

Dies ist eine quadratische Gleichung in rfmn mit den Losungen

212
b2:i:\/b4—4akQ

2
muv

2
’]"‘ =
+ 2

eulersolve.org/ipho/2011/ 17719



Ein aus dem Unendlichen kommendes lon erreicht zuerst die groBere Losung. Somit gilt

_ ~41/2

b2+\/b4—M

2
muvy

Tmin = >

Fur b > by sind die beiden Lésungen verschieden, wobei by im Folgenden bestimmt wird. Zur Kontrolle:
Wenn die Wechselwirkung gegen null geht, liefert dieser Ausdruck rmin — b, wie es fiir eine
geradlinige Bewegung zu erwarten ist.

3.5
Die radiale Bewegung wird durch das folgende effektive Potenzial bestimmt:
L? ak’Q?
Uett(r) = 5 T
2mr 2r

Bei einem von null verschiedenen Drehimpuls dominiert fur groRe Abstande der positive

Zentrifugalterm, wahrend fir kleine Abstande der anziehende Term dominiert. Die daraus entstehende
Potenzialbarriere kann verhindern, dass das lon das Atom erreicht.

Die kritische Bahn liegt vor, wenn die beiden radialen Umkehrpunkte zusammenfallen. Daher muss die
in 3.4 gefundene Diskriminante verschwinden:

by — % =0.
muy
Daraus folgt
1/4
4ak’Q? /
by = 5
muy

keine positive Nullstelle. Das einlaufende lon bewegt sich daher weiter nach innen und erfahrt unter der
in der Aufgabenstellung getroffenen Annahme einen Ladungsaustausch.

.2 2
r = I —_— —_—— .

Das einlaufende lon nahert sich dem Radius der instabilen Kreisbahn
bo
TC —_
V2
asymptotisch. Diese Grenze hat in der StoBparameterebene den Flacheninhalt null und beeinflusst den
Wirkungsquerschnitt nicht.

Flr genau b = b gilt
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Die eingefangenen Bahnen nehmen in dieser Ebene eine Kreisscheibe mit dem Radius by ein. Daher gilt

4ak?Q)?

2 Y
mvo

A= M\/E:ﬁ\/z
Vg m  2ggvg V M’

Werden die EingangsgréBen in SI-Einheiten eingesetzt, so ergibt sich A in m?2. Es sind keine

A=nbl=1n

oder

numerischen Parameterwerte angegeben.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

eulersolve.org/ipho/2011/

19/19



	IPhO 2011
	Aufgabe 1: Ein Dreikörperproblem und LISA
	Antworten
	Lösung

	Aufgabe 2: Eine elektrisch geladene Seifenblase
	Antworten
	Lösung

	Aufgabe 3: Zum hundertjährigen Jubiläum von Rutherfords Atomkern: die Streuung eines Ions an einem neutralen Atom
	Antworten
	Lösung



