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Problema 1: Imagen de una carga en un objeto metalico

[

Introducciéon — Método de las imagenes

Una carga puntual g se sitla en las proximidades de una esfera metdlica conectada a tierra de
radio R [véase la Fig. 1(a)] y, como consecuencia, se induce una distribucion de carga superficial
sobre la esfera. Calcular el campo eléctrico y el potencial debidos a la distribuciéon de carga
superficial es una tarea sumamente dificil. Sin embargo, el célculo puede simplificarse
considerablemente utilizando el denominado método de las imagenes. En este método, el campo
eléctrico y el potencial producidos por la carga distribuida sobre la esfera pueden representarse
como el campo eléctrico y el potencial de una Unica carga puntual q' situada en el interior de la
esfera (no es necesario demostrarlo). Nota: El campo eléctrico de esta carga imagen g’
reproduce el campo eléctrico y el potencial Gnicamente en el exterior de la esfera (incluida
su superficie).

(a) (b)

Fig 1. (a) A point charge g in the vicinity of a grounded metallic sphere. (b) The electric field of the
charge induced on the sphere can be represented as electric field of an image charge ¢'.

Fig. 1. (a) Una carga puntual q en las proximidades de una esfera metdlica conectada a tierra. (b)
El campo eléctrico de la carga inducida sobre la esfera puede representarse como el campo
eléctrico de una carga imagen q’.

Tarea 1 - La carga imagen

La simetria del problema exige que la carga g’ se sitle sobre la recta que une la carga puntual g y
el centro de la esfera [véase la Fig. 1(b)].
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a) ¢Cual es el valor del potencial en la esfera? (0.3 puntos)

b) Exprese q' y la distancia d’ de la carga q’ al centro de la esfera en funcién de ¢, dy R. (1.9
puntos)

c) Halle el médulo de la fuerza que actua sobre la carga q. ¢Es repulsiva la fuerza? (0.5 puntos)
Tarea 2 — Apantallamiento de un campo electrostatico

Considere una carga puntual g situada a una distancia d del centro de una esfera metalica
conectada a tierra de radio R. Nos interesa determinar como afecta la esfera metalica conectada
a tierra al campo eléctrico en el punto A, situado al otro lado de la esfera (véase la Fig. 2). El
punto A se encuentra sobre la recta que une la carga q y el centro de la esfera; su distancia a la
carga puntual g es 7.

a) Halle el vector campo eléctrico en el punto A. (0.6 puntos)

b) Para una distancia muy grande r > d, halle la expresion del campo eléctrico utilizando la
aproximacion (1 + a)_2 ~ 1 — 2a, donde a < 1. (0.6 puntos)

c) ¢En qué limite de d apantalla por completo la esfera metélica conectada a tierra el campo de la
carga g, de modo que el campo eléctrico en el punto A sea exactamente cero? (0.3 puntos)

Fig 2. The electric field at point A is partially screened by the grounded sphere.

Fig. 2. El campo eléctrico en el punto A estd parcialmente apantallado por la esfera conectada a
tierra.

Tarea 3 - Pequeiias oscilaciones en el campo eléctrico de la esfera metalica conectada a
tierra

Una carga puntual g de masa m esta suspendida de un hilo de longitud L sujeto a una pared, en
las proximidades de la esfera metalica conectada a tierra. En su analisis, ignore todos los efectos
electrostaticos de la pared. La carga puntual constituye un péndulo simple (véase la Fig. 3). El
punto en el que el hilo esta sujeto a la pared se encuentra a una distancia [ del centro de la esfera.
Suponga que los efectos de la gravedad son despreciables.

a) Halle el moédulo de la fuerza eléctrica que actua sobre la carga puntual g para un angulo o dado
e indique su direccidon y sentido en un diagrama claro (0.8 puntos)

b) Determine la componente de esta fuerza que actua en la direccidén perpendicular al hilo en
funciéndel, L, R, q y . (0.8 puntos)

c) Halle la frecuencia de las pequefias oscilaciones del péndulo. (1.0 puntos)
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Fig 3. A point charge in the vicinity of a grounded sphere oscillates as a pendulum.

Fig. 3. Una carga puntual en las proximidades de una esfera conectada a tierra oscila como un
péndulo.

Tarea 4 - La energia electrostatica del sistema

Para una distribucién de cargas eléctricas es importante conocer la energia electrostatica del
sistema. En nuestro problema (véase la Fig. 1a), existe una interaccion electrostatica entre la
carga externa q y las cargas inducidas sobre la esfera, y existe una interaccion electrostatica
entre las propias cargas inducidas sobre la esfera. En funcién de la carga g, el radio de la esfera R
y la distancia d, determine las siguientes energias electrostaticas:

a) la energia electrostatica de interaccion entre la carga q y las cargas inducidas sobre la esfera;
(1.0 puntos)

b) la energia electrostatica de interaccion entre las cargas inducidas sobre la esfera; (1.2 puntos)
c) la energia electrostatica total de interaccion del sistema. (1.0 puntos)
Indicacidn: Hay varias formas de resolver este problema:

(1) En una de ellas, puede utilizar la siguiente integral,

/°° zdr 1 1
¢ (x2—R2)2 242 R?’

(2) En otra, puede utilizar el hecho de que, para un conjunto de N cargas g; situadas en los

puntos 7;,7 = 1,..., N, la energia electrostatica es una suma sobre todos los pares de cargas:
N N
25 =1 ey |7 — Tl
i#]

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Escribamos k = 1/(4meg). En la Tarea 2, sea € el vector unitario dirigido de g hacia A. Para la
Tarea 3, definamos

do =12+ L2 —2lLcosa, Do=(l—L)>— R,

conl — L > R para el equilibrio exterior representado. Tomemos la componente perpendicular
de la fuerza con signo positivo en el sentido de aumento de a.

eulersolve.org/ipho/2010/ 3/29



e 1(a)

¢sphere = 0.

e 1(b)

R R?
,—__ I:—
¢ === d T

La imagen se encuentra entre el centro y el punto de la superficie mas proximo a q.

e 1(c)

_ k¢®Rd
~ (d? — R2)?°

La fuerza es atractiva y esta dirigida hacia el centro de la esfera.

e 2(a)

1 R .
EA:kq —2— 5 3 e.
r2  d(r—d+ R2/d)

e 2(b) Parar > d, incluida la primera correccién:

El término dominante es kq(1 — R/d)e/r.
e 2(c)

d—>R" — E4—0.

e 3(a)

Fla) = kg?R+/12 + L2 — 2l L cos o -
(12 + L2 — 2lL cos oo — R?)?

Dibuje la flecha de la fuerza desde la carga directamente hacia el centro de la esfera.

e 3(b)

kq®Rlsin o

FL=— .
(12 + L% — 2lL cosa — R?)

e 3(c) La frecuencia ordinaria y la frecuencia angular son

1 | kq?RI
- 2\l mLD?’

f

wo = 27rf.

e 4(a) Interaccidon carga—superficie:

kq’R
U = — = g
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e 4(b) Energia de interaccién mutua de las cargas inducidas:

U, — MR
2(d?> — R?)
e 4(c) Energia total de interaccion:
kq’R

Utot = —m-
L
Solucién
1(a)

Un conductor en equilibrio electrostatico es equipotencial. La conexién a tierra fija su potencial al de la
Tierra, que se toma como cero:

¢sphere = 0.

1(b)

Sea O el centro. Midamos las posiciones axiales desde O hacia la carga externa, de modo que g se
encuentre end > Ry laimagen en d’, dentro de la esfera.

En el punto de la superficie mas préximo a g, la condicién de potencial nulo da

q q'
k —0.
(d—R * R—d’)

En el punto opuesto de la superficie,

/
k(dER * Rid’) =0
Por consiguiente,
R—d R+d
d—R d+ R

Multiplicando en cruz se obtiene

(R—d)(d+R)=(R+d)(d—-R),

de donde
2
a— E|
d
Sustituyendo en las expresiones anteriores,
) R
q - d q °

Estos valores también satisfacen la condicidon de contorno en todos los puntos de la superficie. Para un

. . . , . .z . ! . .
punto de la superficie cuyo radio forma un angulo @ con la direccidn hacia g, sean sy s’ sus distancias
aqyq'.Entonces

s? =d?+ R? — 2dR cos b,
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2
s?=d?+ R> - 2d'Rcosf = %32.

Asi, s’ = (R/d)s, y

1(c)

En la posicion de la carga externa, la imagen reproduce el campo de las cargas inducidas. La
separacion entre g y su imagen es

d2 o R2
, JR—

d—d = —Qa

Por tanto, la ley de Coulomb da
p_ Ml _  ka¥(R/d)
(d—d)*  [(d— R?)/d)’

De ahi,

e kq®Rd

- (d2 _R2)2 :

Como ¢’ tiene signo opuesto a g, la fuerza es siempre atractiva. Esta dirigida a lo largo de la recta que
va de g hacia O.

2(a)

Elijamos el sentido positivo del eje de g hacia A, con vector unitario €. Situemos el centro de la esfera
en x = 0. Entonces

r, = —d, :qu/:—dl, Ty =1—d.
Como A esté fuera de la esfera, al otro lado de ella, » > d + R.

Las distancias de A a las dos cargas son

R2
T, r—d+d =r—d+ —.

d

Por superposicion,
/
q q N
E,=k|=
A lrz (r—d—l—d’)Q]

Por tanto,

El signo del coeficiente escalar determina el sentido a lo largo del eje.
2(b)

Definamos

eulersolve.org/ipho/2010/ 6/29



R2
d
Como 0 < § < d, la condicion r > d implica §/r < 1. Podemos escribir

—2
_ ka —£<1—é> ]é.
d r

Ey=—
Utilizando la aproximacion proporcionada con a = —5/7‘,

0=d

r2

Se sigue que

Sustituyendo 4,

2(c)
A medida que la carga externa se aproxima a la esfera,
+ ! !
d— R", d — R, q — —q.
Asi, la carga y su imagen se aproximan a la misma posicién con cargas iguales en mddulo y de signos

opuestos. Sus campos se cancelan en todo punto de observacion exterior fijo distinto del punto de
contacto.

En particular, la expresién exacta de 2(a) da

lim E4 =0|
d—R+

Este es un limite en el que la carga se aproxima a la superficie desde el exterior.
3(a)

Consideremos que el conductor permanece en equilibrio electrostatico mientras se mueve la carga.
Sean P el punto de sujecion del hilo y () la posicidn de la carga. Elijamos

0=(0,0, P=(,0).
Para el angulo mostrado en la Fig. 3,
Q =(—Lcosa, Lsina).

Por tanto, la distancia instantanea del centro a la carga es

do = |0Q]| = \/(Z—Lcosa)2 + L?sin’a = V12 + L2 — 2L cos a.

Aplicando el resultado de 1(c),
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Fla) = kq?Rd.  kq?RvV1?+ L? — 2L cos o
(d%2—R*)* (124 L?—2lLcosa — R?)®

La fuerza esta dirigida de @ hacia O.

Descripcion del diagrama: Dibuje la esfera con centro en O, con P a su derecha sobre una recta
horizontal y OP = . Sitle @) por encima de esa recta y a la izquierda de P, con PQQ = Ly
Z0OP(Q = «a. Dibuje una flecha con origen en (), a lo largo de QO, dirigida hacia O, y rotulela F'e.
Indique OQ = d,.
3(b)
Un vector unitario perpendicular al hilo, en el sentido de aumento de «, es
é, = (sina, cos ).

Como la fuerza esté dirigida hacia O,

F .

F,=——(— Lcosa, Lsina).

da

Su componente tangencial es
FJ_ — Fe . éa
F

= —d—[(l— L cos a) sina + L sin a cos @

Flsina
da

Al sustituir se obtiene

kq?Rlsin o
(12 + L2 — 2L cos o — R?)? .

F=-

Para « positivo, esta componente actla en el sentido de disminucién de «, por lo que es restauradora.
Su maédulo se obtiene sustituyendo — sin « por [sin .

3(c)
En el equilibrio a = 0,
do=1—L.
El equilibrio representado requiere | — L > R, de modo que la carga se encuentre fuera de la esfera.

La tension no tiene componente perpendicular al hilo. Por tanto, la segunda ley de Newton en la
direccion tangencial es

mL& = FJ_.
Para a pequefio,

sina >~ a,

d2 —R?>=(1-L)*> - R* +1La* + O(a?).

Escribiendo Do = (I — L) — R?, la ecuacion linealizada se convierte en
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mL& = — D% a,

0 bien
quRl
2 2
a+wyga=0 wp =

o *" mLD?

Asi, la frecuencia ordinaria es
wo 1 kq?RI

A T

La aproximacion requiere una amplitud suficientemente pequefia para que se cumplan ambas
condiciones

la| < 1, ILa® < D,
simultdneamente.
4(a)

Omitamos la autoenergia de la carga puntual externa y tomemos la energia de interacciéon como nula
cuando d — oo.

Sea ¢, el potencial producido por las cargas superficiales inducidas. En la posicion de g, laimagen da
kq' kqR
¢o(9) = T T 2 2"
d—d d“ — R
La energia de interaccion entre q y las cargas inducidas es

Uqa = Q¢a(q) .

Aqui no hay un factor 1/2: cada par formado por g y una carga inducida se cuenta una sola vez. Por
tanto,

kq’R
Up = o m

4(b)

Sea o la densidad de carga superficial inducida y sea qu el potencial debido a la carga externa. La
energia de interaccién mutua de las cargas inducidas es

1
UJU:_/U¢gdS.
2 Js

El factor 1/2 evita contar dos veces los pares dentro de la distribucion superficial.

Sobre la esfera conectada a tierra,

¢q + ¢o = 0.

Por tanto,
1
Uyp = ——/0¢qu.
2 /s

La integral restante es igual a la energia de interaccién carga—superficie:
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ds
/ o6, dS = kg / 995 _ 6.(a) = U,
S S |r

Asi,
1
Uaa - _Equ
lo que da
Uyy = 4 — R
7 " 2(d? - RY)’
4(c)

Sumando las dos contribuciones fisicas,

1
Utot - Uqa + Uaa - EUqa-

Por consiguiente,

kq’R
Utot = =55 oy -
2(d? — R?)
Esto también se deduce del trabajo necesario para traer q cuasiestaticamente desde el infinito:
®  k¢’Rz kq’R
Usot(d) = —/ T ey
i (22— R? 2(d* — R?)
Como comprobacién de coherencia, la fuerza en el sentido de aumento de d es
dUtot - kq2Rd
dd (d? — R?)? ’

lo que reproduce la fuerza atractiva hallada en 1(c).

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 2: Fisica de las chimeneas

[

Introduccion

Los productos gaseosos de la combustion se liberan a la atmdsfera, cuya temperatura es T'4;,, a
través de una chimenea alta de seccidn transversal A y altura h (véase la Fig. 1). La materia sélida
se quema en el horno, que se encuentra a una temperatura 1's,, k.- El volumen de gases
producido por unidad de tiempo en el horno es B.

Suponga que:

la velocidad de los gases en el horno es despreciable

la densidad de los gases (humo) no difiere de la del aire a la misma temperatura y presion;
mientras estan en el horno, los gases pueden tratarse como ideales

la presion del aire varia con la altura de acuerdo con la ley de la hidrostatica; la variacién de
la densidad del aire con la altura es despreciable
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e el flujo de gases satisface la ecuacién de Bernoulli, que establece que la siguiente magnitud
se conserva en todos los puntos del flujo:

1
Epvz(z) + pgz + p(2) = const,

donde p es la densidad del gas, v(z) es su velocidad, p(z) es la presién y z es la altura - la
variacion de la densidad del gas es despreciable a lo largo de toda la chimenea

®e

A

. pﬁ'mrlﬂz‘

~

10 Smoke

. y \
egR)® .
- . £ (&) |

Fig 1. Sketch of a chimney of height h with a furnace at temperature Ts, e -

Fig. 1. Esquema de una chimenea de altura h con un horno a temperatura T'smoke-

Tarea 1

a) ¢Cudl es la altura minima necesaria para que la chimenea funcione eficazmente y pueda liberar
a la atmosfera todo el gas producido? Exprese el resultado en funcion de B, A, T'4;,,

g=9.81 m/s2, AT = Tgpore — T air- Importante: en todas las tareas siguientes, suponga
que esta altura minima es la altura de la chimenea. (3.5 puntos)

b) Suponga que se construyen dos chimeneas para cumplir exactamente la misma funcion. Sus
secciones transversales son idénticas, pero estdn disefiadas para funcionar en distintas partes del
mundo: una en regiones frias, disefiada para funcionar a una temperatura atmosférica media de
—30°C, y la otra en regiones calidas, disefiada para funcionar a una temperatura atmosférica
media de 30 °C. La temperatura del horno es 400 °C. Se calculé que la altura de la chimenea
disefiada para funcionar en regiones frias es 100 m. ;Qué altura tiene la otra chimenea? (0.5
puntos)

c) ¢Cémo varia la velocidad de los gases con la altura en la chimenea? Haga un esquema o
diagrama suponiendo que la seccidn transversal de la chimenea no cambia con la altura. Indique

el punto por el que los gases entran en la chimenea. (0.6 puntos)

d) ¢;Cémo varia la presion de los gases con la altura en la chimenea? (0.5 puntos)
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Central de energia solar

El flujo de gases en una chimenea puede utilizarse para construir un tipo particular de central de
energia solar (chimenea solar). La idea se ilustra en la Fig. 2. El Sol calienta el aire bajo el colector
de drea S, cuya periferia esta abierta para permitir la entrada de aire sin obstaculos (véase la Fig.
2). A medida que el aire calentado asciende por la chimenea (flechas finas de trazo continuo),
entra aire frio nuevo en el colector desde el entorno (flechas gruesas de puntos), lo que permite
un flujo continuo de aire a través de la central. El flujo de aire por la chimenea acciona una turbina
y produce energia eléctrica. La energia de la radiacion solar por unidad de tiempo y por unidad de
area horizontal del colector es G. Suponga que toda esa energia puede utilizarse para calentar el
aire del colector (la capacidad calorifica especifica del aire es ¢, y puede despreciarse su
dependencia de la temperatura del aire). Definimos el rendimiento de la chimenea solar como el
cociente entre la energia cinética del flujo de gas y la energia solar absorbida al calentar el aire
antes de su entrada en la chimenea.

solar radiation, G

collector of area S

Fig 2. Sketch of a solar power plant.

Fig. 2. Esquema de una central de energia solar.
Tarea 2
a) ¢Cudl es el rendimiento de la central de chimenea solar? (2.0 puntos)

b) Haga un diagrama que muestre cdmo varia el rendimiento de la chimenea con su altura. (0.4
puntos)
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Prototipo de Manzanares

5 m. El colector es circular, con un didmetro de 244 m. El calor especifico del aire en las
condiciones de funcionamiento habituales de la chimenea solar prototipo es 1012 J /kg K, la
densidad del aire caliente es aproximadamente 0.9 kg/m3 y la temperatura habitual de la
atmdsfera es T4 = 295 K. En Manzanares, la potencia solar por unidad de superficie horizontal
suele ser de 150 W /m? durante un dia soleado.

Tarea 3

a) ¢Cual es el rendimiento de la central prototipo? Escriba la estimaciéon numérica. (0.3 puntos)
b) ¢Qué potencia podria producir la central prototipo? (0.4 puntos)

c) ¢Cudanta energia podria producir la central durante un dia soleado tipico? (0.3 puntos)
Tarea 4

a) ¢Cual es el aumento de temperatura del aire al entrar en la chimenea (aire caliente) desde el
entorno (aire frio)? Escriba la férmula general y evallela para la chimenea prototipo. (7.0 puntos)

b) ¢Cual es el caudal masico de aire a través del sistema? (0.5 puntos)

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Tome z = 0 en la entrada de la chimenea y z = h en su salida. A continuacién, py denota la
densidad del humo o del aire calentado.

1(a) Para AT > 0,

I BT y;,

TR 2gA2AT
e 1(b)

| harm = 145m|
e 1(c)

B
v(z)zz (0<z<h)|

La velocidad aumenta desde un valor casi nulo en el horno hasta B/ A en la region de

entrada y, después, permanece constante a lo largo de toda la chimenea.

e 1(d)

p(2) = pair(h) + prg(h — 2) |

La presion disminuye linealmente con la altura, con pendiente —pj g, hasta alcanzar la

presion atmosférica exterior en la salida.
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e 2(a)

h
7 cé]“Air |
e 2(b) La gréfica de 7 frente a h es una recta que pasa por el origen, con pendiente
9/(Tair).
e 3(a)

1= 0.00641 ~ 0.64%|.

e 3(b) La potencia ideal disponible es

P~ 449 x 10*°W ~ 45kW |.

e 3(c) Para un tiempo efectivo de iluminacién T,

=1

Para 12 h con la irradiancia indicada, £ ~ 0.54 MWh = 1.9 GJ. Si la irradiancia indicada
es un promedio de todo el dia, el resultado para 24 h es 1.08 MWh = 3.88 GJ.

e 4(a)
NIV
AT = M ~ 91Kl
2gh p2 A%c?
e 4(b)
GS 29h(pnA)2GS1"?
= = l g (Z: ) ] ~ 7.7 x10%kgs ™|
Air
\
Solucion

Escribimos pa = pAir, Ph = PSmoke Y P0 = pAir(O). Para la chimenea solar, pp, denota, en cambio, la
densidad del aire calentado. Las temperaturas absolutas de todas las formulas se expresan en kelvin.

1(a)

La chimenea funciona por tiro natural: el aire exterior es mas denso que el gas caliente, por lo que su
presion disminuye mas rapidamente con la altura. En la condicién limite de funcionamiento, el gas casi
en reposo en el horno se encuentra a la presién atmosférica pg. Esta es la condicién de contorno para
evacuar el gas sin que sea necesaria una sobrepresién en el horno.

Por la ley de la hidrostatica en el exterior de la chimenea,
pair(h) = po — pagh-

En la salida abierta, la presién del gas es igual a la presién atmosférica local. La ecuacion de Bernoulli
entre el horno, donde la velocidad es despreciable, y la salida da
1 2
po = Pair(h) + prgh + 5 PRV

Por consiguiente,
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1
5 Pn0” = (pa — p1)gh-

El humo y el aire tienen la misma densidad a igual temperatura y presion. Por tanto, al aplicar la ley de
los gases ideales a la presién comun en la base se obtiene

p_a: T'smoke — 14 AT
Ph T air T gir
Asi,
AT
v? = 2¢gh .
TAir

Como se desprecia la variacién de densidad entre el horno y la chimenea, la capacidad de evacuacién
volumétrica es Awv. Para liberar todo el gas se requiere

Av > B.

Para la altura minima se cumple la igualdad:

2

A TAir -
Por tanto,
A BzTAir
TR 99 A2AT |

Este resultado requiere que AT > 0. Para B > 0y AT = 0, ninguna altura finita produce el tiro

natural necesario bajo estas hipdtesis.

1(b)

Ambas chimeneas tienen los mismos valores de B, A y de la temperatura del horno, por lo que
T'air

h x .
TSmoke - TAir

Las temperaturas y diferencias de temperatura pertinentes son

T. = 243.15 K, T, = 303.15 K,
AT, = 430K, AT, = 370K.
Por lo tanto,

T, AT, 303.15 430

o = hezm R = (100m) o7a=e =g

Esto da

|hw = 144.9m ~ 145m|.

El entorno més caélido proporciona una menor diferencia relativa de densidad, lo que requiere una
chimenea més alta.

1(c)
La conservacion de la masa en un flujo estacionario da

m = ppAv(z).
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Como tanto p;, como A son constantes a lo largo de toda la chimenea, v(z) también debe ser
constante. Con la altura minima estipulada, el caudal volumétrico es exactamente B, de modo que

B 2ghAT

Para el esquema solicitado, sitle z en el eje horizontal y v en el eje vertical. Marque la entrada de la
chimenea en z = (. Represente un aumento rapido desde la velocidad despreciable del horno hasta
B/ A en la regién de entrada, seguido de una linea horizontal en v = B/ A desde la entrada hasta

z = h. Si se idealiza la regidn de entrada como una regién de extensidn despreciable, la aceleracién en
ella puede representarse mediante un escalén en z = 0.

1(d)

Dentro de la chimenea, la ecuacion de Bernoulli es

1 2

Ephv + prgz + p(z) = constante.
Como v es constante,

dp

P ~PhrY-

Utilizando la condicién de contorno en la salida p(h) = p 4;-(h),

p(2) = pair(h) + prg(h — 2)|.

De forma equivalente,
p(2) = po — pagh + prg(h — 2).

La presion exterior a la altura z es p 4;,(2) = pg — pag2- Restando,

p(2) = Pair(2) = —(pa — Pr)g(h — 2) |

Por tanto, la presién del gas es inferior a la presion atmosférica del entorno en todos los puntos del
interior de la chimenea situados por debajo de la salida, y ambas presiones se igualan en la salida.

Inmediatamente después de la entrada,

1
p(0") =po — (pa — pr)gh = po — Epmﬂ-

Esta reduccidn de presién en la entrada acompafia a la aceleracion desde el horno hacia la chimenea. A
partir de ahi, la presién disminuye linealmente con la altura.

2(a)
Consideremos una masa m de aire que se calienta en AT en el colector. El calor absorbido es
Q = mcAT.
Su energia cinética en la chimenea es
1
K = Emv2

Segun la definicién del enunciado,
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= Q T 2¢AT
Aplicando el resultado de 1(a),
5 2ghAT
v = ’
TAir
se obtiene
gh
=T
CL fjr

Dentro del modelo planteado, el rendimiento es independiente del aumento de temperatura, del drea
del colector y de la seccidn transversal de la chimenea. Mide la potencia cinética disponible en relacion
con la potencia solar absorbida.

2(b)

Para valores fijos de T'y;, Y ¢,

g
n(h) B CTAir h.

El diagrama solicitado tiene h en el eje horizontal y 7 en el eje vertical. Es una recta que pasa por (0, O),
con pendiente positiva

dn_ g
dh CTAir i

Al duplicar la altura se duplica el rendimiento. Esta relacién lineal solo es vélida dentro de las
aproximaciones del problema; no debe extrapolarse a alturas en las que las variaciones de densidad
sean significativas.

3(a)
Sustituyendo los datos del prototipo,
(9.81ms~2)(195m)

n= - — 0.0064077.
(1012 Jkg "K-1)(295K)

Por lo tanto,

n =~ 0.64%|.

3(b)
El radio del colector es 244 /2 = 122 m, por lo que su area es
S = 7(122m)? = 4.67595 x 10* m?.
Se supone que toda la potencia solar incidente calienta el aire:
Pl = GS = (150 Wm~2)(4.67595 x 10*m?) = 7.01392 x 106 W.
La potencia cinética disponible es
P =nGS = (0.0064077)(7.01392 x 10° W),

por tanto,
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P = 4.4943 x 10* W ~ 45 kW |.

Esta es la potencia ideal disponible para su conversion segun la definicidn del problema; no se
especifica ningun rendimiento adicional de la turbina o del generador.

3(c)
Para un tiempo efectivo de iluminacion 7 con la irradiancia indicada,

ghGS
cT air

E =Pt =

T

Asi, cada hora en las condiciones indicadas proporciona aproximadamente 44.9 kWh.

Si se estima que un dia soleado tipico equivale a 12 h con la irradiancia indicada,
FE = (44.943 kW)(12 h) = 539.3kWh,

o bien

E~0.54MWh~ 1.9 x 10°J|

Si, en cambio, 150 W m 2 se interpreta como un promedio de las 24 h del dia completo,

E = (44.943kW)(24h) ~ 1.08 MWh = 3.88 x 10° J|.

El enunciado no especifica el tiempo efectivo de iluminacién ni el criterio utilizado para calcular el
promedio.

4(a)

En funcionamiento estacionario, la potencia de calentamiento solar es igual al ritmo al que el aire
evacua calor:

GS = mcAT.
La conservacion de la masa da
m = ppAv.

Combinando estas expresiones con la velocidad en la chimenea,

_ [2ghAT
v TAir ’

obtenemos
2gh AT 2
GS = pRAcAT 20hAT prAc gh (AT)3/2.
TAir TAir
Despejando AT,
1/3
GS)2Ty;
AT — ( ) Air
2gh p? A%c?

Para el prototipo,
A=mn(5 m)2 = 78.5398 m?.

Utilizando la densidad del aire caliente proporcionada,
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1/3

01392 % 105)2(2
AT — (7.01392 x 10°)2(295) K

~12(9.81)(195)(0.9)2(78.5398)2(1012)2

Por lo tanto,

|AT =9.05K ~ 9.1K|.

El aire entra en la chimenea a aproximadamente 304 K.
4(b)

Del balance de calentamiento,

_ GS
AT

m
Numéricamente,

6
L 7.013&12 x 105 W _ 765.8kgs .
(1012 J kg 'K ~1)(9.0503 K)

Asi,

m e~ 7.7 x 10°kgs™!|.

Al eliminar AT también se obtiene la expresion general

9 1/3
. l2gh(PhA) GS] |
CTAiT

Como comprobacién numérica, la velocidad correspondiente es

B \/2(9.81)(195)(9.0503)
v 205

lo que da p, Av = 765.8 kg s~!y una potencia cinética
3(b).

=10.83ms !,

1

5 mv? = 44.94kW, en concordancia con

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 3: Modelo sencillo de un nucleo atéomico

[
Introduccion

Aungue los nucleos atémicos son objetos cuanticos, varias leyes fenomenoldgicas que describen
sus propiedades basicas (como el radio o la energia de enlace) pueden deducirse a partir de
hipotesis sencillas: (i) los nlcleos estan constituidos por nucleones (es decir, protones y
neutrones); (ii) la interaccion nuclear fuerte que mantiene unidos estos nucleones tiene un
alcance muy corto (solo actta entre nucleones vecinos); (iii) el nUmero de protones (Z) de un
ndcleo dado es aproximadamente igual al nimero de neutrones (IV), es decir, Z ~ N ~ A/2,
donde A es el nimero total de nucleones (A > 1). Importante: Utilice estas hipétesis en las
tareas 1-4 que siguen.
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Tarea 1 - El nticleo atdomico como sistema de nucleones compactamente empaquetados

En un modelo sencillo, un nicleo atémico puede concebirse como una esfera formada por
nucleones compactamente empaquetados [véase la Fig. 1(a)], donde los nucleones son esferas
rigidas de radio ry = 0.85 fm (1 fm = 10719 m). La fuerza nuclear solo esta presente entre dos
nucleones en contacto. El volumen del nicleo V' es mayor que el volumen de todos los nucleones
AVy, donde Vy = %T?VTF. Larazon f = AVN/V se denomina factor de empaquetamiento e
indica el porcentaje del espacio ocupado por la materia nuclear.

(b)

Fig. 1. (a) An atomic nucleus as a ball of closely packed nucleons.
(b) The SC packing.

Fig. 1. (a) Un nucleo atdmico como una esfera de nucleones compactamente empaquetados. (b)
El empaquetamiento SC.

a) Calcule cual seria el factor de empaquetamiento f si los nucleones estuvieran dispuestos en un
sistema cristalino «cubico simple» (SC), en el que cada nucledn estd centrado en un punto de
una red cubica infinita [véase la Fig. 1(b)]. (0.3 puntos)

Importante: En todas las tareas posteriores, suponga que el factor de empaquetamiento real de
los nuicleos es igual al de la tarea 1a. Si no logra calcularlo, utilice f = 1/2 en las tareas
posteriores.

b) Estime la densidad media de masa p,,, la densidad de carga p. y el radio R de un nucleo que
contiene A nucleones. La masa media de un nucleén es 1.67 - 1027 kg. (1.0 puntos)

Tarea 2 - Energia de enlace de los nticleos atomicos — términos de volumen y de superficie

La energia de enlace de un nucleo es la energia necesaria para descomponerlo en nucleones
separados y procede esencialmente de la fuerza nuclear atractiva de cada nucledn con sus
vecinos. Si un nucledn dado no se encuentra en la superficie del nuicleo, contribuye a la energia
de enlace total con ay = 15.8 MeV (1 MeV = 1.602 - 102 J). La contribucién de un nucleén
superficial a la energia de enlace es aproximadamente av/2. Exprese la energia de enlace Ej de
un nucleo con A nucleones en funcién de A, ay y f, incluyendo la correccion de superficie. (1.9
puntos)

Tarea 3 - Efectos electrostaticos (de Coulomb) sobre la energia de enlace

La energia electrostatica de una esfera con carga distribuida homogéneamente (de radio Ry
carga total Q) es
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3 2
Uc = QO 9
207T€0R

donde gy = 8.85- 1072 C2N!m 2.

a) Aplique esta férmula para obtener la energia electrostatica de un nucleo. En un nucleo, cada
protdn no actla sobre si mismo (mediante la fuerza de Coulomb), sino Unicamente sobre los
demds protones. Esto puede tenerse en cuenta sustituyendo Z? — Z(Z — 1) en la férmula
obtenida. Utilice esta correccion en las tareas posteriores. (0.4 puntos)

b) Escriba la férmula completa de la energia de enlace, incluyendo el término principal (de
volumen), el término de correccion de superficie y la correccion electrostatica obtenida. (0.3
puntos)

Tarea 4 - Fision de nutcleos pesados

La fisién es un proceso nuclear en el que un nucleo se divide en partes mas pequefias (nucleos
mas ligeros). Suponga que un nucleo con A nucleones se divide Unicamente en dos partes
iguales, como se representa en la Fig. 2.

a) Calcule la energia cinética total de los productos de fision Exin cuando los centros de los dos
nucleos mas ligeros estan separados por una distancia d > 2R(A/2), donde R(A/2) es su
radio. El nucleo grande se encontraba inicialmente en reposo. (1.3 puntos)

b) Suponga que d = 2R(A/2) y evalle la expresion de E, obtenida en el apartado a) para
A =100, 150, 200y 250 (exprese los resultados en unidades de MeV). Estime los valores de A
para los que es posible la fisién en el modelo descrito anteriormente. (7.0 puntos)

AWIL

<« >

-6——0-|

Fig. 2. A schematic description of nuclear fission in our model.

Fig. 2. Descripcidén esquematica de la fision nuclear en nuestro modelo.
Tarea 5 — Reacciones de transferencia

a) En la fisica moderna, la energética de los nucleos y de sus reacciones se describe en términos
de masas. Por ejemplo, si un nucleo (con velocidad nula) se encuentra en un estado excitado con
una energia E.,. por encima del estado fundamental, su masa es m = mg + EeXC/C2, donde m,
es su masa en el estado fundamental en reposo. La reaccién nuclear 160 + 54Fe — 12C + %8Nj
es un ejemplo de las denominadas «reacciones de transferencia», en las que una parte de un
nucleo («cumulo») se transfiere al otro (véase la Fig. 3). En nuestro ejemplo, la parte transferida
es un cimulo de *He (particula «). Las reacciones de transferencia ocurren con maxima
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probabilidad si la velocidad del producto de reaccidon semejante al proyectil (en nuestro caso:
12C) es igual, tanto en médulo como en direccidn, a la velocidad del proyectil (en nuestro caso:
160). El blanco de ®*Fe se encuentra inicialmente en reposo. En la reaccion, el %8Nji se excita a
uno de sus estados de mayor energia. Halle la energia de excitacién de ese estado (y exprésela en
unidades de MeV) si la energia cinética del proyectil de 160 es 50 MeV. La velocidad de la luz es
c=3-10% m/s. (2.2 puntos)

1. M('®*0) 15.99491u.m.a.
2. M(**Fe) 53.93962u.m.a.
3. M(*2C) 12.00000 u.m.a.
4. M(®Ni) 57.93535u.m.a.

Tabla 1. Las masas en reposo de los participantes en la reacciéon en sus estados fundamentales.
1 a.m.u. = 1.6605- 1072 kg.

b) El nlcleo de 58Nj producido en el estado excitado considerado en el apartado a) se desexcita
hasta su estado fundamental emitiendo un fotén gamma en la direcciéon de su movimiento.
Considere esta desintegracion en el sistema de referencia en el que el %8Nj esta en reposo para
hallar la energia de retroceso del °8Ni (es decir, la energia cinética que adquiere el °8Ni tras la
emision del fotdn). ¢Cual es la energia del fotdn en ese sistema? ¢Cual es la energia del foton en el
sistema de referencia del laboratorio (es decir, cudl seria la energia del fotén medida en el
detector situado en la direccidn en la que se mueve el nucleo de 58Ni)? (1.6 puntos)

160 12¢

54Fe @ 58N

BEFORE AFTER

Fig. 3. The schematics of a transfer reaction.

Fig. 3. Esquema de una reaccién de transferencia.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Para abreviar, definimos

3
S(4)=A— (A1/3 - 2f1/3) ,  ro=rnf/* =1.0546 fm,
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3e?
ac = = 0.81955 MeV.
207eoTro
e 1(a).
T
f= 5 ~ 0.5236 = 52.36%.
e 1(b).
Pm A 3.40 x 10" kgm 3, pe ~1.63 x 10 Cm 3
R=rn(A4/f)Y® ~ 1.0543 fm.
o 2.
nu S(A
E(S c) = ay lA_ (2 )] —ay |:A_3f1/3A2/3+6f2/3A1/3_4f]
e 3(a).

e 3(b). Escribiendo la energia de enlace completa como B(A),

B(A) = ay [A_3f1/3A2/3 —|—6f2/3A1/3 _4f:| . %(AE)/B —2A2/3>.

e 4(a).

Biaa(d) = 2B(A/2) — B(4)

62A2
" 64meod

respectivamente,

e 4(b). En contacto, las energias calculadas para A = 100, 150, 200, 250 son,

—29.3, —24.9,

—6.77, +23.6 MeV.

e 5(a).

El umbral para nuicleos pesados es aproximadamente | At ~ 213 | De los cuatro ejemplos,

solo A = 250 permite la fisién desde el reposo pasando por la configuracion de contacto.

Eq. ~10.86 MeV.

e 5(b).

Trecoil ~ 1.09keV,  E: ~10.86 MeV,  E, 1, ~ 10.92 MeV.

emision.
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Solucion
1(a). Factor de empaquetamiento

En el empaquetamiento cubico simple, las esferas vecinas se tocan a lo largo de una arista del cubo,
por lo que la distancia entre puntos de la red es 27 . Una celda cubica contiene ocho nucleones en sus
vértices, cada uno compartido por ocho celdas: un nucledn completo por celda.

Por consiguiente,

4. .3
volumen de nucleones por celda 3TN

fo B [
B volumen de la celda ©(2ry)? L6

1(b). Densidades y radio nuclear
La definicion del factor de empaquetamiento da
AVy 47rr§’VA

V="F T35

Igualando esta expresion a 471'R3/3,

1/3
R= rN(?> =roA?|  ry=1.0546 fm.

Con la precision de este modelo, la masa nuclear es Am p, donde my = 1.67 X 10~%7 kg. Asi,

AmN . 3me

pm ="y 4rr3;
Con f = m/6,
o= 2N 340 % 101 kgm 3.
87‘?’\,

Utilizando Z ~ A/2, la carga nuclear es aproximadamente Ae/2. La carga elemental coherente con la
conversién del electronvoltio dada es e = 1.602 x 10719 C. Por tanto,

_ Ae/2 3fe e
Pe ="y _871'7"?\,_16r§'\,’

de modo que

pe=1.63x10% Cm™3.

Ambas densidades medias son independientes de A.
2. Contribuciones de volumen y de la capa superficial completa

La densidad numérica de nucleones es

_A_f
|4 VN~
Utilizando la capa superficial especificada de espesor 27, su volumen es
47
Vvsurfa,ce = ? [R?’ - (R - 2TN)3] :

Dentro del modelo continuo de empaquetamiento, el nimero de nucleones superficiales es, por tanto,
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—la_— (A1/3—2f1/3)3.

Esta expresion se aplica cuando R > 27, como corresponde a los nucleos grandes considerados
aqui. Desarrollando sin descartar ningun término,

S(A) = 6f3A%3 — 1223413 1 87,

Hay A — S(A) nucleones interiores que contribuyen con ay cada uno, y S(A) nucleones superficiales
que contribuyen con aV/2 cada uno. Por ello,

By = ay[A — S(A)] + T S(A),

o bien

E{Enuc) ~ay [A _3f13 A28 4 g f23 418 _ 4f].

Numéricamente,

(nuc)

b _ 15.84 — 38.2042A4%3 + 61.5849A° — 33.0914.
MeV

Los términos en A1/3 y constante se conservan en todos los calculos posteriores.
3(a). Autoenergia de Coulomb

Sustituyendo Qg = Ze en la formula proporcionada y aplicando después la correccion de
autointeraccion prescrita, se obtiene

B 3e2Z(Z - 1)
< 207!'60R
Como R = ryA/3, definimos
ao— 3¢
207‘(‘607‘0

Las constantes proporcionadas dan
2

144049 MeVfm,  ac = 0.81955 MeV.
47’['50
Asi,
Z(Z —1
g, - a2z 1)
Al/3
Aplicando Z ~ A/2 y conservando la resta de la unidad,
A(A—2

y, por tanto,

eulersolve.org/ipho/2010/ 25/29



Uo(4) = %0 <A5/3 - 2A2/3>.

3(b). Energia de enlace completa

La energia electrostatica positiva reduce la energia necesaria para descomponer el nicleo. Por tanto,

B(4) = B (A) — U.(A),

lo que da

B(4) = ay [A—3f'P 4% + 6770410 —af| - Z2 (470 —247%).

4(a). Energia cinética a una separacion d

Cada fragmento tiene A/2 nucleones y una carga aproximada de Ae/4. Para dos distribuciones de
carga con simetria esférica que no se solapan, su energia electrostatica mutua es igual a la de cargas
puntuales situadas en sus centros:

1 (Ae/4)? A2
4:7'('50 d a 647T€0d.

La correccidn Z(Z — 1) ya se ha incluido en la autoenergia de cada nucleo. No se aplica a esta

Uiz(d) =

interaccidn entre dos conjuntos distintos de protones.

Tomamos los nucleones libres separados como referencia comun de energia interna. El ndcleo inicial
tiene una energia —B(A), mientras que los dos fragmentos separados tienen una energia total

—2B(A/2) 4+ U1a(d) + Exin(d).
La conservacion de la energia da, por consiguiente,

Fin(d) = 2B(4/2) — B(A) — Up(d).

Desarrollando las energias de enlace,

Eiin(d) = — 3ayfH3 (212 —1)A%?
+ 6ay f23(22° —1)AY? — day f
I ‘%0 [(1 B 2—2/3)A5/3 I 2(21/3 B 1)A2/3}
e2A?
" 6dmeyd’

Las contribuciones de volumen se cancelan porque se conserva el nimero total de nucleones. A
medida que los fragmentos se separan, su energia electrostatica mutua disminuye y su energia cinética
total aumenta.

4(b). Energias en contacto y umbral de fision
En contacto,

do = 2R(A/2) = 2¥3p, A3,
Utilizando e2/(4meoro) = bac/3,

dac A5/3

Uiz(do) = 18 92/3

Combinando esto con la expresion anterior,
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a 17
Byn(d) = 22 (1 S 2/3) 4513

4 (28 —1) (%C ~ 3ay /%) 4%
+ 6avf2/3(22/3 — 1)A1/3 — 4an.

Numéricamente,

Ekl\idnT%”) = 0.0220368A°/% — 9.82357A4%° + 36.17504'/° — 33.0914.
A Separacion de contacto dy (fm)  Exin(dp) (MeV)
100 7.77 —29.3
150 8.89 —24.9
200 9.79 —6.77
250 10.55 +23.6

Una energia cinética calculada negativa significa que la configuracién de contacto no puede alcanzarse
desde el nucleo inicialmente no excitado segun el balance energético supuesto.

Para nucleos pesados, al resolver E’kin(do) = 0 se obtiene
Acrit ~ 213.0.

Asi, el modelo permite la fision pasando por la configuracion de contacto aproximadamente para

A > 213.

De los cuatro nucleos especificados, solo A = 250 satisface esta condicion. Una vez que el contacto
es accesible, una separacion mayor libera energia de Coulomb adicional.

5(a). Energia de excitacion en la reaccion de transferencia

Sean m1, ma, m3, m4 las masas tabuladas en el estado fundamental del oxigeno, hierro, carbono y
niquel, respectivamente. Sea

E exc
c2

*
my = my4 +

la masa del niquel excitado.

Utilizando las constantes dadas,

1.6605 x 1027)(3 x 10%)2
la.m.u.c’ = ( )( ) MeV = 932.865 MeV.

1.602 x 10~ 13

La energia de reaccidn entre estados fundamentales es

Q= (my +my—mg — m4)c2
= (15.99491 + 53.93962 — 12.00000 — 57.93535)(932.865) MeV
= —0.764949 MeV.

Podemos conservar la cinematica relativista exacta. El oxigeno y el carbono tienen la misma velocidad
vy, por tanto, el mismo factor de Lorentz

50 MeV v
micC C
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La conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento da la energia y la cantidad de movimiento
del niquel excitado:
lab 2 2
Ef® = y(my —mg3)c” + myc”, ps = y(my — m3)v.
Su energia invariante en reposo satisface, por tanto,
* 2\2 __ (gnlaby2 2
(myc”)” = (E,7)” — (pac)”.

Escribiendo Am = m1 — mgs y utilizando y?(1 — 8%) =1,

m; = \/mg + Am? + 2ymyAm.

Por consiguiente,

Eeoe = 2 l\/mg + (m1 — m3)? + 2yma(m1 — m3) — may|.

Numéricamente,

Fexe = 10.86074 ... MeV =~ 10.86 MeV.

Para comprobar el balance energético, las energias cinéticas de salida son

To = 22 (50 MeV) = 37.51193 MeV,
mi

Tni = 0.86237 MeV.
Estas satisfacen
Eexe =50+ Q — Te — Tii.
La aproximacion no relativista habitual,

(ml - m3)2
mimy

TNi ~ (50 MGV),

daria Fexc >~ 10.862 MeV, el mismo resultado con la precision indicada.

Para utilizarla en el apartado (b), la rapidez del niquel excitado es

V. pic _ y(my—ms)8
c  EBR my+y(my —ms)

By = = 0.00564849,

de modo que V = 1.69 x 10 ms~!.
5(b). Energias de retroceso y del fotén

Trabajamos primero en el sistema de reposo del nticleo de niquel excitado. La conservacién de la
cantidad de movimiento exige que el ndcleo de niquel final retroceda en sentido opuesto al fotén, con
una cantidad de movimiento de médulo

E

DPrecoil =

Definimos
W = myc?, E=F...

La conservacion de la energia da entonces
W+E=E]+4/ W2+ (E2)>
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Resolviendo,

E*_(W+E)2—W2_E_ E?
Y 2(WH+E) 2(W+E)

Asi, la energia cinética de retroceso es

E? E?
20W +E)  2W°

Trecon = B — E; =

La ultima aproximacion es valida porque E < W; equivale a la expresidn no relativista del retroceso

p%ecoil/(2m4)'
Aqui,
W = 54045.8700 MeV.

Utilizando la energia de excitacion del apartado (a),

Trecoil = 0.00109104 MeV =~ 1.09 keV,

E; = 10.85965... MeV ~ 10.86 MeV.

Las cifras adicionales muestran la pequefia resta debida al retroceso.

Para la emision hacia delante, la transformacién de Lorentz de la energia del fotdn al sistema del
laboratorio da

E'y,lab =TI (E: + Vp:,) = F4E;(1 + ﬁ4),
donde T'y = (1 — 52)~%/2. Por ello,

El factor Doppler hacia delante es 1.00566453, de modo que
E. ., = 10.92117... MeV ~ 10.92 MeV.

La solucion se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucidn oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.
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