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题目 1：地月系统的演化

科学家能够非常精确地测定地月距离。他们将激光束射向宇航员于 1969 年放置在月球表面的特殊反

射镜，并测量光往返所需的时间，从而实现这一测量（见图 1）。

图 1. 从天文台发出的激光束用于精确测量地球与月球之间的距离。

通过这些观测，他们直接测得月球正在缓慢地远离地球。也就是说，地月距离随时间增大。这是因为

潮汐力矩使地球向月球传递角动量，见图 2。在本题中，你将推导这一现象的基本参数。
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图 2. 月球的引力使地球产生潮汐形变，即“隆起”。由于地球自转，穿过这些隆起的直线与地月连线

不重合。这种偏离产生一个力矩，将地球自转的角动量传递给月球的公转。图未按比例绘制。

1. 角动量守恒。

设  为地月系统目前的总角动量。现在作如下假设：i)  仅由地球绕自身轴线自转的角动量与月

球绕地球沿轨道公转的角动量之和组成。ii) 月球轨道为圆形，且月球可视为质点。iii) 地球的自转轴

与月球的公转轴平行。iv) 为简化计算，我们将运动视为绕地球中心而非质心的运动。在整道题中，

所有转动惯量、力矩和角动量均相对于地球轴线定义。v) 忽略太阳的影响。

小

题
问题

分

值

1a
写出地月系统目前总角动量的表达式。用地球的转动惯量 、地球目前的自转角频率 、月

球目前相对于地球轴线的转动惯量 ，以及月球目前的公转角频率  表示。
0.2

当地球的自转周期与月球绕地球的公转周期相等时，这一角动量传递过程将结束。此时，月球在地球

上引起的潮汐隆起将与地月连线对齐，力矩随之消失。

小

题
问题

分

值

1b
写出地月系统最终总角动量  的表达式。采用与问题 1a 相同的假设。用地球的转动惯量

、地球自转和月球公转的最终角频率 ，以及月球最终的转动惯量  表示。
0.2

小题 问题 分值

1c 忽略地球自转对最终总角动量的贡献，写出本题中角动量守恒的方程。 0.3

2. 地月系统的最终间距和最终角频率。

假设月球绕地球作圆周运动的引力方程始终成立。忽略地球自转对最终总角动量的贡献。

小

题
问题

分

值

2a
用 、 、  和地月最终间距 ，写出最终状态下月球绕地球作圆周运动的引力方程。其

中，  为地球质量，  为引力常量。
0.2

小

题
问题

分

值

2b
用已知参数——系统总角动量 、地球质量 、月球质量  和 ——写出地月最终间

距  的表达式。
0.5

L1 L1

IE ωE1

IM1 ωM1

L2

IE ω2 IM2

ME ω2 G D2

ME G

L1 ME MM G

D2
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小题 问题 分值

2c 用已知参数 、 、  和 ，写出地月系统最终角频率  的表达式。 0.5

下面将要求你求出  和  的数值。为此，你需要知道地球的转动惯量。

小

题
问题

分

值

2d
假设地球是一个球体，从中心到半径  处的内部密度为 ，从半径  处到半径  的表面之

间的外部密度为 （见图 3），写出地球转动惯量  的表达式。
0.5

图 3. 将地球视为具有两种密度  和  的球体。

本题要求的所有数值结果均保留两位有效数字。

小

题
问题

分

值

2e
利用 、 、  和

，计算地球的转动惯量 。
0.2

地球和月球的质量分别为  和 。目前的地月间距为

。地球目前的自转角频率为 。月球目前绕地球公转的角

频率为 ，引力常量为 。

小题 问题 分值

2f 计算系统总角动量  的数值。 0.2

小题 问题 分值

2g 求出最终间距 ，分别以米和目前间距  为单位表示。 0.3

小题 问题 分值

2h 求出以  为单位的最终角频率 ，以及以目前一天的长度为单位的最终日长。 0.3

通过求出地球最终角动量与月球最终角动量的比值，验证忽略地球自转对最终总角动量贡献的假设是

合理的。这个比值应当很小。

小题 问题 分值

2i 求出地球最终角动量与月球最终角动量的比值。 0.2

L1 ME MM G ω2

D2 ω2

ri ρi ri ro

ρo IE

ρi ρo

ρi = 1.3 × 104 kg m−3 ri = 3.5 × 106 m ρo = 4.0 × 103 kg m−3

ro = 6.4 × 106 m IE

ME = 6.0 × 1024 kg MM = 7.3 × 1022 kg

D1 = 3.8 × 108 m ωE1 = 7.3 × 10−5 s−1

ωM1 = 2.7 × 10−6 s−1 G = 6.7 × 10−11 m3 kg−1 s−2

L1

D2 D1

s−1 ω2
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3. 月球每年远离地球多少？

现在，你将求出月球每年远离地球的距离。为此，你需要知道目前作用在月球上的力矩的表达式。假

设潮汐隆起可以近似为位于地球表面的两个质点，每个质点的质量均为 ，见图 4。设  为穿过隆

起的直线与地球、月球中心连线之间的夹角。

图 4. 用于估算地球上的隆起对月球产生的力矩的示意图。图未按比例绘制。

小题 问题 分值

3a 求距离月球较近的质点对月球的作用力大小 。 0.4

小题 问题 分值

3b 求距离月球较远的质点对月球的作用力大小 。 0.4

现在可以计算这两个质点产生的力矩。

小题 问题 分值

3c 求较近质点产生的力矩  的大小。 0.4

小题 问题 分值

3d 求较远质点产生的力矩  的大小。 0.4

小

题
问题

分

值

3e
求这两个质点产生的总力矩  的大小。由于 ，应将表达式近似到  的最低非零

阶。可以利用当  时， 。
1.0

小

题
问题

分

值

3f
已知  且 ，计算总力矩  的数值（注意，这一质量约为地球质量的

 倍）。
0.5

由于力矩等于角动量对时间的变化率，求出目前地月距离每年的增量。在这一步中，将月球的角动量

仅用 、 、  和  表示。

小题 问题 分值

3g 求出目前地月距离每年的增量。 1.0

m θ

Fc

Ff

τc

τf

τ ro ≪ D1 ro/D1

x ≪ 1 (1 + x)a ≈ 1 + ax

θ = 3∘ m = 3.6 × 1016 kg τ

10−8

MM ME D1 G
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最后，估算日长每年的增量。

小题 问题 分值

3h 求出  每年的减小量，以及目前日长每年的增量。 1.0

4. 能量去了哪里？

与守恒的角动量不同，系统的总能量（转动动能与引力势能之和）并不守恒。在最后这一部分，我们

将研究这一问题。

小

题
问题

分

值

4a
写出地月系统目前总能量（转动动能与引力势能之和）  的表达式。仅用 、 、 、

、  和  表示。
0.4

小

题
问题

分

值

4b
写出  的变化量  随  和  的变化量而变化的表达式。利用问题 3g 和 3h 中求得的

 和  的变化量，计算一年内  的数值。
0.4

验证这一能量损失与月球在地球上引起的潮汐中以热量形式耗散的能量估算值相符。假设潮汐使覆盖

地球表面、深度为  的一层水平均升高 0.5 m（为简化起见，假设整个地球表面都被水覆

盖）。这一过程每天发生两次。进一步假设，当水下降时，这一引力势能的 10% 由于黏滞作用而以

热量形式耗散。取水的密度为 ，地球表面的重力加速度为 。

小题 问题 分值

4c 这一表面水层的质量是多少？ 0.2

小题 问题 分值

4d 计算一年内耗散的能量。这与地月系统目前每年损失的能量相比如何？ 0.3

题目译自官方英文原文。

答案

对于隆起产生的力和力矩，定义距离

用  和  分别表示目前和最终的日长。数值结果保留两位有效数字。

1a: 。

1b: 。

1c: 。

2a: 。

2b: 。

2c: 。

ωE1

E IE ωE1 MM

ME D1 G

E ΔE D1 ωE1

D1 ωE1 ΔE

h = 0.5 m

ρwater = 103 kg m−3 g = 9.8 m s−2

dc = √D2
1 + r2

o − 2D1ro cos θ, df = √D2
1 + r2

o + 2D1ro cos θ.

T1 T2

L1 = IEωE1 + IM1ωM1

L2 = (IE + IM2)ω2

IEωE1 + IM1ωM1 = L1 ≃ IM2ω2

ω2
2D

3
2 = GME

D2 =
L2

1

GMEM
2
M

ω2 =
G2M 2

EM
3
M

L3
1
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2d: 。

2e: 。

2f: 。

2g: 。

2h: 。

2i: 。

3a: 。

3b: 。

3c: 。

3d: 。

3e: ，方向与月球的轨道角动量方向相同。

3f: 。

3g: 。

3h: 一年内， ，且 。

4a: 。

4b: 一年内， 。

4c: 。

4d: ，与每年  的机械能损失十分接近。

解答

所有计算均采用题目所述的假设。数值结果仅在最后进行舍入。计算每年的变化量时，取

1a. 目前的角动量

地球自转与月球公转绕相互平行的轴沿同一方向进行，因此它们的角动量相加：

由于月球被视为距地球轴线  的质点，

1b. 最终的角动量

在最终的同步状态下，两个角频率均等于 。因此

IE =
8π

15
[ρir

5
i + ρo(r

5
o − r5

i )]

IE = 8.0 × 1037 kg m2

L1 = 3.4 × 1034 kg m2 s−1

D2 = 5.5 × 108 m = 1.4D1

ω2 = 1.6 × 10−6 s−1, T2/T1 = 47
LE2

LM2
=

IE

MMD2
2

= 3.6 × 10−3

Fc =
GMMm

d2
c

Ff =
GMMm

d2
f

τc =
GMMmD1ro sin θ

d3
c

τf =
GMMmD1ro sin θ

d3
f

τ = τc − τf ≃
3GMMmr2

o

D3
1

sin(2θ)

τ = 4.1 × 1016 N m

Ḋ1 =
2τ

MM

√

D1

GME
= 3.5 × 10−2 m yr−1 = 3.5 cm yr−1

ΔωE1 = −1.6 × 10−14 s−1 ΔT1 = +1.9 × 10−5 s

E =
1

2
IEω

2
E1 −

GMEMM

2D1

ΔE ≃ IEωE1ΔωE1 +
GMEMM

2D2
1

ΔD1 = −9.1 × 1019 J

Mwater = 4πr2
ohρwater = 2.6 × 1017 kg

Eheat,yr = 9.2 × 1019 J 9.1 × 1019 J

tyr = 365 × 24 × 3600 s.

L1 = IEωE1 + IM1ωM1.

D1

IM1 = MMD2
1.

ω2

IM2 = MMD2
2.L2 = IEω2 + IM2ω2 = (IE + IM2)ω2,
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1c. 角动量守恒

在所述模型中，没有外力矩。潮汐力矩在系统内部传递角动量，因此 。

仅忽略地球最终自转的贡献，

地球目前的自转角动量仍须计入 。

2a. 圆轨道方程

引力为月球提供向心加速度：

约去 ，得到

2b. 最终间距

在小题 1c 的近似下，

利用 ，

两边平方并求解，得

2c. 最终角频率

将前面的结果代入圆轨道方程，得到

因此

2d. 地球的转动惯量

对于半径为 、密度为 、厚度为  的薄球壳，有

对两个不同密度的区域分别积分，

因此

L1 = L2

IEωE1 + IM1ωM1 ≃ IM2ω2.

L1

GMEMM

D2
2

= MMω2
2D2.

MM

ω2
2D

3
2 = GME.

L1 = MMD2
2ω2.

ω2 = √GME/D3
2

L1 = MM√GMED2.

D2 =
L2

1

GMEM
2
M

.

ω2 = √GME(
GMEM

2
M

L2
1

)

3/2

.

ω2 =
G2M 2

EM
3
M

L3
1

.

r ρ dr

dm = 4πρr2 dr, dI =
2

3
r2 dm =

8π

3
ρr4 dr.

IE =
8π

3
[ρi ∫

ri

0
r4 dr + ρo ∫

ro

ri

r4 dr].
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2e. 转动惯量的数值

代入给定的密度和半径，

于是

2f. 目前的总角动量

利用给定的目前角频率，

两部分的贡献分别为

将未舍入的中间值相加，

2g. 最终间距的数值

利用小题 2b 和  的未舍入值，

相对于目前的间距，

2h. 最终角频率和日长

由小题 2c，

由于转动周期为 ，

使用未舍入的中间值，得到

因此，最终一天的长度为目前的 47 天。

2i. 检验对最终自转的忽略

两个最终角动量都含有相同的角频率：

IE =
8π

15
[ρir

5
i + ρo(r

5
o − r5

i )].

IE =
8π

15
[(1.3 × 104)(3.5 × 106)5 + (4.0 × 103) ((6.4 × 106)5 − (3.5 × 106)5

)]kg m2.

IE = 8.0 × 1037 kg m2.

L1 = IEωE1 + MMD2
1ωM1.

IEωE1 = 5.8 × 1033 kg m2 s−1,

MMD2
1ωM1 = 2.8 × 1034 kg m2 s−1.

L1 = 3.4 × 1034 kg m2 s−1.

L1

D2 =
L2

1

GMEM
2
M

= 5.5 × 108 m.

D2

D1
= 1.4.

ω2 = 1.6 × 10−6 s−1.

T = 2π/ω

T2

T1
=

2π/ω2

2π/ωE1
=

ωE1

ω2
.

T2 = 47T1,
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数值上，

地球最终的自转角动量仅为月球轨道角动量的 ，因此忽略它是合理的。

3a. 较近隆起产生的力

取地球中心为原点，将月球置于 ，并取月球瞬时运动方向为  轴正方向。较近隆起的位置为

因此，它与月球的距离满足

由牛顿万有引力定律，

3b. 较远隆起产生的力

较远隆起的位置为

因此，

且

3c. 较近隆起产生的力矩

只有垂直于地月连线的力分量对绕地球轴线的力矩有贡献。对于较近的隆起，

其力矩为正，方向与月球的轨道角动量方向相同：

因此，其大小为

3d. 较远隆起产生的力矩

较远隆起对月球的引力具有沿  轴负方向的分量：

LE2

LM2
=

IEω2

MMD2
2ω2

=
IE

MMD2
2

.

LE2

LM2
= 3.6 × 10−3.

0.36%

(D1, 0) y

(ro cos θ, ro sin θ).

d2
c = (D1 − ro cos θ)2 + (ro sin θ)2 = D2

1 + r2
o − 2D1ro cos θ.

Fc =
GMMm

D2
1 + r2

o − 2D1ro cos θ
.

(−ro cos θ, −ro sin θ).

d2
f = (D1 + ro cos θ)2 + (ro sin θ)2 = D2

1 + r2
o + 2D1ro cos θ,

Ff =
GMMm

D2
1 + r2

o + 2D1ro cos θ
.

Fc,y = Fc

ro sin θ

dc
.

τc = D1Fc,y.

τc =
GMMmD1ro sin θ

(D2
1 + r2

o − 2D1ro cos θ)3/2
.

y

Ff,y = −Ff

ro sin θ

df
.
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其力矩与较近隆起产生的力矩方向相反。其大小为

3e. 最低非零阶的总力矩

由于 ，较近隆起产生的力矩较大。对于图示的几何关系，

定义 。则

且

零阶项抵消，剩下

因此

这一力矩使月球的轨道角动量增大。

3f. 力矩的数值

取 ，

于是

3g. 月球目前的远离速率

对于间距为  的圆轨道，

因此月球的角动量为

对时间求导，

τf =
GMMmD1ro sin θ

(D2
1 + r2

o + 2D1ro cos θ)3/2
.

dc < df

τ = τc − τf = GMMmD1ro sin θ(
1

d3
c

−
1

d3
f

).

ϵ = ro/D1 ≪ 1

1

d3
c

=
1

D3
1

(1 + ϵ2 − 2ϵ cos θ)−3/2 ≃
1

D3
1

(1 + 3ϵ cos θ),

1

d3
f

=
1

D3
1

(1 + ϵ2 + 2ϵ cos θ)−3/2 ≃
1

D3
1

(1 − 3ϵ cos θ).

τ ≃ GMMmD1ro sin θ
6ro cos θ

D4
1

.

τ ≃
6GMMmr2

o

D3
1

sin θ cos θ =
3GMMmr2

o

D3
1

sin(2θ).

θ = 3∘

τ ≃
3(6.7 × 10−11)(7.3 × 1022)(3.6 × 1016)(6.4 × 106)2

(3.8 × 108)3
sin 6∘.

τ = 4.1 × 1016 N m.

D

ωM = √

GME

D3
,

LM = MMD2ωM = MM√GMED.

τ =
dLM

dt
=

MM

2
√

GME

D
Ḋ.
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因此，在目前的间距处，

数值上，

一年内的增量为

得到

3h. 地球自转的减慢与日长的增加

作用在地球上的力矩与作用在月球上的力矩相反。在  不变的条件下，

因此

一年内的变化量为

由于 ，微小变化满足

因此，

日长每年约增加 。

4a. 目前的机械能

机械能由地球的自转动能、月球的轨道动能以及两者之间的引力势能组成：

由圆轨道关系得

于是

Ḋ1 =
2τ

MM

√

D1

GME

.

Ḋ1 = 1.1 × 10−9 m s−1.

ΔD1 = Ḋ1tyr,

ΔD1 = 3.5 × 10−2 m = 3.5 cm 一年内.

IE

IEω̇E = −τ.

ω̇E1 = −
τ

IE
= −5.2 × 10−22 s−2,

ΔωE1 = −
τtyr

IE
= −1.6 × 10−14 s−1.

TE = 2π/ωE

ΔTE ≃ −
2π

ω2
E

ΔωE.

ΔT1 =
2πτtyr

IEω
2
E1

= 1.9 × 10−5 s 一年内.

19 μs

E =
1

2
IEω

2
E1 +

1

2
MMD2

1ω
2
M1 −

GMEMM

D1
.

1

2
MMD2

1ω
2
M1 =

GMEMM

2D1
.

E =
1

2
IEω

2
E1 −

GMEMM

2D1
.
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4b. 每年的机械能变化

对于变化量  和 ，在这一能量模型内，能量的精确差值为

每年的相对变化极小，因此保留一阶项得到

第一项为负：地球损失自转动能。第二项为正：月球的轨道能量随轨道扩大而增加。

代入小题 3g 和 3h 中求得的年度变化量，并保留其未舍入值，

能量收支也可以直接用力矩表示：

利用远离速率的公式，

因此

其中  应由圆轨道关系确定。由于地球自转比月球公转快，机械能减少；减少的能量转化为热。

4c. 水层的质量

由于水层厚度远小于地球半径，其体积等于表面积乘以厚度：

因此

于是

4d. 每年的热耗散

题目给定的平均上升高度为 。水层在一次上升中增加的重力势能为

其中百分之十在随后的下降过程中以热量形式耗散。每天有两个周期，因此每年共有  个周期：

代入数值得

这一结果与小题 4b 中求得的机械能损失

ΔωE1 ΔD1

ΔE =
1

2
IE [(ωE1 + ΔωE1)2 − ω2

E1] −
GMEMM

2
[

1

D1 + ΔD1
−

1

D1
].

ΔE ≃ IEωE1ΔωE1 +
GMEMM

2D2
1

ΔD1.

ΔE = −9.1 × 1019 J 一年内.

Ėspin = −τωE1.

Ėorbit =
GMEMM

2D2
1

Ḋ1 = τ√
GME

D3
1

.

Ė = −τ(ωE1 − ωM1),

ωM1

V ≃ 4πr2
oh.

Mwater = 4πr2
ohρwater = 4π(6.4 × 106)2(0.5)(103) kg.

Mwater = 2.6 × 1017 kg.

H = 0.5 m

Erise = MwatergH.

2 × 365

Eheat,yr = 0.10(2 × 365)MwatergH.

Eheat,yr = 9.2 × 1019 J.

|ΔE| = 9.1 × 1019 J
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十分接近。在这一简化模型中，潮汐耗散将损失的机械能转化为热，从而解释了机械能的损失。

解答已与官方解答核对。

题目 2：多普勒激光冷却与光学黏胶

本题旨在建立一个简单的理论，以理解所谓的“激光冷却”和“光学黏胶”现象。这是指利用频率相同、

传播方向相反的激光束来冷却一束中性原子，通常是碱金属原子。这是朱棣文、菲利普斯和科恩-塔

努吉获得 1997 年诺贝尔物理学奖的部分研究内容。

上图展示了被俘获在三对相互正交、相向传播的激光束交汇处的钠原子（中心的亮斑）。这一俘获区

域被称为“光学黏胶”，因为耗散性的光学力类似于物体在糖浆中运动时所受到的黏滞阻力。

在本题中，你将分析光子入射到原子上时相互作用的基本现象，以及一维情况下耗散机制的基础。

第 I 部分：激光冷却基础

考虑一个质量为 、以速度  沿  方向运动的原子。为简单起见，我们将问题视为一维问题，即

忽略  和  方向（见图 1）。原子具有两个内部能级。最低能态的能量取为零，激发态的能量为

，其中 。原子初始处于最低能态。一束在实验室中频率为  的激光沿  方向传

播，并入射到原子上。从量子力学的角度看，激光由大量光子组成，每个光子的能量为 ，动量

为 。原子可以吸收一个光子，随后自发发射一个光子；沿  和  方向发射的概率相等。由

于原子以非相对论速度运动， （其中  为光速），只保留这一量的一阶项。还应考虑

，即原子的动量远大于单个光子的动量。作答时，只保留上述两个量各自的线性修正。

m v +x

y z

ℏω0 ℏ = h/2π ωL −x

ℏωL

−ℏq +x −x

v/c ≪ 1 c

ℏq/mv ≪ 1
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图 1. 一个质量为 、以速度  沿  方向运动的原子与一个能量为 、动量为  的光子碰

撞的示意图。原子具有两个内部态，能量差为 。

假设激光频率  已调节到使运动原子所观测到的激光与原子的内部跃迁共振。回答下列问题：

1. 吸收。

1a 写出吸收光子的共振条件。 0.2

1b 写出在实验室中观测到的原子吸收光子后的动量 。 0.2

1c 写出在实验室中观测到的原子吸收光子后的总能量 。 0.2

2. 沿  方向自发发射光子。

在吸收入射光子后的某一时刻，原子可能沿  方向发射一个光子。

2a 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的所发射光子的能量 。 0.2

2b 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的所发射光子的动量 。 0.2

2c 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的原子的动量 。 0.2

2d 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的原子的总能量 。 0.2

3. 沿  方向自发发射光子。

在吸收入射光子后的某一时刻，原子也可能改为沿  方向发射一个光子。

3a 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的所发射光子的能量 。 0.2

3b 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的所发射光子的动量 。 0.2

3c 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的原子的动量 。 0.2

3d 写出沿  方向发射过程结束后，在实验室中观测到的原子的总能量 。 0.2

4. 吸收后发射过程的平均值。

沿  或  方向自发发射光子的概率相等。考虑这一点，回答下列问题。

4a 写出发射过程结束后，所发射光子的平均能量 。 0.2

4b 写出发射过程结束后，所发射光子的平均动量 。 0.2

4c 写出发射过程结束后，原子的平均总能量 。 0.2

4d 写出发射过程结束后，原子的平均动量 。 0.2

5. 能量和动量的传递。

假设只发生一次上述完整的单光子吸收—发射过程，激光辐射与原子之间将发生净的平均动量和能量

传递。

5a 写出一次完整的单光子吸收—发射过程后，原子的平均能量变化 。 0.2

5b 写出一次完整的单光子吸收—发射过程后，原子的平均动量变化 。 0.2

6. 沿  方向传播的激光束所引起的能量和动量传递。

现在考虑一束频率为  的激光沿  方向入射到原子上，而原子也以速度  沿  方向运动。假

设在原子看来，原子的内部跃迁与激光束满足共振条件，回答下列问题：

6a 写出一次完整的单光子吸收—发射过程后，原子的平均能量变化 。 0.3

m v +x ℏωL −ℏq

ℏω0

ωL

pat

εat

−x

−x

−x εph

−x pph

−x pat

−x εat

+x

+x

+x εph

+x pph

+x pat

+x εat

−x +x

εph

pph

εat

pat

Δε

Δp

+x

ω′
L +x v +x

Δε
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6b 写出一次完整的单光子吸收—发射过程后，原子的平均动量变化 。 0.3

第 II 部分：耗散与光学黏胶的基本原理

然而，自然界中的量子过程具有内禀的不确定性。因此，原子在吸收光子后的有限时间内能够自发发

射光子这一事实，意味着不必像上述讨论那样严格满足共振条件。也就是说，激光束的频率  和

 可以取任意值，吸收—发射过程仍然能够发生。这些过程发生的（量子）概率各不相同，而且正

如所预期的那样，在严格满足共振条件时概率最大。一次吸收与发射之间经历的平均时间称为原子激

发能级的寿命，记为 。

考虑在实验室参考系中静止的  个原子，以及入射到这些原子上的一束频率为  的激光。原子不

断吸收和发射光子，使得平均有  个原子处于激发态（因而有  个原子处于基态）。量

子力学计算给出以下结果：

其中，  为原子跃迁的共振频率，  为所谓的拉比频率；  与激光束的强度成正比。正如上文

所述，可以看出，即使共振频率  不同于激光束的频率 ，这一数目仍不为零。上述结果也可以

表述为：单位时间内发生的吸收—发射过程数为 。

考虑图 2 所示的物理情形：两束传播方向相反、频率相同但可取任意值  的激光，入射到由  个

以速度  沿  方向运动的原子组成的气体上。

图 2. 两束传播方向相反、频率相同但可取任意值  的激光，入射到由  个以速度  沿  方向

运动的原子组成的气体上。

7. 激光对原子束施加的力。

7a 利用目前得到的信息，求激光对原子束施加的力。应假设 。 1.5

8. 低速极限。

现在假设原子的速度足够小，可以将力展开到  的一阶。

8a 求第 (7a) 问所得的力在此极限下的表达式。 1.5

利用这一结果，可以求出激光辐射使原子加速、减速或完全不产生影响的条件。

8b 写出获得正向力（使原子加速）的条件。 0.25

8c 写出力为零的条件。 0.25

8d 写出获得负向力（使原子减速）的条件。 0.25

8e 现在考虑原子以速度 （沿  方向）运动。写出使原子受到减速力的条件。 0.25

Δp

ωL

ω′
L

Γ−1

N ωL

Nexc N − Nexc

Nexc = N
Ω2

R

(ω0 − ωL)2 +
Γ2

4
+ 2Ω2

R

ω0 ΩR Ω2
R

ω0 ωL

NexcΓ

ωL N

v +x

ωL N v +x

mv ≫ ℏq

v

−v −x
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9. 光学黏胶。

在力为负的情况下，得到的是摩擦性的耗散力。假设初始时刻 ，原子气体的速度为 。

9a 在低速极限下，求激光束开启时间  后原子的速度。 1.5

9b 现在假设原子气体处于温度为  的热平衡状态。求激光束开启时间  后的温度 。 0.5

这一模型不能使温度降至任意低。

题目译自官方英文原文。

答案

定义

对于第 II 部分，定义

取两束激光的  相同。

下面的光子物理量保留其一阶多普勒修正。原子物理量保留最低阶反冲修正，略去  与 

的乘积。解答中列出了这一截断之前的小动量修正。原子能量略去了恒定的静止能量。

1a: ，等价地， 。

1b:

1c:

2a:

2b:

2c:

2d:

3a:

3b:

3c:

3d:

4a:

4b:

4c:

4d:

5a:

5b:

6a:

6b:

t = 0 v0

τ

T0 τ T

β =
v

c
, q =

ωL

c
, q ′ =

ω′
L

c
, K =

1

2
mv2.

Δ = ω0 − ωL, D = Δ2 +
Γ2

4
+ 2Ω2

R, α =
4ℏq2ΓΩ2

RΔ

D2
.

ΩR

v/c ℏq/(mv)

ωL(1 + β) = ω0 ωL + qv = ω0

pat = mv − ℏq.

εat = K + ℏωL = K + ℏω0 − ℏqv.

εph = ℏω0(1 − β) ≃ ℏωL.

pph = −
ℏω0

c
(1 − β) ≃ −ℏq.

pat = mv.

εat = K.

εph = ℏω0(1 + β) ≃ ℏωL(1 + 2β).

pph =
ℏω0

c
(1 + β) ≃ ℏq(1 + 2β).

pat ≃ mv − 2ℏq.

εat ≃ K − 2ℏqv.

⟨εph⟩ = ℏω0.

⟨pph⟩ =
ℏω0v

c2
≃ ℏqβ.

⟨εat⟩ ≃ K − ℏqv.
⟨pat⟩ ≃ mv − ℏq.

Δε = −
ℏω0v

c
≃ −ℏqv.

Δp ≃ −ℏq.

Δε = +
ℏω0v

c
≃ +ℏq ′v.

Δp ≃ +ℏq ′.

eulersolve.org/ipho/2009/ 16 / 33



7a:

8a:

8b:

8c:

8d:

8e: ；此时力指向  方向。

9a: ，其中 。

9b: 。

解答

光子的能量—动量关系给出

将两个小参数写为

反冲能量  相对于原子初始动能是  的二阶量，因此略去。吸收后原子速度的变化为

；它对多普勒因子的贡献为

这一项也略去。

因此，在计算所发射光子的频率时，可以将发射光子的原子速度取为 。在有助于说明问题的地方，会列

出  阶的动量修正，但在最低阶原子反冲结果中将其略去。

1a. 共振条件

对于沿  方向传播的光子，沿  方向运动的原子测得的频率在一阶近似下为

共振要求此频率等于 ：

这也可以由能量守恒得到：

略去反冲能量便得到相同的条件。

F(v) = NℏqΓΩ2
R [

1

(Δ + qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

−
1

(Δ − qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

].

F(v) ≃ −Nαv = −
4Nℏq2ΓΩ2

R(ω0 − ωL)

[(ω0 − ωL)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

]

2
v.

ωL > ω0.

ωL = ω0.

ωL < ω0.

ωL < ω0 +x

v(τ) = v0e
−ατ/m α > 0

T (τ) = T0e
−2ατ/m

ℏωL = cℏq, q =
ωL

c
.

β =
v

c
≪ 1, η =

ℏq

mv
≪ 1.

(ℏq)2/(2m) η

−ℏq/m

ℏq

mc
= ηβ,

v

ℏqβ = mvηβ

−x +x

ωatom = ωL − k ⋅ v = ωL + qv.

ω0

, .ωL + qv = ω0 ωL (1 +
v

c
) = ω0

1

2
mv2 + ℏωL =

(mv − ℏq)2

2m
+ ℏω0.
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1b. 吸收后原子的动量

由动量守恒得

1c. 吸收后原子的能量

原子获得入射光子的能量：

等价地，将其动能和内部能量相加，得到

共振条件使这些表达式在所保留的阶数内相等。

对于发射过程的各问，令  表示沿  方向发射的光子，  表示沿  方向发射的光子。忽

略反冲对跃迁频率的影响，光子在发射原子的静止参考系中的能量为 。一阶多普勒变换给出

2a. 沿  方向发射时的光子能量

取 ，

由于

因此有

2b. 沿  方向发射时的光子动量

利用 ，得

2c. 沿  方向发射后原子的动量

由整个过程的动量守恒得

因此

2d. 沿  方向发射后原子的能量

发射的光子带走了所吸收光子提供的能量：

.pat = mv − ℏq

.εat =
1

2
mv2 + ℏωL

εat =
(mv − ℏq)2

2m
+ ℏω0 ≃ .

1

2
mv2 − ℏqv + ℏω0

s = +1 +x s = −1 −x

ℏω0

ε
(s)
ph

= ℏω0(1 + sβ), p
(s)
ph

= s
ℏω0

c
(1 + sβ).

−x

s = −1

.ε
(−)
ph

= ℏω0(1 − β)

ωL =
ω0

1 + β
≃ ω0(1 − β),

.ε
(−)
ph ≃ ℏωL

−x

pph = −εph/c

.p
(−)
ph

= −
ℏω0

c
(1 − β) ≃ −ℏq

−x

p
(−)
at = mv − ℏq − p

(−)
ph

≃ mv − ℏq + ℏq.

.p
(−)
at = mv

−x
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于是

3a. 沿  方向发射时的光子能量

对于 ，

利用 ，得

3b. 沿  方向发射时的光子动量

动量为正：

3c. 沿  方向发射后原子的动量

暂时保留光子的多普勒修正，由动量守恒得

最后一项相对于原子动量是  阶的。略去这一混合修正，得

3d. 沿  方向发射后原子的能量

原子回到基态。由能量守恒得

在原子物理量所保留的精度下，

也可以通过展开

并略去二阶反冲项，得到这一结果。

4a. 所发射光子的平均能量

两个方向的概率相等：

ε
(−)
at = K + ℏωL − ε

(−)
ph

≃ K.

.ε
(−)
at =

1

2
mv2

+x

s = +1

.ε
(+)
ph = ℏω0(1 + β)

ω0 = ωL(1 + β)

.ε
(+)
ph ≃ ℏωL(1 + 2β)

+x

.p
(+)
ph =

ℏω0

c
(1 + β) ≃ ℏq(1 + 2β)

+x

p
(+)
at = mv − ℏq − ℏq(1 + 2β) = mv − 2ℏq − 2ℏqβ.

ηβ

.p
(+)
at ≃ mv − 2ℏq

+x

ε
(+)
at = K + ℏωL − ℏω0(1 + β)

≃ K + ℏω0(1 − β) − ℏω0(1 + β)
= K − 2ℏω0β.

.ε
(+)
at ≃

1

2
mv2 − 2ℏqv

(mv − 2ℏq)2

2m
= K − 2ℏqv +

2ℏ2q2

m
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4b. 所发射光子的平均动量

对带符号的动量取平均，

虽然两个方向的概率相等，但在实验室中，两个光子的能量不同。因此，它们在实验室中的平均动量是一

个很小的正值。

这一平均值相对于原子动量的阶数为

因此，在下面的最低阶原子动量变化中将其略去。

4c. 原子的平均能量

利用 2d 和 3d 的结果，

因此

等价地，

4d. 原子的平均动量

在略去混合修正之前，由动量守恒得

因此，在题目要求的最低阶原子反冲近似下，

5a. 原子的平均能量变化

减去初始能量，

由共振条件得

所发射光子的平均能量大于所吸收光子的能量。两者的差值来自原子的动能。

⟨εph⟩ =
1

2
ℏω0(1 − β) +

1

2
ℏω0(1 + β)

= .ℏω0

⟨pph⟩ =
1

2
[−

ℏω0

c
(1 − β) +

ℏω0

c
(1 + β)]

= ≃ .
ℏω0v

c2
ℏqβ

⟨pph⟩

mv
≃ ηβ.

⟨εat⟩ =
1

2
K +

1

2
(K − 2ℏqv).

.⟨εat⟩ ≃ K − ℏqv

⟨εat⟩ = K + ℏωL − ℏω0.

⟨pat⟩ = mv − ℏq − ⟨pph⟩ = mv − ℏq −
ℏω0v

c2
.

.⟨pat⟩ ≃ mv − ℏq

Δε = ⟨εat⟩ − K = ℏ(ωL − ω0).

.Δε = −
ℏω0v

c
≃ −ℏqv
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5b. 原子的平均动量变化

从 4d 的结果中减去初始动量，得

截断之前较小的修正为

在最低阶反冲近似下，能量和动量的变化满足

6a. 激光沿  方向传播时的能量变化

此时原子沿远离入射光的方向运动。共振条件为

所以

所发射光子的平均能量仍为 。因此

原子的动能增加。

6b. 激光沿  方向传播时的动量变化

所吸收的光子提供动量 。因此，

所略去的第二项仍是原子动量中的多普勒—反冲混合修正。

7a. 两束激光产生的力

对两束激光分别使用给定的散射规律，取它们的强度相等，因而拉比频率也相等。

用  标记沿  方向传播的光束，用  标记沿  方向传播的光束。运动原子观测到的频率为

因此，它们相对于原子跃迁的失谐量为

单位时间内散射事件的总数分别为

在最低阶反冲近似下，每次事件分别传递动量  或 。因此

.Δp ≃ −ℏq

−⟨pph⟩ = −
ℏω0v

c2
.

Δε ≃ vΔp.

+x

ω
′
L (1 −

v

c
) = ω0,

ω′
L ≃ ω0(1 + β).

ℏω0

Δε = ℏ(ω′
L − ω0) = ≃ , q ′ =

ω′
L

c
.

ℏω0v

c
ℏq ′v

+x

+ℏq ′

Δp = ℏq ′ −
ℏω0v

c2
≃ .+ℏq ′

+ +x − −x

ωatom,+ = ωL − qv, ωatom,− = ωL + qv.

ω0 − ωatom,+ = Δ + qv, ω0 − ωatom,− = Δ − qv.

R+(v) =
NΓΩ2

R

(Δ + qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

,

R−(v) =
NΓΩ2

R

(Δ − qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

.

+ℏq −ℏq

F(v) = ℏqR+(v) − ℏqR−(v),
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得到

这是全部  个原子受到的力。单个原子受到的力为 。

散射概率中保留了多普勒频移 ：即使  很小，它与跃迁线宽相比仍可能不可忽略。

8a. 低速展开

令

对于足够小的 ，

例如，  就是速度足够小的一个充分条件。

将两个展开式相减，

因此

系数  的单位为质量除以时间，因此  具有力的单位。

8b. 正向力

对于 ，  中除  之外的所有因子均为正。力为正要求

因此

这称为蓝失谐。

8c. 零力

对于非零光强和运动的原子，失谐条件为

即

此时两个散射速率相等。此外，由对称性可知，  时力也为零。

8d. 负向力

对于 ，力为负要求 ，因此

F(v) = NℏqΓΩ2
R [

1

(Δ + qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

−
1

(Δ − qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

].

N F/N

qv v/c

D = Δ2 +
Γ2

4
+ 2Ω2

R.

qv

1

(Δ ± qv)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R

≃
1

D
∓

2Δqv

D2
.

|qv| ≪ √D

F(v) ≃ NℏqΓΩ2
R(−

4Δqv

D2
).

, .F(v) ≃ −Nαv α =
4ℏq2ΓΩ2

RΔ

D2

α αv

v > 0 α Δ

Δ < 0.

.ωL > ω0

Δ = 0,

.ωL = ω0

v = 0

v > 0 α > 0

.ωL < ω0
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这称为红失谐。与原子相向传播的光束由于多普勒频移而更接近共振，因而受到更强的散射。

8e. 使沿  方向运动的原子减速

对于速度 ，其中 ，

减速要求力沿  方向，因此同样需要 。于是

红失谐产生的力在原子沿任一方向运动时都与其运动方向相反。

9a. 时间  后的速度

对于红失谐， 。气体的总质量为 ，因此牛顿第二定律给出

约去因子 ：

结合  积分，得

显式写出为

速度衰减的时间常数为 。

9b. 时间  后的温度

在这一确定性摩擦模型中，每个原子的速度都乘以

因此，速度的方差乘以

对于一维热运动，

因此，

显式写出为

这一指数关系不能外推到任意低温。计算中略去了二阶反冲贡献以及随机散射事件引起的涨落。特别地，

将假设  应用于典型热运动速率时，要求

−x

−v v > 0

F(−v) = +Nαv.

+x α > 0

.ωL < ω0

τ

α > 0 Nm

Nm
dv

dt
= −Nαv.

N

dv

dt
= −

α

m
v.

v(0) = v0

.v(τ) = v0e
−ατ/m

v(τ) = v0 exp[−
4ℏq2ΓΩ2

R(ω0 − ωL)τ

m[(ω0 − ωL)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R]

2
].

m/α

τ

e−ατ/m.

e−2ατ/m.

m ⟨(v − ⟨v⟩)2
⟩ = kBT .

.T (τ) = T0e
−2ατ/m

T (τ) = T0 exp[−
8ℏq2ΓΩ2

R(ω0 − ωL)τ

m[(ω0 − ωL)2 + Γ2/4 + 2Ω2
R]

2
].

mv ≫ ℏq
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随着原子冷却，这一模型中被略去的项将变得不可忽略。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

题目 3：为什么恒星如此巨大？

恒星是由炽热气体组成的球体。大多数恒星之所以发光，是因为其中心区域正在将氢聚变为氦。在本

题中，我们将运用经典力学、量子力学、静电学和热力学的概念，理解为什么恒星必须足够大才能实

现这一聚变过程，并推导出能够发生氢聚变的最小恒星的质量和半径。

图 1. 我们的太阳与大多数恒星一样，由于其中心区域发生氢聚变为氦的热核聚变而发光。

有用的常数

万有引力常量 = （官方试题此处有印刷错误，误作 ）

玻尔兹曼常量 = 

普朗克常量 = 

质子质量 = 

电子质量 = 

元电荷 = 

电常数（真空介电常数） = 

太阳半径 = 

太阳质量 = 

kBT ≫
(ℏq)2

m
.

G = 6.7 × 10−11 m3 kg−1 s−2 s2

k = 1.4 × 10−23 J K−1

h = 6.6 × 10−34 m2 kg s−1

mp = 1.7 × 10−27 kg

me = 9.1 × 10−31 kg

q = 1.6 × 10−19 C

ε0 = 8.9 × 10−12 C2 N−1 m−2

RS = 7.0 × 108 m

MS = 2.0 × 1030 kg
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1. 恒星中心温度的经典估算。

假设构成恒星的气体是纯电离氢（电子和质子的数量相等），并且可视为理想气体。从经典观点来

看，要使两个质子发生聚变，它们必须靠近到  的距离，使短程的、具有吸引作用的强核力

占据主导地位。然而，要使它们靠近，首先必须克服库仑力的排斥作用。在经典框架下，假设两个质

子（视为点源）沿相反方向运动，各自的速率均为质子的均方根（rms）速率 ，并发生一维正

碰。

1a
气体的温度  必须为多少，才能使质子的最近接近距离  等于 ？本题中此处及其余所

有数值结果均保留两位有效数字。
1.5

2. 发现上述温度估算有误。

要检验上述温度估算是否合理，需要用一种独立的方法来估算恒星的中心温度。恒星的结构十分复

杂，但通过作出一些假设，我们仍能获得相当深入的理解。恒星处于平衡状态，即既不膨胀也不收

缩，因为向内的引力与向外的压力作用相平衡（见图 2）。对于距离恒星中心  处的一薄层气体，流

体静力平衡方程为

其中，  是气体压强，  是万有引力常量，  是恒星内半径为  的球体所包含的质量，  是该薄

层中的气体密度。

图 2. 恒星处于流体静力平衡状态，压强差产生的力与引力相平衡。

利用恒星中心和表面处的参数值，并作出以下近似，可以对恒星的中心温度进行数量级估算：

其中，  和  分别为恒星中心和表面的压强。由于 ，可以假设

在同样的近似下，可以写出

其中，  是恒星的总半径，并且

其中，  是恒星的总质量。

密度可以用其中心处的值来近似，

10−15 m

vrms

Tc dc 10−15 m

r

ΔP

Δr
= −

GMrρr

r2
,

P G Mr r ρr

ΔP ≈ Po − Pc,

Pc Po Pc ≫ Po

ΔP ≈ −Pc.

Δr ≈ R,

R

Mr ≈ MR = M,

M

ρr ≈ ρc.
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可以假设气体压强满足理想气体状态方程。

2a 求恒星中心温度  的表达式，仅用恒星的半径、质量和物理常数表示。 0.5

现在可以用该模型的以下预言作为判断其有效性的标准：

2b 利用 (2a) 中得到的方程，写出恒星应有的比值 ，仅用物理常数和  表示。 0.5

2c 使用 (1a) 中导出的  值，求出恒星应有的比值  的数值。 0.5

2d 现在计算比值 ，并验证该值远小于 (2c) 中得到的结果。 0.5

3. 恒星中心温度的量子力学估算

(2d) 中发现的巨大差异表明，(1a) 中用经典方法估算的  并不正确。考虑量子力学效应便能解释这

一差异：质子具有波动性，单个质子弥散在尺度约为其德布罗意波长  的区域内。这意味着，如果

质子的最近接近距离  与  的数量级相同，那么质子就在量子力学意义上发生重叠，从而能够发

生聚变。

3a
假设允许聚变发生的条件为 ，对于速率为  的质子，求出仅用物理常数表示的 

的表达式。

1.0

3b 计算 (3a) 中得到的  的数值。 0.5

3c
使用 (3b) 中导出的  值以及 (2b) 中导出的公式，求出恒星应有的比值  的数值。验证该

值与观测到的比值  十分接近。
0.5

事实上，所谓的主序星（正在进行氢聚变的恒星）在很大的质量范围内确实近似遵循这一比值关系。

4. 恒星的质量与半径之比。

上述结果的吻合表明，用量子力学方法估算太阳中心温度是正确的。

4a
利用前面的结果证明，对于任何正在进行氢聚变的恒星，其质量  与半径  之比都相同，并且

仅取决于物理常数。求出发生氢聚变的恒星的比值  的表达式。
0.5

5. 最小恒星的质量和半径。

(4a) 中的结果似乎表明，只要满足这一关系，恒星就可以具有任意质量；然而，事实并非如此。

已知正在进行氢聚变的正常恒星内部的气体可近似视为理想气体。这意味着，电子间的典型间距

平均而言大于电子的典型德布罗意波长 。如果电子靠得更近，它们就会处于所谓的简并态，恒星

的性质也会有所不同。注意，我们对恒星内部质子和电子的处理方式有所区别。对于质子，为了发生

聚变，它们的德布罗意波在碰撞时应充分重叠；而对于电子，为了保持理想气体的性质，它们的德布

罗意波则不应重叠。

恒星内部的密度随径向距离减小而增大。不过，在本题的数量级估算中，假设恒星密度均匀。还可以

使用  这一条件。

5a 求恒星内部平均电子数密度  的表达式。 0.5

5b 求恒星内部电子间典型间距  的表达式。 0.5

5c
利用条件 ，写出可能存在的最小正常恒星的半径表达式。将恒星中心温度作为整个恒

星内部的典型温度。

1.5

5d 求可能存在的最小正常恒星的半径数值，分别以米和太阳半径为单位表示。 0.5

5e 求可能存在的最小正常恒星的质量数值，分别以 kg 和太阳质量为单位表示。 0.5

Tc

M/R Tc

Tc M/R

M(Sun)/R(Sun)

Tc

λp

dc λp

dc =
λp

21/2
vrms Tc

Tc

Tc M/R
M(Sun)/R(Sun)

M R

M/R

de

λe

mp ≫ me

ne

de

de ≥
λe

21/2
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6. 年老恒星中的氦核聚变。

随着恒星逐渐衰老，其核心中的大部分氢已经聚变为氦（He），因此，为了继续发光，它们不得不开

始将氦聚变为更重的元素。氦核含有两个质子和两个中子，因此其电荷量为质子的两倍，质量约为质

子的四倍。前面已经看到，  是质子发生聚变的条件。

6a
写出氦核聚变的相应条件，并求出氦核的均方根速率  以及氦聚变所需的温度

。
0.5

题目译自官方英文原文。

答案

所有结果均采用题目规定的近似。数值结果保留两位有效数字，中间计算保留未舍入的数值。

1a. 。

2a. 。

2b. 。

2c. 。

2d. 。经典预言值为该值的  倍。

3a. 。

3b. 。

3c. 。

4a. 。

5a. 。

5b. 。

5c. 。

5d. 。

5e. 。

6a. 条件为 ，由此得到

dc =
λp

21/2

vrms(He)

T (He)

Tc =
q2

12πε0kdc
= 5.4 × 109 K

Tc ≃
GMmp

2kR
M

R
≃

2kTc

Gmp

M

R
= 1.3 × 1024 kg m−1

MS

RS

= 2.9 × 1021 kg m−1 4.7 × 102

Tc =
mpq

4

24π2ε2
0kh

2

Tc = 9.7 × 106 K
M

R
= 2.4 × 1021 kg m−1 ≃ 0.84

MS

RS

M

R
=

q4

12π2ε2
0Gh2

ne =
3M

4πmpR3

de ≃ n
−1/3
e = (

4πmpR
3

3M
)

1/3

Rmin = (

ε0h
4

2Gq2m
5/2
p m

3/2
e

)

1/2

Rmin = 6.9 × 107 m = 0.099RS

Mmin = 1.7 × 1029 kg = 0.083MS

dc(He) =
λHe

√2
=

h

4√2mpvrms(He)

vrms(He) =
√2 q2

πε0h
= 2.0 × 106 m s−1, T (He) =

8mpq
4

3π2ε2
0kh

2
= 6.2 × 108 K.
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解答

1a. 聚变所需温度的经典估算

对于非相对论理想气体，由能量均分定理可得质子的均方根速率满足

碰撞是正碰，但  是三维气体中的均方根速率。

两个质子的动量大小相等、方向相反，因此它们的质心静止。在最近接近处，两个质子都瞬时停止。忽略

它们初始的静电势能，由能量守恒得

因此

当  时，

所以

2a. 由流体静力平衡求中心温度

采用题目规定的近似，包括取特征径向尺度为 ，有

因此

在完全电离的氢中，质子数密度与电子数密度相等。忽略电子质量对质量密度的贡献，

两种粒子都对理想气体压强有贡献：

令两个压强表达式相等，并约去 ，得

2b. 质量与半径之比

将 (2a) 的结果整理，得

1

2
mpv

2
rms =

3

2
kTc.

vrms

2(
1

2
mpv

2
rms) =

q2

4πε0dc
.

3kTc =
q2

4πε0dc
, .Tc =

q2

12πε0kdc

dc = 10−15 m

Tc =
(1.6 × 10−19)2

12π(8.9 × 10−12)(1.4 × 10−23)(10−15)
,

.Tc = 5.4 × 109 K

r ≃ R

−
Pc

R
≃ −

GMρc

R2
,

Pc ≃
GMρc

R
.

np,c = ne,c ≃
ρc

mp

.

Pc = (np,c + ne,c)kTc =
2ρckTc

mp
.

ρc

.Tc ≃
GMmp

2kR
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2c. 使用经典聚变温度预言的比值

代入 (1a) 中的温度，得

数值为

2d. 与太阳比较

由给定的太阳质量和半径得

使用未舍入的数值进行比较，得

因此，太阳的这一比值远小于经典预言值。在流体静力平衡模型中，经典聚变温度过高。

3a. 聚变温度的量子估算

对于以速率  运动的质子，其德布罗意波长为

由 (1a) 中的碰撞能量关系得

施加题目给定的聚变条件，

得到

从而

利用 ，

.
M

R
≃

2kTc

Gmp

M

R
=

2k

Gmp

q2

12πε0kdc
=

q2

6πε0Gmpdc
.

.
M

R
= 1.3 × 1024 kg m−1

MS

RS

=
2.0 × 1030

7.0 × 108
= .2.9 × 1021 kg m−1

(M/R)classical

MS/RS

= .4.7 × 102

vrms

λp =
h

mpvrms

.

dc =
q2

4πε0mpv2
rms

.

dc =
λp

√2
,

q2

4πε0mpv
2
rms

=
h

√2mpvrms

,

vrms =
√2 q2

4πε0h
.

mpv
2
rms = 3kTc

Tc =
mp

3k
(

√2 q2

4πε0h
)

2

.
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因此，

3b. 量子估算温度的数值

代入给定的常数，

得到

相应的质子均方根速率为 。

3c. 使用量子估算温度求质量与半径之比

将 (3b) 中的温度代入 (2b)，得

它与太阳对应值之比为

因此，预言值比太阳的对应值低约 ；对于这里采用的数量级近似而言，两者相当吻合。

4a. 共同的质量与半径之比

在此模型中，每颗恒星发生氢聚变的特征温度都相同。联立 (2b) 和 (3a)，得

约去因子  和 ：

这一结果仅取决于物理常数。在以下各问中，将这一共同的比值记为

5a. 平均电子数密度

每个氢质子对应一个电子。忽略电子质量，

对于体积为  的均匀球形恒星，

.Tc =
mpq

4

24π2ε2
0kh

2

Tc =
(1.7 × 10−27)(1.6 × 10−19)4

24π2(8.9 × 10−12)2(1.4 × 10−23)(6.6 × 10−34)2
,

.Tc = 9.7 × 106 K

4.9 × 105 m s−1

M

R
=

2kTc

Gmp
= .2.4 × 1021 kg m−1

M/R

MS/RS

= .0.84

16%

M

R
=

2k

Gmp

mpq
4

24π2ε2
0kh

2
.

mp k

.
M

R
=

q4

12π2ε2
0Gh2

A ≡
q4

12π2ε2
0Gh2

, M = AR.

Ne = Np ≃
M

mp
.

V = 4πR3/3

.ne =
Ne

V
=

3M

4πmpR
3
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5b. 电子间的典型间距

每个电子所占的典型体积为 。取其立方根作为特征间距，得

5c. 最小正常恒星的半径

对电子应用能量均分定理，得

因此，电子的特征德布罗意波长为

题目规定的避免电子简并的条件变为

在间距公式中代入 ，得

因此，沿着模型给出的质量与半径关系，间距随  减小。允许的最小半径对应于等号成立的情形：

于是

首先代入 ：

由 (3a)，

因此，

或者

1/ne

.de ≃ n
−1/3
e = (

4πmpR
3

3M
)

1/3

mev
2
e,rms = 3kTc.

λe =
h

meve,rms
=

h

√3mekTc

.

de ≥
λe

√2
=

h

√6mekTc

.

M = AR

d3
e =

4πmpR
2

3A
.

R2/3

4πmpR
2
min

3A
= (

h

√6mekTc

)

3

.

R2
min =

3Ah3

4πmp(6mekTc)3/2
.

A = 2kTc/(Gmp)

R2
min =

h3

4πGm2
pm

3/2
e √6kTc

.

√6kTc =
q2√mp

2πε0h
.

R2
min =

ε0h
4

2Gq2m
5/2
p m

3/2
e

,

.Rmin = (

ε0h
4

2Gq2m
5/2
p m

3/2
e

)

1/2
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沿着  关系，若半径更小，则根据给定的判据，电子波将发生重叠，所假设的理想气体描述也就

不再适用。

5d. 最小半径的数值

代入数值得

将未舍入的结果除以给定的太阳半径，得

因此，在此模型中，最小正常恒星的半径约为太阳半径的十分之一。

5e. 最小质量的数值

由于 ，且  为固定的正值，最小半径也对应最小质量：

数值为

6a. 氦聚变

氦核的质量为 ，电荷量为 。其德布罗意波长为

相应的聚变条件为

对于以大小相等、方向相反的均方根速度相向运动的两个氦核，由能量守恒得

代入聚变条件并化简，得

这是 (3a) 中得到的质子速率的四倍，因此

此时由能量均分定理得

由于质量为原来的四倍，速率也为原来的四倍，

M = AR

.Rmin = 6.9 × 107 m

.
Rmin

RS

= 0.099

M = AR A

Mmin = ARmin =
q4Rmin

12π2ε2
0Gh2

.

, .Mmin = 1.7 × 1029 kg
Mmin

MS

= 0.083

mHe ≃ 4mp QHe = 2q

λHe =
h

4mpvrms(He)
.

.dc(He) =
λHe

√2
=

h

4√2mpvrms(He)

4mpvrms(He)2 =
(2q)2

4πε0dc(He)
.

.vrms(He) =
√2 q2

πε0h

.vrms(He) = 2.0 × 106 m s−1

T (He) =
4mpvrms(He)2

3k
.
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其中，  是 (3b) 中的氢聚变温度。因此，

解答已与官方解答核对。

T (He) = 4(42)Tc = 64Tc,

Tc

.T (He) =
8mpq

4

3π2ε2
0kh

2
= 6.2 × 108 K
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