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Soru 1: Diinya-Ay Sisteminin Evrimi

[

Bilim insanlari Dlinya-Ay uzakhdini bliylik bir hassasiyetle belirleyebilmektedir. Bunu, bir lazer
demetini astronotlarin 1969 yilinda Ay ylzeyine yerlestirdigi 6zel aynalardan yansitarak ve 1sigin
gidis-donus suresini dlgerek yaparlar (bkz. Sekil 1).

Sekil 1. Bir gozlemevinden gonderilen lazer demeti, Dlinya ile Ay arasindaki uzakhgi hassas
bigcimde dlgmek icin kullanilir.

Bu gozlemlerle Ay'in Diinya'dan yavascga uzaklastigini dogrudan olgmuslerdir. Bagka bir deyisle,
Dlinya-Ay uzakhgi zamanla artmaktadir. Bunun nedeni, gelgit torklari nedeniyle Diinya'nin Ay'a
acisal momentum aktarmasidir; bkz. Sekil 2. Bu soruda bu olayin temel parametrelerini
tlreteceksiniz.
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Sekil 2. Ay'in kutlegekimi Dinya'da gelgit kaynakl sekil degisimlerine, yani “siskinliklere” yol acgar.
Dinya'nin donmesi nedeniyle, siskinliklerden gegen dogru Duinya ile Ay'i birlestiren dogruyla ayni
dogrultuda degildir. Bu dogrultu farki, Diinya'nin donme hareketinden Ay'in 6teleme hareketine
acisal momentum aktaran bir tork olusturur. Cizim olgekli degildir.

1. Agisal Momentumun Korunumu.

Diinya-Ay sisteminin gliniimuzdeki toplam agisal momentumu L, olsun. Simdi su varsayimlari
yapin: i) L1, yalnizca Diinya'nin kendi ekseni etrafindaki donmesinin ve Ay'in Diinya g¢evresindeki
yorlngesindeki dteleme hareketinin agisal momentumlarinin toplamidir. ii) Ay'in yoriingesi
daireseldir ve Ay bir nokta olarak alinabilir. iii) Dlinya'nin donme ekseni ile Ay'in dolanma ekseni
paraleldir. iv) Hesaplamalari basitlestirmek igin hareketin kitle merkezi etrafinda degil, Diinya'nin
merkezi etrafinda gergeklestigini kabul ediyoruz. Soru boyunca tim eylemsizlik momentleri, torklar
ve acisal momentumlar Dlnya'nin eksenine gore tanimlanmigtir. v) Giines'in etkisini ihmal edin.

Kisim Soru Puan

Dlinya-Ay sisteminin ginumuzdeki toplam agisal momentumunu veren denklemi yazin.
Bu denklemi Diinya'nin eylemsizlik momenti I g, Dlinya'nin glinimiizdeki dénme agisal

frekansi wg;, Ay'in Diinya'nin eksenine gore giinimiizdeki eylemsizlik momenti I, ve

1a

Ay'in glinimuzdeki yorlinge agisal frekansi w1 cinsinden ifade edin.

Bu agisal momentum aktarimi suireci, Dinya'nin donme periyodu ile Ay'in Dinya ¢evresindeki
dolanma periyodu esit oldugunda sona erecektir. Bu durumda Ay'in Dlinya Utzerinde olusturdugu
gelgit siskinlikleri, Ay ile Diinya'yi birlestiren dogruyla ayni dogrultuda olacak ve tork ortadan
kalkacaktir.

Kisim Soru Puan

Diinya-Ay sisteminin son durumdaki toplam agisal momentumu L icin denklemi yazin.
1b Soru 1a'daki varsayimlarin aynisini yapin. Bu denklemi Dilinya'nin eylemsizlik momenti 0.2
I, Dinya'nin dénmesinin ve Ay'in 6teleme hareketinin son durumdaki agisal frekansi '

ws Ve Ay'In son durumdaki eylemsizlik momenti 1,5 cinsinden ifade edin.

Kisim Soru Puan

: Dinya'nin donmesinin son durumdaki toplam agisal momentuma katkisini ihmal ederek, 0.3
© .
bu soru i¢in agisal momentumun korunumunu ifade eden denklemi yazin.
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2. Diinya-Ay Sisteminin Son Durumdaki Uzakligi ve Agisal Frekansi.

Dairesel yorlinge icin kitlecekim denkleminin (Ay'in Diinya ¢evresindeki hareketi i¢cin) her zaman
gecerli oldugunu varsayin. Dunya'nin donmesinin son durumdaki toplam agisal momentuma
katkisini ihmal edin.

Kisim Soru Puan

Son durumda Ay'in Diinya gevresindeki dairesel yorlingesi icin kutlecekim denklemini
2a Mg, wo, G ve Dinya ile Ay arasindaki son uzaklik D4 cinsinden yazin. Mg, Diinya'nin 0.2
kitlesi; G ise kitlegekim sabitidir.

Kisim Soru Puan

Diinya ile Ay arasindaki son uzaklik D, icin denklemi, bilinen parametreler olan sistemin
2b toplam agisal momentumu L1, sirasiyla Diinya'nin ve Ay'in kitleleri Mg ve My ile G 0.5
cinsinden yazin.

Kisim Soru Puan
2e Diinya-Ay sisteminin son durumdaki agisal frekansi ws i¢in denklemi, bilinen L1, Mg, 05
M, ve G parametreleri cinsinden yazin. '
Asagida D3 ve wa degerlerini sayisal olarak bulmaniz istenecektir. Bunun igin Diinya'nin
eylemsizlik momentini bilmeniz gerekir.
Kisim Soru Puan
Dinya'yl, merkezinden 7; yaricapina kadar i¢ yogunlugu p;, ; yarigapindan r,
2d yarigapindaki ylizeyine kadar dis yogunlugu p, olan bir kiire kabul ederek Diinya'nin 0.5
eylemsizlik momenti Iz icin denklemi yazin (bkz. Sekil 3).
Sekil 3. p; ve p, olmak Uzere iki yogunluga sahip bir kiire olarak Duinya.
Bu soruda istenen sayisal dederleri her zaman iki anlamli basamakla belirleyin.
Kisim Soru Puan
p; =13 x 10 kgm 3, 7, = 3.5 x 10° m, p, = 4.0 x 103 kgm 3 ve
2e 7o = 6.4 x 10% m degerlerini kullanarak Diinya'nin eylemsizlik momenti I'yi 0.2
hesaplayin.

Diinya'nin ve Ay'in kiitleleri sirasiyla Mz = 6.0 x 10** kgve My = 7.3 % 10%2 kg'dir. Dlinya ile
Ay arasindaki gtincel uzakhk D1 = 3.8 x 10% m'dir. Diunya'nin gunumuzdeki donme agisal
frekansiwg; = 7.3 X 107° s~ L'dir. Ay'In Diinya ¢evresindeki dteleme hareketinin glinimuzdeki
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acisal frekansi wy, = 2.7 x 107% s1 ve kiitlegekim sabiti G = 6.7 x 10 ! m3 kg ! s~ 2'dir.

Kisim Soru Puan

2f Sistemin toplam acisal momentumu L1 'in sayisal dederini hesaplayin. 0.2

Kisim Soru Puan

29 Son uzaklik Dy'yi metre cinsinden ve gilincel uzaklik D'in kati olarak bulun. 0.3

Kisim Soru Puan

oh Son agisal frekans w,'yi s~! cinsinden ve son durumdaki giin uzunlugunu giiniimiizdeki 0.3
giiniin kati olarak bulun. '

Dunya'nin son agisal momentumunun Ay'inkine oranini bularak, Dinya'nin dénmesinin son
durumdaki toplam agisal momentuma katkisini ihmal etme varsayiminin hakli oldugunu dogrulayin.
Bu oranin ki¢uk olmasi gerekir.

Kisim Soru Puan

2i Diinya'nin son agisal momentumunun Ay'inkine oranini bulun. 0.2

3. Ay yilda ne kadar uzaklagiyor?

Simdi Ay'in Dunya'dan her yil ne kadar uzaklastigini bulacaksiniz. Bunun igin Ay'a glinimuzde
etkiyen torkun denklemini bilmeniz gerekecektir. Gelgit siskinliklerinin, Dinya'nin ylzeyinde
bulunan ve her birinin kitlesi m olan iki noktasal kutleyle yaklasik olarak temsil edilebildigini
varsayin; bkz. Sekil 4. Siskinliklerden gegen dogru ile Dinya ve Ay'in merkezlerini birlestiren dogru
arasindaki aci 6 olsun.

Moon’s
Motion

Earth's
Rotation

Sekil 4. Dinya uzerindeki siskinliklerin Ay tzerinde olusturdugu torku tahmin etmek igin kullanilan
sematik gosterim. Cizim olcekli degildir.

Kisim Soru Puan
3a En yakin noktasal kiitlenin Ay'a uyguladidi kuvvetin biyiklugi F.'yi bulun. 0.4
Kisim Soru Puan
3b En uzak noktasal kiitlenin Ay'a uyguladigi kuvvetin biyikligi Fy'yi bulun. 0.4

Artik noktasal kutlelerin olusturdugu torklari hesaplayabilirsiniz.
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Kisim Soru Puan

3c En yakin noktasal kiitlenin olusturdugu tork 7.'nin biylkliguni bulun. 0.4

Kisim Soru Puan

3d En uzak noktasal kiitlenin olusturdugu tork 7¢'nin blyukligind bulun. 0.4

Kisim Soru Puan

iki kiitlenin olusturdugu toplam tork 7'nun biiyiikligini bulun. r, < D; oldugundan,
ifadenizi 7,/ D1 'in sifirdan farkli katki veren en diisiik mertebesine kadar yaklasik olarak

3e o . o 1.0
yazmalisiniz. (1 + z)® &~ 1 + az yaklasiminin z < 1 igin gegerli oldugunu
kullanabilirsiniz.

Kisim Soru Puan
6 =3°vem = 3.6 x 106 kg oldugunu dikkate alarak toplam tork 7'nun sayisal

3f degerini hesaplayin (bu kiitlenin Diinya'nin kitlesinin 108 kati mertebesinde olduguna 0.5

dikkat edin).

Tork, agisal momentumun zamana gore degisim hizi oldugundan, Diinya-Ay uzakliginin
gunlimiuzdeki yillik artisini bulun. Bu adim igin Ay'in agisal momentumunu yalnizca Mys, Mg, D1
ve (G cinsinden ifade edin.

Kisim Soru Puan

39 Diinya-Ay uzakliginin giinimuzdeki yillik artisini bulun. 1.0
Son olarak, gin uzunlugunun her yil ne kadar arttigini tahmin edin.

Kisim Soru Puan

3h wg1'in yillik azalisini ve gliniimiizde glin uzunlugunun her yil ne kadar arttigini bulun. 1.0

4. Enerji nereye gidiyor?

Korunan agisal momentumun aksine, sistemin toplam (donme ve kutlegekim) enerjisi korunmaz.
Bu son bolimde bunu inceleyecegiz.

Kisim Soru Puan

Diinya-Ay sisteminin gliniimiizdeki toplam (donme ve kiitlecekim) enerjisi E icin bir

4a
denklem yazin. Bu denklemi yalnizca Iy, wg, My, Mg, D, ve G cinsinden ifade edin.

Kisim Soru Puan

E'deki degisim olan AFE igin, D1 ve wg1'deki dedisimlerin bir fonksiyonu olarak bir
4b denklem yazin. 3g ve 3h sorularinda buldugunuz D; ve wg; degisimlerini kullanarak bir 0.4
yil icin A E'nin sayisal dederini hesaplayin.

Bu enerji kaybinin, Ay'in Diinya'da olusturdugu gelgitlerde i1si olarak harcanan enerjiye iliskin bir
tahminle tutarl oldugunu dogrulayin. Gelgitlerin, Diinya yiizeyini kaplayan h = 0.5 m
derinligindeki bir su tabakasini ortalama 0.5 m yikselttigini varsayin (basitlik i¢cin Diinya'nin tim
ylzeyinin suyla kapli oldugunu varsayin). Bu olay gunde iki kez gergeklesir. Ayrica, su algalirken bu
kitlegcekim enerjisinin %10'unun viskozite nedeniyle i1si olarak harcandigini varsayin. Suyun
yodunlugunu Pyater = 103 kg m 3 ve Diinya yiizeyindeki kiitlegekim ivmesini g = 9.8 ms~2 alin.
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4c

4d

Kisim

Kisim

1a:
1b:

Soru

Puan

Bu ylzey su tabakasinin kutlesi nedir? 0.2

Bir yilda ne kadar enerjinin harcandigini hesaplayin. Bu deger, Dlinya-Ay sisteminin

Soru Puan

0.3

glinimuzde yilda kaybettigi enerjiyle nasil karsilastirilir?

Cevaplar

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Siskinliklerin olusturdugu kuvvetler ve torklar igin uzakliklari soyle tanimlayalim:

d, = \/D% + 72 —2Dqr,cos0, df = \/D% + 72+ 2Dqr, cosé.

basamakla verilmigtir.

Ly = (Ig + Inp)wo.

Ly = Igwg + Innwan .-

T, ve T, glinimuzdeki ve son durumdaki glin uzunluklarini gostersin. Sayisal sonuglar iki anlamli

1c: Ipwpr + Inpwann = Ly ~ Iypws.
2a: w%D?’ = GMEg.
L2

2b: D2 = —12

GMpgMy,

G2M2M3
2c: wy = #

8 5
2d: Ip = 1—7; [pl-r? o po(ri — rf)}
2e: Iy = 8.0 x 10%" kgm?.
2f: L; = 3.4 x 103 kgm?s™ L.

29: Dy = 5.5 x 108 m = 1.4D;.
2h: wy = 1.6 x 10 %571, T,/ T, = 47.
L I
2i: — = = —L_ =3.6x10°.
Lys  MuyD;
GMuym
3a: Fc = T
GM
3b: Fy = — M
d}
o GMymD1r,sin 0
3c: 7. = dg’ .
_ GMymDqr,sin6
3d: Tf = d3 0
f
3GMymr? . o
3e:T =T, —Tf Tsm(%’), Ay'in yorlngesel agisal momentumu ydnundedir.
1
3f: 7 = 4.1 x 10 Nm.
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e 3g:D; = 27 Dy =35x102myr ! =35cmyr .
My \| GMg

e 3h:Biryilda, Awg1 = —1.6 x 10 ¥ s ve ATy = +1.9 x 10 ° s.

1 9 GMgM,,
e 4a: F = EIEwEl — 2—1)1
MgM
e 4b: Biryilda AE ~ Ipwr1 Awg: + GLWMADl =-9.1x10"J.

1
o 4c: Mypior = 42 hpyater = 2.6 x 1017 kg,

* 4d: Eyeptyr = 9.2 X 102 J, vilik 9.1 x 10 J mekanik eneriji kaybiyla yakin uyum
icindedir.

\

Cozum

Tum hesaplamalarda soruda belirtilen varsayimlar kullaniimistir. Sayisal sonuglar yalnizca en sonda
yuvarlanmustir. Yillik degisimler igin

tyr = 365 x 24 x 3600 s.
alinir.
1a. Gunumuzdeki agisal momentum

Dunya'nin kendi ekseni etrafindaki donmesi ve Ay'in dolanmasi, paralel eksenler etrafinda ayni yonde
oldugundan agisal momentumlari toplanir:

Ly = Igwg + Inpiwa.

Ay, Diinya'nin ekseninden D uzaklikta bir nokta olarak ele alindidindan,
In = My D3,
1b. Son durumdaki agisal momentum

Son eszamanh durumda her iki agisal frekans da wa'ye esittir. Dolayisiyla

Ly = Ipws + Inppwa = (Ig + Inp2)wo, Iy = My D3.

1c. Acisal momentumun korunumu

Belirtilen modelde dis tork yoktur. Gelgit torklari sistem iginde agisal momentum aktarir ve L; = Lo
elde edilir.

Yalnizca Diinya'nin son durumdaki donme katkisi inmal edildiginde,

Ipwp + Innwan =~ Ivpws.

Diinya'nin gliniimiizdeki donmesi yine de L1'e dahil edilmelidir.
2a. Dairesel yoriinge denklemi

Kutlegekim kuvveti Ay'in merkezcil ivmesini saglar:
GMpgM,,

_ 2
D% — MMUJ2D2.

M sadelestirildiginde
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elde edilir.
2b. Son uzakhk

1c kismindaki yaklasim gergevesinde,

= 1/GMg/D3 kullanilarak,

Karesi alinip ¢ozlldigilinde,

Ly = My Diw,.

L1 = Myv/GMgD:.

__ L
- GMpM3,

2c. Son acisal frekans

Onceki sonug dairesel yoriinge denkleminde yerine konuldugunda

3/2
MgM3
LU2—\/ <G b ) .

elde edilir. Dolayisiyla

G2M2M?,

w9 =
3
Ll

2d. Diinya'nin eylemsizlik momenti

Yarigapi r, yogunlugu p ve kalinligi dr olan ince bir kiiresel kabuk igin
2 8

dm = 4mpr® dr, dIl = —r>dm = —prtdr.

3 3

iki yogunluk bdlgesi izerinde integral alindiginda,

Igp = 8; [pZ/ r4dr—|—p0/ r4dr}.
0 T;

1

Boylece

8

_ 5
Igp=— B [pir? + po(rd —73)].

2e. Eylemsizlik momentinin sayisal degeri

Verilen yogunluklar ve yarigaplar yerine konuldugunda,

I = ST(13 % 10(35 x 109 + (4.0 x 10°) (6.4 x 10°)° — (3.5 x 10°)°) kgm?.

Buradan

Ip = 8.0 x 103" kgm?.
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2f. Gunumuizdeki toplam agisal momentum
Verilen guincel agisal frekanslar kullanilarak,
L1 = Ipwp + My Diwasn.
iki katki soyledir:
Ipwp = 5.8 x 103 kgm?s™1,
My D3wyn = 2.8 x 103 kgm? s~

Yuvarlanmamis ara degerler kullanilarak toplandiklarinda,

Ly =34x10%kgm?s™ 1.

2g. Son uzakhgin sayisal degeri

2b kismi ve Lq'in yuvarlanmamis degeri kullanilarak,

2
Dy=—— =55x10°m.
GMpM?2,
Glncel uzakliga orani,
D,
— =14.
D,

2h. Son frekans ve giin uzunlugu

2c¢ kismindan,

wy =1.6 x 107 % s L.

Dénme periyodu T' = 27 /w oldugundan,

T,  2m/wy  wm

T o /wgr  way

Yuvarlanmamis ara degerler kullanildiginda

T2 — 47T1,

elde edilir; yani son durumdaki bir guin, giinimuzdeki 47 gun kadar surer.
2i. ihmal edilen son dénme katkisinin kontrolii

Son durumdaki her iki agisal momentum da ayni agisal frekansi igerir:

LEgs _ Irpwo _ Ig
Lys  MyD2w,  MyD2

Sayisal olarak,

L,

= 3.6 x 1073,
Ly

Dunya'nin son durumdaki donme agisal momentumu, Ay'in yoriingesel agisal momentumunun yalnizca
0.36%'sidir; bu da ihmal edilmesini hakli kilar.
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3a. En yakin siskinligin uyguladigi kuvvet

Dlnya'nin merkezini baslangi¢ noktasi secelim, Ay'i (Dl, 0) konumuna yerlestirelim ve pozitif y yoninu
Ay'in anlik hareketi yoninde alalim. En yakin siskinligin konumu

(r,cosf,r,sinf).
olur. Dolayisiyla Ay'a olan uzakhdi igin
d*> = (D — rocos6)? + (r,sin0)*> = D? + 2 — 2D;7, cos¥.

Newton'un kitlegcekim yasasi sunu verir:

B GMuym
D? + 72 —2Dyr,cos0’

C

3b. En uzak siskinligin uyguladigi kuvvet
Daha uzaktaki siskinligin konumu
(—rocos, —r,sinb).
olur. Bunun sonucunda,
d? = (D1 + rocos 9)2 + (rosin 9)2 = D% + r?) +2D17r,cos b,

ve

B GMuym
D? + 724 2Dyr,cos0

Fy

3c. En yakin sigkinligin olusturdugu tork

Dinya'nin eksenine gore torka yalnizca kuvvetin Diinya-Ay dogrusuna dik bileseni katkida bulunur. Daha
yakindaki siskinlik icin,

F.,—F. r,8in 6
) d,
Olusturdugu tork pozitiftir ve Ay'in yoriingesel agisal momentumu yonundedir:
T. = D1 F,,.
Dolayisiyla blyukligu
GMymDqr,sin6

Te =

(D? +r2 — 2D17,cos 0)3/2

3d. En uzak siskinligin olusturdugu tork

Daha uzaktaki siskinlik Ay'i negatif y yonunde ceker:

Ff,y—

Olusturdugu tork, daha yakindaki siskinligin torkuna zit yondedir. Buyukligu

o GMymDir,sin @
/ (D? + 72+ 2D;7,cos 0)3/2
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3e. Sifirdan farkl en diigiik mertebede toplam tork

d. < dj oldugundan, daha yakindaki siskinlik daha biiyiik bir tork olusturur. Gésterilen geometri igin,

1 1
T=17.— 7= GMymD;r,sin0 (ﬁ — ?)
¢ f

€ = 1o/D1 < 1 tanimini yapalim. O zaman

1 1 1
— = —(1+ € —2ecos0) % ~ —(1+ 3ecosh),
¢ D3 D3
ve
1 1 1
— = —(1+€*+2ecos0) %2 ~ — (1 —3ecosh).
& D D?
Sifirnci mertebedeki terimler birbirini gotlrur ve geriye
6 0
7~ GMymD;r,sin g0 o8V
Dj
kalir. Dolayisiyla
6GM 2 3GM 2
7o —— M0 Ginfcosd = ﬂsin(%).
Dj Dj

Bu tork Ay'in yoringesel agisal momentumunu artirir.
3f. Torkun sayisal degeri
0 = 3° icin,
3(6.7 x 10 11)(7.3 x 10%%)(3.6 x 10'%)(6.4 x 10°)?

T~ sin 6°.

(3.8 x 10%)3

Buradan

7=4.1x% 10" Nm.

3g. Ay'in glinumiizdeki uzaklagmasi
D uzakhgindaki dairesel bir yoriinge igin,

GME
D3’

Wy =
dolayisiyla Ay'in agisal momentumu
Ly = MyD*wy = M/ GMgD.
Zamana gore turev alindiginda,

dLM o MM GME
a2 D

D.

T =

Boylece guncel uzaklikta,
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. 2T D1
D, = .
' Mu \/ GME

Sayisal olarak,
D;=11x10?ms™ .
Bir yildaki artig

A-Dl = Dltym

oldugundan,

AD; =35x10"2m =3.5cm biryilda.

3h. Diinya'nin yavaslayan donmesi ve artan giin uzunlugu

Diinya'ya etkiyen tork, Ay'a etkiyen torka zit yondedir. I sabit oldugunda,

Ipwg = —7.

Dolayisiyla
Wp = —— = —5.2 x 1072 572,

Ig
ve bir yildaki degisim

Tt

Awp = ——2 = —1.6 x 1074 7L
Ik

T = 27r/wE oldugundan, kiigiik bir degisim su bagintiyi saglar:
27
ATy ~ ——2AwE.
Wg

Bunun sonucunda,

27Tty 5
5 = 1.9 x107°s biryilda.

AT, =
Ipwy,

Gun, yilda yaklasik 19 us uzar.
4a. Giiniimiizdeki mekanik enerji

Mekanik eneriji; Dlinya'nin donme kinetik enerjisinden, Ay'in yortingesel kinetik enerjisinden ve
aralarindaki kutlegekim potansiyel enerjisinden olusur:

1 1 GMgMy
E = EIE(AJ2E1 + EMMD%W?WI — D—l
Dairesel yoriinge bagintisi sunu verir:
1 GMgMjy,
—MyD??%,, = — 27
5 M 1% 2D,
Buradan
1 GMgM,,
E = —Iguw?:, — ———=.
9 [ BYEL 2D,
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4b. Yillk mekanik enerji degisimi

Awpg ve AD; degisimleri icin bu enerji modeli gercevesindeki tam fark

1 GMgMj, 1 1
AE = —Ig [(wg + Awgy)? — why | — — .
5B [( E1 B1) El} 5 D. + AD; D,
Yillik bagil degisimler son derece kuguktur; bu nedenle birinci mertebeden terimler tutuldugunda
GMgM
AFE ~ Ipwp1 Awg + MADL
2D?

elde edilir. ilk terim negatiftir: Diinya dénme enerijisi kaybeder. ikinci terim pozitiftir: Ay'in yoriingesi
genigledikge yoriinge enerijisi artar.

3g ve 3h kisimlarindaki yillik degisimler, yuvarlanmamis degerleri korunarak yerine konuldugunda,

AE = —-9.1x 10" J biryilda.

Enerji dengesi dogrudan tork cinsinden de ifade edilebilir:
Espin = —TWE1-

Uzaklagma formulu kullanilarak,

. MgMuy - M
Eorbit:wplﬂ\/@ E

2
2D7
Boylece
E = —T(wEl — le),

burada w1, dairesel yoriinge badintisiyla belirlenir. Dlinya, Ay'in dolanmasindan daha hizli dondtgi
icin mekanik enerji azalir; aradaki fark istya donusur.

4c. Su tabakasinin kiitlesi
Tabaka, Dlnya'nin yarigapina gore ¢ok ince oldugundan hacmi, ylizey alani ile kalinliginin ¢arpimidir:
V ~ 47rr(2)h.
Dolayisiyla
Myater = ATr2Rpater = 47(6.4 x 109)%(0.5)(10%) kg.

Buradan

Myater = 2.6 x 10'7 kg.

4d. Yillik 1s1 olarak eneriji kaybi

Belirtilen ortalama yiikselme H = 0.5 m'dir. Tabakanin bir ylikselme sirasinda kazandigi kiitlegekim
enerjisi
Elise = watergH .

Ardindan gelen algalma sirasinda bunun ytzde onu isi olarak harcanir. Glinde iki ¢evrim oldugundan
yilda 2 X 365 gevrim vardir:

Eheat7yr — 0-10(2 X 365)MwatergH.

Degerler yerine konuldugunda
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Bheatyr = 9.2 x 101 J.

Bu deger, 4b kisminda bulunan
|AE| = 9.1 x 10" J

mekanik enerji kaybiyla yakin uyum icindedir. Basitlestirilmis model ¢cercevesinde gelgitlerdeki enerji
harcanmasi, kaybolan mekanik enerjiyi 1siya donusturerek bu kaybi agiklar.

COzum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 2: Doppler Lazer Sogutmasi ve Optik Melas

[
Bu sorunun amaci, "“lazer sogutmasi” ve “optik melas” olarak adlandirilan olgulari anlamak igin
basit bir kuram gelistirmektir. Burada s6z konusu olan, genellikle alkali elementlerden olugsan notr
atom demetinin, ayni frekansta ve zit yonlerde ilerleyen lazer demetleriyle sogutulmasidir. Bu
calisma, 1997 yilinda S. Chu, P. Phillips ve C. Cohen-Tannoudji'ye verilen Nobel Fizik Odili'niin
konulari arasindadir.

Yukaridaki gorintd, birbirine dik tg¢ cift karsit yonlu lazer demetinin kesisiminde tuzaklanmig
sodyum atomlarini (merkezdeki parlak nokta) gostermektedir. Tuzaklama bolgesine "optik melas”
adi verilir; gunku enerji yitimine yol agan optik kuvvet, melas i¢cinde hareket eden bir cisme etki
eden viskoz slrlUkleme kuvvetine benzer.

Bu soruda, bir atoma gelen fotonun atomla etkilesiminin temelini ve bir boyutta enerji yitimi
mekanizmasinin dayanagini inceleyeceksiniz.

BOLUM I: LAZER SOGUTMASININ TEMELLERI

+x yonunde v hiziyla hareket eden, kitlesi ™ olan bir atom dusunun. Basitlik i¢in sorunu bir
boyutlu ele alacagiz; yani y ve z yonlerini goz ardi edecegiz (bkz. sekil 1). Atomun iki i¢ enerji
diizeyi vardir. En distik enerjili durumun enerijisi sifir, uyarilmig durumun enerjisi ise hwg olarak
alinir; burada i = h/27'dir. Atom baslangigta en dislk enerjili durumdadir. Laboratuvarda
frekansi wy, olan bir lazer demeti —x yonlinde ilerleyerek atoma gelir. Kuantum mekanigi agisindan
lazer, her biri hw, enerjisine ve —hq momentumuna sahip ¢ok sayida fotondan olusur. Atom bir
fotonu sogurabilir ve daha sonra kendiliginden bir foton yayabilir; bu yayim +x ve —x yonlerinde
esit olasiliklarla gergeklesebilir. Atom goreli olmayan hizlarda hareket ettiginden, ’U/C <1
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oldugundan (c isik hizidir), bu nicelige gore yalnizca birinci mertebeye kadar olan terimleri tutun.
Ayrica hq/mv < 1 oldugunu, yani atomun momentumunun tek bir fotonun momentumundan gok
daha buyuk oldugunu kabul edin. Cevaplarinizi yazarken, yukaridaki niceliklerin her birine gore
yalnizca dogrusal diizeltmeleri tutun.

—5— excited state

ha,
— —  groundstate
internal energy levels of the atom
v hw, -hq
o <«

o

atom ol mass m photon

»
L

+x direction

Sekil 1. +z yonilinde v hiziyla hareket eden, kiitlesi m olan bir atomun, enerjisi hwy, ve
momentumu —hgq olan bir fotonla garpigmasinin sematik gésterimi. Atomun, aralarindaki enerji
farki hwg olan iki i¢ durumu vardr.

Lazer frekansi wr,'nin, hareketli atomun gordugu haliyle atomun i¢ gegisiyle rezonansta olacak
sekilde ayarlandigini varsayin. Asagidaki sorulari cevaplayin:

1. Sogurma.
1a  Fotonun sogurulmasi igin rezonans kosulunu yazin. 0.2
1b  Sogurmadan sonra atomun laboratuvardan gézlenen p,: momentumunu yazin. 0.2

1c  Sodurmadan sonra atomun laboratuvardan gozlenen toplam €4; enerjisini yazin. 0.2
2. —z yoniinde kendiliginden foton yayimi.
Gelen fotonun sogurulmasindan bir siire sonra atom, —a yoniinde bir foton yayabilir.

—x yénindeki yayim siirecinden sonra yayilan fotonun laboratuvardan gézlenen €, enerjisini

2a 0.2
yazin.
b —x yonundeki yayim sirecinden sonra yayilan fotonun laboratuvardan gézlenen ppp, 0.2
momentumunu yazin. ’
9 —x yonundeki yayim surecinden sonra atomun laboratuvardan gézlenen p,; momentumunu 0.2
c .
yazin.
od —a yonundeki yayim slrecinden sonra atomun laboratuvardan gozlenen toplam €, enerjisini 0.2

yazin.

3. +x yoniinde kendiliginden foton yayimi.

Gelen fotonun sogurulmasindan bir siire sonra atom, bunun yerine +x yoniinde bir foton yayabilir.

3 +x yénindeki yayim slrecinden sonra yayilan fotonun laboratuvardan gozlenen €, enerjisini
a
yazin.

3b +a yonundeki yayim slirecinden sonra yayilan fotonun laboratuvardan gozlenen Doh 0.2

momentumunu yazin.
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3 42 yonundeki yayim surecinden sonra atomun laboratuvardan gozlenen p,; momentumunu 0.2
c 3
yazin.

3d +x yonundeki yayim siirecinden sonra atomun laboratuvardan gozlenen toplam £, enerjisini
yazin.

4. Sogurmadan sonraki yayimin ortalamalari.

Bir fotonun —x veya +x yonlerinde kendiliginden yayilmasi ayni olasilikla gergeklesir. Bunu dikkate
alarak asagidaki sorulari cevaplayin.

4a  Yayim slrecinden sonra yayilan bir fotonun ortalama ¢, enerjisini yazin. 0.2

4b  Yayim sirecinden sonra yayilan bir fotonun ortalama p,, momentumunu yazin. 0.2

4c  Yayim slrecinden sonra atomun ortalama toplam €4 enerjisini yazin. 0.2

4d  Yayim slrecinden sonra atomun ortalama pg,: momentumunu yazin. 0.2

5. Enerji ve momentum aktarimi.

Yalnizca yukarida agiklanan tek fotonluk tam bir sogurma-yayim surecini ele aldigimizda, lazer
Isinim1 ile atom arasinda net bir ortalama momentum ve enerji aktarimi vardir.

Tek fotonluk tam bir sogurma-yayim siirecinden sonra atomun ortalama Ae enerji degigimini
yazin.

5a 0.2

5b Tek fotonluk tam bir sogurma-yayim siirecinden sonra atomun ortalama Ap momentum 0.2
degisimini yazin. ’

6. +x yoniindeki bir lazer demetinin enerji ve momentum aktarimi.

Simdi, frekansi w'L olan bir lazer demetinin atoma +x yoniinde geldigini ve atomun da +x
yonunde v hiziyla hareket ettigini disuniin. Atomun gordugu haliyle, atomun i¢ gegisi ile lazer
demeti arasinda rezonans kosulunun saglandigini varsayarak asagidaki sorulari cevaplayin:

6 Tek fotonluk tam bir sogurma-yayim siirecinden sonra atomun ortalama Ae enerji degisimini
a
yazin.

6b Tek fotonluk tam bir sogurma-yayim siirecinden sonra atomun ortalama Ap momentum 0.3
degisimini yazin. '

BOLUM II: ENERJI YiTiMi VE OPTiK MELASIN TEMELLERI

Ancak doga, kuantum sureglerinde 6ztinde bir belirsizlik barindirir. Dolayisiyla atomun sogurmadan
sonra sonlu bir sture iginde kendiliginden bir foton yayabilmesi, rezonans kosulunun yukaridaki
tartismada oldugu gibi tam olarak saglanmasinin gerekmemesi sonucunu dogurur. Yani lazer
demetlerinin wp, ve w}J frekanslari herhangi bir deger alabilir ve sogurma-yayim stireci yine de
gerceklesebilir. Bu surecler farkli (kuantum) olasiliklarla gergeklesir ve beklenecegdi gibi en ylksek
olasilik, tam rezonans kosulunda elde edilir. Tek bir sogurma ve yayim surecinde sogurma ile yayim
arasinda gecgen ortalama sureye, atomun uyarilmis enerji dizeyinin dmru denir ve bu stre T lile
gosterilir.

Laboratuvar referans sisteminde durgun olan N atomdan olusan bir topluluk ve bunlarin tizerine
gelen, frekansi wy, olan bir lazer demeti dusunin. Atomlar surekli olarak sogurma ve yayim yapar;
bdylece ortalama olarak ¢z atom uyariimis durumda (dolayisiyla N — Nz atom da temel
durumda) bulunur. Kuantum mekaniksel bir hesaplama su sonucu verir:
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2k

Nea:c:N 5

r
(wo —wr)? + - 20%

Burada wy, atomik gegisin rezonans frekansi, {2z ise Rabi frekansi olarak adlandirilan niceliktir;
02 , lazer demetinin giddetiyle orantilidir. Yukarida belirtildigi gibi, rezonans frekansi wy, lazer
demetinin wy, frekansindan farkli olsa bile bu sayinin sifirdan farkli oldugunu gérebilirsiniz. Onceki
sonucu ifade etmenin bagka bir yolu da birim zamandaki sogurma-yayim suireglerinin sayisinin
NI oldugunu soylemektir.

Sekil 2'de gosterilen fiziksel durumu ele alin: ayni fakat keyfi wy, frekansina sahip, zit yonlerde
ilerleyen iki lazer demeti, +x yoniinde v hiziyla hareket eden N atomdan olusan bir gazin lizerine
gelmektedir.

laser beam @, ® laser beam

gas of atoms

Sekil 2. Ayni fakat keyfi wr, frekansina sahip, zit yonlerde ilerleyen iki lazer demeti, +x yonuinde v
hiziyla hareket eden N atomdan olusan bir gazin tizerine gelmektedir.

7. Lazerlerin atom demetine uyguladigi kuvvet.

Simdiye kadar elde edilen bilgileri kullanarak lazerlerin atom demetine uyguladigi kuvveti

bulun. mv > hq oldugunu varsaymalisiniz. 15

8. Dusiik hiz sinir1.
Simdi atomlarin hizinin, kuvveti v'ye gore birinci mertebeye kadar acabileceginiz kadar kigik
oldugunu varsayin.

8a (7a) sorusunda bulunan kuvvet igin bu sinirda bir ifade bulun. 1.5
Bu sonucu kullanarak lazer isiniminin atomlari hizlandirma, yavaslatma veya atomlar lzerinde
hi¢bir etki olusturmama kosullarini bulabilirsiniz.

8b  Pozitif bir kuvvet elde etme (atomlari hizlandirma) kosulunu yazin. 0.25

8c  Sifir kuvvet elde etme kosulunu yazin. 0.25

8d Negatif bir kuvvet elde etme (atomlari yavaslatma) kosulunu yazin. 0.25

8 Simdi atomlarin —v hiziyla (—z yoniinde) hareket ettigini disliniin. Atomlari yavaslatan bir 0.95
e .
kuvvet elde etme kosulunu yazin.

9. Optik melas.

Negatif kuvvet durumunda, sirtiinme niteliginde, eneriji yitimine yol agan bir kuvvet elde edilir.
Baslangicta, t = 0 aninda, atom gazinin hizinin vg oldugunu varsayin.

Dustk hiz sinirinda, lazer demetleri 7 stiresi boyunca agik kaldiktan sonra atomlarin hizini 15
bulun. '
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Simdi atom gazinin T} sicakliginda isil dengede oldugunu varsayin. Lazer demetleri 7 siiresi

. . 0.5
boyunca agik kaldiktan sonraki 1" sicakhigini bulun.

Bu model, keyfi derecede dusuk sicakliklara ulagmaniza izin vermez.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Su tanimlari yapalim:

v
/32_7 q= ) q = ) K = —mv-.
c c c 2

Bolum Il igin su tanimlari yapalim:
I'2 4hq’TQZA
_ A2 2 _ R
A—CUO—UJL, D—A +T+2QR, Q—T.
iki demetin ayni Q ; degerine sahip oldugu kabul edilir.

Asagidaki foton niceliklerinde ilk Doppler diizeltmesi tutulmustur. Atom niceliklerinde basat geri
tepme duzeltmesi tutulmus, v/c ile hg/(mw)'nin garpimlari ihmal edilmistir. Bu kesme igleminden
onceki kiicik momentum duiizeltmeleri ¢ozimde gosterilmistir. Atom enerjilerinde sabit durgunluk
enerjisi yer almamaktadir.

e 1a: wr(1 + B) = wo, esdeger olarak wr, + qu = wp.
e 1b: po: = mv — hg.

e 1c:eqt = K+ hwp = K + hwy — hqu.

e 2a:ep, = hwo(l — B) ~ hwr.

h(.do
o 2b:pyy = _T(l — B) ~ —hgq.
e 2C: P, = M.
o 2d: Eat — K.

e 3a: Eph = hw()(l ar ,8) = th(]. + 2,8)
hw
70(1 + B) ~ hq(1 + 2B).
e 3c: pat ™~ mv — 2hq.
e 3d: ey, ~ K — 2hqu.

e 4a: (epn) = hwo.

hwov
» 4b: (py) = —5— = higf.

e 4c: (eqt) ~ K — hqu.

e 4d: (py) ~ mv — hq.
hwov

e 3b: Dph =

e 5a: Ac = ~ —hq.
c
e 5b: Ap ~ —hg.
h
e 6a: Ac =+ WY +hq'v.
c

e 6b: Ap ~ +hq'.
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1 1
F(v) = Nhql'Q% =
(A+qu)2+T2/4+20% (A —qu)2+T2/4+20%

ANRqg’TQ% (wo — wr)

F(v) ~ —Nav = — 5
[(wo —wp)? +F2/4+2Q%{]

e 8b:wr > wy.
e 8c:wy = wy.
e 8d:wy < wy.
e 8e:wj < wy; budurumda kuvvet +x yonindedir.

e 9a:|v(7) = voe /™| burada a > 0'drr.

o 9b:|T () = Tpe 227/m|,

\

Cozum

Fotonun enerji-momentum bagintisi sunu verir:

hwr = chq, qg=—.

ki kiiclik parametreyi soyle yazalim:

B=2<<1, nzﬂ<<1.

c mu
(hq)2/(2m) geri tepme enerjisi, atomun baslangictaki kinetik enerjisine gore n'nin ikinci
mertebesindedir; bu nedenle ihmal edilir. Sogurmanin ardindan atomun hizindaki degisim —hq/m'dir;
bunun Doppler ¢arpanina katkisi

2L,

olup bu da ihmal edilir.
Dolayisiyla yayilan fotonlarin frekanslari hesaplanirken, yayimi yapan atomun hizi v alinabilir.
hq8 = mwvnpB mertebesindeki momentum diizeltmeleri, yararli olduklari yerlerde gosterilmis, ancak
atomun geri tepmesine iligskin basat sonuclarda ihmal edilmistir.

1a. Rezonans kosulu

—a yonunde ilerleyen bir foton i¢in, 4 yonlinde hareket eden bir atomun 6l¢tiigu frekans birinci
mertebede goyledir:
watom:wL_k'VZWL+qv.

Rezonans icin bu frekansin wq'a esit olmasi gerekir:

wr + qu = wo, wL<1+—>:wo.

Bu sonug enerjinin korunumundan da elde edilir:
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1 mv — hq)?
L I R i bl | S
2 2m
Geri tepme enerjisi ihmal edildiginde ayni kosul elde edilir.
1b. Sogurmadan sonra atomun momentumu
Momentumun korunumu sunu verir:
Par = mv — hgq|.
1c. Sogurmadan sonra atomun enerjisi
Atom, gelen fotonun enerjisini kazanir:
1 2
Eat = Emv + hwry, |
Esdeder olarak, kinetik ve i¢ enerijileri toplanirsa
mv — hq)? 1
Eat = J + hwy ~ | =muv? — hqu + hwy |
2m 2

Rezonans kosulu, tutulan mertebede bu ifadelerin esit olmasini saglar.

Yayimla ilgili sorular igin s = 41, 4+ yoninde yayilan bir fotonu; s = —1 ise —z yoniinde yayilan bir
fotonu gostersin. Gegis frekansindaki geri tepme etkisi ihmal edildiginde, fotonun yayimi yapan atomun
durgunluk sistemindeki enerjisi hwg'dir. Birinci mertebeden Doppler déniigimii sunu verir:

S S hw
51(,,3 = hwo(1 + sf), p;h) :sTo(l—i—sﬂ).

2a. —z yoniindeki yayimda fotonun enerjisi

s = —1 alinirsa

el = hug(1 — B) |

p

Su baginti gegerli oldugundan,

wr = ~ wnll —
L 1+,B O( /8)7
bu ifade soyle olur:
6;;) ~ hwr |.
2b. —x yoniindeki yayimda fotonun momentumu
Pph, = —Ephn/c kullanilarak
pph c ( B) — ql|

2c. —zx yoniindeki yayimdan sonra atomun momentumu

Surecin tamami boyunca momentumun korunumu sunu verir:

(=) (=)

Py =muv—hqg—p,’ ~mv— hg+ hq.

Dolayisiyla
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(=)

D, = mul.

2d. —x yoniindeki yayimdan sonra atomun enerjisi

Yayilan foton, sogurulan fotonun sagladidi enerjiyi beraberinde gotirr:

( ) — K—l—th—efgh)_

Boylece

3a. +x yoniindeki yayimda fotonun enerijisi

s = +1igin

ely) = Rwo(1 + B) |

wo = wr(1 + B) kullanilarak

el = hwr (1 +28)|

3b. +z yoniindeki yayimda fotonun momentumu

Momentum pozitiftir:

pl) = 2014 ) ~ a1 4 2)|

3c. +x yonlindeki yayimdan sonra atomun momentumu
Fotonun Doppler diizeltmesi gegici olarak tutuldugunda, momentumun korunumu sunu verir:
pg) = mv — hq — hq(1 + 28) = mv — 2hq — 2hqp.

Son terim, atomun momentumunda goreli olarak 13 mertebesindedir. Bu karma diizeltme ihmal
edildiginde

p((;) ~ mv — 2hq|.

3d. +z yoniindeki yayimdan sonra atomun enerjisi
Atom temel durumuna doéner. Enerjinin korunumu sunu verir:

') = K+ hwy — huwo(1+ B)
~ K + ﬁwo(l — ﬂ) — hwo(l + ﬂ)

Atom nicelikleri i¢in tutulan dogruluk diizeyinde

()

gat

1
~ Emv2 — 2hqu|.

Bu sonug, su acihm yapilip

— 2hq)? 2h2¢*
(mo 280" _ g opgy 1 210
2m m
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ikinci dereceden geri tepme terimi ihmal edilerek de elde edilir.
4a. Yayilan fotonun ortalama enetrjisi

iki yon esit olasilikhdir:

(o) = 5 hao(1 = ) + 5 hao(1 + )

= [Aad]
4b. Yayilan fotonun ortalama momentumu

Momentumlarin isaretleri dikkate alinarak ortalama alindiginda

=5 |- a5+ P24 p
hw

Yonler esit olasilikli olsa da iki fotonun laboratuvardaki enerjileri farkhdir. Dolayisiyla laboratuvardaki

ortalama momentumlari kii¢lk ve pozitiftir.
Atomun momentumuna gore bu ortalama su mertebededir:

{Pph) ~ np.

mv

Bu nedenle asagidaki basat atom momentumu degisimlerinde ihmal edilir.
4c. Atomun ortalama enerijisi

2d ve 3d'nin sonuglari kullanilarak

1 1
(eat) = —K + —(K — 2hqu).
2 2
Boylece
(€at) =~ K — hqul|.
Esdeger olarak,

(€qt) = K + hwy, — hwy.
4d. Atomun ortalama momentumu

Karma duzeltme ihmal edilmeden dnce, momentumun korunumu sunu verir:

(Pat) = mv — hq — (ppn) = mv — kg — —3

Dolayisiyla istenen basat atomik geri tepme mertebesinde

(Pat) ~ mv — hq|.

5a. Atomun ortalama eneriji degisimi

Baslangic enerjisi ¢ikarildiginda
Ae = (eqt) — K = h(wr — wo).

Rezonans kosulu sunu verir:
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Ae = _ Py ~ —hqu|.
c

Yayilan foton, ortalama olarak sogurulan fotondan daha fazla enerjiye sahiptir. Bu fark, atomun kinetik
enerjisinden kargilanir.

5b. Atomun ortalama momentum degigimi

4d'den baslangic momentumu ¢ikarildiginda

Ap ~ —hgq|.
Kesme isleminden onceki daha kliguk dizeltme soyledir:
thv
~(bpn) =~y

Basat geri tepme mertebesinde, enerji ve momentum degisimleri su bagintiy1 saglar:
Ae ~ v Ap.
6a. +z yonunde ilerleyen bir lazer igin enerji degisimi
Atom artik gelen isiktan uzaklagmaktadir. Rezonans kosulu
wh (1 — 2) = wo,
c
oldugundan

Wi >~ wo(1+ B).

Yayilan fotonun ortalama enerjisi yine hwq'dir. Dolayisiyla

hwov

12

Ae = h(w], — wo) =

hq'v|, qg = —.
c c

Atom kinetik enerji kazanir.
6b. 4 yoniinde ilerleyen bir lazer icin momentum degigimi

Sogurulan foton +hkq’ momentumu saglar. Sonug olarak,

hwyv
20 ~ |+hq' |

Ap = hq' —

Cc

ihmal edilen ikinci terim, yine atomun momentumundaki karma bir Doppler—geri tepme diizeltmesidir.
7a. iki lazer demetinden kaynaklanan kuvvet

Verilen sacilma yasasini, demetlerin siddetlerini ve dolayisiyla Rabi frekanslarini esit alarak, iki demet
icin ayri ayri kullanin.

+- isareti +x yoninde ilerleyen demeti, — isareti ise —x yonunde ilerleyen demeti gostersin. Hareketli
atomlarin gordugu frekanslar soyledir:

Watom,+ — WL — qV, Watom,— — WL + qu.
Dolayisiyla atomik gegisten frekans sapmalari soyledir:
Wo — Watom,+ = A + qu, W0 — Watom,~ = A — qu.

Birim zamandaki toplam sacilma olayi sayilari sdyledir:
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B NTQZ,
(A + qu)2+T2/4420Q%°
NTQ3
(A — qu)2+T2/4420%°

R+ ('U)

R_(v) =

Basat geri tepme mertebesinde her olay, sirasiyla +hq veya —hq momentumu aktarir. Dolayisiyla
F(v) = hqR(v) — hgR_(v),

ve buradan

1 1
F(v) = NhqI'Q? — .
() = N e R ) s T2/4 5205, (B —qo)? + T2/4 5 200,

Bu, NV atomun timiine etki eden kuvvettir. Tek bir atoma etki eden kuvvet F'/ N 'dir.

Sagilma olasiliklarinda qu Doppler kaymasi tutulur: v/c gok kiglk oldugunda bile bu kayma, gegisin
cizgi genisligiyle karsilastirildiginda onemli olabilir.

8a. Duguk hiz agilimi

Su tanimi yapalim:
1'12
D =A%+ Vil 20%.
Yeterince kiguk qu icin
1 1 2Aqu

(Atqu?+T?/a120, D D2

Arnegin |qu| < /D, yeterli bir diigiik hiz kosuludur.

iki agiim birbirinden ¢ikarildiginda

4Aqu
~Y 2 — —
F(’U)_thI‘QR< o2 )
Boylece
4hg’TQLA
F(v) ~ —Nav|, o= —""|\
D?

a katsayisinin birimi kitle bolli zamandir; dolayisiyla av'nin birimi kuvvettir.
8b. Pozitif kuvvet

v > 0 igin a'daki A digindaki tim garpanlar pozitiftir. Pozitif kuvvet igin
A <0.
Dolayisiyla

@z > w0}

Bu, frekansin rezonansa gore maviye ayarlanmasidir.
8c. Sifir kuvvet

Sifirdan farkh siddet ve hareketli bir atom i¢in frekans sapmasi kosulu

eulersolve.org/ipho/2009/

24/36



A =0,
veya
[wr = wo}
Bu durumda iki sagilma hizi esittir. Bundan bagimsiz olarak, simetri de v = 0 igin sifir kuvvet verir.
8d. Negatif kuvvet
v > 0 icin negatif kuvvet, @ > 0 olmasini gerektirir; dolayisiyla

oz <o}

Bu, frekansin rezonansa gore kirmiziya ayarlanmasidir. Atomlarin hareketine zit yonde ilerleyen demetin
frekansi Doppler etkisiyle rezonansa yaklasir ve bu demet daha guglu sacilir.

8e. —z yoniinde hareket eden atomlarin yavaglatiimasi
v > 0 olmak Uizere —v hiziigin
F(—v) = +Nawv.
Yavaslatma, +z yonlinde bir kuvvet gerektirir; dolayisiyla yine a > 0 olmalidir. Béylece

eran!

Frekansin rezonansa gdre kirmiziya ayarlanmasi, her iki yondeki harekete de karsi koyan bir kuvvet
Uretir.

9a. 7 siiresi sonraki hiz

Frekans rezonansa gore kirmiziya ayarlandiginda a > 0'dir. Gazin toplam kitlesi Nm oldugundan
Newton'un ikinci yasasi sunu verir:

Nm@ = —Nawv.
dt
N carpani sadelesir:
dv a
T m”
v(0) = wo baslangig kosuluyla integral alinirsa
o(1) = vee /™|

Acik bigimiyle,

4hg’T % (wo — wr)T
m[(wo — wr)? +T2/4 + 20% ] ?

v(T) =voexp|—

Hizin s6niim zaman sabiti m /a/'dr.
9b. 7 siiresi sonraki sicakhk

Bu deterministik strtinme modelinde, her atomun hizi su ¢arpanla ¢arpilir:

efaT/m‘

Dolayisiyla hizlarin varyansi su ¢arpanla carpilir:

e—2a7’/m‘
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Bir boyutlu isil hareket icin
m{(v— (v))?) = ksT.

Sonug olarak,

T(r) = Toe 2*7/™|.

Aclik bigimiyle,

8hg?T'N% (wy — wr)T
m[(wo — wr)? +T2/4 + 203 ] 2

T(t) =Tyexp|—

Bu ustel bagdinti, keyfi derecede disuk sicakliklara ekstrapole edilemez. Hesaplamada, ikinci dereceden
geri tepme katkilari ve rastgele saciima olaylarinin yol actigi dalgalanmalar ihmal edilmistir. Ozellikle,
tipik bir 1sil hiza uygulanan mv > hq varsayimi su kosulu gerektirir:

(hq)®

kT > .
m

Atomlar sogudukga bu modelde ihmal edilen terimler nem kazanir.

Cozlm, resmi ¢oziimle karsilastirilarak kontrol edildi. Bu ¢ozimiin resmi ¢ozimden ayrildidi yerlerde resmi ¢dziimde bir hata
ya da baski hatasi vardir.

Soru 3: Yildizlar Neden Bu Kadar Buiyuktiir?

[

Yildizlar sicak gaz kireleridir. Cogu, merkez bodlgelerinde hidrojeni helyuma donustiren flizyon
tepkimeleri sayesinde parlar. Bu soruda, yildizlarin bu flizyon sirecini gerceklestirebilmek icin
neden yeterince blyulk olmalari gerektigini anlamak ve hidrojen flizyonu gergeklestirebilen en
kiguk yildizin kutlesini ve yarigapini turetmek icin klasik mekanik ve kuantum mekaniginin yani sira
elektrostatik ve termodinamik kavramlarini kullanacagiz.
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Sekil 1. Gunesimiz, ¢cogu yildiz gibi, merkez bdlgelerinde hidrojenin helyuma donustigu
termonukleer flizyon sonucunda parlar.

YARARLI SABITLER
Kiitlegekim sabiti= G = 6.7 x 107" m? kg_1 s~2 (resmi metinde baski hatasi: s~2 yerine 52)
Boltzmann sabiti=k = 1.4 x 1072 JK!
Planck sabiti = A = 6.6 x 1073 m?>kgs™!
Protonun kiitlesi = m, = 1.7 x 10 ¥ kg
Elektronun kiitlesi = m, = 9.1 x 1073 kg
Temel elektrik yiikii= ¢ = 1.6 x 107 C
Elektrik sabiti (boslugun elektriksel gegirgenligi) = eg = 8.9 X 1002 C?N 1m?
Guines'in yaricapi = Rg = 7.0 x 108 m
Giines'in kiitlesi = Mg = 2.0 x 10% kg

1. Yildizlarin merkezindeki sicakhgin klasik bir tahmini.

Yildizi olusturan gazin saf iyonlagmis hidrojen oldugunu (esit sayida elektron ve proton igerdigini)
ve ideal gaz gibi davrandigini varsayin. Klasik bakis agisina gore, iki protonun flizyona girmesi igin,
kisa menzilli ve ¢ekici olan gli¢li nukleer kuvvetin baskin hale gelecegi 10 P m uzakhgina kadar
birbirlerine yaklagmalar gerekir. Ancak birbirlerine yaklagabilmek igin dnce Coulomb kuvvetinin
itici etkisini yenmeleri gerekir. Klasik olarak, iki protonun (noktasal kaynaklar olarak kabul edilerek),
bir boyutlu kafa kafaya ¢arpismada, her biri protonlarin karekok ortalama kare (rms) hizi olan vy
hiziyla birbirine zit yonlerde hareket ettigini varsayin.

1 Protonlarin birbirlerine en fazla yaklastiklari uzakhigin, d., 10~ m olmasi icin gazin sicakligi
a
T. ne olmalidir? Bu dederi ve sorudaki tim sayisal degerleri iki anlamli basamakla verin.

2. Onceki sicaklik tahmininin yanlis oldugunun belirlenmesi.

Onceki sicaklik tahmininin makul olup olmadigini kontrol etmek icin bir yildizin merkez sicakhidini
tahmin etmenin bagimsiz bir yoluna ihtiyag vardir. Yildizlarin yapisi gok karmasiktir, ancak bazi
varsayimlar yaparak bu yapiyi onemli dlgtide anlayabiliriz. Yildizlar dengededir; yani iceriye dogru
olan kutlegekim kuvveti disariya dogru olan basing kuvvetiyle dengelendigi igin genislemez veya
blzilmezler (bkz. Sekil 2). Yildizin merkezinden belirli bir r uzakhgindaki bir gaz tabakasi igin
hidrostatik denge denklemi

AP GM,p,

Ar e
seklindedir; burada P gazin basinci, G kitlegekim sabiti, M, yildizin  yarigapli bir kiire icinde
kalan kutlesi ve p, tabakadaki gazin yogunlugudur.
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in

Sekil 2. Yildizlar, basing farkinin kitlegekimini dengeledigi hidrostatik denge durumundadir.

Yildizin merkezindeki ve ylizeyindeki parametre degerleri kullanilarak, asagidaki yaklagimlarla
yildizin merkez sicakhgi igin bir blyuklik mertebesi tahmini elde edilebilir:

AP~ P, — P,

burada P, ve P,, siraslyla yildizin merkezindeki ve ylizeyindeki basinglardir. P, > P,
oldugundan,

AP~ —P..
oldugunu varsayabiliriz. Ayni yaklasim ¢ergevesinde,
Ar =~ R,
yazabiliriz; burada R yildizin toplam yarigapidir. Ayrica,
M, ~ Mgr =M,

olup M yildizin toplam kutlesidir.

Yogunluk, merkezdeki degeriyle yaklasik olarak ifade edilebilir:
Pr =~ Pe-

Basincin ideal gaz basinci oldugunu varsayabilirsiniz.

Yildizin merkezindeki sicaklik T', igin yalnizca yildizin yarigap, kiitlesi ve fiziksel sabitler

0.5

cinsinden bir denklem bulun.
Simdi bu modelin asagidaki ongorusund, gegerliliginin bir 6l¢ltu olarak kullanabiliriz:

(2a)'da bulunan denklemi kullanarak, bir yildiz i¢in beklenen M/R oranini yalnizca fiziksel 05
sabitler ve T}, cinsinden yazin. '
(1a) kisminda elde edilen T, degerini kullanarak, bir yildiz i¢in beklenen M/R oraninin sayisal 0.5
degerini bulun. ’
Simdi M (Sun)/R(Sun) oranini hesaplayin ve bu degerin (2c)'de bulunan dederden gok 05

daha kiglk oldugunu dogrulayin.

3. Yildizlarin merkezindeki sicakligin kuantum mekaniksel bir tahmini

(2d)'de bulunan biyiik uyusmazlik, (1a)'da 7T+ icin elde edilen klasik tahminin dogru olmadigini
disundirmektedir. Bu uyusmazligin ¢ozimu, protonlarin dalga gibi davrandigini ve tek bir
protonun de Broglie dalga boyu A, mertebesinde bir boyuta yayildigini sdyleyen kuantum
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mekaniksel etkiler dikkate alindiginda bulunur. Bu, protonlarin birbirlerine en fazla yaklastiklari
uzaklik olan d., A\, mertebesindeyse, protonlarin kuantum mekaniksel anlamda ortiistigi ve
flizyona girebilecedi anlamina gelir.

A
34 VUrms hizlyla hareket eden bir proton igin flizyona izin veren kosulun d,. = 211/32 oldugunu 1.0
varsayarak, T, icin yalnizca fiziksel sabitler cinsinden bir denklem bulun.
3b (3a)'da elde edilen T} dederini sayisal olarak hesaplayin. 0.5

(3b)'de elde edilen T, dederini ve (2b)'de tiretilen formili kullanarak, bir yildiz igin beklenen
3c M /R oraninin sayisal degerini bulun. Bu degerin gézlenen M (Sun)/R(Sun) oranina 0.5
oldukga yakin oldugunu dogrulayin.

Gergekten de, ana kol olarak adlandirilan evredeki (hidrojen fizyonu gergeklestiren) yildizlar, genis
bir kutle araliginda yaklasik olarak bu orana uyar.

4. Yildizlarin kitle/yarigap orani.

Onceki uyum, Giines'in merkezindeki sicakligi tahmin etmek icin kullanilan kuantum mekaniksel
yaklasimin dogru oldugunu digindirmektedir.

Onceki sonuglari kullanarak, hidrojen fiizyonu gergeklestiren herhangi bir yildiz igin M
4a  kitlesinin R yarigapina oraninin ayni oldugunu ve yalnizca fiziksel sabitlere bagl oldugunu 0.5
gosterin. Hidrojen flzyonu gergeklestiren yildizlarin M/R orani icin denklemi bulun.

5. En kiigiik yildizin kiitlesi ve yarigapil.

(4a)'da bulunan sonug, bu iliski saglandigi stirece herhangi bir kitlede yildizlarin bulunabilecegini
disundirmektedir; ancak bu dogru degildir.

Hidrojen flizyonu gerceklestiren normal yildizlarin i¢cindeki gazin yaklasik olarak ideal gaz gibi
davrandidi bilinmektedir. Bu, elektronlar arasindaki tipik uzaklik olan d.'nin, ortalama olarak
elektronlarin tipik de Broglie dalga boyu \.'den blyiik oldugu anlamina gelir. Daha yakin olsalardi,
elektronlar dejenere olarak adlandirilan bir durumda olur ve yildizlar farkli davranirdi. Yildizin
icindeki protonlari ve elektronlari ele alis bicimlerimiz arasindaki ayrima dikkat edin. Protonlarin
fuzyona girebilmesi igin ¢carpisirken de Broglie dalgalarinin gli¢li bigimde ortigsmesi gerekirken,
elektronlarin ideal gaz olarak kalabilmesi igin de Broglie dalgalarinin értismemesi gerekir.

Yildizlarda yarigap azaldikga yogunluk artar. Bununla birlikte, bu blyuklik mertebesi tahmini icin
yildizlarin diizglin yogunluklu oldugunu varsayin. Ayrica m, > m, oldugunu kullanabilirsiniz.

5a  Yildizin icindeki ortalama elektron sayi yogunlugu n. igin bir denklem bulun. 0.5
5b  Yildizin igindeki elektronlar arasindaki tipik uzaklik d. icin bir denklem bulun. 0.5
a2 21—52 kosulunu kullanarak, mimkdn olan en kiigtik normal yildizin yarigapi igin bir
2ie denklem yazin. Yildizin merkezindeki sicakhgi, yildizin tim i¢ bélgesi igin tipik sicaklik olarak =
alin.
54 Mumkdun olan en kiglik normal yildizin yarigapinin sayisal degerini hem metre hem de Gines 05

yarigapi biriminde bulun.

- Mimkin olan en kii¢lik normal yildizin kiitlesinin sayisal degerini hem kg hem de Glines 05
e .
kutlesi biriminde bulun.
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6. Yash yildizlarda helyum gekirdeklerinin fliizyonu.

Yildizlar yaslandikga gekirdeklerindeki hidrojenin ¢ogunu flizyon yoluyla helyuma (He)
donusturmdus olurlar; dolayisiyla parlamaya devam etmek i¢in helyumu daha agir elementlere
donusturen flizyon tepkimelerini baslatmak zorunda kalirlar. Bir helyum ¢ekirdegi iki proton ve iki
notron icerir; bu nedenle yukl protonunkinin iki kati, kutlesi ise yaklagik dort katidir. Daha dnce

protonlarin fiizyona girmesi i¢in gereken kosulun d. = oldugunu gorduk.

P
21/2
Helyum cekirdekleri igin esdeger kosulu yazin ve helyum ¢ekirdeklerinin rms hizi v,,,,(He) ile

0.5
helyum flzyonu icin gereken sicaklik T(He)'yi bulun.

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Tum sonugclarda soruda belirtilen yaklagimlar kullanilmistir. Sayisal sonuglar iki anlamli basamaga
yuvarlanmisg, ara hesaplamalarda ise yuvarlanmamis degerler korunmustur.

2

q 9
e 1a.T.= —— =5.4x10° K.
1a Tomegkd, ot <10
) GMmp
* A= TR
- M 2kT.,
"R Gm,
M 24 ~1
e 2c. — =13 x10" kgm
Mg
e 2d. Re = 2.9 x 10* kgm . Klasik 6ngérii bunun 4.7 x 102 katidir.
s
4
mpq
e3.T.=— 2" |
2 24m?e2kh?
o 3b.T. = 9.7 x 106K
e 3. M o407 kgm ! ~0.84 —2 Ms
R s
M q*
e Ja,. — = ———.
R 12n2elGh?
3M
s Ba.m, = ————.
47m, R3
) drm,R3\
-5b.de:nel/3: et .
3M

cohd 1/2
e 5¢C. Rpin = .
c.R 2Gq2mg/2mg/2

e 5d. Rpin = 6.9 x 10" m = 0.099 Rg.
o 5e. Mpmin = 1.7 x 10% kg = 0.083 Ms.
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Ame h
\/§ 4\/§mp'l)rms (He)

V2 g2
=2.0x10°ms™, T(He) =
meoh (He) 3m2elkh?

e 6a.Kosuld.(He) = olup buradan

8 4
Vrms(H€) = Trd

3
Cozum
1a. Flizyon igin gereken klasik sicaklik

Goareli olmayan bir ideal gaz icin esboligim ilkesi, protonun rms siratini

1, 3

Empvrms = Ech.

bagintisiyla verir. Carpisma kafa kafayadir, ancak v,,s U¢ boyutlu gazdaki rms suratidir.

iki protonun momentumlari esit biiyiikliikte ve zit yonlii oldugundan kiitle merkezleri durgundur. En

— 6.2 x 108 K.

yakin konumda ikisi de anlik olarak durur. Baslangigtaki elektrostatik potansiyel enerjileri ihmal edilebilir

kabul edildiginde, enerjinin korunumu

1 q>
2| =mpv,, | = :
( 2 PUTms) 47T80dc

bagintisini verir. Boylece

q q
kT, = ——, T,=——|
47T€0dc 127T€0kdc

d, = 107" micin,
B (1.6 x 10712
© 127(8.9 x 10712)(1.4 x 10723)(1015)’

dolayisiyla

T. = 5.4 x 10° K|.

2a. Hidrostatik dengeden merkez sicakligi

Karakteristik radyal dlgek » ~ R dahil olmak lzere belirtilen yaklasimlari kullanirsak,

P GMop,
R R2 '’
buradan
GMop,
P.~ .
R

Tamamen iyonlagsmis hidrojende proton ve elektron sayi yogunluklari esittir. Kiitle yogunlugunda
elektron kutlesini ihmal edersek,

Npe = Nee ™ )
mp

Her iki parcacik turl de ideal gaz basincina katkida bulunur:
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GMm,,
T, ~
2kR
2b. Kiitlenin yarigapa orani
(2a)'nin sonucunu yeniden diizenlersek,
M N 2kT,
R~ Gm, |

2c. Klasik fiizyon sicakhgi kullanilarak 6ngoriilen oran

(1a)'daki sicaklik yerine konuldugunda

M 2k q? q?

R Gm, 121eokd.  6meoGmyde

Sayisal olarak,

M
& = 13x 10 kgm™ |

2d. Giines ile kargilagtirma

Verilen Gunegs kutlesi ve yarigapi kullanildiginda
Ms 2.0 x 10%
> = —[2.9 x 10" kgm ! |
Rs 7.0 10°

Yuvarlanmamis degerler kullanilarak yapilan karsilagtirma soyledir:
(M/R)classical — 4.7 % 102 .

Mg/Rg

Dolayisiyla Gunes'in orani klasik dngoruden gok daha kiguktur. Hidrostatik model gergevesinde, klasik

fuzyon sicakhgi gereginden ¢ok yuksektir.
3a. Fiizyon sicakliginin kuantum tahmini

Vrms Diziyla hareket eden bir protonun de Broglie dalga boyu

h
Ap = ——.
MpUrms
(1a)'daki garpisma enerjisi bagintisi
2
dc = q—2
dmegmypvs,,,
sonucunu verir. Sorudaki flizyon kosulunu uygularsak,
A
dc — _p

sunu elde ederiz:
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q> h

2 ’
47T€0mpvrms ﬁmp'vrms

ve dolayisiyla

_V2¢?

Upms = .
"M 4megh

mpv2, . = 3kT,. bagintisini kullanirsak,

2
M v2¢’
¢ 3k \ 4meoh |

__mygt
- 2472e2kh? |

Boylece,

c

3b. Kuantum sicakliginin sayisal degeri

Verilen sabitleri yerine koyarsak,

B (1.7 x 10727)(1.6 x 10-19)4
© " 2472(8.9 x 1012)2(1.4 x 10-23)(6.6 x 107342’

buradan

T. = 9.7 x 105 K|.

Buna karsilik gelen proton rms siirati 4.9 x 105 m s~ !'dir.
3c. Kuantum sicakhgi kullanilarak kiitlenin yaricapa orani

(2b)'yi (3b)'deki sicaklikla kullanirsak,

M 2kT. -
R Cm, " 2.4 x 102 kgm™!|.
Glines degerine orani
MR _rosa)
Ms/Rs

Dolayisiyla 6ngérii, Giines degerinin yaklasik 16% altindadir; kullanilan biiyiiklik mertebesi yaklasimlari
icin bu, iyi bir uyumdur.

4a. Ortak kutle/yarigap orani

Bu model cergevesinde, hidrojen flizyonu her yildizda ayni karakteristik sicakliga sahiptir. (2b) ile (3a)'y
birlestirirsek,

M 2k mpq?

R Gmyp 24n22kh?

my ve k garpanlari sadelesir:

M q4

R~ 12n2%2Gh? |
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Bu yalnizca fiziksel sabitlere baglidir. Sonraki kisimlar i¢in bu ortak orani sdyle gosterelim:

4
A=—9 M= AR
12m2e2Gh?

5a. Ortalama elektron sayi1 yogunlugu

Her hidrojen protonuna bir elektron karsilik gelir. Elektron kitlesini ihmal edersek,

M
Ne=N,~—.
mp
Hacmi V = 47TR3/3 olan diizgiin yogunluklu kiresel bir yildiz igin,

N.  3M
vV 471'mpR3 ‘

ne:

5b. Elektronlar arasindaki tipik uzakhk
Elektron basina diigen tipik hacim 1/n.'dir. Bunun kiip kokiini karakteristik uzaklik olarak alirsak,

B ArmyR3\ *
de ~ e 1/3 o —p .
" ( 3M

5c. En kiuigiik normal yildizin yarigapi

Elektronlar igin esbolisim ilkesi

mev?. = 3kT..

e,rms
bagintisini verir. Dolayisiyla karakteristik de Broglie dalga boylari
h h

Ae = = :
‘ MeVe rms A% 3me ch

Elektron dejenerasyonundan kaginmak igin verilen kosul su hale gelir:

Ae h
e > - = .
V2 Vv om kT,

Uzaklik formilinde M = AR kullanildiginda,

d

2
B dmmpR .
c 3A
Boylece, modelin kitle-yarigap iligkisi boyunca uzaklk R2/3 ile orantili olarak azalir. izin verilen en
kicuk yaricap, esitlik durumunda elde edilir:

4rm,R%. B < h )3
34 \V6m.kT,)

Buradan
5 3AR3
min dmem (6m kT, )3/2
Once A = 2kT./(G'm,) ifadesini yerine koyalim:
Rl = h :
o 471'Gm12,m3/ 2\/6k—Tc

eulersolve.org/ipho/2009/ 34/36



(3a)'dan,

2megh
Dolayisiyla,
Rlznin = 60h4 ’
2Gq2mg/2m2/2
ya da

coht 1/2
Ry = .
2Gq2m5/2m§/2

p

M = AR iliskisi boyunca daha kiigiik bir yarigap icin, belirtilen dlgiite gore elektron dalgalari ortlisiir ve
varsayilan ideal gaz betimlemesi gecerliligini yitirir.

5d. En kiiglik yaricapin sayisal degeri

Degerler yerine konuldugunda

Ryin = 6.9 x 10" m|

Yuvarlanmamig sonucu verilen Gunes yarigapina bolersek,

Rmin
Rg

= 0.099|

Dolayisiyla bu modeldeki en kiiguk normal yildizin yarigapi, Glines yarigapinin yaklasik onda biridir.
5e. En kiiciik kitlenin sayisal degeri

A sabit ve pozitif olmak Gzere M = AR oldugundan, en kii¢iik yaricap ayni zamanda en kiiglk kiitleyi

verir:
4R .
Mmin — ARmin - &
12722Gh?
Sayisal olarak,
Moo
M = 1.7 x 10%° kg|, = —=0.083]|.

6a. Helyum flizyonu

Bir helyum g¢ekirdeginin kiitlesi m g ~ 4m,, ylki ise Q ge = 2q'dur. De Broglie dalga boyu
h

- Ampvrms (He) '

/\He

Buna karsilik gelen flizyon kosulu

Afe h
V2 4+/2 MyVpms(He) '

Esit buyUklukte ve zit yonlu rms hizlariyla birbirine yaklagan iki helyum ¢ekirdegi icin enerjinin korunumu

d.(He) =
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AmpVrms (He)2 =

(29)?

4reod.(He)

bagintisini verir. Flizyon kosulunu yerine koyup sadelestirirsek,

VUrms (He) =

V2 ¢q?

7r.€0h

Bu, (3a)'da elde edilen proton suratinin dort katidir; dolayisiyla

Esbolistim ilkesi simdi

Vrms(He) = 2.0 x 10° ms™|.

T(He) =

AV (He)?

3k

badintisini verir. Kiitle dort kat ve slirat dort kat oldugundan,
T(He) = 4(4*)T, = 64T,

burada T, (3b)'deki hidrojen flizyon sicakligidir. Dolayisiyla,

8 4
T(He) = — 24

B 371'253kh2

=6.2 x 108 K|.

Co6zum, resmi ¢ozuimle karsilastirilarak kontrol edildi.
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