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Problema 1: Evolucion del sistema Tierra-Luna
[
Los cientificos pueden determinar la distancia Tierra-Luna con gran precisién. Lo consiguen
haciendo que un haz laser se refleje en unos espejos especiales depositados en la superficie de la
Luna por astronautas en 1969 y midiendo el tiempo de ida y vuelta de la luz (véase la Figura 1).

Figura 1. Se utiliza un haz laser enviado desde un observatorio para medir con precision la
distancia entre la Tierra y la Luna.

Con estas observaciones, han medido directamente que la Luna se aleja lentamente de la Tierra.
Es decir, la distancia Tierra-Luna aumenta con el tiempo. Esto sucede porque, debido a los
momentos de las fuerzas de marea, la Tierra transfiere momento angular a la Luna; véase la
Figura 2. En este problema deducird los pardmetros basicos de este fendmeno.
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Figura 2. La gravedad de la Luna produce deformaciones de marea o «abultamientos» en la
Tierra. Debido a la rotacion terrestre, la recta que pasa por los abultamientos no estd alineada con
la recta que une la Tierra y la Luna. Esta desalineacién produce un momento de fuerza que
transfiere momento angular de la rotacién de la Tierra a la traslacion de la Luna. El dibujo no esta
a escala.

1. Conservacion del momento angular.

Sea L el momento angular total actual del sistema Tierra-Luna. Adopte ahora las siguientes
hipdtesis: i) L1 es Unicamente la suma de los momentos angulares de la rotacion de la Tierra
alrededor de su eje y de la traslacién de la Luna en su orbita alrededor de la Tierra. ii) La érbita de
la Luna es circular y la Luna puede considerarse un punto. iii) El eje de rotacion de la Tierra y el eje
de revolucién de la Luna son paralelos. iv) Para simplificar los célculos, consideramos que el
movimiento tiene lugar alrededor del centro de la Tierra y no del centro de masas. En todo el
problema, todos los momentos de inercia, momentos de fuerza y momentos angulares se definen
respecto al eje de la Tierra. v) Desprecie la influencia del Sol.

Parte Pregunta Puntos

Escriba la ecuacion del momento angular total actual del sistema Tierra-Luna.
Exprese esta ecuacion en funcion de Ig, el momento de inercia de la Tierra; wgs, la
1a frecuencia angular actual de la rotacion terrestre; I;71, el momento de inercia actual 0.2
de la Luna respecto al eje de la Tierra; y w1, la frecuencia angular actual de la érbita
lunar.

Este proceso de transferencia de momento angular terminaré cuando el periodo de rotacién de la
Tierra y el periodo de revolucion de la Luna alrededor de la Tierra tengan la misma duracidn. En
ese momento, los abultamientos de marea producidos por la Luna en la Tierra estaran alineados
con la recta que une la Luna y la Tierra, y el momento de fuerza desaparecera.

Parte Pregunta Puntos

Escriba la ecuacidon del momento angular total final Ly del sistema Tierra-Luna.
Adopte las mismas hipdtesis que en la pregunta 1a. Exprese esta ecuacion en funcién
1b de Ig, el momento de inercia de la Tierra; ws, la frecuencia angular final de la 0.2
rotacion terrestre y de la traslacion lunar; e Ip2, el momento de inercia final de la
Luna.
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Parte Pregunta Puntos

Despreciando la contribucion de la rotacion terrestre al momento angular total final,
1c escriba la ecuacion que expresa la conservacion del momento angular en este 0.3
problema.

2. Separacion final y frecuencia angular final del sistema Tierra-Luna.

Suponga que la ecuacién gravitatoria para una Orbita circular (de la Luna alrededor de la Tierra) es
siempre vélida. Desprecie la contribucién de la rotacién terrestre al momento angular total final.

Parte Pregunta Puntos

Escriba la ecuacién gravitatoria para la érbita circular de la Luna alrededor de la
5 Tierra, en el estado final, en funciéon de Mg, wo, G vy la separacién final D5 entre la w
a . . e .
Tierray la Luna. Mg es la masa de la Tierra y GG es la constante de gravitacion

universal.

Parte Pregunta Puntos

Escriba la ecuacion de la separacion final D, entre la Tierra y la Luna en funcion de
2b los parametros conocidos: L1, el momento angular total del sistema; Mgy M)y, las 0.5
masas de la Tierra y de la Luna, respectivamente; y G.

Parte Pregunta Puntos

Escriba la ecuacién de la frecuencia angular final wo del sistema Tierra-Luna en

0.5
funcion de los parametros conocidos L1, Mg, My G.

2c
Mas adelante se le pedirad que halle los valores numéricos de D5 y w,. Para ello necesita conocer
el momento de inercia de la Tierra.

Parte Pregunta Puntos

Escriba la ecuacion del momento de inercia de la Tierra Ig, suponiendo que es una
esfera con densidad interior p; desde el centro hasta un radio 7;, y con densidad
exterior p, desde el radio 7; hasta la superficie, situada a un radio r, (véase la Figura
3).

2d

Figura 3. La Tierra como una esfera con dos densidades, p; Y p,.

Determine los valores numéricos solicitados en este problema siempre con dos cifras
significativas.
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Parte Pregunta Puntos

Calcule el momento de inercia de la Tierra I g, utilizando p; = 1.3 X 10* kg m 3

r; =3.5x10°m, p, = 4.0 x 103kgm 3 yr, = 6.4 x 10 m. 0-2

2e
Las masas de la Tierray de la Luna son Mg = 6.0 X 10%4 kgy My = 7.3 x lige kg,
respectivamente. La separacion actual entre la Tierray la Lunaes D1 = 3.8 X 10® m. La
frecuencia angular actual de la rotacion terrestre es wg; = 7.3 X 107 s7!. La frecuencia
angular actual de la traslacion de la Luna alrededor de la Tierraes wy;; = 2.7 x 1076571 yla
constante de gravitacion universal es G = 6.7 x 10! m® kg 1572,

Parte Pregunta Puntos

2f Calcule el valor numérico del momento angular total del sistema, L1. 0.2

Parte Pregunta Puntos

29 Halle la separacion final D4 en metros y en unidades de la separacion actual Dy. 0.3

Parte Pregunta Puntos

1

Halle la frecuencia angular final w2 en s~ -, asi como la duracidn final del dia en

unidades de dias actuales.

2h 0.3
Compruebe que estd justificado despreciar la contribucion de la rotacion terrestre al momento
angular total final calculando el cociente entre el momento angular final de la Tierray el de la
Luna. Este cociente deberia ser pequefio.

Parte Pregunta Puntos

2i Halle el cociente entre el momento angular final de la Tierray el de la Luna. 0.2

3. ¢Cuanto se aleja la Luna cada afio?

Ahora hallara cuanto se aleja la Luna de la Tierra cada afo. Para ello, necesitara conocer la
ecuacion del momento de fuerza que actla actualmente sobre la Luna. Suponga que los
abultamientos de marea pueden aproximarse por dos masas puntuales, cada una de masa m,
situadas en la superficie de la Tierra; véase la Fig. 4. Sea 6 el angulo entre la recta que pasa por
los abultamientos y la recta que une los centros de la Tierra y de la Luna.

Moon’s
Motion

Earth's
Rotation
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Figura 4. Diagrama esquematico para estimar el momento de fuerza producido sobre la Luna por
los abultamientos de la Tierra. El dibujo no esta a escala.

Parte Pregunta Puntos
- Halle F',, el mddulo de la fuerza ejercida sobre la Luna por la masa puntual mas o
a .
cercana.
Parte Pregunta Puntos
3b Halle F't, el médulo de la fuerza ejercida sobre la Luna por la masa puntual mas 0.4
lejana. '
Ahora puede calcular los momentos de fuerza producidos por las masas puntuales.
Parte Pregunta Puntos
3 Halle el médulo de 7., el momento de fuerza producido por la masa puntual mas 0.4
c .
cercana.
Parte Pregunta Puntos
34 Halle el mddulo de 7¢, el momento de fuerza producido por la masa puntual mas 0.4
lejana. '
Parte Pregunta Puntos

Halle el médulo del momento de fuerza total T producido por las dos masas. Puesto

3e que r, < D1, debe aproximar su expresion al orden significativo mas bajo en ro/Dl. 1.0
Puede utilizar que (1 + z)* ~ 1 + az, siz < 1.

Parte Pregunta Puntos

Calcule el valor numérico del momento de fuerza total 7, teniendo en cuenta que
3f 6 = 3°yquem = 3.6 x 106 kg (observe que esta masa es del orden de 1078 0.5
veces la masa de la Tierra).

Puesto que el momento de fuerza es la tasa de variacién del momento angular con el tiempo, halle
el aumento anual actual de la distancia Tierra-Luna. Para este paso, exprese el momento angular
de la Luna Unicamente en funcion de My;, Mg, D1y G.

Parte Pregunta Puntos

39 Halle el aumento anual actual de la distancia Tierra-Luna. 1.0

Por ultimo, estime cudnto aumenta la duracion del dia cada afio.

Parte Pregunta Puntos

Halle la disminucidn anual de wg; y cudnto aumenta actualmente la duracién del dia
cada afio.

1.0

4. ;Adonde va la energia?

A diferencia del momento angular, que se conserva, la energia total (rotacional més gravitatoria)
del sistema no se conserva. Lo examinaremos en esta ultima seccion.
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Parte Pregunta Puntos

Escriba una ecuacion para la energia total (rotacional mas gravitatoria) actual del
4a sistema Tierra-Luna, E. Exprese esta ecuacion Unicamente en funcién de Iy, wgy, 0.4
MM, ME, D1 y G.

Parte Pregunta Puntos

Escriba una ecuacién para la variaciéon de E, AE, en funcién de las variaciones de
4b D, y de wg;. Calcule el valor numérico de A E para un afio utilizando los valores de 0.4
las variaciones de D1 y de wgy hallados en las preguntas 3g y 3h.

Compruebe que esta pérdida de energia es compatible con una estimacién de la energia disipada
en forma de calor en las mareas producidas por la Luna en la Tierra. Suponga que las mareas
elevan, en promedio, 0.5 m una capa de agua de h = 0.5 m de espesor que cubre la superficie
de la Tierra (para simplificar, suponga que toda la superficie de la Tierra esta cubierta de agua).
Esto sucede dos veces al dia. Suponga ademas que el 10% de esta energia gravitatoria se disipa
en forma de calor debido a la viscosidad cuando el agua desciende. Tome como densidad del
agua Pwater — 10° kg m3 y como aceleracion de la gravedad en la superficie de la Tierra
g=98ms 2

Parte Pregunta Puntos
4c ¢Cudl es la masa de esta capa superficial de agua? 0.2
Parte Pregunta Puntos

Ad ¢Cuanta energia se disipa en un afio? ;CoOmo se compara con la energia que pierde o
actualmente el sistema Tierra-Luna cada afio? '

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Para las fuerzas y los momentos de fuerza de los abultamientos, se definen las distancias

d. = \/D% + 72 —2Dir,cos 0, df = \/D% + 72+ 2Dir, cos .

Sean T y T’ las duraciones actual y final del dia. Los resultados numéricos se dan con dos cifras
significativas.

e 1a: L1 = Igwg1 + Innwin.

e 1b: Ly = (Ig + Ippm)ws.

e 1c: IEwE1 + IleMl = L1 ~ IM2w2.
e 2a:w3D3 = GMp.

Ly
e 2b: Dy = ———.
GMpM},
G> MM,
o 2C:wy = T ——
Ly
8
* 2d:Ip = 1—7; [pir3 + po(rs —73)].

o 2e:Ip = 8.0 x 10*" kgm?.

eulersolve.org/ipho/2009/ 6/37



e 2f: L; = 3.4 x 103 kgm?s~ 1.
e 29: Dy = 5.5 x 103 m = 1.4D;.
o 2h:ws =1.6 x10 %571, Ty /Ty = 47.

L I
¢ 2= = —"— =36x10"%.
Lys MyD;
GMuym
e 3a: Fc = d—g
M
e 3b: Ff — G—Mm
dj
GMymDqr,sin6
L4 3C: Te = o
d;
. 3di7; — GMMmlglrosinﬁ’
dy
3G Mymr?

e 3e:T =T, —Tf sin(29), dirigido en el sentido del momento angular orbital

Dj

de la Luna.
e 3f:7=4.1x 10 Nm.

: or | D
« 3g:D; = ML GJ\/.le =35x10 2myr ! =3.5cmyr L.

e 3h: Enunafio, Awg; = —1.6 x 104 s 1y AT = +1.9 x 107 s.

1 GMgM,,
. da: B = —Ipu? — 2EMM
@ 9 FYE1 2D,
GMpM
o 4b: AFE ~ Igwp1 Awpg + #ADl = —9.1 x 10™ J en un afio.
1

L4 4C: Mwater = 47rr3hpwater = 2.6 X 1017 kg.
e 4d: Epeatyr = 9.2 X 10" J, en estrecha concordancia con la pérdida de energia mecanica
de 9.1 x 10'° J por afio.

L

Solucion

Todos los célculos utilizan las hipdtesis indicadas en el enunciado. Los resultados numéricos se
redondean Unicamente al final. Para las variaciones anuales, se toma

tyr = 365 x 24 x 3600 s.
1a. Momento angular actual

La rotacion de la Tierra y la revolucién de la Luna tienen el mismo sentido alrededor de ejes paralelos,
por lo que sus momentos angulares se suman:

Ly = Igwg + Iypwan.

Como la Luna se trata como un punto a una distancia D1 del eje de la Tierra,
2
Iy = My D1
1b. Momento angular final

En el estado final sincronizado, ambas frecuencias angulares son iguales a w». Por tanto,
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1c. Conservacion del momento angular

En el modelo planteado no hay momento de fuerza externo. Los momentos de las fuerzas de marea

transfieren momento angular internamente, de modo que L; = L,.

Despreciando Unicamente la contribucion de la rotacion terrestre final,

Ipwg + Inpwan =~ Iypws.

La rotacion terrestre actual debe seguir incluyéndose en L.
2a. Ecuacion de la drbita circular

La fuerza gravitatoria proporciona la aceleracion centripeta de la Luna:

GM;E% = MywiDs.
Al simplificar M, se obtiene
wiD3 = GMp.
2b. Separacion final
Dentro de la aproximacion de la parte 1c,
Ly = My Dw,.

Utilizando wy = +/ GMg/D3,

Elevando al cuadrado y despejando,

L1 = My GMgDs.

Li

D2 — —2.
GMpM?2,

2c. Frecuencia angular final

La sustitucion del resultado anterior en la ecuacién de la érbita circular da

3/2
——( GMgM?
002 g (;]»412 _____jgg__;kg
1
Por tanto,
3
s — G2MEM;,
Li

2d. Momento de inercia de la Tierra

Una capa esférica delgada de radio 7, densidad p y espesor dr tiene
81

2 2 5 4
dm = 4rmpr” dr, dl = —r“dm = —pr=dr.

3 3

Integrando sobre las dos regiones de distinta densidad,
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Asi,

81
Ip = 15 [pir? + po(ry — 17)].

2e. Valor numérico del momento de inercia

Sustituyendo las densidades y los radios dados,
B 8w
15

Por consiguiente,

Ip [(1.3 x 10%)(3.5 x 10°)° + (4.0 x 10%) ((6.4 x 10°)°

Ip = 8.0 x 103" kgm?.

2f. Momento angular total actual
Utilizando las frecuencias angulares actuales dadas,
2
L, =Ipwp + MyDiwy.
Las dos contribuciones son
ITpwg = 5.8 x 1083 kgm?s™1,
My Diwy = 2.8 x 10 kgm?s™.

Al sumarlas utilizando valores intermedios sin redondear,

L, =34x10*kgm?s™ .

2g. Valor numérico de la separacion final

Utilizando la parte 2b y el valor sin redondear de L1,

2

Dy = —12 = 5.5 x 10° m.
GMpM?,

En relacién con la separacion actual,

D24
D,

2h. Frecuencia final y duracion del dia

De la parte 2c,

wo = 1.6 x10 s L.

Como el periodo de rotaciéon es T' = 27/ w,

T, 2mjwy  wm
T, 27 /w1  wy

Utilizando valores intermedios sin redondear, se obtiene
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por lo que el dia final dura 47 dias actuales.
2i. Comprobacion de la contribucion despreciada de la rotacion final

Ambos momentos angulares finales contienen la misma frecuencia angular:
Lg,  Ipwy Ig
LM2 MMD%wg MMD%

Numéricamente,

Lgs

Ly

— 3.6 x 1073,

El momento angular final de rotacion de la Tierra es solo el 0.36% del momento angular orbital de la
Luna, lo que justifica despreciarlo.

3a. Fuerza debida al abultamiento mas cercano

Se elige el centro de la Tierra como origen, se sitla la Luna en (Dl, 0) y se toma el sentido positivo de
y en el sentido del movimiento instantaneo de la Luna. El abultamiento mas cercano se encuentra en

(r,cosf,r,sind).
Por tanto, su distancia a la Luna es
d*> = (D — r,cos6)? + (r,sin0)*> = D? + 2 — 2D;7, cos#.

La ley de gravitacion de Newton da

- GMym
D? + 72 —2D;r,cos0’

C

3b. Fuerza debida al abultamiento mas lejano
El abultamiento mas lejano se encuentra en

(—rocos, —r,sinb).
En consecuencia,

d?c = (D1 + 7, c088)? 4 (rosinf)?® = D? + r2 4 2D17, cos 6,

- GMym
D? + 72+ 2Dqr, cos 6 '

Fy

3c. Momento de fuerza debido al abultamiento mas cercano

Solo la componente de la fuerza perpendicular a la recta Tierra-Luna contribuye al momento de fuerza
respecto al eje de la Tierra. Para el abultamiento mas cercano,

P r,sin 6
cy — L'c dc .
Su momento de fuerza es positivo, en el sentido del momento angular orbital de la Luna:
Te = Dquy.

Por tanto, su médulo es
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GMymDqr,sinf
(D? 4+ r2 — 2D17,cos 0)3/2

Te =

3d. Momento de fuerza debido al abultamiento mas lejano

El abultamiento mas lejano atrae a la Luna en el sentido negativo de y:

7, Sin 6

=—F
f dy
Su momento de fuerza se opone al del abultamiento mas cercano. Su médulo es

o GMymDir,sin @
J (D? + 72 +2D;7, cos )3/’

3e. Momento de fuerza total al orden no nulo mas bajo

Comod, < df, el abultamiento mas cercano produce el mayor momento de fuerza. Para la geometria
mostrada,

1 1
T=Tc—T7f = GMymD1r,sin (5 — ﬁ)
¢ f

Se define e = r,/ D1 < 1. Entonces,

1 1 1
— = —(1+€®—2ecos8) 32~ —(1+ 3ecos¥h),
¢ D} D3
y
1 1 1
— =01+ €2 + 2ecos ) 32 ~ — (1 — 3ecosb).
df Dy Dy
Los términos de orden cero se cancelan, y queda
67, cos 6
7~ GMpymDir,sin 90—4
Dy
Por tanto,
6GM 2 3GM 2
T %sin@cos 6 = %sin(%).
D7 D7

Este momento de fuerza aumenta el momento angular orbital de la Luna.
3f. Valor numérico del momento de fuerza
Conf = 3°,
3(6.7 x 10711)(7.3 x 10%2)(3.6 x 10%6)(6.4 x 105)2

T ~ sin 6°.
(3.8 x 10%)3

Por consiguiente,

r=4.1x% 10" Nm.

3g. Alejamiento actual de la Luna

Para una 6rbita circular con separacion D,
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GMp
D3

=

por lo que el momento angular de la Luna es
Ly = My D*wy = Myy/GMgD.
Derivando respecto al tiempo,

dLy My [GMjg

dt 2 D D.

T =

Asi, para la separacion actual,

27 D
a My \| GMg

D,

Numéricamente,
N -9 -1
D;=11x10""ms .
El aumento durante un afio es
ADl - Dltym

lo que da

AD; =35x%x102m =3.5¢cm enunafo.

3h. Desaceleracion de la rotacidon terrestre y aumento de la duracion del dia

El momento de fuerza sobre la Tierra es opuesto al momento de fuerza sobre la Luna. Con I

constante,
Ipwg = —7.
Por tanto,
. T _ _
wpl = —— = —5.2x 107272,
Iy
y la variacién en un afio es
Ttyr T
Awp = ——2 = —1.6 x 1074 7L
Ig
Como Ty = 27r/wE, una pequefia variacién satisface
27
E

En consecuencia,

2Tty

2
Ipwy,

ATy = =1.9%x 10"°s en un afo.

El dia se alarga aproximadamente 19 us por afio.
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4a. Energia mecanica actual

La energia mecdnica consta de la energia cinética de rotacion de la Tierra, la energia cinética orbital de
la Luna y su energia potencial gravitatoria:

1 1 GMgM
FE = EIEW2E1 + EMMD%W%\/II — D—l

La relacién de la érbita circular da

1 GMgMy

Z My D%, = —————=

2 MY 1Warn 2D,
Por consiguiente,

1 9 GMgM,,

4b. Variacion anual de la energia mecanica

Para variaciones Awgi1 y AD1, la diferencia exacta dentro de este modelo energético es

GMpgM 1 B 1
2 D, +AD; D '

1
AFE = EIE [(wp + Awpg)? — why | —

Las variaciones relativas anuales son extremadamente pequeiias, por lo que, conservando los términos
de primer orden, se obtiene

MgM
AE ~ Iwp Awp + S22V A p

1

El primer término es negativo: la Tierra pierde energia de rotacién. El segundo es positivo: la energia
orbital de la Luna aumenta a medida que su 6rbita se expande.

Sustituyendo las variaciones anuales de las partes 3g y 3h y conservando sus valores sin redondear,

AE = —9.1x 10" J enun afo.

El balance energético también puede expresarse directamente en funcién del momento de fuerza:

Espin = —TWEg1-
Utilizando la féormula del alejamiento,
GMgM,, . GMpg
Boit = ——=Dy =7, | ——.
2D7 Dy
Asi,
E= —7(wE1 — wan),

donde wjs1 se entiende a través de la relacidn de la drbita circular. Como la Tierra gira sobre su eje
mas deprisa de lo que la Luna gira a su alrededor, la energia mecanica disminuye; la diferencia se
convierte en calor.

4c. Masa de la capa de agua

Como la capa es muy delgada en comparacion con el radio terrestre, su volumen es el producto del
area de su superficie por su espesor:
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V ~ 47rr(2)h.
Por tanto,
Myater = 42 hpgater = 4m(6.4 x 109)%(0.5)(10%) kg.

Por consiguiente,

Maer = 2.6 x 1017 kg.

4d. Disipacion anual en forma de calor
La elevacion media indicada es H = (0.5 m. La energia gravitatoria que gana la capa en una elevacion
es

E rise — watergH .

El diez por ciento se disipa en forma de calor durante el descenso posterior. Con dos ciclos al dia, hay
2 x 365 ciclos al afio:

FEheatyr = 0.10(2 x 365) My ater gH.-

Al sustituir, se obtiene

Eheatyr = 9.2 x 101 J.

Este resultado concuerda estrechamente con la pérdida de energia mecanica
|AE| = 9.1 x 10" J

hallada en la parte 4b. Dentro del modelo simplificado, la disipaciéon por mareas explica la pérdida de
energia mecanica al convertirla en calor.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 2: Enfriamiento Doppler por laser y melaza optica

[
El propdsito de este problema es desarrollar una teoria sencilla para comprender los fendmenos
denominados «enfriamiento por ldser» y «melaza éptica». Se trata del enfriamiento de un haz de
atomos neutros, generalmente alcalinos, mediante haces laser que se propagan en sentidos
opuestos con la misma frecuencia. Este tema forma parte de los trabajos por los que se concedid
el Premio Nobel de Fisica a S. Chu, P. Phillips y C. Cohen-Tannoudji en 1997.
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La imagen anterior muestra dtomos de sodio (el punto brillante en el centro) atrapados en la
interseccidén de tres pares ortogonales de haces laser opuestos. La region de atrapamiento se
denomina «melaza éptica» porque la fuerza dptica disipativa se asemeja a la resistencia viscosa
gue experimenta un cuerpo al moverse a través de la melaza.

En este problema analizard el fendmeno basico de la interaccion entre un fotdn que incide sobre
un atomo y el fundamento del mecanismo disipativo en una dimensién.

PARTE I: FUNDAMENTOS DEL ENFRIAMIENTO POR LASER

Considere un 4tomo de masa m que se mueve en la direccién +x con velocidad v. Por
simplicidad, consideraremos que el problema es unidimensional, es decir, ignoraremos las
direcciones y y z (véase la figura 1). El atomo tiene dos niveles de energia interna. Se toma como
cero la energia del estado de menor energia y como hwy la energia del estado excitado, donde
h = h/2m. El &tomo se encuentra inicialmente en el estado de menor energia. Un haz laser de
frecuencia wy, en el laboratorio se dirige en la direccién —x e incide sobre el &tomo. Desde el
punto de vista de la mecanica cuantica, el laser estd compuesto por un gran nimero de fotones,
cada uno con energia hwr, y momento lineal —hgq. El &tomo puede absorber un foton y emitirlo
espontaneamente mas tarde; esta emisidon puede producirse con igual probabilidad en las
direcciones +x y —x. Puesto que el atomo se mueve a velocidades no relativistas, v/c <1
(siendo c la velocidad de la luz), conserve Unicamente los términos hasta primer orden en esta
cantidad. Considere también que hq/mv < 1, es decir, que el momento lineal del dtomo es
mucho mayor que el de un solo fotdn. Al escribir sus respuestas, conserve Unicamente las
correcciones lineales en cualquiera de las dos cantidades anteriores.

—5—  excited state

haw,
—X— groundstate
internal energy levels of the atom
v hw, -hg
o »

"

atom of mass m photon

»
»

+x direction

Fig.1 Esquema de un 4dtomo de masa m con velocidad v en la direccion 4z, que colisiona con un
fotdn de energia hwy y momento lineal —hgq. El &tomo tiene dos estados internos con una
diferencia de energia hwy).

Suponga que la frecuencia del laser wy, esta ajustada de manera que, vista por el dtomo en
movimiento, esta en resonancia con la transicion interna del atomo. Responda a las siguientes
preguntas:

1. Absorcion.

1a  Escriba la condicidn de resonancia para la absorciéon del fotén. 0.2

Escriba el momento lineal p,;: del &tomo después de la absorcidn, observado en el 0.2
laboratorio. ’

eulersolve.org/ipho/2009/
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1c

2a

2b

2c

2d

3a

3b

3c

3d

4a
4b
4c
4d

ba

5b

Escriba la energia total €,¢ del &tomo después de la absorcion, observada en el laboratorio. 0.2

2. Emision espontanea de un foton en la direccion —z.

En algun instante posterior a la absorcién del fotdn incidente, el &tomo puede emitir un fotén en la
direcciéon —zx.

Escriba la energia del foton emitido, €,5, después del proceso de emision en la direccion —x,

. 0.2
observada en el laboratorio.
Escriba el momento lineal del fotén emitido Tk después del proceso de emision en la 0.2
direccién —z, observado en el laboratorio. '
Escriba el momento lineal del &tomo p,¢, después del proceso de emision en la direccién —z, 0
observado en el laboratorio. ’
Escriba la energia total del atomo €,¢, después del proceso de emisién en la direccién —z, 0.2

observada en el laboratorio.

3. Emision espontanea de un fotén en la direccién +x.

En algun instante posterior a la absorcion del fotdn incidente, el &tomo puede, en cambio, emitir
un fotén en la direccion +x.

Escriba la energia del foton emitido, €,p,, después del proceso de emision en la direccion +z,

. 0.2
observada en el laboratorio.
Escriba el momento lineal del fotén emitido p,n, después del proceso de emisién en la 0.2
direccién +x, observado en el laboratorio. '
Escriba el momento lineal del 4&tomo p,¢, después del proceso de emision en la direccién +z, 05
observado en el laboratorio. ’
Escriba la energia total del atomo €,¢, después del proceso de emisién en la direccién +x, 0.2

observada en el laboratorio.

4. Valores medios de la emision después de la absorcion.

La emision espontanea de un fotdn en las direcciones —x o0 +x ocurre con la misma probabilidad.
Teniendo esto en cuenta, responda a las siguientes preguntas.

Escriba la energia media de un fotén emitido, €5, después del proceso de emision. 0.2
Escriba el momento lineal medio de un fotén emitido p,,, después del proceso de emisién. 0.2
Escriba la energia total media del &tomo €, después del proceso de emision. 0.2

Escriba el momento lineal medio del 4&tomo p,¢, después del proceso de emision. 0.2

5. Transferencia de energia y momento lineal.

Suponiendo Unicamente un proceso completo de absorcion y emision de un solo fotén, como el
descrito anteriormente, existe una transferencia media neta de momento lineal y energia entre la
radiacion laser y el &tomo.

Escriba la variaciéon media de energia Ac del &tomo después de un proceso completo de 0.2
absorcion y emisién de un solo fotdn. ’

Escriba la variacién media de momento lineal Ap del 4tomo después de un proceso completo 0.2
de absorcién y emision de un solo fotén. '
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6. Transferencia de energia y momento lineal por un haz laser en la direccion +zx.

Considere ahora que un haz laser de frecuencia w'L incide sobre el 4tomo en la direccién +z,
mientras que el &tomo también se mueve en la direccidon H+x con velocidad v. Suponiendo que se
cumple una condicion de resonancia entre la transicion interna del atomo y el haz laser, tal como
lo observa el dtomo, responda a las siguientes preguntas:

6 Escriba la variacion media de energia A del 4tomo después de un proceso completo de 0.3
a ., . 2 .
absorciéon y emision de un solo foton.

6b Escriba la variacién media de momento lineal Ap del 4tomo después de un proceso completo 0.3
de absorcion y emisién de un solo fotdn. ’

PARTE II: DISIPACION Y FUNDAMENTOS DE LA MELAZA OPTICA

Sin embargo, la naturaleza impone una incertidumbre inherente a los procesos cuanticos. Asi, el
hecho de que el dtomo pueda emitir espontdaneamente un fotdn en un tiempo finito después de la
absorcion tiene como consecuencia que la condicion de resonancia no deba cumplirse
exactamente como en la discusion anterior. Es decir, las frecuencias de los haces laser wy, y w’L
pueden tener cualquier valor y el proceso de absorcién y emisién puede seguir ocurriendo. Estos
procesos ocurrirdn con distintas probabilidades (cuanticas) y, como cabe esperar, la probabilidad
maxima se alcanza cuando se cumple exactamente la condicidon de resonancia. El tiempo medio
transcurrido entre la absorcion y la emisién en un Unico proceso se denomina tiempo de vida del
nivel de energia excitado del 4tomo y se representa por =,

Considere un conjunto de N atomos en reposo en el sistema de referencia del laboratorio y un
haz laser de frecuencia wr, que incide sobre ellos. Los atomos absorben y emiten continuamente,
de modo que hay, en promedio, Nz atomos en el estado excitado (y, por tanto, N — Nezc
atomos en el estado fundamental). Un calculo de mecdnica cudntica proporciona el siguiente
resultado:

92
Neye=N L

2
4
donde wy es la frecuencia de resonancia de la transicién atémica y {2 es la denominada

(wo —wL)2+ —|—2Q2R

frecuencia de Rabi; qu es proporcional a la intensidad del haz laser. Como se ha mencionado
antes, puede observarse que este numero es distinto de cero incluso si la frecuencia de
resonancia wg es diferente de la frecuencia del haz laser wy,.. Una forma alternativa de expresar el

resultado anterior es que el nimero de procesos de absorcion y emision por unidad de tiempo es
NI

Considere la situacidn fisica representada en la figura 2, en la que dos haces laser que se
propagan en sentidos opuestos con la misma frecuencia wy,, pero arbitraria, inciden sobre un gas
de N atomos que se mueven en la direccion +x con velocidad v.

L
0200
N Y R A —
o0
laser beam . laser beam «
gas of atoms
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Figura 2. Dos haces ldser que se propagan en sentidos opuestos con la misma frecuencia wy,
pero arbitraria, inciden sobre un gas de N 4tomos que se mueven en la direccion +x con
velocidad v.

7. Fuerza ejercida por los laseres sobre el haz atémico.

Con la informacidn obtenida hasta ahora, determine la fuerza que los laseres ejercen sobre el 15
haz atémico. Debe suponer que mv > hq. '

8. Limite de bajas velocidades.

Suponga ahora que la velocidad de los atomos es lo suficientemente pequefia como para poder
desarrollar la fuerza hasta primer orden en v.

8a Obtenga una expresion para la fuerza hallada en la pregunta (7a), en este limite. 1.5

Utilizando este resultado, puede determinar las condiciones para que la radiacion laser aumente
la rapidez de los dtomos, la disminuya o no tenga ningun efecto sobre ellos.

Escriba la condicidn para obtener una fuerza positiva (que aumente la rapidez de los

8b | 0.25
atomos).

8c Escriba la condicidn para obtener una fuerza nula. 0.25

8d Escriba la condicidn para obtener una fuerza negativa (que frene los atomos). 0.25

8 Considere ahora que los 4tomos se mueven con una velocidad —wv (en la direccion —x). 0.25
e . . . .
Escriba la condicidn para obtener una fuerza que frene los atomos.

9. Melaza odptica.

En el caso de una fuerza negativa, se obtiene una fuerza disipativa de rozamiento. Suponga que
inicialmente, en t = 0, el gas de 4tomos tiene una velocidad vy.

9 En el limite de bajas velocidades, determine la velocidad de los dtomos después de que los 15
a .
haces laser hayan estado encendidos durante un tiempo 7.

Suponga ahora que el gas de 4tomos esta en equilibrio térmico a una temperatura Tj.
9b Determine la temperatura 1" después de que los haces laser hayan estado encendidos 0.5
durante un tiempo 7.

Este modelo no permite alcanzar temperaturas arbitrariamente bajas.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas
Definamos
!
v WI wr, 1
B=—, q=—", g =—=, K = —md?.

C € c 2

Para la Parte Il, definamos
2 4hq’T Q2 A

Se supone que los dos haces tienen la misma (2 r.
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e 1la:
e 1b:
e 1c:
e 2a:

e 2b:

e 2c:
o 2d:
e 3a:

o 3b:

e 3c:
e 3d:
e 4a:

e 4b:

o 4c:
e 4d:

e ba:
e 5b:
e Ga:

e Gb:
e 7a:

e 8c:
e 8d:
e 8e:

e 9a:

energl'a en reposo constante.

Las magnitudes de los fotones que se indican a continuacion conservan su primera correccion
Doppler. Las magnitudes atdmicas conservan la correccion de retroceso de orden mas bajo,
omitiendo los productos de v/cy hq/(mv). Las pequefias correcciones del momento lineal
anteriores a este truncamiento se muestran en la solucion. Las energias atémicas omiten la

eulersolve.org/ipho/2009/

wr(1 + B) = wo, equivalentemente wr, + qu = wo.
Pat = mv — hq.
g = K + hwp = K + hwy — hqu.
eph, = hwo(1 — B) ~ hwy,.
hwo
z?ph — __——;;—-(1 - [3) ~ __iiq.
Pat = MU.
Eat = K.
eph = hwo(l + B) ~ hwr (1 + 25).
th
pon = (14 B) = ha(1 + 26).
Pat == mv — 2hq.
Eat =~ K — 2hqu.
<€ph> = hwo.
hwov
<pph> = c2 = hq/B
(eat) =~ K — hqu.
(Pat) =~ mv — hq.
Ae = — g ~ —hqu.
@
Ap ~ —hg.
Aec = + ] ~ +hq'v.
@
Ap ~ +hq'.
1 1
F(v) = NhqT'Q% —
(A+qu)2 +T2/44202% (A —qu)?2+T2/44202
ANKG*’T Q% (wy — w
F(v) ~ —Nav = — 7150 — wi) 5V
[(wo —wr)? +T2/4 + 2QF]
TWL > Wy
wr = wp.
wr < wo.
wr, < wy; la fuerza apunta entonces en la direccién +x.
v(1) = voe */™| con a > 0.
| T(7) = Toe~227/m|
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Solucion

La relacidon entre la energia y el momento lineal del fotén da

w
hwr = chg, q= TL
Escribamos los dos pardmetros pequefios como
v h
ﬁ:_<<1, n:_q<<1,
c muv

La energia de retroceso (hq)?/(2m) es cuadrética en 7 respecto a la energia cinética atémica inicial,
por lo que se omite. La variacién de la velocidad atomica tras la absorcién es —hq/m; su contribucién
a un factor Doppler es

hg
’ITLC_?7

B,

que también se omite.

Por tanto, al calcular las frecuencias de los fotones emitidos, se puede asignar al &tomo emisor la
velocidad v. Las correcciones del momento lineal de orden kg8 = mwv 3 se muestran cuando resultan
utiles, pero se omiten en los resultados de retroceso atomico de orden mas bajo.

1a. Condicion de resonancia

Para un fotdn que se propaga en —z, la frecuencia medida por un dtomo que se mueve en +x es, a
primer orden,
Watom = WL — K-V =wg + qu.

La resonancia exige que esta frecuencia sea igual a wq:

v
wL+qU:w0|, WL<1‘|‘Z):W0-
Esto también se deduce de la conservacion de la energia:
1 mv — hq)?
_mvz—*_th:Q_*_hwo.
2 2m

Al descartar la energia de retroceso se obtiene la misma condicion.
1b. Momento lineal atdomico después de la absorcion

La conservacion del momento lineal da

Pat = mv — hgq|.

1c. Energia atdmica después de la absorcion

El 4tomo adquiere la energia del fotén incidente:

1
Eat — E’I’I’L'U2 + th .

Equivalentemente, sumando sus energias cinética e interna,

— hq)? 1
Eat = M—Fhwo: —mvz—hqv—i—hwo.
2m 2

La condicién de resonancia hace que estas expresiones sean iguales al orden conservado.
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Para las preguntas sobre la emision, sea s = +1 la etiqueta de un fotén emitidoen +x,y s = —1 lade

un fotédn emitido en —x. Despreciando el retroceso en la frecuencia de transicidon, su energia en el
sistema de reposo del 4tomo emisor es Awy. La transformacion Doppler de primer orden da

hwo

51()‘;) = hwo(1 + sp), pl()‘;) :sT(1+sﬁ).

2a. Energia del foton para la emisiénen —x

Tomando s = —1,
51(,;) = hwo(1 - )|
Puesto que
wo
= a 1-7),
wr, 1+ 8 WO( B)
esto es
6;2;) ~ th .

2b. Momento lineal del fotén para la emisién en —x

Utilizando ppr, = —epn/c,

_ hw
P, = —70(1 — B) ~ —hq|

2c. Momento lineal atomico después de la emisién en —x

La conservacién del momento lineal en el proceso completo da
(=) (=)

Pgt- = mv — kg —p,,° ~mv — hq+ hg.

Por tanto,

pg_) = mu)|.

2d. Energia atomica después de la emisiénen —

El fotén emitido se lleva la energia suministrada por el fotén absorbido:

5((1;) = K + hwy, —51();) ~ K.

Asi,

at 2

3a. Energia del foton para la emision en 4z

Para s = +1,

elt) = huwy(1+ B) |

Utilizando wy = wy,(1 + f),

5](;;) ~ hwr,(1 4+ 26)|.
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3b. Momento lineal del fotén para la emisiéon en +x

El momento lineal es positivo:

hw
Py = —=(1+5) =~ hg(1 +26)|

3c. Momento lineal atomico después de la emision en +x
La conservacién del momento lineal, manteniendo temporalmente la correccién Doppler del fotén, da
pl(;) = mv — hq — hq(1 + 28) = mv — 2khq — 2hqp.

El dltimo término es de orden relativo n/3 en el momento lineal atémico. Omitiendo esa correccion
mixta,

p((;) ~ muv — 2hgq|.

3d. Energia atomica después de la emision en +x

El &tomo vuelve a su estado fundamental. La conservacion de la energia da
e = K+ hwy — hwy(1 + B)

“ ~ K + hwy(1 — B) — hwy(1 + B)
=K — 2hw0,3.

Con la precision conservada para las magnitudes atémicas,

1
85;) a Emv2 — 2hqu|.
Esto también se obtiene desarrollando
muv — 2hq)? 2h2g2
(2—‘1) = K — 2hqu + 1
m m

y descartando el término cuadratico de retroceso.
4a. Energia media del foton emitido

Las dos direcciones tienen igual probabilidad:

(egn) = hn(1 — B) + 5 huo(1+ )
= |hwo |-

4b. Momento lineal medio del foton emitido

Promediando los momentos lineales con sus signos,

1 hwo hwo

pon) = 5| ——— A=)+ —(1+5)

hwov
= 20 ~ |hqB|

C

Aunque las direcciones son igualmente probables, las energias de los dos fotones difieren en el
laboratorio. En consecuencia, su momento lineal medio en el laboratorio es pequefio y positivo.

Respecto al momento lineal atémico, este valor medio es de orden
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Por tanto, se omite en las variaciones del momento lineal atémico de orden més bajo que se presentan
a continuacion.

4c. Energia atomica media

Utilizando los resultados de 2d y 3d,
1

1
(ear) = S K + 5 (K — 2hqu).

Por consiguiente,

(€at) ~ K — hqu|.

Equivalentemente,
(€qt) = K + hwy, — hwy.
4d. Momento lineal atdmico medio

Antes de descartar la correccidon mixta, la conservacion del momento lineal da

hwov
-

(Pat) = mv — hq — (ppr) = mv — hq — .

Asi, al orden mas bajo del retroceso atémico solicitado,

(pat) =~ mv — hq|.

Ba. Variacion media de la energia atomica

Restando la energia inicial,
Ae = (eqt) — K = h(w — wo).

La condicién de resonancia proporciona

Ae = _ B ~ —hqu|.
c

El fotén emitido tiene, en promedio, mas energia que el fotdn absorbido. Esa diferencia procede de la
energia cinética del 4tomo.

5b. Variacion media del momento lineal atomico

Restando el momento lineal inicial del resultado de 4d se obtiene

Ap ~ —hq|.
La correccidon mas pequeia anterior al truncamiento es
hwov
_<pph> - 2
c

Al orden mas bajo del retroceso, las variaciones de energia y momento lineal cumplen
Ae ~ v Ap.
6a. Variacion de energia para un laser que se propaga en +zx

Ahora el 4tomo se aleja de la luz incidente. La condicién de resonancia es
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de modo que
wy, = wo(1 + B).

La energia media del foton emitido sigue siendo hwy. Por tanto,

h
Ae = h(w] — wo) = u;ov hq'v|, ¢ ==

12

El 4tomo gana energia cinética.
6b. Variacion del momento lineal para un laser que se propaga en +x

El fotdn absorbido aporta un momento lineal +kq’. En consecuencia,

h
Ap =hq' — w2ov ~ |+hq'|
c

El segundo término omitido es, de nuevo, una correccién mixta de Doppler y retroceso en el momento
lineal atomico.

7a. Fuerza debida a los dos haces laser

Utilizamos la ley de dispersidn proporcionada por separado para cada haz, suponiendo que sus
intensidades y, por tanto, sus frecuencias de Rabi son iguales.

Sea + la etiqueta del haz que se propaga en +x, y — la del haz que se propaga en —zx. Las
frecuencias observadas por los dtomos en movimiento son

Watom,+ — WL — 40, Watom,— — WL + qu.
Por tanto, sus desintonizaciones respecto a la transicién atémica son
W0 — Watom,+ — A+ qu, Wo — Watom,— — A — qu.

Los nuimeros totales de sucesos de dispersiéon por unidad de tiempo son

R NTQ2,
= (A +qu)? +T2/4 4202

NTQ?

R_(v) R

(A —qu)?2 +T2/4 4203
Al orden mas bajo del retroceso, cada suceso transfiere +hqg o —hg, respectivamente. Por tanto,
F(v) = hqR(v) — hgR_(v),

lo que da

1 1
(A + qu)2 +T2/4 4 2Q% (A —qu)2+T?/4+ 20%

F(v) = NhqI'Q%

Esta es la fuerza sobre el conjunto de los IV dtomos. La fuerza sobre un dtomo es F'/N.

El desplazamiento Doppler qu se conserva en las probabilidades de dispersion: puede ser significativo
en comparacion con la anchura de linea de la transicion incluso cuando v/c es muy pequefio.
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8a. Desarrollo para bajas velocidades

Definamos
F2
D = A? + T + ZQ%.

Para qv suficientemente pequefio,

1 Ni:F 2Aqu
(A+qu)?+T2/44+20% D D?

Por ejemplo, |qv| < \/5 es una condicién suficiente de baja velocidad.

Restando los dos desarrollos,

F(v) ~ Nhql'Q%, (—42‘)#)

Por consiguiente,

_ 4hg’TQLA

F(v) ~ —Nav|, o 3%

El coeficiente a tiene unidades de masa por unidad de tiempo, por lo que aw tiene unidades de fuerza.
8b. Fuerza positiva

Para v > 0, todos los factores de «, salvo A, son positivos. Una fuerza positiva requiere
A <0.

Por tanto,

[z > wn)
Esto es una desintonizacion hacia el azul.
8c. Fuerza nula

Para una intensidad no nula y un atomo en movimiento, la condicién de desintonizacion es
A =0,
o bien

Wi = wo |

Las dos tasas de dispersion son entonces iguales. Independientemente de ello, la simetria también da
una fuerza nula cuando v = 0.

8d. Fuerza negativa
Para v > 0, una fuerza negativa requiere o > 0, por lo que

@ <}

Esto es una desintonizacién hacia el rojo. El efecto Doppler acerca a la resonancia la frecuencia del haz
que se propaga en sentido opuesto al movimiento, y este se dispersa con mayor intensidad.

8e. Frenado de los atomos que se mueven en —x

Para una velocidad —v, con v > 0,
F(—v) = +Naw.
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El frenado requiere una fuerza en +x, de modo que, de nuevo, a > 0. Asi,

@z <)

La desintonizacién hacia el rojo produce una fuerza que se opone al movimiento en cualquiera de los
dos sentidos.

9a. Velocidad después de un tiempo 7

Para una desintonizacion hacia el rojo, > 0. El gas tiene una masa total Nm, por lo que la segunda
ley de Newton da

dv
ng = —Now.
El factor N se cancela:
dv a
—_— = ——0.
dt m
Integrando con v(0) = vy,
v(T) = voe /™|,

Explicitamente,

4hg’T Q% (wo — wr)T
m[(wo —wr)?2+T2/4+ 20%} 2

v(T) =voexp|—

El tiempo caracteristico de decaimiento de la velocidad es m/a.

9b. Temperatura después de un tiempo 7

En este modelo determinista de rozamiento, cada velocidad atémica se multiplica por
e—aT/m-

Por tanto, la varianza de las velocidades se multiplica por

e—2a7’/m.

Para el movimiento térmico unidimensional,
m{(v— (v))?) = kpT.

En consecuencia,

T(’T) — Toef2on'/m )

Explicitamente,

8hq’T' Q% (wo — wr)T
m[(wo — wp)? +T'2/4 + 202]°

T(t) =Toexp|—

Esta exponencial no puede extrapolarse a temperaturas arbitrariamente bajas. En el calculo se han
omitido las contribuciones cuadraticas del retroceso y las fluctuaciones causadas por los sucesos
aleatorios de dispersion. En particular, la hipdtesis mwv >> hgq, aplicada a una rapidez térmica tipica,
requiere
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(hq)®

kT > .
m

A medida que los dtomos se enfrian, los términos omitidos en este modelo se vuelven relevantes.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucién oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.

Problema 3: ;Por qué son tan grandes las estrellas?

[
Las estrellas son esferas de gas caliente. La mayoria de ellas brillan porgque en sus regiones
centrales fusionan hidrégeno para formar helio. En este problema utilizamos conceptos tanto de
mecanica clasica como de mecanica cuantica, asi como de electrostatica y termodinamica, para
comprender por qué las estrellas deben ser lo suficientemente grandes para que se produzca
este proceso de fusién y deducir también cudles serian la masa y el radio de la estrella mas
pequefia capaz de fusionar hidrégeno.

Figura 1. Nuestro Sol, como la mayoria de las estrellas, brilla como resultado de la fusién
termonuclear de hidrogeno en helio en sus regiones centrales.
CONSTANTES UTILES

Constante de gravitacion = G = 6.7 x 107! m® kg ! s~2 (errata en el enunciado oficial: s2 en lugar de

s_2)
Constante de Boltzmann=k = 1.4 x 1072 JK!
Constante de Planck = h = 6.6 x 10 3 m?kgs~*
Masa del protén = m, = 1.7 x 107*" kg
Masa del electron = m, = 9.1 x 103! kg
Unidad de carga eléctrica= g = 1.6 x 107'° C

Constante eléctrica (permitividad del vacio) =eg = 8.9 x 1072 C2N1m2

Radio del Sol = Rg = 7.0 x 108 m
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CONSTANTES UTILES
Masa del Sol = Mg = 2.0 x 10%" kg

1. Una estimacion cldsica de la temperatura en el centro de las estrellas.

Suponga que el gas que forma la estrella es hidrégeno ionizado puro (electrones y protones en
igual niUmero) y que se comporta como un gas ideal. Desde el punto de vista clasico, para que
dos protones se fusionen deben acercarse hasta una distancia de 1071 m, de modo que la
fuerza nuclear fuerte, que es atractiva y de corto alcance, llegue a ser dominante. Sin embargo,
para acercarse deben vencer primero la accion repulsiva de la fuerza de Coulomb. Suponga, en el
marco clasico, que los dos protones (considerados fuentes puntuales) se mueven en sentidos
opuestos, cada uno con velocidad v,,,, la velocidad cuadratica media (rms) de los protones, en
una colision frontal unidimensional.

¢Cual debe ser la temperatura del gas, T, para que la distancia de maxima aproximacion de
1a los protones, d,, sea igual a 1071 m? Exprese este valor y todos los valores numéricos de 1.5
este problema con dos cifras significativas.

2. Comprobacion de que la estimacion anterior de la temperatura es incorrecta.

Para comprobar si la estimacion anterior de la temperatura es razonable, se necesita un método
independiente para estimar la temperatura central de una estrella. La estructura de las estrellas es
muy complicada, pero podemos comprender sus aspectos fundamentales si hacemos algunas
suposiciones. Las estrellas estan en equilibrio, es decir, no se expanden ni se contraen porque la
fuerza de gravedad dirigida hacia el interior estd compensada por la fuerza debida a la presion
dirigida hacia el exterior (véase la Figura 2). Para una capa de gas, la ecuacién de equilibrio
hidrostatico a una distancia dada r del centro de la estrella viene dada por

AP . GMTpT‘

Ar — g2

donde P es la presion del gas, GG la constante de gravitacion, M, la masa de la estrella contenida

en una esfera de radio r, y p, es la densidad del gas en la capa.

AP=P

out ~

P

m

Figura 2. Las estrellas estan en equilibrio hidrostatico: la diferencia de presidon compensa la
gravedad.

Se puede obtener una estimacién del orden de magnitud de la temperatura central de la estrella a
partir de los valores de los parametros en el centro y en la superficie de la estrella, haciendo las
siguientes aproximaciones:

eulersolve.org/ipho/2009/ 28/37



AP~P,— P,

donde P,y P, son las presiones en el centro y en la superficie de la estrella, respectivamente.
Como P. > P,, podemos suponer que

AP =~ —P,.
Dentro de la misma aproximacién, podemos escribir
Ar ~ R,
donde R es el radio total de la estrella, y
M, ~ Mgrp =M,
siendo M la masa total de la estrella.

La densidad puede aproximarse por su valor en el centro,
Pr = Pe-
Puede suponer que la presién es la de un gas ideal.

Obtenga una ecuacioén para la temperatura en el centro de la estrella, T¢, Unicamente en

. . . 0.5
funcion del radio y la masa de la estrella y de constantes fisicas.
Ahora podemos utilizar la siguiente prediccién de este modelo como criterio de su validez:
2b Utilizando la ecuacion obtenida en (2a), escriba el cociente M/R esperado para una estrella 0.5
Unicamente en funcién de constantes fisicas y de 7. ’
5 Utilice el valor de T\, deducido en el apartado (1a) y obtenga el valor numérico del cociente 05
c .

M /R esperado para una estrella.

Calcule ahora el cociente M (Sun)/R(Sun) y compruebe que este valor es mucho menor

2d . 0.5
que el obtenido en (2c).

3. Una estimacion cuantica de la temperatura en el centro de las estrellas

La gran discrepancia encontrada en (2d) sugiere que la estimacién clasica de T,. obtenida en (1a)
no es correcta. Esta discrepancia se resuelve al considerar los efectos cuanticos, que nos indican
que los protones se comportan como ondas y que un solo protdn se encuentra extendido sobre
una regién de tamario del orden de A, la longitud de onda de de Broglie. Esto implica que, si d,
la distancia de maxima aproximacién de los protones, es del orden de A, los protones se solapan
en el sentido cuantico y pueden fusionarse.

A
34 Suponiendo que d. = 21—;’2 es la condicion que permite la fusion, obtenga, para un proton 1.0

con velocidad v,,s, Una ecuacion para 1. Unicamente en funcién de constantes fisicas.
3b  Evalle numéricamente el valor de T, obtenido en (3a). 0.5

Utilice el valor de T}, deducido en (3b) para obtener el valor numérico del cociente M/R
3c esperado para una estrella, utilizando la formula deducida en (2b). Compruebe que este valor 0.5
es bastante similar al cociente M (Sun)/R(Sun) observado.

En efecto, las estrellas de la llamada secuencia principal (que fusionan hidrégeno) satisfacen
aproximadamente este cociente en un amplio intervalo de masas.
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4. El cociente masa/radio de las estrellas.

La concordancia anterior sugiere que el enfoque cudntico para estimar la temperatura en el centro
del Sol es correcto.

Utilice los resultados anteriores para demostrar que, para cualquier estrella que fusione

- hidrégeno, el cociente entre la masa M y el radio R es el mismo y depende Unicamente de 0.5
a .
constantes fisicas. Obtenga la ecuacidn del cociente M/R para las estrellas que fusionan

hidrégeno.

5. La masa y el radio de la estrella mas pequeia.

El resultado obtenido en (4a) sugiere que podria haber estrellas de cualquier masa siempre que
se cumpla dicha relacién; sin embargo, esto no es cierto.

Se sabe que el gas del interior de las estrellas normales que fusionan hidrogeno se comporta
aproximadamente como un gas ideal. Esto significa que d., la separacién entre electrones tipica,
es, en promedio, mayor que ., su longitud de onda de de Broglie tipica. Si estuvieran mas cerca,
los electrones se encontrarian en un estado denominado degenerado y las estrellas se
comportarian de manera diferente. Observe la diferencia entre las formas en que tratamos a los
protones y a los electrones dentro de la estrella. En el caso de los protones, sus ondas de de
Broglie deben solaparse estrechamente al colisionar para que se fusionen, mientras que, en el
caso de los electrones, sus ondas de de Broglie no deben solaparse para que sigan
comportandose como un gas ideal.

La densidad de las estrellas aumenta al disminuir el radio. No obstante, para esta estimacién del
orden de magnitud suponga que tienen densidad uniforme. También puede utilizar que
mpy 2> M.

Obtenga una ecuacién para ne, la densidad numérica media de electrones en el interior de la

5a 0.5
estrella.

5b Obtenga una ecuacion para d,, la separacion tipica entre electrones en el interior de la 05
estrella. ’
Utilice la condicién d, > 21—;2 para escribir una ecuacién para el radio de la estrella normal

5c 1.5

mas pequeia posible. Tome la temperatura en el centro de la estrella como representativa de
todo el interior estelar.

5 Obtenga el valor numérico del radio de la estrella normal mas pequefia posible, tanto en 05
metros como en unidades del radio solar. '

E Obtenga el valor numérico de la masa de la estrella normal mas pequefia posible, tanto en kg 05
e . .
como en unidades de masas solares.

6. Fusion de nucleos de helio en estrellas mas viejas.

A medida que las estrellas envejecen, habran fusionado la mayor parte del hidrégeno de sus
nucleos para formar helio (He), por lo que se ven obligadas a comenzar a fusionar helio para
formar elementos mas pesados y asi seguir brillando. Un nucleo de helio tiene dos protones y dos
neutrones, de modo que tiene el doble de carga y aproximadamente cuatro veces la masa de un

. . Ap . .
protén. Antes vimos que d. = —— es la condicién para que los protones se fusionen.

21/2
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Establezca la condicion equivalente para los nucleos de helio y obtenga vrms(He), la
6a velocidad cuadratica media de los nucleos de helio, y T(He), la temperatura necesaria para 0.5
la fusién del helio.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Todos los resultados utilizan las aproximaciones indicadas en el problema. Los resultados
numéricos se redondean a dos cifras significativas, conservando los valores sin redondear en los
calculos intermedios.

q 9
e 1a.T. = —— =5.4x10° K.
@ oregkd, 04710
oo T GMm,
e 2a.T, ~
2kR
M 2kT.
o 2b. — ~
R Gm,
. 2c. M 5510 kgm L.
M
e 2d. R_S = 2.9 x 10 kgm!. La prediccién clasica es 4.7 x 10% veces mayor.
s
4
e 3a.7, = L.
24n2elkh?
e 3b.T, = 9.7 x 10 K.
M _ Mg
e 3c. — =24 x10"kgm ™' ~0.84 —=.
R s Rs
M qt
e Ja. — = ——.
R 12n%elGh?
3M
e 5a

n,= — .
€ 47m, R3

d _1/3 ( 47TmpR3 ) 1/3
c Qe = Ne = T o

3M

1/2
h4
. Rmin — il .
2G’q2m;?,/2m2/2

e 5d. Ry, = 6.9 x 10" m = 0.099 Ry.
e 5e. M, = 1.7 x 10* kg = 0.083 M.
AHe h
e 6a. La condicién esd.(He) = He — , lo que da
V2 4\/§mpv,~ms(He)
2 8 4
Vyms (He) = V2¢® 0y 105 ms T(He) = —29__ _ 62 x 108K.
mweoh 3m2eikh?
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Solucion
1a. Temperatura clasica necesaria para la fusion

Para un gas ideal no relativista, la equiparticién proporciona la rapidez cuadratica media de los
protones mediante

1 2

—Mmpv,, = Ek:TC.
2 2

La colisién es frontal, pero v, €s la rapidez cuadratica media en el gas tridimensional.

Los dos protones tienen cantidades de movimiento iguales y opuestas, de modo que su centro de
masas estd en reposo. En el instante de maxima aproximacion, ambos se detienen momentdneamente.
Considerando despreciable su energia potencial electrostatica inicial, la conservacién de la energia da

1 q2
2| = 2 = —
(gmotne) = g

Por tanto,

q q
kT, = ——, T,= ——|
47T€0dc 127T€0kdc

Parad, = 1071° m,
B (1.6 x 107192
© 127(8.9 x 10712)(1.4 x 10723)(1015)

de modo que

T.=54x 10° K|

2a. Temperatura central a partir del equilibrio hidrostatico

Utilizando las aproximaciones indicadas, incluida una escala radial caracteristica r ~ R,

_PC N _GMpC
R R’
por lo que
GMop,
P~ —.
R

En el hidrégeno completamente ionizado, las densidades numéricas de protones y electrones son
iguales. Despreciando la masa de los electrones en la densidad de masa,

P
Npe = Ne e ™ <.
mp
Ambas especies contribuyen a la presion del gas ideal:
2p kT,
Pc — (np,c + ne’c)ch - #.
myp

Igualando las expresiones de la presién y cancelando pe,

T G’Mmp
T 2R |
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2b. Cociente entre masa y radio

Reordenando el resultado de (2a),

M 2T,

R =~ Gm,|

2c. Cociente predicho utilizando la temperatura clasica de fusion

Al sustituir la temperatura de (1a), se obtiene

M 2k q2 q2
R

Gmy 12neokd.  6meoGmyd.

Numéricamente,

M 1.3 x 10** kgm™!|
R

2d. Comparacion con el Sol

La masa vy el radio solares proporcionados dan

M 2.0 x 10
s 200 g 107 kgm 1|
Rs 7.0 x 108
Utilizando los valores sin redondear, la comparacion es
(M / R) classical
Ms/Rs

Por tanto, el cociente del Sol es mucho menor que la prediccidn cldsica. Dentro del modelo

= (4.7 x 10%|.

hidrostatico, la temperatura clasica de fusion es excesivamente alta.
3a. Estimacion cuantica de la temperatura de fusién

Para un protédn que se mueve con v,ms, la longitud de onda de de Broglie es

h
Ap = ——.
MpUrms
La relacion de energia de la colisién de (1a) da
2
d, = q—z_
ATeompvs,,,
Al imponer la condicidn de fusion del problema,
A
P
de = —,
V2
obtenemos
¢ B h
2 - 9
47T€0mpvrms \/Empvrms

y, €én consecuencia,

_ V24

Upms = .
" Ameoh
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Utilizando m,v2,,, = 3kT,,

2

m, [ V2q?

c % 47r€0h

Por tanto,

4
mpq

T 24r2e2kh? |

c

3b. Valor numérico de la temperatura cuantica

Sustituyendo las constantes dadas,

B (1.7 x 10727)(1.6 x 107 9)*
2472(8.9 x 10712)2(1.4 x 10~ %) (6.6 x 107%4)2’

c

lo que da

T.=9.7x 10°K|.

La rapidez cuadratica media correspondiente de los protones es 4.9 x 10° ms™ .

3c. Cociente entre masa y radio utilizando la temperatura cuantica

Utilizando (2b) con la temperatura de (3b),

M _ 2T, _ 2.4 x 102 kgm™1!|.
R Gm,
El cociente respecto al valor solar es
M/R
—/ =10.84]|.
Ms/Rs

Asi pues, la prediccién es aproximadamente un 16% inferior al valor solar, una buena concordancia
para las aproximaciones de orden de magnitud utilizadas.

4a. Cociente comun entre masa y radio

Dentro de este modelo, la fusion del hidrégeno tiene la misma temperatura caracteristica en todas las
estrellas. Combinando (2b) y (3a),
4
M2k myq
R Gm, 24n2e2kh2°

Los factores my, y k se cancelan:

M q4

R 12722 Gh? '

Esto depende Unicamente de constantes fisicas. Para los apartados siguientes, denotemos este
cociente comun por

4
A=—2 M- AR
12722 Gh?
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5a. Densidad nhumérica media de electrones

Cada protdn del hidrégeno aporta un electrén. Despreciando la masa de los electrones,

M
Ne: pl"?.
P

Para una estrella esférica uniforme de volumen V = 47 R3/3,

N.  3M
Vo 4mm,R3 |

Ne =

Bh. Separacion tipica entre electrones

El volumen tipico por electrén es 1/n,. Tomando su raiz cibica como separacion caracteristica,

1/3

3M

d N’n,il/g _ (47TmpR3)

5c. Radio de la estrella normal mas pequeiia

La equiparticion para los electrones da

mev? = 3kT..

e,rms
Su longitud de onda de de Broglie caracteristica es, por tanto,

h h
4Ae — — .
MeVerms YV 3mech

La condicién indicada para evitar la degeneracion electrénica se convierte en
Ae h
V2 VemdkT.
Utilizando M = AR en la féormula de la separacion,
5 471'mpR2
¢ 34

de >

Asi pues, a lo largo de la relacion entre masa y radio del modelo, la separacién disminuye como R*3_El

radio minimo permitido se alcanza cuando se cumple la igualdad:

drm, R, _( h )3
34 N

Por consiguiente,

R _ 3Ah3
T 4y, (6mGkTL) 32

Primero sustituimos A = 2kT./(Gm,):
R, = h :
47er12,m2/ 2 V6kT,

De (3a),
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Por tanto,

R2 _ 80h4
1 - )
min 2Gq2mg/2m2/2
o bien
1/2
R eoh?
min —
2Gq2m2/2m3/2

Para un radio menor a lo largo de M = AR, las ondas de los electrones se solaparian segun el criterio
establecido, y la descripcién supuesta de gas ideal dejaria de ser aplicable.

5d. Valor numérico del radio minimo

La sustitucion da

Ryin = 6.9 x 10" m|

Dividiendo el resultado sin redondear por el radio solar proporcionado,

Rmin
Rs

= 0.099|

Asi pues, la estrella normal mas pequeria de este modelo tiene un radio de aproximadamente una
décima parte del radio solar.

5e. Valor numérico de la masa minima

Como M = AR con A fijo y positivo, el radio minimo también proporciona la masa minima:

4R .
Mmin — ARmin - &
12722Gh?
Numéricamente,
My
M = 1.7 x 10%° kg|, = —=0.083]|.
8 Mg

6a. Fusion del helio

Un nucleo de helio tiene masa mpe ~ 4my y carga Q e = 2q. Su longitud de onda de de Broglie es
h

- Ampvrms (He) '

/\He

La condicién de fusidn correspondiente es

Afe h
V2 4+/2 MyVps(He) '

Para dos nucleos de helio que se aproximan con velocidades de médulo igual a la velocidad cuadratica

d.(He) =

media y de sentidos opuestos, la conservacién de la energia da
(29)?
dm,v He)?= "2 |
pUrms(He) Amegd.(He)

Sustituyendo la condicién de fusién y simplificando,
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V2 ¢?

7r€0h

Urms (He) -

Esta rapidez es cuatro veces la del protén obtenida en (3a), de modo que

Vrms(He) = 2.0 x 10° ms™|.

La equiparticién da ahora
4mpv7'ms (H6)2
3k '

Como la masa es cuatro veces mayor y la rapidez es cuatro veces mayor,

T(He) = 4(4*)T, = 64T,

T(He) =

donde T es la temperatura de fusién del hidrégeno de (3b). Por tanto,

8mpq4

= —P2° _ —6.2x10°K|
371'253kh2

T(He)

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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