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Aufgabe 1: Entwicklung des Erde-Mond-Systems
[
Wissenschaftler konnen den Abstand zwischen Erde und Mond mit groBer Genauigkeit
bestimmen. Dazu lassen sie einen Laserstrahl an speziellen Spiegeln reflektieren, die Astronauten
1969 auf der Mondoberflache aufgestellt haben, und messen die Laufzeit des Lichts flir den Hin-
und Rickweg (siehe Abbildung 1).

Abbildung 1. Ein von einer Sternwarte ausgesandter Laserstrahl wird verwendet, um den Abstand
zwischen Erde und Mond genau zu messen.

Mit diesen Beobachtungen haben sie direkt gemessen, dass sich der Mond langsam von der Erde
entfernt. Das heiBt, der Abstand zwischen Erde und Mond nimmt mit der Zeit zu. Dies geschieht,
weil die Erde aufgrund von Gezeitendrehmomenten Drehimpuls auf den Mond Ubertragt, siehe
Abbildung 2. In dieser Aufgabe werden Sie die grundlegenden Parameter dieses Phanomens
herleiten.
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Abbildung 2. Die Gravitation des Mondes erzeugt Gezeitenverformungen oder ,Flutberge"” auf der
Erde. Wegen der Erdrotation liegt die durch die Flutberge verlaufende Gerade nicht auf der
Verbindungslinie zwischen Erde und Mond. Diese Abweichung erzeugt ein Drehmoment, das
Drehimpuls von der Eigenrotation der Erde auf die Bahnbewegung des Mondes ubertragt. Die
Zeichnung ist nicht maBstabsgetreu.

1. Drehimpulserhaltung.

Sei L der gegenwartige Gesamtdrehimpuls des Erde-Mond-Systems. Treffen Sie nun die
folgenden Annahmen: i) L1 ist ausschlieBlich die Summe der Drehimpulse der Rotation der Erde
um ihre Achse und der Bahnbewegung des Mondes um die Erde. ii) Die Mondbahn ist kreisformig,
und der Mond kann als Massenpunkt betrachtet werden. iii) Die Rotationsachse der Erde und die
Umlaufachse des Mondes sind parallel. iv) Zur Vereinfachung der Rechnungen nehmen wir an,
dass die Bewegung um den Erdmittelpunkt und nicht um den Schwerpunkt erfolgt. In der
gesamten Aufgabe sind alle Tragheitsmomente, Drehmomente und Drehimpulse bezliglich der
Erdachse definiert. v) Vernachlassigen Sie den Einfluss der Sonne.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie die Gleichung flir den gegenwartigen Gesamtdrehimpuls des Erde-Mond-
Systems auf. Driicken Sie diese Gleichung durch Ig, das Tragheitsmoment der Erde,

1a wp1, die gegenwartige Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation, I/1, das gegenwartige 0.2
Tragheitsmoment des Mondes beziiglich der Erdachse, und w1, die gegenwartige
Winkelgeschwindigkeit des Mondumlaufs, aus.

Dieser Prozess der Drehimpulsiibertragung endet, wenn die Rotationsperiode der Erde und die
Umlaufperiode des Mondes um die Erde gleich lang sind. Dann liegen die vom Mond auf der Erde
erzeugten Flutberge auf der Verbindungslinie zwischen Mond und Erde, und das Drehmoment
verschwindet.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie die Gleichung flir den Gesamtdrehimpuls Ly des Erde-Mond-Systems im
Endzustand auf. Treffen Sie dieselben Annahmen wie in Frage 1a. Dricken Sie diese

1b Gleichung durch Ig, das Tragheitsmoment der Erde, wo, die Winkelgeschwindigkeit der 0.2
Erdrotation und der Bahnbewegung des Mondes im Endzustand, und I, das
Tragheitsmoment des Mondes im Endzustand, aus.
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Teil Frage Punkte

Vernachlassigen Sie den Beitrag der Erdrotation zum Gesamtdrehimpuls im Endzustand
1c und stellen Sie die Gleichung auf, die die Drehimpulserhaltung flr diese Aufgabe 0.3
ausdruckt.

2. Abstand und Winkelgeschwindigkeit des Erde-Mond-Systems im Endzustand.

Nehmen Sie an, dass die Gravitationsgleichung fiir eine Kreisbahn (des Mondes um die Erde) stets
gilt. Vernachlassigen Sie den Beitrag der Erdrotation zum Gesamtdrehimpuls im Endzustand.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie die Gravitationsgleichung fir die Kreisbahn des Mondes um die Erde im
2a Endzustand in Abhangigkeit von Mg, ws, G und dem Abstand D2 zwischen Erde und 0.2
Mond im Endzustand auf. Mg ist die Masse der Erde und G die Gravitationskonstante.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie die Gleichung fir den Abstand Dy zwischen Erde und Mond im Endzustand
b in Abh&ngigkeit von den bekannten Parametern L, dem Gesamtdrehimpuls des 0.5
Systems, Mg und Mjys, den Massen der Erde beziehungsweise des Mondes, und G ’

auf.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie die Gleichung fiir die Winkelgeschwindigkeit w2 des Erde-Mond-Systems im

0.5
Endzustand in Abhangigkeit von den bekannten Parametern L1, Mg, Mj; und G auf.

2c
Im Folgenden sollen Sie die Zahlenwerte von D4 und w4 bestimmen. Dazu missen Sie das
Tragheitsmoment der Erde kennen.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie die Gleichung fiir das Tragheitsmoment der Erde I auf. Nehmen Sie dabei
an, dass die Erde eine Kugel mit der inneren Dichte p; vom Mittelpunkt bis zum Radius
r; und der auBBeren Dichte p, vom Radius 7; bis zur Oberflache beim Radius r, ist
(siehe Abbildung 3).

2d 0.5

Abbildung 3. Die Erde als Kugel mit zwei Dichten, p; und p,.

Bestimmen Sie die in dieser Aufgabe geforderten Zahlenwerte stets auf zwei signifikante Stellen.
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Teil Frage Punkte

Berechnen Sie das Tragheitsmoment der Erde Ig mit p; = 1.3 X 10* kg m 3,

2e r; =3.5x10%m, p, = 4.0 x 103 kgm 3 und r, = 6.4 x 10° m. 0-2
Die Massen der Erde und des Mondes betragen Mg = 6.0 X 10%4 kg beziehungsweise
My = 7.3 x 10% kg. Der gegenwartige Abstand zwischen Erde und Mond ist
D; = 3.8 x 10% m. Die gegenwartige Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation betragt
wgp = 7.3 x 107° s71. Die gegenwirtige Winkelgeschwindigkeit der Bahnbewegung des
Mondes um die Erde betragt wy;; = 2.7 x 1076 s™1, und die Gravitationskonstante ist
G=6.7x10""m3kg 152

Teil Frage Punkte

2f Berechnen Sie den Zahlenwert des Gesamtdrehimpulses des Systems, Li. 0.2

Teil Frage Punkte

9 Bestimmen Sie den Abstand D5 im Endzustand in Metern und in Einheiten des 03

= gegenwartigen Abstands D;. '
Teil Frage Punkte

oh Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit ws im Endzustand in s ! sowie die 0.3

Tageslange im Endzustand in Einheiten heutiger Tage.
Uberpriifen Sie, dass die Vernachlassigung des Beitrags der Erdrotation zum Gesamtdrehimpuls
im Endzustand gerechtfertigt ist, indem Sie das Verhaltnis des Drehimpulses der Erde zu dem des
Mondes im Endzustand bestimmen. Dieses Verhaltnis sollte klein sein.

Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie das Verhaltnis des Drehimpulses der Erde zu dem des Mondes im

Endzustand.

3. Um wie viel entfernt sich der Mond pro Jahr?

Nun werden Sie bestimmen, um wie viel sich der Mond jedes Jahr von der Erde entfernt. Dazu
benotigen Sie die Gleichung fir das gegenwartig auf den Mond wirkende Drehmoment. Nehmen
Sie an, dass sich die Flutberge durch zwei Massenpunkte mit jeweils der Masse m auf der
Erdoberflache annahern lassen, siehe Abb. 4. Sei 6 der Winkel zwischen der durch die Flutberge
verlaufenden Geraden und der Verbindungslinie zwischen den Mittelpunkten von Erde und Mond.
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Abbildung 4. Schematische Darstellung zur Abschatzung des Drehmoments, das die Flutberge
auf der Erde auf den Mond austiben. Die Zeichnung ist nicht maBstabsgetreu.

Teil Frage Punkte
Bestimmen Sie F., den Betrag der Kraft, die der ndhere Massenpunkt auf den Mond 04
ausibt. '

Teil Frage Punkte

3b Bestimmen Sie Ff, den Betrag der Kraft, die der weiter entfernte Massenpunkt auf den 0.4
Mond ausiibt. ’

Nun konnen Sie die von den Massenpunkten erzeugten Drehmomente bestimmen.
Teil Frage Punkte
3 Bestimmen Sie den Betrag von 7., dem vom naheren Massenpunkt erzeugten 0.4
c .
Drehmoment.

Teil Frage Punkte

3d Bestimmen Sie den Betrag von 7, dem vom weiter entfernten Massenpunkt erzeugten 0.4
Drehmoment. '

Teil Frage Punkte
Bestimmen Sie den Betrag des von den beiden Massen erzeugten Gesamtdrehmoments

3 T.Dar, < Dy, sollen Sie lhren Ausdruck in der niedrigsten nicht verschwindenden -

e .
Ordnung in 7,/ D1 annéhern. Sie dirfen verwenden, dass (1 + z)* ~ 1 + ax, wenn
z < 1.
Teil Frage Punkte

Berechnen Sie den Zahlenwert des Gesamtdrehmoments 7 unter Berlicksichtigung von
3f 6 =3°und m = 3.6 x 10'6 kg (beachten Sie, dass diese Masse von der 0.5
GroBenordnung des 10~8-Fachen der Erdmasse ist).

Da das Drehmoment die zeitliche Anderungsrate des Drehimpulses ist, bestimmen Sie die
gegenwartige Zunahme des Abstands zwischen Erde und Mond pro Jahr. Driicken Sie fiir diesen
Schritt den Drehimpuls des Mondes ausschlieBlich durch M ;, Mg, D1 und G aus.
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Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie die gegenwartige Zunahme des Abstands zwischen Erde und Mond pro

g 1.0
g Jahr.
Schatzen Sie schlieBlich ab, um wie viel die Tageslange jedes Jahr zunimmt.
Teil Frage Punkte

3h Bestimmen Sie die Abnahme von wg pro Jahr und die gegenwartige jahrliche Zunahme 1.0
der Tagesldnge. |

4. Wohin geht die Energie?

Im Gegensatz zum Drehimpuls, der erhalten bleibt, ist die Gesamtenergie (Rotations- und
Gravitationsenergie) des Systems nicht erhalten. Dies werden wir in diesem letzten Abschnitt
untersuchen.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie eine Gleichung fur die gegenwartige Gesamtenergie (Rotations- und
4a Gravitationsenergie) des Erde-Mond-Systems, F, auf. Driicken Sie diese Gleichung 0.4
ausschlieBlich durch Ig, wg1, My, Mg, D1 und G aus.

Teil Frage Punkte

Stellen Sie eine Gleichung fiir die Anderung von E, AE, als Funktion der Anderungen
4b von D7 und wg auf. Berechnen Sie den Zahlenwert von A E fiir ein Jahr unter 0.4
Verwendung der in den Fragen 3g und 3h bestimmten Anderungen von D1 und wg;.

Uberpriifen Sie, dass dieser Energieverlust mit einer Abschatzung der Energie iibereinstimmt, die
bei den vom Mond auf der Erde erzeugten Gezeiten als Warme dissipiert wird. Nehmen Sie an,
dass die Gezeiten eine h = 0.5 m tiefe Wasserschicht, die die Erdoberflache bedeckt, im Mittel
um 0,5 m anheben (nehmen Sie der Einfachheit halber an, dass die gesamte Erdoberflache mit
Wasser bedeckt ist). Dies geschieht zweimal taglich. Nehmen Sie ferner an, dass 10 % dieser
Gravitationsenergie beim Absinken des Wassers aufgrund der Viskositat als Warme dissipiert
werden. Verwenden Sie fiir die Dichte des Wassers pyater = 102 kg m 3 und fiir die

Fallbeschleunigung an der Erdoberflache g = 9.8 ms2.

Teil Frage Punkte

4c Wie groB ist die Masse dieser oberflachlichen Wasserschicht? 0.2

Teil Frage Punkte

Berechnen Sie, wie viel Energie in einem Jahr dissipiert wird. Wie verhalt sich dies zur

Energie, die das Erde-Mond-System gegenwartig pro Jahr verliert? 0.3

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Fir die Krafte und Drehmomente der Flutberge definieren wir die Abstande

d, = \/D% +72 —2D;r,cos0, df = \/D% + 72+ 2D;r,cos 0.
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Losung

1a:

T7 und T bezeichnen die gegenwartige Tageslange beziehungsweise die Tageslange im
Endzustand. Die numerischen Ergebnisse werden auf zwei signifikante Stellen angegeben.

Ly = Igwg: + Innwan.

1b: Ly = (IE + IMQ)LUQ.
1c: Ipwe1 + Innnwan = L1 =~ Ipypws.
2a: w3D3 = GMg.
L2

2b: Dy, = —12

e My

G“M:iM
26wy = S MEMr

8 b
2d: [ = 1_75r [pir? + po(ri = rf)}
2e: Iy = 8.0 x 10*" kgm®.

2f:

29:
2h:

2i:

3a:

3b:

3c:

3d:

3e:

3f:

39:
3h:
4a:
4b:

4c:
4d:

Ly =34x10%kgm?s™1,

Dy =55x108m = 1.4D;.
wy=16x10"%s71 T, /T, = 47.
L I
B2 _F _ _—36x107%
Ly2  MuD3
F = GMym .
dz
GM
= M
dj
~ GMymD1r,sin 0
T = IE )
GMymD;r,sinf
Tf = d3 .
f
3G Mymr?

T="Tc—Tf Dii'

=41 % 10" Nm.

D, = 27 D =35x102myr '=35cmyr !
S VY e) Ve y R

In einem Jahr gilt Awgr = —1.6 x 107 st und ATy = +1.9 x 10 % s.
1 9 GMgM,,
FE = EIEwEl — 2—191
MgpM
AFE ~ Ipwp1 Awg + GE—MADl = —9.1 x 10* J in einem Jahr.

D}
M yprer = AT hpyater = 2.6 x 107 kg.

(T i = (24 3% 10* J, in guter Ubereinstimmung mit dem Verlust an mechanischer

Energie von 9.1 X 10°J pro Jahr.

Alle Rechnungen verwenden die in der Aufgabenstellung genannten Annahmen. Numerische

Ergebnisse werden erst am Ende gerundet. Fiir jahrliche Anderungen setzen wir
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tyr = 365 x 24 x 3600 s.
1a. Gegenwartiger Drehimpuls

Die Eigenrotation der Erde und der Umlauf des Mondes erfolgen im gleichen Drehsinn um parallele
Achsen, sodass sich ihre Drehimpulse addieren:

Ly = Igwg + Inpwan.

Da der Mond als Massenpunkt im Abstand D1 von der Erdachse behandelt wird, gilt
In = My D3,
1b. Drehimpuls im Endzustand

Im synchronisierten Endzustand sind beide Winkelgeschwindigkeiten gleich w2. Somit gilt

Ly = Ipwy + Inppwa = (Ig + Inra)wa, I = My D3,

1c. Drehimpulserhaltung

Im angegebenen Modell gibt es kein auBeres Drehmoment. Die Gezeitendrehmomente Ubertragen
Drehimpuls innerhalb des Systems, sodass L1 = L gilt.

Vernachlassigt man nur den Beitrag der Eigenrotation der Erde im Endzustand, so erhalt man

Ipwe + Innwann >~ Ivpws.

Die gegenwartige Eigenrotation der Erde muss weiterhin in L berlicksichtigt werden.
2a. Kreisbahngleichung

Die Gravitationskraft bewirkt die Zentripetalbeschleunigung des Mondes:

% = MngDg.
D;
Kirzen von M ergibt
w3D3 = GME.
2b. Abstand im Endzustand
Im Rahmen der Naherung aus Teil 1c gilt
Ly = My Dw,.

Mit wy = \/GME/Dg folgt

Ly = My/GMgD,.

Quadrieren und Auflosen ergibt

Li

DQ = IV
GMpM?,

2c. Winkelgeschwindigkeit im Endzustand

Einsetzen des vorhergehenden Ergebnisses in die Kreisbahngleichung liefert

eulersolve.org/ipho/2009/
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5 \ 3/2
GMpM?2,
wr = GMp| —52L) .
Ll

Damit gilt

GEMIM,
Wo — T .

2d. Tragheitsmoment der Erde

Fir eine diinne Kugelschale mit Radius r, Dichte p und Dicke dr gilt
2 81
dm = 4mpr? dr, dl = 37'2 dm = ?pr4 dr.
Integration Uber die beiden Dichtebereiche ergibt

IE:%[pi/lr4dr+p0/or4dr}.
0 T

1

Somit gilt

I = S [purt + polrs — 1),

2e. Zahlenwert des Tragheitsmoments

Einsetzen der gegebenen Dichten und Radien ergibt
_ 8w
15

Daraus folgt

Ip [(1.3 x 10")(3.5 x 10°)® + (4.0 x 10%) ((6.4 x 10%)° — (3.5 x 10%)®) | kg m*.

Ip = 8.0 x 103" kgm?.

2f. Gegenwartiger Gesamtdrehimpuls
Mit den gegebenen gegenwartigen Winkelgeschwindigkeiten gilt
Ly = Ipwp + My Diwys.
Die beiden Beitrage sind
Tpwg = 5.8 x 10383 kgm?s™1,
My D?wyn = 2.8 x 10** kgm?s™.

Addition mit ungerundeten Zwischenwerten ergibt

L1 =34x 1034 kgm2 s L.

2g. Zahlenwert des Abstands im Endzustand
Mit Teil 2b und dem ungerundeten Wert von L1 erhilt man
2
i
GMEM]%/‘,

D, = 5.5 x 10% m.

Bezogen auf den gegenwartigen Abstand gilt
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& =1.4.
D,

2h. Winkelgeschwindigkeit und Tageslange im Endzustand

Aus Teil 2c folgt

wo=1.6x10%s71

Da eine Rotationsperiode durch T' = 27r/w gegeben ist, gilt
T, 2mjwy  wm
T1 a 27T/U)E1 - Wo )

Mit ungerundeten Zwischenwerten erhalt man
sodass ein Tag im Endzustand 47 heutige Tage dauert.
2i. Uberpriifung der vernachlissigten Eigenrotation im Endzustand

Beide Drehimpulse im Endzustand enthalten dieselbe Winkelgeschwindigkeit:
Lg,  Ipwy Ig
Ly MM.D%(U2 MMD% '

Numerisch ergibt sich

L
Ly

— 3.6 x 1073,

Der Eigendrehimpuls der Erde im Endzustand betragt nur 0.36% des Bahndrehimpulses des Mondes,
was seine Vernachlassigung rechtfertigt.

3a. Kraft des naheren Flutbergs

Wir wahlen den Erdmittelpunkt als Ursprung, setzen den Mond an die Position (Dl, 0) und legen die
positive y-Richtung entlang der momentanen Bewegung des Mondes fest. Der nahere Flutberg
befindet sich bei

(r,cosf,r,sinf).
Sein Abstand vom Mond ergibt sich daher aus
d*> = (D — rocos6)? + (r,sin0)*> = D? + 2 — 2D;7, cos .

Das Newtonsche Gravitationsgesetz liefert

B GMuym
D? + 72 —2Dyr,cos0’

C

3b. Kraft des weiter entfernten Flutbergs
Der weiter entfernte Flutberg befindet sich bei
(—r,cos 6, —r,sin ).
Folglich qilt
d? = (D1 + 7, c0860)? 4 (rosinf)* = D? + r2 4 2D17, cos 6,

eulersolve.org/ipho/2009/ 10/38



und

D% + 72+ 2Dir, cos b '

Fy

3c. Drehmoment des naheren Flutbergs

Nur die Kraftkomponente senkrecht zur Verbindungslinie zwischen Erde und Mond tragt zum
Drehmoment beziiglich der Erdachse bei. Fur den naheren Flutberg gilt

L
Sein Drehmoment ist positiv und zeigt in Richtung des Bahndrehimpulses des Mondes:
T, = Dch,y-
Sein Betrag ist somit
GMpymDir,sinf

Te =

(D? + 72— 2D;7,cos6)3/2’

3d. Drehmoment des weiter entfernten Flutbergs

Der weiter entfernte Flutberg zieht den Mond in die negative y-Richtung:

r,sin 6
dy

Fyy=—Fy

Sein Drehmoment ist dem Drehmoment des naheren Flutbergs entgegengesetzt. Sein Betrag ist

GMpymDir,sin
T = i
/ (D2 4 r2 + 2D;r, cos 0)3/2

3e. Gesamtdrehmoment in der niedrigsten nicht verschwindenden Ordnung

Dad. < dy, erzeugt der ndhere Flutberg das groBere Drehmoment. Fiir die dargestellte Geometrie gilt

1 1
T =17, — 7= GMymD;r,sin0 (ﬁ — E)
¢ f

Wir definieren € = 7,/ D; < 1. Dann gilt

1 1 1
— = —(1+€®—2ecos0) %% ~ —(1+ 3ecosh),
& D3 D?
und
1 1 1
— = — (14 €®+2ecos0) 3% ~ — (1 — 3ecosh).
& D D?
Die Terme nullter Ordnung heben sich auf, sodass
6 0
T~ GMymDir,sin 9%.

1
Damit folgt

eulersolve.org/ipho/2009/
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6GMMmr§ . 3GMMmr§
o~ —351110(:059 = —
Dy Dy

sin(26).

T

Dieses Drehmoment vergroBert den Bahndrehimpuls des Mondes.
3f. Zahlenwert des Drehmoments
Mit @ = 3° gilt
3(6.7 x 10711)(7.3 x 10%2)(3.6 x 10%6)(6.4 x 105)2

T ~ sin 6°.
(3.8 x 10%)3

Daraus folgt

r=4.1x% 10" Nm.

3g. Gegenwartige Entfernung des Mondes von der Erde
Fir eine Kreisbahn im Abstand D gilt

GMp
D3

WM =
sodass der Drehimpuls des Mondes gegeben ist durch

Ly = My D*wy = Myv/GMgD.
Ableiten nach der Zeit ergibt

dLy My [GMg
da 2 D

D.

T =

Beim gegenwartigen Abstand gilt somit

. 2T D
D, = .
! MM\/GME

Numerisch ergibt sich
D;=11x10"ms™ .
Die Zunahme innerhalb eines Jahres ist

ADl - Dlt

yIoy

woraus folgt

AD; =35x10"2m =3.5cm ineinem Jahr.

3h. Verlangsamung der Erdrotation und Zunahme der Tagesldnge
Das Drehmoment auf die Erde ist dem Drehmoment auf den Mond entgegengesetzt. Bei konstantem
IE gilt

Ipwg = —7.

Daher gilt
-

wpl = —— = —5.2x 107272,
Iy
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und die Anderung innerhalb eines Jahres ist

Tt
Awp = ——2 = —1.6 x 107471,
E
DaTlg = 27r/wE, gilt fiir eine kleine Anderung
2T
E
Folglich erhalt man
27Tty 5 o
AT, = 5 = 1.9 x 10" °s in einem Jahr.
IEwEl

Der Tag verlangert sich um ungefahr 19 us pro Jahr.
4a. Gegenwartige mechanische Energie

Die mechanische Energie setzt sich aus der Rotationsenergie der Erde, der kinetischen Energie der
Bahnbewegung des Mondes und ihrer gravitativen potenziellen Energie zusammen:

1 1 GMEgMy
E= _Igw% + =MyD?w?,, — ——— .
5 EWE1 5 M 1% D,
Die Kreisbahnbeziehung liefert
1 GMgM
_M D2 2 — EVAM )
5 M 1%in —2D1
Daraus folgt
1 9 GMgM,,
FE = EIEwEl — 2—_D1

4b. Jihrliche Anderung der mechanischen Energie

Fir Anderungen Awg; und AD; ist die exakte Differenz innerhalb dieses Energiemodells
GMpgMy, 1 1
2 D, +AD; D '

1
AFE = EIE [(WEl + AwE1)2 — szJ —

Die jahrlichen relativen Anderungen sind duBerst klein, sodass die Beschrankung auf Terme erster
Ordnung ergibt

GMgM
AFE ~ Ipwp1 Awgr + #ADL
2D?

Der erste Term ist negativ: Die Erde verliert Rotationsenergie. Der zweite ist positiv: Die Bahnenergie
des Mondes nimmt zu, wahrend sich seine Bahn ausweitet.

Einsetzen der jahrlichen Anderungen aus den Teilen 3g und 3h unter Beibehaltung ihrer ungerundeten
Werte ergibt

AE = —9.1 x 10" J in einem Jahr.

Die Energiebilanz lasst sich auch direkt durch das Drehmoment ausdriicken:

Espin = —TWE1-
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Mit der Formel fir die Abstandszunahme gilt

GMpMy \/ GMjp

Eorbit = Y1 =T
2D?

Somit gilt
E=—1(wg —ww),

wobei w1 durch die Kreisbahnbeziehung bestimmt ist. Da sich die Erde schneller dreht, als der Mond
sie umlauft, nimmt die mechanische Energie ab; die Differenz wird in Warme umgewandelt.

4c. Masse der Wasserschicht

Da die Schicht im Vergleich zum Erdradius sehr diinn ist, ist ihr Volumen gleich ihrer Oberflache mal
ihrer Dicke:

V ~ 4nrh.
Daher gilt
Myater = 472 hpwater = 47(6.4 x 10%)%(0.5)(10%) kg.

Daraus folgt

M yater = 2.6 x 1017 kg.

4d. Jahrliche Dissipation als Warme

Die angegebene mittlere Anhebung betragt H = 0.5 m. Die bei einer Anhebung von der Schicht
gewonnene Gravitationsenergie ist
Erise - watergH .
Zehn Prozent werden beim anschlieBenden Absinken als Warme dissipiert. Bei zwei Zyklen pro Tag gibt
es 2 X 365 Zyklen pro Jahr:
Eheatyr = 0.10(2 x 365)MyatergH.

Einsetzen ergibt

Eheatyr = 9.2 x 10" J.

Dies stimmt gut mit dem Verlust an mechanischer Energie
|AE| =9.1 x 10" J

aus Teil 4b Uberein. Im Rahmen des vereinfachten Modells erklart die Gezeitendissipation den Verlust
an mechanischer Energie durch deren Umwandlung in Warme.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Doppler-Laserkiihlung und optische Melasse

[
Ziel dieser Aufgabe ist es, eine einfache Theorie zum Verstandnis der sogenannten
LLaserkuhlung” und ,optischen Melasse" zu entwickeln. Dabei geht es um die Kihlung eines
Strahls neutraler Atome, typischerweise Alkaliatome, durch gegenlaufige Laserstrahlen gleicher
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Frequenz. Dies ist Teil der Arbeiten, fur die S. Chu, P. Phillips und C. Cohen-Tannoudji 1997 den
Nobelpreis fir Physik erhielten.

Das obige Bild zeigt Natriumatome (den hellen Fleck in der Mitte), die am Schnittpunkt dreier
zueinander senkrechter Paare gegenlaufiger Laserstrahlen eingefangen sind. Der Bereich, in dem
die Atome eingefangen sind, wird als ,optische Melasse" bezeichnet, weil die dissipative optische
Kraft der viskosen Widerstandskraft auf einen Korper ahnelt, der sich durch Melasse bewegt.

In dieser Aufgabe untersuchen Sie das grundlegende Phanomen der Wechselwirkung zwischen
einem auf ein Atom treffenden Photon und dem Atom sowie die Grundlage des dissipativen
Mechanismus in einer Dimension.

TEIL I: GRUNDLAGEN DER LASERKUHLUNG

Betrachten Sie ein Atom der Masse m, das sich mit der Geschwindigkeit v in +x-Richtung
bewegt. Der Einfachheit halber betrachten wir das Problem als eindimensional, vernachlassigen
also die y- und z-Richtungen (siehe Abbildung 1). Das Atom besitzt zwei innere Energieniveaus.
Die Energie des niedrigsten Zustands wird gleich null gesetzt, die Energie des angeregten
Zustands gleich hwo, wobei i = h/27. Das Atom befindet sich anfangs im niedrigsten Zustand.
Ein Laserstrahl mit der Frequenz wy, im Laborsystem ist in —x-Richtung gerichtet und trifft auf
das Atom. Quantenmechanisch besteht der Laserstrahl aus einer groBen Anzahl von Photonen,
die jeweils die Energie Awr, und den Impuls —hq besitzen. Ein Photon kann vom Atom absorbiert
und spater spontan emittiert werden; diese Emission kann mit gleicher Wahrscheinlichkeit in +x-
oder —z-Richtung erfolgen. Da sich das Atom mit nichtrelativistischen Geschwindigkeiten
bewegt, ’U/C < 1 (wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist), berlicksichtigen Sie nur Terme bis zur
ersten Ordnung in dieser GroBe. Nehmen Sie auBerdem hq/mv < 1 an, also dass der Impuls des
Atoms viel groBer als der Impuls eines einzelnen Photons ist. Behalten Sie in lhren Antworten nur
Korrekturen bei, die in einer der beiden obigen GroBen linear sind.
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—5— excited state

haw,
—*— ground state
internal energy levels of the atom
v hw, -hg
o »

4

atom of mass m [}]l(:l_(]l]

»
>

+x direction

Abb.1 Skizze eines Atoms der Masse m mit der Geschwindigkeit v in +xz-Richtung, das mit einem
Photon der Energie hwj, und des Impulses —hq zusammenstoBt. Das Atom besitzt zwei innere
Zustande mit der Energiedifferenz hwy.

Nehmen Sie an, dass die Laserfrequenz wy, so abgestimmt ist, dass sie aus Sicht des bewegten
Atoms mit dessen innerem Ubergang in Resonanz ist. Beantworten Sie die folgenden Fragen:

1. Absorption.

1a  Geben Sie die Resonanzbedingung flr die Absorption des Photons an. 0.2
1b  Geben Sie den Impuls p,: des Atoms nach der Absorption im Laborsystem an. 0.2

1c  Geben Sie die Gesamtenergie €, des Atoms nach der Absorption im Laborsystem an. 0.2

2. Spontane Emission eines Photons in —z-Richtung.

Einige Zeit nach der Absorption des einfallenden Photons kann das Atom ein Photon in —x-
Richtung emittieren.

Geben Sie die Energie des emittierten Photons, €,, nach dem Emissionsvorgang in —x-

2a 0.2

Richtung im Laborsystem an.

Geben Sie den Impuls des emittierten Photons p;,, nach dem Emissionsvorgang in —x-

2b
Richtung im Laborsystem an.

0.2

5 Geben Sie den Impuls des Atoms p,; nach dem Emissionsvorgang in —z-Richtung im 0.2
c 3
Laborsystem an.

od Geben Sie die Gesamtenergie des Atoms €4, nach dem Emissionsvorgang in —z-Richtung im 0.2
Laborsystem an. '

3. Spontane Emission eines Photons in +z-Richtung.

Einige Zeit nach der Absorption des einfallenden Photons kann das Atom stattdessen ein Photon
in +x-Richtung emittieren.

Geben Sie die Energie des emittierten Photons, €,,, nach dem Emissionsvorgang in +x-

3a . . 0.2
Richtung im Laborsystem an.

3b Geben Sie den Impuls des emittierten Photons p;,, nach dem Emissionsvorgang in +x- 0.2
Richtung im Laborsystem an. ’

3¢ Geben Sie den Impuls des Atoms p,: nach dem Emissionsvorgang in +x-Richtung im 0.2

Laborsystem an.
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Geben Sie die Gesamtenergie des Atoms €4, nach dem Emissionsvorgang in +x-Richtung im

0.2
Laborsystem an.
4. Mittelwerte der Emission nach der Absorption.
Die spontane Emission eines Photons in —z- oder +x-Richtung erfolgt mit gleicher
Wahrscheinlichkeit. Beantworten Sie unter Berlicksichtigung dieser Tatsache die folgenden
Fragen.
- Geben Sie die mittlere Energie eines emittierten Photons, €,;,, nach dem Emissionsvorgang 0.2
a 3
an.
b Geben Sie den mittleren Impuls eines emittierten Photons p,, nach dem Emissionsvorgang 0.2
an. '
4c  Geben Sie die mittlere Gesamtenergie des Atoms €,+ nach dem Emissionsvorgang an. 0.2
4d  Geben Sie den mittleren Impuls des Atoms p,: nach dem Emissionsvorgang an. 0.2

5. Energie- und Impulsiibertragung.

Betrachtet man nur einen vollstandigen Absorptions-Emissions-Prozess eines einzelnen Photons
wie oben beschrieben, so ergibt sich im Mittel eine Nettolibertragung von Impuls und Energie
zwischen der Laserstrahlung und dem Atom.

5 Geben Sie die mittlere Energiednderung Ae des Atoms nach einem vollstandigen 0.2
a 3
Absorptions-Emissions-Prozess eines einzelnen Photons an.

5b Geben Sie die mittlere Impulsdnderung Ap des Atoms nach einem vollstandigen 0.2
Absorptions-Emissions-Prozess eines einzelnen Photons an. ’

6. Energie- und Impulsiibertragung durch einen Laserstrahl in +x-Richtung.

Betrachten Sie nun einen Laserstrahl der Frequenz wj;, der in +z-Richtung auf das Atom trifft,
wahrend sich das Atom ebenfalls mit der Geschwindigkeit v in +x-Richtung bewegt. Beantworten
Sie die folgenden Fragen unter der Annahme, dass aus Sicht des Atoms die Resonanzbedingung
zwischen seinem inneren Ubergang und dem Laserstrahl erfiillt ist:

6 Geben Sie die mittlere Energieanderung Ae des Atoms nach einem vollstandigen 0.3
a . . . . .
Absorptions-Emissions-Prozess eines einzelnen Photons an.

6b Geben Sie die mittlere Impulsdnderung Ap des Atoms nach einem vollstandigen 0.3
Absorptions-Emissions-Prozess eines einzelnen Photons an. ’

TEIL 1l: DISSIPATION UND GRUNDLAGEN DER OPTISCHEN MELASSE

Die Natur bringt jedoch eine inharente Unscharfe in Quantenprozessen mit sich. So hat die
Tatsache, dass das Atom ein Photon innerhalb einer endlichen Zeit nach der Absorption spontan
emittieren kann, zur Folge, dass die Resonanzbedingung nicht wie in der obigen Betrachtung
exakt erflllt sein muss. Das heiBt, die Frequenzen der Laserstrahlen wy, und w'L konnen beliebige
Werte annehmen, und der Absorptions-Emissions-Prozess kann dennoch stattfinden. Diese
Prozesse treten mit unterschiedlichen (quantenmechanischen) Wahrscheinlichkeiten auf, wobei
erwartungsgemal die groBte Wahrscheinlichkeit bei exakter Erflllung der Resonanzbedingung
vorliegt. Die im Mittel zwischen der Absorption und der Emission bei einem einzelnen Prozess
verstrichene Zeit heiBt Lebensdauer des angeregten Energieniveaus des Atoms und wird mit r!
bezeichnet.
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Betrachten Sie eine Ansammlung von N Atomen, die im Laborsystem ruhen, und einen auf sie
einfallenden Laserstrahl der Frequenz wy,. Die Atome absorbieren und emittieren fortlaufend,
sodass sich im Mittel Ve, Atome im angeregten Zustand befinden (und somit N — N¢z. Atome
im Grundzustand). Eine quantenmechanische Rechnung liefert das folgende Ergebnis:

2k

Nea:c =N
F2
(QJO - Q[L)Q %_ —Z:'_% 2(]%3

Dabei ist wg die Resonanzfrequenz des atomaren Ubergangs und 2 die sogenannte Rabi-
Frequenz; Q%{ ist proportional zur Intensitat des Laserstrahls. Wie oben erwahnt, erkennen Sie,
dass diese Zahl auch dann von null verschieden ist, wenn die Resonanzfrequenz wq von der
Frequenz des Laserstrahls wr, abweicht. Das vorherige Ergebnis lasst sich auch so ausdriicken,
dass die Anzahl der Absorptions-Emissions-Prozesse pro Zeiteinheit Ne..I' betragt.

Betrachten Sie die in Abbildung 2 dargestellte physikalische Situation, in der zwei gegenlaufige
Laserstrahlen mit gleicher, aber beliebiger Frequenz wy, auf ein Gas aus N Atomen treffen, die
sich mit der Geschwindigkeit v in +-x-Richtung bewegen.

laser beam @, ® laser beam

gas of atoms

Abbildung 2. Zwei gegenlaufige Laserstrahlen mit gleicher, aber beliebiger Frequenz wj, treffen
auf ein Gas aus N Atomen, die sich mit der Geschwindigkeit v in +x-Richtung bewegen.

7. Kraft der Laser auf den Atomstrahl.

Bestimmen Sie mithilfe der bisher gewonnenen Erkenntnisse die Kraft, welche die Laser auf
den Atomstrahl ausiiben. Nehmen Sie dabei mv > hq an.

1.5

8. Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten.

Nehmen Sie nun an, dass die Geschwindigkeit der Atome so klein ist, dass Sie die Kraft bis zur
ersten Ordnung in v entwickeln konnen.

8a Bestimmen Sie in diesem Grenzfall einen Ausdruck fir die in Frage (7a) ermittelte Kraft. 1.5

Mithilfe dieses Ergebnisses konnen Sie die Bedingungen bestimmen, unter denen die
Laserstrahlung die Atome beschleunigt, abbremst oder tberhaupt nicht beeinflusst.

Geben Sie die Bedingung fir eine die Atome abbremsende Kraft an.

eulersolve.org/ipho/2009/

8b  Geben Sie die Bedingung fir eine positive Kraft an (Beschleunigung der Atome). 0.25
8c  Geben Sie die Bedingung flr eine verschwindende Kraft an. 0.25
8d Geben Sie die Bedingung flr eine negative Kraft an (Abbremsung der Atome). 0.25

Betrachten Sie nun Atome, die sich mit der Geschwindigkeit —v (in —z-Richtung) bewegen. 0.25
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9. Optische Melasse.

Im Fall einer negativen Kraft erhalt man eine dissipative Reibungskraft. Nehmen Sie an, dass das
Gas aus Atomen anfangs, bei t = 0, die Geschwindigkeit v besitzt.

9 Bestimmen Sie im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten die Geschwindigkeit der Atome, 1
a .
nachdem die Laserstrahlen flr eine Zeit T eingeschaltet waren.

Nehmen Sie nun an, dass sich das Gas aus Atomen bei einer Temperatur Ty im thermischen

9b  Gleichgewicht befindet. Bestimmen Sie die Temperatur T', nachdem die Laserstrahlen fir 0.5
eine Zeit T eingeschaltet waren.

Dieses Modell erlaubt es nicht, beliebig niedrige Temperaturen zu erreichen.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Wir definieren

!
) Wi, , wr, 1 9
= =y = = = K = — o
p c 4 c 4 c 2 mo
Fur Teil Il definieren wir
I'? 4hq’TQZA
A:(.L)()—(UL, D:Az‘f‘T—f—ZQ%, Q’ITR.

Fir die beiden Strahlen wird derselbe Wert von {2z angenommen.

Bei den nachfolgenden PhotonengroBen wird die erste Doppler-Korrektur beibehalten. Bei den
atomaren GroBen wird die fiihrende RuickstoBkorrektur beibehalten, wahrend Produkte aus v/c
und hq/(mv) vernachlassigt werden. Die kleinen Impulskorrekturen vor dieser Beschrankung
werden in der Losung angegeben. Bei den atomaren Energien wird die konstante Ruheenergie
weggelassen.

e 1a: wr (1 + B) = wy, dquivalent dazu wy, + qu = wy.
e 1b: p,; = mv — hq.
e 1c:e,; = K+ hwy = K + hwy — hqu.
e 2a:e,, = hwy(l — f) ~ hwy,.
hw

o 2b:pyy = —To(l — B) ~ —hgq.

® 2C: pgt = M.

o 2d: Eat = K.

o 3a:e,, = hwo(l+ B) ~ hwi(1 + 25).
e 3b:py, = @(1 + B) ~ hq(1 + 20).
e 3c:py ~ mv — 2hg.

e 3d: e, >~ K — 2hqu.

e 4a: (epn) = hwy.

hwov
e 4b: <pph> = C2O =~ hqﬁ

e 4c: (e4) ~ K — hqu.
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e 5b: Ap ~ —hgq.

w
e 6a: Ac =+ CO ~ +hq'v.

1 1
2 J—
(A+qu)2 +T2/4+20% (A —qu)?2+T2/4+20%

ANhg’TQ%(wo — wr)
[(wo —wp)2+T2/4+20%] 2

F(v) ~ —Nav = —

e 8b:wyr > wp.
e 8c:wr = wg.
e 8d:wr < wy.
e 8e: wy < wy; die Kraft zeigt dann in +x-Richtung.

o 9a:|v(7) = voe /™| mita > 0.

e 9b:|T(71) = Toe 227/™|,

L

Losung

Aus der Energie-Impuls-Beziehung des Photons folgt

w
hw; = chq, q= “L
c
Wir schreiben die beiden kleinen Parameter als
v R
B==<1, n=-—-t«l
c muv

Die RiickstoBenergie (fig)?/(2m) ist relativ zur anfanglichen kinetischen Energie des Atoms
quadratisch in 7 und wird daher vernachlassigt. Die Anderung der Atomgeschwindigkeit infolge der
Absorption betragt —hq/m; ihr Beitrag zu einem Doppler-Faktor ist

hq
— =1p,
mc

und wird ebenfalls vernachlassigt.

Bei der Berechnung der Frequenzen emittierter Photonen kann dem emittierenden Atom somit die
Geschwindigkeit v zugeordnet werden. Impulskorrekturen der Ordnung hq8 = mwv n3 werden
angegeben, wo dies hilfreich ist, in den Ergebnissen flir den fiihrenden atomaren RiickstoB jedoch
weggelassen.
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1a. Resonanzbedingung

Fur ein Photon, das sich in —z-Richtung ausbreitet, ist die von einem in +x-Richtung bewegten Atom
gemessene Frequenz in erster Ordnung
Watom = wr — k- v =wr + qu.

Resonanz erfordert, dass diese Frequenz gleich wy ist:

v
wr + qu = wo, wL(l—l—Z):wo.
Dies folgt auch aus der Energieerhaltung:
1 mv — hq)?
2 2m

Vernachlassigt man die RlickstoBenergie, erhalt man dieselbe Bedingung.
1b. Impuls des Atoms nach der Absorption

Aus der Impulserhaltung folgt

Pat = mv — hgq|.

1c. Energie des Atoms nach der Absorption

Das Atom nimmt die Energie des einfallenden Photons auf:

1
Eat = —mv? + hwp |

2
Gleichwertig ergibt sich durch Addition seiner kinetischen und inneren Energie
mv — hq)?
Eat = g + hwo ~ | =mv? — hgu + hwo |
2m 2

Aufgrund der Resonanzbedingung sind diese Ausdriicke bis zur beriicksichtigten Ordnung gleich.

Fir die Fragen zur Emission bezeichne s = +1 ein in +z-Richtung emittiertes Photon und s = —1 ein
in —z-Richtung emittiertes Photon. Vernachldssigt man den RiickstoB in der Ubergangsfrequenz, so ist
seine Energie im Ruhesystem des emittierenden Atoms hw. Die Doppler-Transformation erster
Ordnung ergibt

S S hw
el =hwg(1+s8), ) = 370(1 + 3B).

2a. Photonenenergie bei Emission in —x-Richtung

Mit s = —1 folgt

el) = hwo(1 - B)|

P
Da
wo
= ~ 1—p),
wr, 1+ 3 WO( ﬁ)
ergibt sich
=) ~
eph =~ th
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2b. Photonenimpuls bei Emission in —z-Richtung

Mit ppr, = —epn/c folgt

. hwo
p](,h) = —T(l — B) = —hq|

2c. Impuls des Atoms nach der Emission in —x-Richtung

Die Impulserhaltung flr den vollstandigen Prozess ergibt

(=) (=)

D, :mv—hq—pp ~ mv — hq + hq.

Daher gilt

(=)

Dyt = Mu|.

2d. Energie des Atoms nach der Emission in —z-Richtung
Das emittierte Photon tragt die Energie fort, die das absorbierte Photon zugefiihrt hat:
(=) _ (=) ~
€t _K+th_€ph ~ K.

Somit gilt

- 1
() — Zmo?|

Eat 9

3a. Photonenenergie bei Emission in +z-Richtung

Fir s = +1 gilt

els) = Rwo(1+ B) |

Mit wg = wr(1 + B) folgt

el ~ Rwr (1 +28)|

3b. Photonenimpuls bei Emission in +x-Richtung

Der Impuls ist positiv:

hw
p;? _ 70(1 + B) ~ hg(1+28) |

3c. Impuls des Atoms nach der Emission in +z-Richtung

Die Impulserhaltung ergibt, wenn die Doppler-Korrektur des Photons vorlibergehend beibehalten wird,

Pt(;) = mv — hq — hq(1 + 2) = mv — 2hq — 2hqp.

Der letzte Term hat im atomaren Impuls die relative Ordnung 1. Unter Vernachlassigung dieser

gemischten Korrektur folgt

p((;) ~ muv — 2hgq|.

3d. Energie des Atoms nach der Emission in +x-Richtung

Das Atom kehrt in seinen Grundzustand zurick. Die Energieerhaltung ergibt
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5,(;[) = K + hwr, — hwo(1 + B)
~ K 4 hun(1 — ) — hug(1+ )
=K — 2hw0,3.

Mit der fir die atomaren GroBen beibehaltenen Genauigkeit gilt

1
8((;) o~ Emv2 — 2hqu|.
Dies folgt auch durch Ausmultiplizieren von
mv — 2hq)? 2h2g>

2m

und Vernachlassigen des quadratischen RlickstoBterms.
4a. Mittlere Energie des emittierten Photons

Die beiden Richtungen sind gleich wahrscheinlich:
1 1
(epn) = Fhwo(1 — ) + Fhwo(l + B)

 [A)
4b. Mittlerer Impuls des emittierten Photons

Die Mittelung der vorzeichenbehafteten Impulse ergibt

hw hw
(o) = 5|21 B+ P14 B
= hw;v ~ |hqB|

C

Obwohl die Richtungen gleich wahrscheinlich sind, unterscheiden sich die beiden Photonenenergien im
Laborsystem. |hr mittlerer Impuls im Laborsystem ist daher klein und positiv.

Relativ zum Impuls des Atoms hat dieser Mittelwert die Ordnung

{pon)

~ np.
Er wird deshalb bei den nachfolgenden fiihrenden Anderungen des atomaren Impulses vernachlissigt.

4c. Mittlere Energie des Atoms

Mit den Ergebnissen aus 2d und 3d gilt
1

1
(Eq) = §K+ E(K — 2hqu).

Daraus folgt

(€at) ~ K — hqul|.

Gleichwertig gilt
(€at) = K + hwr, — hwo.
4d. Mittlerer Impuls des Atoms

Vor dem Vernachlassigen der gemischten Korrektur ergibt die Impulserhaltung
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hwov
(Pat) = mv — hq — (ppn) = mv — hq — 620 :

Somit gilt in der geforderten fihrenden Ordnung des atomaren RiickstoBes

<pat> =muv — hq .

5a. Mittlere Energieanderung des Atoms

Durch Subtraktion der Anfangsenergie ergibt sich
Ae = (eg) — K = h(wp — wy).

Die Resonanzbedingung liefert

~ —hqu|.

C

Das emittierte Photon hat im Mittel mehr Energie als das absorbierte Photon. Diese Differenz stammt
aus der kinetischen Energie des Atoms.

5b. Mittlere Impulsdnderung des Atoms

Subtraktion des Anfangsimpulses vom Ergebnis aus 4d ergibt

Ap ~ —hq|.
Die kleinere Korrektur vor der Beschrankung auf die fihrende Ordnung lautet
hLU()’U
_<pph> = - C2 N

In fhrender RickstoBordnung erfillen die Energie- und Impulsanderungen die Beziehung
Ae ~ v Ap.
6a. Energieanderung fiir einen in +x-Richtung laufenden Laserstrahl

Das Atom bewegt sich nun vom einfallenden Licht weg. Die Resonanzbedingung lautet
' v
wp (1-7) =@
also

wr ~ wo(l + B).

Die mittlere Energie des emittierten Photons bleibt Awg. Daher gilt

h
woy hq'v|, qg = —.
c c

12

Ae = R(w] —wy) =

Das Atom gewinnt kinetische Energie.
6b. Impulsanderung fiir einen in +x-Richtung laufenden Laserstrahl

Das absorbierte Photon fiihrt den Impuls +hq’ zu. Folglich gilt

hwov

Ap = hq' — —;
c

~ |+hq' |

Der vernachlassigte zweite Term ist wiederum eine gemischte Doppler-RiickstoBkorrektur des
atomaren Impulses.
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7a. Kraft durch die beiden Laserstrahlen

Wir wenden das angegebene Streugesetz getrennt auf die beiden Strahlen an und nehmen an, dass
ihre Intensitaten und damit ihre Rabi-Frequenzen gleich sind.

Mit + bezeichnen wir den in +z-Richtung laufenden Strahl und mit — den in —z-Richtung laufenden
Strahl. Die von den bewegten Atomen wahrgenommenen Frequenzen sind
Watom,+ — WL — qV, Watom,— = WL + qU.
lhre Verstimmungen gegeniiber dem atomaren Ubergang sind somit
Wo — Watom,+ — A+ qu, Wo — Watom,— = A — qu.

Die Gesamtzahlen der Streuereignisse pro Zeiteinheit betragen

R NTQ2
e (A +qu)2 +T2/4 4 2Q%°
NTQ2,
R _(v) =

(A — qu)2 +T2/4 4 2Q3%
In fiihrender RiickstoBordnung Ubertragt jedes Ereignis den Impuls +hq beziehungsweise —hq. Daher
gilt

F(v) = hqR. (v) — hgR_(v),

woraus folgt

1 1
F(v) = Nhql'Q? — :
(v) = Nhql'2 (A+qu)2 +T2/4 1202 (A—qu)? +T2/4+ 202

Dies ist die Kraft auf alle N Atome. Die Kraft auf ein einzelnes Atom ist F'/N.

Die Doppler-Verschiebung gqv wird in den Streuwahrscheinlichkeiten beibehalten: Sie kann im Vergleich
zur Linienbreite des Ubergangs bedeutend sein, selbst wenn v/c sehr klein ist.

8a. Entwicklung fiir kleine Geschwindigkeiten

Wir setzen
F2
D =A%+ il 202
Fur hinreichend kleines qv gilt
1 1 - 2Aqu
(A+qu)2+T2/4+202 D ' D2

Beispielsweise ist ]qv\ < v/ D eine hinreichende Bedingung fur kleine Geschwindigkeiten.

Subtrahieren der beiden Entwicklungen ergibt

1A
F(v) ~ NhqD%, (—D—;ﬂ’>.

Daraus folgt

_ 4hq2I‘Q%A

F(v) ¥ —Nawv|, o o
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Der Koeffizient a hat die Einheit Masse pro Zeit, sodass awv die Einheit einer Kraft hat.
8b. Positive Kraft

Fir v > 0 sind alle Faktoren in « auBer A positiv. Eine positive Kraft erfordert

A <O0.
Daher gilt

oz > el
Dies ist eine Blauverstimmung.
8c. Verschwindende Kraft

Fir eine von null verschiedene Intensitat und ein bewegtes Atom lautet die Bedingung an die
Verstimmung

A =0,
oder
[z = el

Die beiden Streuraten sind dann gleich. Unabhangig davon ergibt sich aus der Symmetrie auch bei
v = 0 eine verschwindende Kraft.

8d. Negative Kraft
Fur v > 0 erfordert eine negative Kraft o > 0, also

wr < wp |

Dies ist eine Rotverstimmung. Der entgegenlaufende Strahl wird durch den Doppler-Effekt naher an die
Resonanz verschoben und starker gestreut.

8e. Abbremsen von Atomen, die sich in —x-Richtung bewegen
Fir die Geschwindigkeit —v mit v > 0 gilt
F(—v) = +Naw.
Das Abbremsen erfordert eine Kraft in +x-Richtung, also wiederum o > 0. Somit gilt
[wL < w0}
Eine Rotverstimmung erzeugt eine Kraft, die der Bewegung in beiden Richtungen entgegenwirkt.
9a. Geschwindigkeit nach der Zeit 7

Bei Rotverstimmung gilt @ > 0. Das Gas hat die Gesamtmasse Nm, sodass das zweite Newtonsche
Gesetz ergibt

dv

NmE = —Naw.
Der Faktor N kiirzt sich heraus:
dv «a
@ m

Integration mit v(0) = vy ergibt

o(1) = vee ™|
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Explizit gilt

4hg’T 0% (wo — wr)T
m|[(wo — wr)? +T2/4 4 203 ?

v(T) = voexp|—

Die Abklingzeit der Geschwindigkeit betragt m/a.
9b. Temperatur nach der Zeit 7

In diesem deterministischen Reibungsmodell wird jede Atomgeschwindigkeit mit folgendem Faktor
multipliziert:

e—aT/m
Daher wird die Varianz der Geschwindigkeiten mit folgendem Faktor multipliziert:

e—2a7’/m.

Fir eine eindimensionale thermische Bewegung gilt
2
m<(v — (v)) > = kgT.
Folglich gilt

T(’T) — ToefZaT/m )

Explizit gilt

8hg?T'N% (wy — wr)T

T(t) =Tyexp|— 7|
m[(wo—wL)2—|—I‘2/4—}—2(2R}

Dieser exponentielle Verlauf kann nicht zu beliebig niedrigen Temperaturen extrapoliert werden. In der
Rechnung wurden quadratische RlickstoBbeitrage und die durch zufallige Streuereignisse verursachten
Fluktuationen vernachlassigt. Insbesondere erfordert die Annahme mv > hq, angewandt auf eine
typische thermische Geschwindigkeit,

(hq)®

kT > :
m

Wenn die Atome abkuhlen, werden die in diesem Modell vernachlassigten Terme relevant.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen. Wo diese Losung von der offiziellen Losung abweicht, enthalt die
offizielle Losung einen Fehler oder Druckfehler.

Aufgabe 3: Warum sind Sterne so grof3?

[
Sterne sind Kugeln aus heiBem Gas. Die meisten von ihnen leuchten, weil in ihrem Inneren
Wasserstoff zu Helium fusioniert. In dieser Aufgabe verwenden wir Konzepte sowohl der
klassischen Mechanik als auch der Quantenmechanik sowie der Elektrostatik und
Thermodynamik, um zu verstehen, warum Sterne groB3 genug sein missen, damit dieser
Fusionsprozess stattfinden kann. AuBerdem leiten wir die Masse und den Radius des kleinsten
Sterns her, der Wasserstoff fusionieren kann.
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Abbildung 1. Unsere Sonne leuchtet wie die meisten Sterne infolge der thermonuklearen Fusion
von Wasserstoff zu Helium in ihrem Inneren.
NUTZLICHE KONSTANTEN

Gravitationskonstante = G = 6.7 x 10~ m3 kg ! s~2 (Druckfehler im offiziellen Aufgabentext: s statt

s~2)

Boltzmann-Konstante =k = 1.4 x 10" 2* JK~!

Plancksches Wirkungsquantum = b = 6.6 x 103! m?kgs—!

Masse des Protons = m,, = 1.7 x 10~ %" kg

Masse des Elektrons = m, = 9.1 X e kg

Elementarladung = ¢ = 1.6 x 1071 C

Elektrische Feldkonstante (Permittivitat des Vakuums) = g9 = 8.9 x 10712 C2N~1m 2

Radius der Sonne = Rg = 7.0 x 108 m

Masse der Sonne = Mg = 2.0 x et kg

1. Eine klassische Abschatzung der Temperatur im Zentrum von Sternen.

Nehmen Sie an, dass das Gas, aus dem der Stern besteht, reiner ionisierter Wasserstoff ist
(Elektronen und Protonen in gleicher Anzahl) und sich wie ein ideales Gas verhalt. Aus klassischer
Sicht miissen sich zwei Protonen auf 10 % m annahern, um zu fusionieren, damit die
kurzreichweitige, anziehende starke Kernkraft Uberwiegt. Um einander so nahe zu kommen,
miussen sie jedoch zunachst die abstoBende Wirkung der Coulomb-Kraft Gberwinden. Nehmen
Sie im klassischen Modell an, dass sich die beiden Protonen (als punktformige Quellen betrachtet)
bei einem eindimensionalen FrontalstoB3 antiparallel bewegen, jeweils mit der Geschwindigkeit
Urms, der quadratisch gemittelten Geschwindigkeit (rms-Geschwindigkeit) der Protonen.

Wie groB muss die Temperatur des Gases, T, sein, damit der kleinste Abstand der Protonen,
1a d., gleich 10~ m ist? Geben Sie diesen und alle weiteren Zahlenwerte in dieser Aufgabe mit 1.5
zwei signifikanten Stellen an.
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2. Feststellung, dass die vorherige Temperaturabschatzung falsch ist.

Um zu prifen, ob die vorherige Temperaturabschatzung plausibel ist, benotigt man eine
unabhangige Methode zur Abschatzung der Zentraltemperatur eines Sterns. Der Aufbau von
Sternen ist sehr kompliziert, doch mit einigen Annahmen kdonnen wir wesentliche Erkenntnisse
gewinnen. Sterne befinden sich im Gleichgewicht, das heiBt, sie dehnen sich weder aus noch
ziehen sie sich zusammen, weil die nach innen gerichtete Gravitationskraft durch die nach auBen
gerichtete Druckkraft ausgeglichen wird (siehe Abbildung 2). Fir eine Gasschicht in einem
gegebenen Abstand r vom Zentrum des Sterns lautet die Gleichung des hydrostatischen
Gleichgewichts

AP GM,p,

Ar r2
wobei P der Gasdruck, G die Gravitationskonstante, M, die Masse des Sterns innerhalb einer
Kugel mit dem Radius 7 und p, die Dichte des Gases in der Schicht ist.

¥

in

Abbildung 2. Sterne befinden sich im hydrostatischen Gleichgewicht, wobei die Druckdifferenz die
Gravitation ausgleicht.

Eine Abschatzung der GroBenordnung der Zentraltemperatur des Sterns lasst sich mit den Werten
der Parameter im Zentrum und an der Oberflache des Sterns unter Verwendung der folgenden
Naherungen erhalten:

AP%PO_Pc,

wobei P, und P, die Driicke im Zentrum beziehungsweise an der Oberflache des Sterns sind. Da
P, > P,, kdnnen wir annehmen, dass

AP ~ —P..

Im Rahmen derselben Naherung konnen wir schreiben

Ar =~ R,
wobei R der Gesamtradius des Sterns ist, und

M, ~ Mgrp =M,

wobei M die Gesamtmasse des Sterns ist.
Die Dichte kann durch ihren Wert im Zentrum angenahert werden,

Pr =~ Pec-

Sie konnen annehmen, dass der Druck dem eines idealen Gases entspricht.
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Bestimmen Sie eine Gleichung fir die Temperatur im Zentrum des Sterns, T, die nur vom
Radius und der Masse des Sterns sowie von physikalischen Konstanten abhangt.

0.5

Wir konnen nun die folgende Vorhersage dieses Modells als Kriterium fir seine Gultigkeit
verwenden:

b Geben Sie mithilfe der in (2a) gefundenen Gleichung das fiir einen Stern zu erwartende 0
Verhaltnis M/R ausschlieBlich in Abhangigkeit von physikalischen Konstanten und T an. '

Verwenden Sie den in Abschnitt (1a) hergeleiteten Wert von T und bestimmen Sie den

2c Lo Ry
Zahlenwert des fur einen Stern zu erwartenden Verhaltnisses M/ R.

0.5

Berechnen Sie nun das Verhaltnis M (Sun)/R(Sun) und uberprifen Sie, dass dieser Wert

2d
viel kleiner ist als der in (2c) gefundene.

0.5

3. Eine quantenmechanische Abschatzung der Temperatur im Zentrum von Sternen

Die in (2d) festgestellte groBe Abweichung legt nahe, dass die in (1a) erhaltene klassische
Abschatzung fiir T, nicht richtig ist. Diese Abweichung lasst sich aufklaren, wenn wir
quantenmechanische Effekte berlicksichtigen. Diese besagen, dass sich Protonen wie Wellen
verhalten und dass ein einzelnes Proton uber einen Bereich von der GroBenordnung seiner De-
Broglie-Wellenldnge A, verteilt ist. Das bedeutet: Wenn d., der kleinste Abstand der Protonen,
von der GroBenordnung Ay, ist, liberlappen sich die Protonen im quantenmechanischen Sinne und
konnen fusionieren.

A

Nehmen Sie an, dass d. = 21—2 die Bedingung ist, die eine Fusion ermoglicht. Bestimmen

<£ Sie fir ein Proton mit der Geschwindigkeit v,,,,s eine Gleichung fiir T, die nur von e
physikalischen Konstanten abhangt.

3b Berechnen Sie den Zahlenwert des in (3a) erhaltenen T.. 0.5
Verwenden Sie den in (3b) hergeleiteten Wert von T, um mithilfe der in (2b) hergeleiteten

3 Formel den Zahlenwert des fir einen Stern zu erwartenden Verhéltnisses M /R zu 05

c .

bestimmen. Uberpriifen Sie, dass dieser Wert dem beobachteten Verhaltnis
M (Sun)/R(Sun) recht nahekommt.

Tatsachlich weisen Sterne der sogenannten Hauptreihe (in denen Wasserstoff fusioniert) tber
einen groBen Massenbereich ndherungsweise dieses Verhaltnis auf.

4. Das Verhaltnis von Masse zu Radius bei Sternen.

Die zuvor gefundene Ubereinstimmung legt nahe, dass der quantenmechanische Ansatz zur
Abschatzung der Temperatur im Zentrum der Sonne richtig ist.

Zeigen Sie mithilfe der vorherigen Ergebnisse, dass das Verhaltnis der Masse M zum Radius

- R fir jeden Stern, in dem Wasserstoff fusioniert, gleich ist und nur von physikalischen 05
a .
Konstanten abhangt. Bestimmen Sie die Gleichung fiir das Verhaltnis M /R fur Sterne, in

denen Wasserstoff fusioniert.

5. Die Masse und der Radius des kleinsten Sterns.

Das in (4a) gefundene Ergebnis legt nahe, dass es Sterne beliebiger Masse geben kdnnte,
solange diese Beziehung erflllt ist; dies ist jedoch nicht der Fall.
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Es ist bekannt, dass sich das Gas im Inneren normaler Sterne, in denen Wasserstoff fusioniert,
naherungsweise wie ein ideales Gas verhalt. Das bedeutet, dass d, der typische Abstand
zwischen Elektronen, im Mittel groBer ist als A¢, ihre typische De-Broglie-Wellenlange. Bei
kleineren Abstanden befanden sich die Elektronen in einem sogenannten entarteten Zustand, und
die Sterne wiurden sich anders verhalten. Beachten Sie den Unterschied in der Behandlung von
Protonen und Elektronen im Inneren des Sterns. Bei Protonen missen sich ihre De-Broglie-Wellen
beim ZusammenstoB stark Uberlappen, damit sie fusionieren konnen, wahrend sich bei Elektronen
ihnre De-Broglie-Wellen nicht Uberlappen dirfen, damit sie weiterhin ein ideales Gas bilden.

Die Dichte in den Sternen nimmt mit abnehmendem Radius zu. Nehmen Sie fur diese
Abschatzung der GroBenordnung dennoch an, dass die Sterne eine gleichmaBige Dichte haben.
Sie durfen auBerdem verwenden, dass m, > m..

Bestimmen Sie eine Gleichung fur n¢, die mittlere Elektronenanzahldichte im Inneren des

5a 0.5
Sterns.

5b Bestimmen Sie eine Gleichung fir d., den typischen Abstand zwischen Elektronen im Inneren 0.5
des Sterns. ’

A
Geben Sie mithilfe der Bedingung d. > 21% eine Gleichung flr den Radius des

&= kleinstmoglichen normalen Sterns an. Betrachten Sie die Temperatur im Zentrum des Sterns

als typisch fur das gesamte Sterninnere.

5 Bestimmen Sie den Zahlenwert des Radius des kleinstmdglichen normalen Sterns, sowohl in 05
Metern als auch in Einheiten des Sonnenradius. ’

E Bestimmen Sie den Zahlenwert der Masse des kleinstmoglichen normalen Sterns, sowohl in 05
e .
kg als auch in Einheiten der Sonnenmasse.

6. Fusion von Heliumkernen in alteren Sternen.

Wenn Sterne alter werden, haben sie den groBten Teil des Wasserstoffs in ihren Kernen zu Helium
(He) fusioniert. Sie mussen daher beginnen, Helium zu schwereren Elementen zu fusionieren, um
weiterhin zu leuchten. Ein Heliumkern hat zwei Protonen und zwei Neutronen, also die doppelte
Ladung und ungefahr die vierfache Masse eines Protons. Wir haben zuvor gesehen, dass

A
d. = 21—1/)2 die Bedingung fur die Fusion von Protonen ist.

Stellen Sie die entsprechende Bedingung flr Heliumkerne auf und bestimmen Sie vy, (He),
6a die quadratisch gemittelte Geschwindigkeit der Heliumkerne, sowie T(He), die fur die 0.5
Heliumfusion erforderliche Temperatur.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Alle Ergebnisse beruhen auf den in der Aufgabe vorgegebenen Naherungen. Die Zahlenwerte sind
auf zwei signifikante Stellen gerundet; in den Zwischenrechnungen werden ungerundete Werte
verwendet.

q2

9 _54x10°K.
omeokd, 04> 10

e 1a.1,. =
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GMm,,

e 2a. T, ~ ———.
a 2R
- M 2kT.
"R Gm,
M
e 2¢. — =13 x10* kgm .
M
e 2d. —2 = 2.9 x 10% kg m . Die klassische Vorhersage ist um den Faktor 4.7 x 102
s
groBer.
4
m
e 3T, =—2
24n2e2kh?
e 3b.T.=9.7 x 10° K.
_ Mg
e 3c. — =24 x 10" kgm ™' ~0.84 —=.
R s Rs
M q*
e J3a. — = ——.
R 12n%elGh?
3M
e ba.n

¢ 47rmpR3 '

47m., R® 1/3
. ~ U3 20T
5b. d. ~ n. ( i ) )

1/2
5c. R Eil /
® OC. [imin = .
2Gq2m2/2m2/2

e 5d. Ry = 6.9 x 10" m = 0.099 Rg.
e 5e. M, = 1.7 x 10* kg = 0.083 M.

e 6a. Die Bedingung lautet d.(He) = Atte = — f , woraus folgt
V2 4+/2 MpVrms(He)
2 2 8 4
Vrms (He) = V2¢® _ 505 106 ms™!, T(He)= —2% _ _62x10°K.
meoh 3m2elkh?

L

Losung
1a. Klassisch erforderliche Temperatur fiir die Fusion

Fir ein nichtrelativistisches ideales Gas liefert der Gleichverteilungssatz die quadratisch gemittelte
Geschwindigkeit der Protonen Uber

1 3
2
2MpVrms = 5 KT..
Der Stof ist frontal, doch v,.,,s ist die quadratisch gemittelte Geschwindigkeit im dreidimensionalen

Gas.

Die beiden Protonen haben gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Impulse, sodass ihr Schwerpunkt
ruht. Beim kleinsten Abstand kommen beide kurzzeitig zum Stillstand. Wenn ihre anfangliche
elektrostatische potenzielle Energie als vernachlassigbar angenommen wird, ergibt die
Energieerhaltung
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Somit gilt

kiIE — - 7 9 cC— T~ |
3 47T60dc 127T€0kdc

Fir d. = 107'° m gilt
B (1.6 x 107192
© T 12m(8.9 x 107 12)(1.4 x 107 %)(10 )’

also

T.=54x10°K|

2a. Zentraltemperatur aus dem hydrostatischen Gleichgewicht

Mit den vorgegebenen Naherungen, einschlieBlich einer charakteristischen radialen Skala r ~ R, gilt

P, GMop.,
-5 - 27
also
P.~ GMpe .
R

In vollstandig ionisiertem Wasserstoff sind die Protonen- und Elektronenanzahldichten gleich. Unter

Vernachlassigung der Elektronenmasse in der Massendichte gilt

Pc

mp

npac = ne7c =

Beide Teilchenarten tragen zum Druck des idealen Gases bei:
2p.kT,

P. = (nye+ne)kT. =
mp

Durch Gleichsetzen der Ausdricke fir den Druck und Kirzen von p, erhalt man

GMm,,
T, ~ ——|
2kR
2b. Verhaltnis von Masse zu Radius
Umstellen des Ergebnisses aus (2a) ergibt
M N 2kT,
R~ Gm, |

2c. Mit der klassischen Fusionstemperatur vorhergesagtes Verhaltnis

Einsetzen der Temperatur aus (1a) ergibt

M 2k q? q?
R

Gmy 12meokd.  6meoGmyd.

Numerisch ergibt sich
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M
 —13x10%kem |
R &

2d. Vergleich mit der Sonne

Aus der angegebenen Sonnenmasse und dem Sonnenradius folgt

Mg 2.0 x 10%

= =12.9 x 102 kgm .

Rs 7.0 x 108
Mit ungerundeten Werten ergibt der Vergleich

(M / R) classical
Ms/Rs

= (4.7 x 10?|.

Das Verhaltnis der Sonne ist somit viel kleiner als die klassische Vorhersage. Im Rahmen des
hydrostatischen Modells ist die klassische Fusionstemperatur viel zu hoch.

3a. Quantenmechanische Abschatzung der Fusionstemperatur

Fir ein Proton, das sich mit v,,,s bewegt, betragt die De-Broglie-Wellenlange

h
MpUrms

Ap:

Die Beziehung flir die StoBenergie aus (1a) ergibt

2
Cic = ———————fz————é————.
Amegmyvs,, s
Fordern wir die in der Aufgabe angegebene Fusionsbedingung
A
d.= 2
V2
so erhalten wir
q? h

2 ’
4dmeompv?,, s V2 My Vrms

und folglich

V24q?

v = .
™S = Yreoh

2
o M (V24
¢ 3k 47r€0h ’

4
myq

T 24r2e2kh? |

Mit m,v2,,, = 3kT, folgt

rms

Daher gilt

c

3b. Zahlenwert der quantenmechanisch bestimmten Temperatur

Einsetzen der angegebenen Konstanten liefert

eulersolve.org/ipho/2009/

34 /38



B (1.7 x 10727)(1.6 x 107 )*
© 7 2472(8.9 x 1072)2(1.4 x 10 2)(6.6 x 10734)2’

woraus sich ergibt

T.=9.7x 105 K|

1

Die zugehdrige quadratisch gemittelte Geschwindigkeit der Protonen betragt 4.9 x 10°ms L.

3c. Verhaltnis von Masse zu Radius mit der quantenmechanisch bestimmten Temperatur

Mit (2b) und der Temperatur aus (3b) folgt

M 2kT, Z
= Om, - 2.4 x 102 kgm™!|.
Das Verhaltnis zum Sonnenwert betragt
_M/R e
Ms/Rs

Die Vorhersage liegt somit etwa 16% unter dem Sonnenwert, was angesichts der verwendeten
GroBenordnungsnaherungen eine gute Ubereinstimmung darstellt.

4a. Gemeinsames Verhaltnis von Masse zu Radius

In diesem Modell hat die Wasserstofffusion in jedem Stern dieselbe charakteristische Temperatur.

Durch Kombination von (2b) und (3a) erhalt man

M 2k mpq*
R Gmy 24n%e2kh?

Die Faktoren m, und k kiirzen sich:

M q4

R~ 12n%2Gh? |

Dies hangt nur von physikalischen Konstanten ab. Fur die folgenden Teilaufgaben bezeichnen wir

dieses gemeinsame Verhaltnis mit

q4

1272e2Gh2’

A M = AR.

5a. Mittlere Elektronenanzahldichte

Zu jedem Wasserstoffproton gehort ein Elektron. Unter Vernachlassigung der Elektronenmasse gilt

N M
e =Np~—.
my
Fir einen homogenen kugelférmigen Stern mit dem Volumen V' = 47rR3/3 gilt
Ne — 3M
Vo 4mm,R3 |

ne =

5b. Typischer Elektronenabstand

Das typische Volumen pro Elektron betragt 1/ne. Nimmt man dessen Kubikwurzel als
charakteristischen Abstand, so erhalt man
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_ 47m, R® 1/3
d, ~n, 3 = [ 2222 .
" ( 3M

5c. Radius des kleinsten normalen Sterns
Der Gleichverteilungssatz liefert fur die Elektronen

mev? = 3kT..

e,rms
Ihre charakteristische De-Broglie-Wellenlange betragt daher
A\ h h
‘ MeVerms vV 3mech .

Die vorgegebene Bedingung zur Vermeidung der Elektronenentartung lautet damit

- Ae _ h
"T V2 VomET,
Mit M = AR in der Formel fiir den Abstand ergibt sich
3 47r'mpR2
¢ 34
Entlang der Masse-Radius-Beziehung des Modells nimmt der Abstand somit wie R?/3 ab. Der kleinste

d

zulassige Radius wird bei Gleichheit erreicht:

47TmPR3nin - < h )3
34 \V/6m.kT,)

Daraus folgt

5 3AR3

TR 4, (6mGkT)32
Zunéchst setzen wir A = 2kT, /(Gm,,) ein:

h3
4xGm2m? VERT,

2
Rmin -

Aus (3a) folgt

2megh
Daher gilt
R _ goh*
min 2Gq2m2/2m3/2 )
oder

50h4 1/2
Ry = .
2G’q2rn}5,/2rn2/2
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Bei einem kleineren Radius entlang M = AR wiirden sich die Elektronenwellen nach dem
angegebenen Kriterium Uberlappen, und die angenommene Beschreibung als ideales Gas ware nicht
mehr giltig.

5d. Zahlenwert des minimalen Radius

Einsetzen ergibt

Ruin = 6.9 x 10" m|.

Teilt man das ungerundete Ergebnis durch den angegebenen Sonnenradius, erhalt man

Rmin
Rg

= 0.099|

Der kleinste normale Stern in diesem Modell hat somit einen Radius von ungefahr einem Zehntel des
Sonnenradius.

5e. Zahlenwert der minimalen Masse

Da M = AR mit festem positivem A gilt, ergibt der minimale Radius zugleich die minimale Masse:

M. = AR.. = ﬂ
e e 12#253Gh2
Numerisch ergibt sich
M .
Muyin = 1.7 x 10%° kg|, 7 —0.083]|.
X g Mg

6a. Heliumfusion
Ein Heliumkern hat die Masse m g, ~ 4m,, und die Ladung Q He = 2q. Seine De-Broglie-Wellenlange
betragt

h

- Amyvpms(He)

/\He

Die entsprechende Fusionsbedingung lautet

d.(He) — 2 _ h
‘ V2 4vV2myvmms(He) |

Far zwei Heliumkerne, die sich mit gleich groBen, entgegengesetzt gerichteten rms-Geschwindigkeiten
aufeinander zubewegen, ergibt die Energieerhaltung

> _ (20"
4meod.(He)

Einsetzen der Fusionsbedingung und Vereinfachen liefert

IS

7r50h

Ampvrms (He)

vrms(He) =

Dies ist das Vierfache der in (3a) erhaltenen Protonengeschwindigkeit, also

Vrms(He) = 2.0 x 10° ms™|.
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Der Gleichverteilungssatz liefert nun

4Ampvrms(He)?
3k

Da die Masse viermal so grof3 und die Geschwindigkeit viermal so groB ist, gilt
T(He) = 4(4*)T, = 64T,

wobei T', die Wasserstofffusionstemperatur aus (3b) ist. Daher gilt

T(He) =

8mypq*

— 7 —6.2x10%3K|
37r25(2]kh2

T(He) =

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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