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Problema 1: Analisis dimensional y agujeros negros (radiacion de
Hawking)

[
En fisica, siempre que tenemos una relacién de igualdad, ambos miembros de la ecuacién deben
ser del mismo tipo, es decir, deben tener las mismas dimensiones. Por ejemplo, no puede darse
una situacioén en la que la magnitud del miembro derecho de la ecuacidn represente una longitud y
la del miembro izquierdo represente un intervalo de tiempo. A partir de este hecho, a veces se
puede deducir casi por completo la forma de una relacidn fisica sin resolver el problema
analiticamente. Por ejemplo, si se nos pidiera hallar el tiempo que tarda un objeto en caer desde
una altura de h bajo la influencia de una aceleracién gravitatoria constante g, podriamos
argumentar que solo hace falta construir una magnitud que represente un intervalo de tiempo a
partir de las magnitudes gy A, y que la Gnica forma posible de hacerlo es T' = a(h/g)/>.
Obsérvese que esta solucién incluye un coeficiente a, aln indeterminado, que es adimensional y,
por tanto, no puede determinarse mediante este método. Este coeficiente puede ser un nimero
como 1, 1/2, \/5, 7 0 cualquier otro nimero real. Este método para deducir relaciones fisicas se
denomina analisis dimensional. En el andlisis dimensional, los coeficientes adimensionales no son
importantes y no es necesario escribirlos. Afortunadamente, en la mayoria de los problemas
fisicos estos coeficientes son del orden de 1y su eliminacién no modifica el orden de magnitud de

las magnitudes fisicas. Por tanto, al aplicar el andlisis dimensional al problema anterior, se obtiene
_ 1/2
T = (h/g)'/*.

En general, las dimensiones de una magnitud fisica se escriben en funcién de las dimensiones de
cuatro magnitudes fundamentales: M (masa), L (longitud), T" (tiempo) y K (temperatura). Las
dimensiones de una magnitud arbitraria £ se denotan por [a;] Por ejemplo, para expresar las
dimensiones de la velocidad v, la energia cinética E}, y la capacidad calorifica C'y,, escribimos:
[v] = /gl [Ey] = ML?*T?, [Cy] = ML?T2K L.

1 Constantes fundamentales y andlisis dimensional

Halle las dimensiones de las constantes fundamentales, es decir, la constante de Planck, A,
1.1 la velocidad de la luz, ¢, la constante de gravitacidn universal, G, y la constante de 0.8
Boltzmann, kg, en funcién de las dimensiones de longitud, masa, tiempo y temperatura.

La ley de Stefan-Boltzmann establece que el poder emisivo de un cuerpo negro, que es la energia
total radiada por unidad de superficie de un cuerpo negro y por unidad de tiempo, es igual a (704,
donde o es la constante de Stefan-Boltzmann y 6 es la temperatura absoluta del cuerpo negro.

Determine las dimensiones de la constante de Stefan-Boltzmann en funcién de las

. . . . 0.5
dimensiones de longitud, masa, tiempo y temperatura.
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La constante de Stefan-Boltzmann no es una constante fundamental y puede escribirse en
funcion de las constantes fundamentales, es decir, puede escribirse o = ahacﬂGVk‘;B. En esta
relacion, a es un parametro adimensional del orden de 1. Como se ha mencionado antes, el valor
exacto de a no es significativo desde nuestro punto de vista, por lo que lo tomaremos igual a 1.

1.3 Halle «, S, vy § mediante el andlisis dimensional. 1.0

2 Fisica de los agujeros negros

En esta parte del problema, queremos averiguar algunas propiedades de los agujeros negros
mediante el andlisis dimensional. Segun un teorema de la fisica conocido como el teorema de
ausencia de pelo, todas las caracteristicas del agujero negro que estamos considerando en este
problema dependen Unicamente de su masa. Una caracteristica de un agujero negro es el area de
su horizonte de sucesos. A grandes rasgos, el horizonte de sucesos es la frontera del agujero
negro. Dentro de esta frontera, la gravedad es tan intensa que ni siquiera la luz puede salir de la
region delimitada por ella.

Queremos hallar una relacién entre la masa de un agujero negro, m, y el area de su horizonte de
sucesos, A. Esta drea depende de la masa del agujero negro, de la velocidad de la luz y de la
constante de gravitacion universal. Como en 1.3, escribiremos A = GecPm).

2.1 Utilice el andlisis dimensional para hallar a, By y. 0.8

Del resultado de 2.1 se desprende que el drea del horizonte de sucesos de un agujero negro
aumenta con su masa. Desde un punto de vista clasico, nada sale de un agujero negro vy, por
tanto, en todos los procesos fisicos el area del horizonte de sucesos solo puede aumentar. Por
analogia con el segundo principio de la termodindmica, Bekenstein propuso asignar a un agujero
negro una entropia, S, proporcional al area de su horizonte de sucesos, es decir, S = nA. Otros
argumentos han reforzado la plausibilidad de esta conjetura.

Utilice la definicion termodinamica de entropia dS = dQ/G para hallar las dimensiones de la
2.2 entropia. 0.2
dQ es el calor intercambiado y 6 es la temperatura absoluta del sistema.

Como en 1.3, exprese la constante dimensional ) en funcidon de las constantes

2.3 11

fundamentales h, ¢, G y kp.
No utilice el analisis dimensional en el resto del problema, aunque puede utilizar los resultados
obtenidos en los apartados anteriores.

3 Radiacion de Hawking

Mediante un enfoque semicudntico, Hawking argumentd que, contrariamente al punto de vista
clasico, los agujeros negros emiten una radiacién similar a la de un cuerpo negro a una
temperatura denominada temperatura de Hawking.

Utilice E = mc?, que da la energia del agujero negro en funcién de su masa, y los principios
= de la termodindmica para expresar la temperatura de Hawking 6z de un agujero negro en 0.8
' funcién de su masa y de las constantes fundamentales. Suponga que el agujero negro no )

realiza trabajo sobre su entorno.

3.2 Por tanto, la masa de un agujero negro aislado cambiara debido a la radiacidon de Hawking. 0.7
Utilice la ley de Stefan-Boltzmann para hallar cémo depende esta tasa de variacion de la
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temperatura de Hawking del agujero negro, 8y, y exprésela en funcién de la masa del
agujero negro y de las constantes fundamentales.

Halle el tiempo t* que tarda un agujero negro aislado de masa m en evaporarse por
completo, es decir, en perder toda su masa.

8.8 1.1
Desde el punto de vista de la termodinamica, los agujeros negros presentan ciertos
comportamientos exdticos. Por ejemplo, la capacidad calorifica de un agujero negro es negativa.

3.4 Halle la capacidad calorifica de un agujero negro de masam. 0.6

4 Los agujeros negros y la radiacion cosmica de fondo

Considere un agujero negro expuesto a la radiacion césmica de fondo. La radiacién césmica de
fondo es una radiacion de cuerpo negro con una temperatura 6 g que llena todo el universo. Por
tanto, un objeto con un &rea total A recibird una energia igual a (70‘1%3 x A por unidad de tiempo.
Asi pues, un agujero negro pierde energia mediante la radiacion de Hawking y gana energia de la
radiacion césmica de fondo.

Halle la tasa de variacion de la masa de un agujero negro en funcién de la masa del agujero
41 negro, de la temperatura de la radiacion césmica de fondo y de las constantes 0.8
fundamentales.

as Para una determinada masa, m*, esta tasa de variacion se anulara. Halle m* y exprésela en 0.4
' funcion de 6 y de las constantes fundamentales. '

Utilice su respuesta a 4.2 para sustituir @5 en su respuesta al apartado 4.1y exprese la tasa
4.3 de variacion de la masa de un agujero negro en funcién de m, m* y de las constantes 0.2
fundamentales.

Halle la temperatura de Hawking de un agujero negro en equilibrio térmico con la radiacién
cdsmica de fondo.

4.4 0.4

45 ;Es estable o inestable el equilibrio? ;Por qué? (Exprese su respuesta matematicamente) 0.6

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

En estos resultados se toman iguales a 1 los coeficientes adimensionales indeterminados de las
Partes 1-2, tal como se indica. Se conservan los factores numéricos que surgen de la derivacién y
la integracién. Escribimos m = dm/dt.

e 11:[h] = ML*T ', [ = LT}, [G] = M 'L3T 2, [kg] = ML*T K.
1.2: [0] = MT 3K 4.

k4
* 13: (Oé, B, s 5) = (_3’ —2,0, 4): loque dao = h3—i2
G2 2
e 21: (e, B,7) = (2,—4,2),loqueda A = C—T
e 2.2:[S] = ML?T 2K L.
knc

e 2.3:7) = }f(c; .

3.1: 0 he’

H 2Gk3m
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e 3.2: = — 5
m c? 4hc? 16G2m?
. 16G*m3
e 3.3:t" =
3hct )
2Gk
« 34:0= 2B
hc
G2k‘}3m20j§ het
e 41:m = — 5
h3c8 16G2m?
4.2:m" = b
o 2GkglB

o . . . hct
e 4.5: Inestable. Una pequefia perturbacion de la masa satisface dm ~ e dm, por

4G%(m*)

lo que su magnitud crece exponencialmente.

\

Solucion

Utilizamos el modelo de agujero negro que depende Unicamente de la masa y las leyes de emisidén y
absorcion de cuerpo negro especificadas en el problema. Todas las expresiones mantienen la
normalizacion de los coeficientes adimensionales adoptada en las Partes 1-2. No se proporcionan
valores numéricos de entrada, por lo que los resultados solicitados son simbdlicos.

11

La relacion para la energia del fotén E = hv, con [v] = T, da

[h] = B _ yprere
V]
Como c es una velocidad,
[c]=LT .
La ley de gravitacion de Newton, F' = Gmlmz/r2, da

[FIL? _ (MLT )L _

_ _ —173m—2
El producto kg6 tiene dimensiones de energia, por lo que
E
[kg] = % = ML?T K.

Sus unidades en el Sl son, respectivamente, Js, ms~*, m3kg 's 2y JK 1.
1.2
La ley de Stefan—-Boltzmann para la potencia total radiada es

P = g A#*.

Por consiguiente,
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[P]  MI2T3
[Alle)*  L2K*

La unidad correspondiente en el Sles Wm 2K 4.

(o] = = |MT3K™*|

1.3

Con el coeficiente prescrito a = 1,
o = h*PGES,.
Las dimensiones del miembro derecho son
MO0 20443y +20p—a—f-2y—20 pr =5
Aligualarlas a MT 3K —*, se obtiene
a—y+6=1,

200+ B+ 37+ 26 =0,
—a—f—2y—-20=-3,

—§ = —4.
Al resolver,
a= -3, B = -2, v =0, 0=4
Asi,
_ Ky
EE
21

Para A = G%c’m”,
L2 — M*Ot+’yL3Ot+ﬁT72a*ﬂ.

Por tanto,
—a+v=0, 3a+ [ =2, —2a— B =0.
La Ultima ecuacion da 8 = —2q; la ecuacién correspondiente a la longitud da entonces o = 2. Por
tanto,
a = 2a /8 - _47 Y= 2 )
y
G?m?
A=
ct
2.2

A partir de la relacion termodindmica de la entropia,

dQ
ds =—,
0
la entropia tiene dimensiones
[S] = O _ ML*T2?K™!
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Su unidad en el Sl es JK 1.
2.3

Como S = n4,
] = % = MT*K .

Escribimos
n = hPcIG k3.
Al igualar las dimensiones, se obtiene
p—r+s=1,
2p+q+3r+2s=0,
—p—q—2r —2s= -2,
—s=—1.
Asi, s = 1, p = r, y las ecuaciones restantes dan

p=—1, q=3, r=—1.

Por tanto,
B kpc?
hG
Al combinar este resultado con el drea del horizonte, se obtiene la entropia en funcién de la masa:
S(m) A kpc® G?m? kpGm?
m) = = f— .
R YE R he

341

Para la familia termodinamica de estados del agujero negro, el primer principio sin término de trabajo

es
dE = 0gzdS.
Como
E = mc?, S = M,
hc
tenemos
dE _ 2 ds _ 2kpGm
dm ’ dm he
Por consiguiente,
6, — dE/dm _ hc? '
dS/dm 2Gkpm

La temperatura disminuye al aumentar la masa.
3.2

La potencia radiada hacia el exterior es

Pout = O'AQ%[.
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La conservacion de la energia para un agujero negro aislado exige

2 .
Cm:_Pout,

donde el signo menos expresa la pérdida de masa. Por tanto,

. cA 9 G?kym? 5t
m=——0; = ———707%.
2 h3c8 T H
Al sustituir la temperatura de 3.1,
. G?kym? hed \* hct
m = — =|——7
h3c8 2Gkpm 16G?m?
Para expresar la dependencia Unicamente en funcién de la temperatura, sustituimos
hed
m=—-—.
2GkgOy
Esto da
2 2
. k0%
m= —
4hc?

Asi, la magnitud de la tasa de pérdida de masa es proporcional a 0%,. Aunque la emisién por unidad de
area es proporcional a 9%, el area del horizonte es proporcional a m? y, por tanto, a 0;12.

33
Sea m la masa inicial, y denotemos la masa instantanea por ,u(t). Definimos
4
KR = % > 0
La ecuacion de pérdida de masa es
du K
a2

Separando variables e integrando desde p(0) = m,
w(t) ) t
/ pdy = —Ii‘,/ at',
m 0

p(t)® —m?
3

por lo que
= —kt.
Por tanto,

u(t) = (m® — 3xt) 13,

La evaporacion completa se produce cuando u(t*) = 0:

m3 B 16G?*m?

= -
3k 3hct

Este es el tiempo de vida que se obtiene al extender el modelo de evaporacién del problema hasta una
masa nula.
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3.4

Como no hay término de trabajo, la capacidad calorifica es

c— 3@ _ dE
dOu dOu
Utilizando
he3
" 2Gksbn
obtenemos
5 dm hc®

c=c i _ ¢
© W T 2Gkst;

Al sustituir g = he3/(2Gkpm),

2Gkpm?
c=-"2"1
he
De forma equivalente,
2
c=-1° _ o5
O

La capacidad calorifica es negativa: absorber energia aumenta la masa y disminuye la temperatura,
mientras que perder energia aumenta la temperatura.

41

Las potencias absorbida y emitida son, segun el modelo indicado,
P, = JA94B, Py = O'AG%[.

La conservacion de la energia da

c2m:Pi — Poyt,

por lo que

. oA
= ‘2—2(943 —6%).

Al sustituir las expresiones obtenidas anteriormente,

. G?kim?6% het
m = — .
h3c8 16G2m?

El primer término representa la absorcion; el segundo representa la emision.
4.2
Enm = m*, la tasa neta se anula:

oA (63 — 0u(m*)*) = 0.

Para temperaturas positivas, esto exige

Utilizando 3.1,
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he?

b
2Gkgm* ©
y, por tanto,
. hc?
- 2GkgOs |
4.3
A partir de 4.2,
hc?
0p = ————.
2Gk3m*

Al sustituir en 4.1, se obtiene

m =

G*kgym? hc? ! hct
h3c8 2Gkpm* 16G2m?2

B hct m? 1
C16G2 \ (m*)4t m2 )’

= 1620;12 [(g*)4_1} '

De forma equivalente,

4.4

En el equilibrio térmico, las potencias absorbida y emitida son iguales, por lo que

hc?

On(m”) = Sap—

=0B|

4.5

Mantenemos fija la temperatura de fondo, de modo que m* es fija. Escribimos

m:f(m)m( m 12), he!

(m)t m

Al derivar,

En el equilibrio,
4Kk hct

(m*)3 - 4G2(m*)3

Para una pequefia perturbacion m = m™* + dm, la linealizacion da, por tanto,
hct

= 4G?(m*)3

> 0.

fl(m*) =

om sm,

cuya solucién es

eulersolve.org/ipho/2007/

" 16Ge

9/29



am(t)zam(o)exp[ he't ]

4G2(m*)3

La perturbacion crece, por lo que

el equilibrio es inestable |.

Los signos de 4.3 muestran directamente el mismo resultado:

m>m* = 1 >0, m<m* = 1 <0.

Un agujero negro ligeramente mdas masivo estd mas frio que el fondo y gana adn mas masa. Uno
ligeramente menos masivo esta mas caliente y pierde ain mas masa.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucidn oficial, la solucién oficial

contiene un error o una errata.

Problema 2: Acelerdmetro capacitivo para el airbag de un automovil

[

eulersolve.org/ipho/2007/

En este problema estudiamos un modelo simplificado de los acelerometros disefiados para activar
los airbags de seguridad de los automdviles durante una colisidon. Queremos construir un sistema
electromecanico de tal manera que, cuando la aceleracion supere cierto limite, uno de los
pardmetros eléctricos del sistema, como la tensién en un punto determinado del circuito, supere
un umbral y, como consecuencia, se active el airbag.

Nota: Desprecie la gravedad en este problema.

1 Considere un condensador de placas paralelas como el de la Figura 1. El 4rea de cada placa del
condensador es A y la distancia entre las dos placas es d. La distancia entre las dos placas es
mucho menor que las dimensiones de las placas. Una de estas placas esta unida a una pared
mediante un muelle de constante elastica k, y la otra placa esta fija. Cuando la distancia entre las
placas es d, el muelle no estd comprimido ni estirado; en otras palabras, en este estado no se
ejerce ninguna fuerza sobre el muelle. Suponga que la permitividad del aire entre las placas es la
del vacio €. La capacidad correspondiente a esta distancia entre las placas del condensador es
Cy = €9A/d. Depositamos cargas +Q y —(Q en las placas y dejamos que el sistema alcance el
equilibrio mecanico.

A
\ 4

Figura 1
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Parte Pregunta Puntos
1.1 Calcule la fuerza eléctrica, F'g, que las placas ejercen entre si. 0.8
1.2 Sea x el desplazamiento de la placa unida al muelle. Halle x. 0.6

En este estado, ¢cual es la diferencia de potencial eléctrico V entre las placas del

1.3
condensador en funcién de Q, A, d, k?

0.4

Sea C' la capacidad del condensador, definida como el cociente entre la carga y la
1.4 . . . ., 0.3
diferencia de potencial. Halle C/Cj en funcién de Q, A, d y k.

15 ¢Cudl es la energia total, U, almacenada en el sistema en funcién de @, A, dy k? 0.6

La Figura 2 muestra una masa M unida a una placa conductora de masa despreciable y también a
dos muelles con la misma constante eldstica k. La placa conductora puede moverse de un lado a
otro en el espacio entre dos placas conductoras fijas. Todas estas placas son similares y tienen la
misma area A. Por tanto, estas tres placas constituyen dos condensadores. Como se muestra en
la Figura 2, las placas fijas estan conectadas a los potenciales dados V' 'y —V/, y la placa central
estd conectada a tierra a través de un conmutador de dos posiciones. El cable conectado a la
placa mdvil no perturba el movimiento de la placa y las tres placas permaneceran siempre
paralelas. Cuando el conjunto no estd acelerando, la distancia de cada placa fija a la placa movil
es d, que es mucho menor que las dimensiones de las placas. El espesor de la placa mévil puede
despreciarse.

Fixed Plate « e Fixed Plate

Movable
plate

Figura 2

El conmutador puede encontrarse en cualquiera de las dos posiciones a y 3. Suponga que el
conjunto de condensadores acelera junto con el automdévil y que la aceleracion es constante.
Suponga que, durante esta aceleracion constante, el muelle no oscila y todos los componentes de
este conjunto de condensadores se encuentran en sus posiciones de equilibrio, es decir, no se
mueven unos respecto de otros ni, por tanto, respecto del automovil.

Debido a la aceleracion, la placa mévil se desplazara una cierta distancia & desde el punto medio
entre las dos placas fijas.
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2 Considere el caso en que el conmutador esta en la posicién «, es decir, la placa mévil esta
conectada a tierra mediante un cable; entonces

Parte Pregunta Puntos
2.1 Halle la carga de cada condensador en funcién de x. 0.4
2.2 Halle la fuerza eléctrica neta sobre la placa movil, F'g, en funcion de z. 0.4

23 Suponga que d >> x y que los términos de orden 22 pueden despreciarse frente a los 0.2
’ términos de orden d?2. Simplifique la respuesta al apartado anterior. ’

54 Escriba la fuerza total sobre la placa mévil (la suma de la fuerza eléctrica y las fuerzas 0.7
' de los muelles) como —kegrx y dé la expresion de kegs. '

2.5 Exprese la aceleracion constante a en funcién de x. 0.4

3 Suponga ahora que el conmutador esta en la posicion (3, es decir, la placa movil esta conectada
a tierra a través de un condensador cuya capacidad es C's (los condensadores no tienen carga
inicial). Si la placa movil se desplaza una distancia  desde su posicién central,

Parte Pregunta Puntos

31 Halle Vg, la diferencia de potencial eléctrico entre los terminales del condensador =
) C', en funcioén de . '

Suponga de nuevo que d > x y desprecie los términos de orden z? frente a los

3.2 A L .
términos de orden d2. Simplifique su respuesta al apartado anterior.

0.2

4 Queremos ajustar los pardmetros del problema de manera que el airbag no se active durante
una frenada normal, pero se abra con suficiente rapidez durante una colisidn para evitar que la
cabeza del conductor choque contra el parabrisas o el volante. Como ha visto en la Parte 2, la
fuerza ejercida sobre la placa mévil por los muelles y las cargas eléctricas puede representarse
como la de un muelle con una constante elastica efectiva k.g. EI conjunto de condensadores es
similar a un sistema masa-muelle de masa M y constante elastica k.¢ sometido a una
aceleracion constante a, que en este problema es la aceleracion del automovil.

Nota: En esta parte del problema, ya no es valida la suposicién de que la masa y el muelle estan
en equilibrio bajo una aceleracion constante y, por tanto, permanecen fijos respecto del
automovil.

Desprecie el rozamiento y considere los siguientes valores numéricos para los parametros del
problema:
d=1.0cm, A=25x10"2m?, k=4.2x 10°N/m,
g9 = 8.85 x 10712C%/(Nm?), V=12V, M = 0.15kg.

Parte Pregunta Puntos

Utilizando estos datos, halle el cociente entre la fuerza eléctrica que calculé en el
4.1 apartado 2.3 y la fuerza de los muelles, y demuestre que las fuerzas eléctricas 0.6
pueden despreciarse frente a las fuerzas de los muelles.

Aungue no hemos calculado las fuerzas eléctricas para el caso en que el conmutador esta en la
posicion B, puede demostrarse que, en esta situacion, las fuerzas eléctricas son igualmente
pequefias y pueden despreciarse.
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Parte Pregunta Puntos

Si el automdvil, mientras se desplaza con velocidad constante, frena de repente con
4.2 una aceleracion constante a, ¢cual es el desplazamiento maximo de la placa moévil? 0.6
Dé su respuesta en funcién de los pardmetros.

Suponga que el conmutador esta en la posicion By que el sistema se ha disefiado de modo que,
cuando la tension eléctrica entre los terminales del condensador alcanza Vg = 0.15V, se activa
el airbag. Queremos que el airbag no se active durante una frenada normal cuando la aceleracion
del automovil sea menor que la aceleracién de la gravedad g = 9.8 m/sZ, pero que se active en

caso contrario.

Parte Pregunta Puntos

4.3 ¢Cudnto debe valer Cg para este propdsito? 0.6

Queremos averiguar si el airbag se activara con suficiente rapidez para evitar que la cabeza del
conductor golpee el parabrisas o el volante. Suponga que, como resultado de la colision, el
automovil experimenta una desaceleracion igual a g, pero la cabeza del conductor sigue
moviéndose con velocidad constante.

Parte Pregunta Puntos

a4 Estimando la distancia entre la cabeza del conductor y el volante, halle el tiempo £ 0.8
' que transcurre hasta que la cabeza del conductor golpea el volante. '

i Halle el tiempo t5 que transcurre hasta que se activa el airbag y comparelo con £;. 0.9
' ;Se activa el airbag a tiempo? Suponga que el airbag se abre instantdneamente. '

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Tome x > 0 hacia la placa fija izquierda. En las partes 2-4, esta es la placa a +V; tome la
aceleracion del automovil a > 0 en el sentido opuesto, como se indica en la figura. Las
componentes de las fuerzas son positivas en el sentido positivo de x, y Vg es el potencial de la
placa movil respecto de tierra. Escriba Cy = €9 A/d.

2

e 11: Fgp = 260A,atractiva.
2
e 1.2: x = m, hacia la placa fija.
Q Q?
e 13:V=—""—|d— —|.
oA 2kegA
C 2\
cra (1)
CO 2k€0Ad
2d 4
e 1.5:U = Q@ = @ .
2¢0A  8kelA?
z 60AV €0AV .
e 2.1: Mddulos de las cargas: Q. = ——, @r = ————. Las cargas correspondientes en
d—=x d+z

la placa mévil son —Qr y +Qr.
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g0 AV? 1 1 20 AV 2dzx
o 2.2: FE = — = .
2 (d— z)? (d+ x)? (d? — x2)2
2e0AV 2
e 23: Fp ~ od—gzv.
2e0AV?
e 2.4: Ftot = —keffx, keff =2k — SOT
2.5:a = et T = i k — ﬂ x, en la aproximacion de desplazamientos
Sia= T = on PE 0 p p
pequefios.
2e0A
¢ 31: Vg = codVz .
2e0Ad + Cs(d? — z?)
2C)H Vax
e 3.2: ~ .
3.2: Vs 2Cy+Cs d
|FE| E()AV2 _9
e 4.1: = = 7.6 x 10™7. Por tanto, ket ~ 2k.
|F springs| kd3 i
2Ma Ma
¢ 4.2: Ty — —— =~ ——.
kets k

4.3: Cg ~ 8.0 x 10 ' F = 80 pF.

2L
4.4:t) = \/— Estimando la distancia inicial entre la cabeza y el volante como
g

L = 0.50m, se obtiene t; ~ 0.32s.

M
4.5:ty = F\/ﬁ ~ 1.3 x 10725 = 13 ms. Como ty < t1, el airbag se activa a tiempo

bajo las suposiciones indicadas.

L

Solucion

Despreciamos los efectos de borde en todo el problema, lo cual esta justificado por las pequefias
separaciones entre las placas en comparacion con sus dimensiones.

11

La densidad superficial de cargaes o = Q/A. Una placa cargada uniformemente produce un campo
de mddulo a/(2so) en la otra placa. Una placa experimenta una fuerza debida al campo de la otra
placa, por lo que el mdédulo de la fuerza atractiva es

o Q?
Fp=Q— = .
E QZEQ 260A

Para una carga fija, esta fuerza es independiente de la separacion entre las placas dentro de la
aproximacion de placas paralelas.

1.2

La atraccion desplaza la placa mévil hacia la placa fija y estira el muelle una distancia x. El equilibrio
mecanico exige

kx:FE.

Por consiguiente,
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Qz

T 2keg A’
La solucion con las placas separadas requiere < d, o bien
Q? < 2keyAd.
1.3
El campo eléctrico entre las placas es
B2 -9
€0 oA

Su separacion de equilibrio es d — x, por lo que
V =E(d—z).

Sustituyendo el desplazamiento, se obtiene

_ 9 (4 ¥
V= goA (d 2]{360A>-

1.4

Segun la definicion dada,

Como Cy = g¢A/d,

c __d _(,__@ \"
Co d—=z 2keoAd )

En el equilibrio, la energia almacenada consta de la energia del campo eléctrico del condensador y de
la energia eldstica del muelle:

2 2d_
U:Q_+lkz2zu 1,2

1.5

—k
2C 2 2e0d 2"
Utilizando = = Q2 /(2keo A),
2 4 4
@4 @ Q
2604 4kelA?  8kelA?
Qd Q!

2¢0A  8kelA2 |

21

Tomando z positivo hacia la placa izquierda, las separaciones a izquierda y derechasond — x y d + x.
Por tanto, sus capacidades son

o — oA o g0A
L_d—a:’ R_d+:t:'
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En la posicion o del conmutador, la placa movil estd conectada a tierra. Cada condensador tiene una
tensién de mddulo V, de modo que

SoAV EOAV

Qr=CiV=——: Qa=CrV=_g—.

La placa fija izquierda tiene una carga +Q 1, y la superficie de la placa moévil enfrentada a ella tiene una
carga —(@ 1. La placa fija derecha tiene una carga —Q g, y la superficie de la placa mdvil enfrentada a
ella tiene una carga +Q gr.

2.2

Cada placa fija atrae a la placa movil. La atraccion de la izquierda actua en el sentido positivode z y la
atraccion de la derecha en el sentido negativo de . Utilizando la fuerza de 1.1,

o @0
E 2€0A '
Por tanto,
g AV? 1 1

T2 [@2? dre2)

Al combinar las fracciones, se obtiene

2e0AV 2dx
Fp=——.
(d? — 22)2

La fuerza tiene el mismo signo que x: la atraccién eléctrica tiende a aumentar el desplazamiento hacia
la placa mas cercana.

2.3
Reescribimos el resultado exacto como
b 2004V (a7
E= —d3 x — ﬁ .

Para |z| < d, al despreciar 22 /d? se obtiene

2e0AV?
Fg~ Od—3x.

2.4

Ambos muelles ejercen fuerzas restauradoras. Uno estd comprimido y el otro estirado, y su fuerza total
es

Fsprings = —2kz.

Sumando la fuerza eléctrica linealizada,

2
Fi = —2kx + Maf: = —keg.
d3
Por tanto,
2e0AV?

eulersolve.org/ipho/2007/ 16/29



La interaccion eléctrica reduce la rigidez restauradora. Una respuesta estable para desplazamientos

pequefios requiere kess > 0.
2.5

El automovil acelera en sentido opuesto al sentido positivo de x. En el sistema de referencia del
automovil, la fuerza de inercia sobre la masa es, por tanto, +Ma. El equilibrio relativo exige

—kegsx + Ma = 0.
De ahi que

keffiL' 2 ( €0AV2)
a= =—|k— —— |z

M M d3

Esta expresion utiliza la aproximacion de desplazamientos pequeios introducida en 2.3.
31

En la posicidn 3, la placa movil, su cable de conexién y la placa de C's conectada a él forman un
conductor aislado. Su carga total, inicialmente nula, permanece nula.

Sea Vg su potencial respecto de tierra. Las cargas en sus tres superficies que forman parte de los
condensadores son

qr=Cr(Vs—V), qr=Cr(Vs+V), qs=CsVs.
La conservacion de la carga da

Cr(Vs —V)+Cr(Vs+ V) + CsVs =0.

Por tanto,
_ V(G —Ckr)
T CL+Cr+Cs’
Ahora bien,
2e)Ax 2e0Ad
CGoCR=gEom TOREE—m
La sustitucion da
Ve — 2e0AVx
® 7 2e0Ad + Cs(d? — z2)

En particular, Vs = 0 en la posicion central y Vg > 0 para un desplazamiento hacia la placaa +V.

3.2

Despreciamos z? frente a d? en el denominador:
2e0AVx
2¢e0Ad + Csd? ‘

Vg ~

Utilizando Cy = €9 A/d,

2C) Vaz

Vs = 200+ Cg d -~

Por tanto, en esta aproximacion la tensién medida es proporcional al desplazamiento.

eulersolve.org/ipho/2007/
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41

La fuerza eléctrica y la fuerza de los muelles se oponen entre si. El cociente entre sus médulos es

|Fg| (260AV?/d?)|x|  €gAV?

| Fiprings| 2k|x| kd3

Cond=1.0x10"%m,

F 8.85 x 107 12)(2.5 x 102)(12)2
Fel| _ (885x10 )25 x10 %)(12)? 5

|Fsprings| B (42 X 103)(10 X 1072)3

La contribucidn eléctrica es despreciable, por lo que

Eorr =~ 2k = 8.4 x 10° N/m.

Tal como permite el enunciado, también despreciamos las fuerzas eléctricas en la posicién f.
4.2
Antes de la frenada, la masa esta en el centro y en reposo respecto del automdvil:

z(0) =0, z(0) = 0.

Tras el inicio repentino de la aceleracién constante, su ecuacion de movimiento en el sistema de
referencia del automovil es

Mz + keffw = Ma.
Definimos
Kt _ Ma
M’ T et

La solucion que satisface las condiciones iniciales es

w =

T(t) = Teq(1 — coswt).
El primer maximo se produce cuando wt = T, lo que da

2Ma N Ma
ket ~ k

Tmax = 2xeq =

El desplazamiento maximo es el doble del desplazamiento de equilibrio estatico porque, en ausencia de
amortiguamiento, la masa sobrepasa su nueva posicién de equilibrio.

4.3

Sea la tension de activacion
Vin =0.15 V.

Para situar el limite de activacién en a = g, la tensiéon maxima durante una aceleracion constante g

debe serigual a Viy,.

El desplazamiento maximo correspondiente es

Mg B (0.15)(9.8)

_ —4
2 12100 3.5 x 10" m.

Tg =

Por tanto,
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Lg
— =0.035,
d

lo que respalda la aproximacién de desplazamientos pequefios.
A partir de 3.2,

o 200 Vilfg
- 200+Cs d

Vin

Despejando la capacidad necesaria,

Vz VM
Cg = 20, (thi - 1) — 20, <dej - 1).

Aqui,

A
Co = ‘SOT — 22125 x 10" F — 22.125 pF,

Va,

= (12)(0.035) = 0.42 V.

Por consiguiente,

42
Cs = 2(22.125 pF) <% - 1> = 79.65 pF.

Con la precision de los datos,

Cg~ 80pF = 8.0 x 10" 1 F.

Para este modelo de frenada con aceleracién constante, la tensién maxima es proporcional a a, por lo
que las aceleraciones inferiores a g no alcanzan el umbral, mientras que las iguales o superiores a g si
lo alcanzan.

A modo de comparacidn, conservando la geometria exacta de 3.1 se obtiene
2e0A (Va,/Viy — d)

2 _ .2
d T,

CS,exact = = 79.75pF,

que tiene el mismo valor redondeado.
4.4
Sea L la distancia inicial entre la cabeza del conductor y el volante en la direcciéon del movimiento.

Inicialmente, ambos tienen la misma velocidad. La cabeza continta con velocidad constante, mientras
gue el volante desacelera junto con el automovil con una aceleracion de modulo g. Por tanto, su
aceleracion relativa tiene modulo g, y la distancia que se acorta la separacion tras un tiempo ¢ es

1
Srel = Eth

El impacto se produce cuando esta distancia es igual a L:

2L
.

t1 =
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Tomando una estimacién razonable L = 0.50 m,

2(0.50)

t]_: T:O:g].gsg

4.5

Para a = g, el condensador se eligié de modo que la tension de activacion se alcance en el

desplazamiento maximo 4. El movimiento es

Mg 2k

z(t) = (1 — coswt), w=14/—.

M
Comozy = Mg/k:, la primera activacion se produce cuando

1 — coswts = 2,

o bien
wts = .

Por tanto,

T

27V ok
Numéricamente,

0.15
to =my | — = 0.01328 s ~ |13 ms|.
8.4 x 103

Comparando con el tiempo estimado hasta el impacto de la cabeza,
t
2 ~0.042.
131

La cabeza se acerca al volante tan solo

1
Egt% ~ 8.6 x 10 *m = 0.86 mm

antes de la activacion. Por tanto, el airbag se activa mucho antes de que la cabeza llegue al

volante, suponiendo una apertura instantanea, tal como se estipula.

La solucion se comprobd con la solucion oficial.

Problema 3: Estrellas binarias

[

determinada y averiguar si se trata de un sistema binario.

eulersolve.org/ipho/2007/

entre las dos estrellas es mucho menor que su distancia a nosotros y, por tanto, no pueden
distinguirse por separado con telescopios. Por ello, debemos recurrir a la fotometria o a la
espectrometria para observar las variaciones de la intensidad o del espectro de una estrella

Dos estrellas que giran alrededor de su centro de masas forman un sistema estelar binario. Casi la
mitad de las estrellas de nuestra galaxia forman sistemas estelares binarios. No es facil reconocer
desde la Tierra la naturaleza binaria de la mayoria de estos sistemas estelares, ya que la distancia

20/29



Fotometria de estrellas binarias

Si nos encontramos exactamente en el plano del movimiento de las dos estrellas, una de ellas
ocultara (pasara por delante de) la otra en determinados momentos, vy la intensidad del sistema
en su conjunto variara con el tiempo desde nuestro punto de observacion. Estos sistemas binarios
se denominan binarias eclipsantes.

1 Suponga que dos estrellas se mueven en érbitas circulares alrededor de su centro de masas
comun con una velocidad angular constante w y que nos encontramos exactamente en el plano
del movimiento del sistema binario. Suponga también que las temperaturas superficiales de las
estrellas son T7 y Ty (T > T5), y que sus radios correspondientes son R; y Ry (R, > R»),
respectivamente. La intensidad total de la luz, medida en la Tierra, se representa en la Figura 1 en
funcién del tiempo. Mediciones cuidadosas indican que las intensidades de la luz incidente
procedente de las estrellas correspondientes a los minimos son, respectivamente, el 90 y el 63
por ciento de la intensidad maxima, Iy, recibida de ambas estrellas (Io =48 x107° W/m2). El
eje vertical de la Figura 1 muestra el cociente I/Io, y el eje horizontal estd graduado en dias.

Il

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 Time (days)

Figura 1. Intensidad relativa recibida del sistema estelar binario en funcion del tiempo. El eje
vertical se ha normalizado mediante Iy = 4.8 X 1= W/mz. El tiempo se expresa en dias.

1.1 — 0.8 puntos

Halle el periodo del movimiento orbital. Exprese su respuesta en segundos con dos cifras
significativas.
¢Cudl es la frecuencia angular del sistema en rad/sec?

Con buena aproximacidn, la radiacién recibida de una estrella es una radiacién uniforme de
cuerpo negro procedente de un disco plano cuyo radio es igual al de la estrella. Por tanto, la
potencia recibida de la estrella es proporcional a AT4, donde A es el drea del discoy T es la
temperatura superficial de la estrella.

1.2 — 1.6 puntos

Utilice la grafica de la Figura 1 para hallar los cocientes 71 /T> y R1/Rs.
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Espectrometria de sistemas binarios

En esta seccion, vamos a calcular las propiedades astronédmicas de una estrella binaria utilizando
datos espectrométricos experimentales del sistema binario.

Los dtomos absorben o emiten radiacion a determinadas longitudes de onda caracteristicas. En
consecuencia, el espectro observado de una estrella contiene lineas de absorciéon debidas a los
atomos de su atmosfera. El sodio tiene una linea espectral amarilla caracteristica (la linea D1) con
una longitud de onda de 5895.9 A (10 A = 1 nm). Examinamos el espectro de absorcién del
sodio atdmico a esta longitud de onda para el sistema binario de la seccidn anterior. El espectro
de la luz que recibimos de la estrella binaria presenta un desplazamiento Doppler, porque las
estrellas se mueven con respecto a nosotros. Cada estrella tiene una rapidez diferente. Por
consiguiente, la longitud de onda de absorcidon de cada estrella sufrird un desplazamiento
distinto. Para observar el desplazamiento Doppler se requieren mediciones de longitud de onda
de gran precision, ya que la rapidez de las estrellas es mucho menor que la de la luz. La rapidez
del centro de masas del sistema binario que consideramos en este problema es mucho menor que
las velocidades orbitales de las estrellas. Por tanto, todos los desplazamientos Doppler pueden
atribuirse a la velocidad orbital de las estrellas. La Tabla 1 muestra el espectro medido de las
estrellas del sistema binario que hemos observado.

Tabla 1: Espectro de absorcion del sistema estelar binario para la linea D; del sodio
t/days 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4

A1 (A) 58975 58977 58972 5896.2 58951 5894.3 58941 5894.6
Az (A) 58931 5892.8 5893.7 5896.2 58973 5898.7 5899.0 58981

t/days 2.7 3.0 3.3 3.6 3.9 4.2 4.5 4.8
A1 (A) 5895.6 5896.7 58973 58977 58972 5896.2 58950 5894.3
A2 (A) 5896.4 58945 58931 5892.8 58937 5896.2 58974 5898.7

(Nota: No es necesario representar graficamente los datos de esta tabla)

2 Utilizando la Tabla 1,

2.1 — 1.8 puntos

Sean v1 y v2 las velocidades orbitales de cada estrella. Halle v1 y v2.
La velocidad de la luz es ¢ = 3.0 x 10® m/s. Ignore todos los efectos relativistas.

2.2 — 0.7 puntos
Halle el cociente entre las masas de las estrellas (m/ms).
2.3 — 0.8 puntos

Sean 77 y 79 las distancias de cada estrella a su centro de masas.
Halle 71 y 7s.

2.4 — 0.2 puntos
Sea r la distancia entre las estrellas. Halle 7.

3 La fuerza gravitatoria es la Unica fuerza que actua entre las estrellas.
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3.1— 1.2 puntos

Halle la masa de cada estrella con una cifra significativa.
La constante de gravitacion universal es G = 6.7 x 10 ! m3kg 1572

Caracteristicas generales de las estrellas

4 La mayoria de las estrellas generan energia mediante el mismo mecanismo. Por ello, existe una
relacion empirica entre su masa, M, y su luminosidad, L, que es la potencia radiante total de la
estrella. Esta relacion puede escribirse en la forma L/ Lgy, = (M /Mgy, ).

Aqui, Mgy, = 2.0 x 103° kg es la masa solar y Lgy,, = 3.9 x 10?2 W es la luminosidad solar.
Esta relacion se muestra en un diagrama doblemente logaritmico en la Figura 2.

1067
104 - . .s
L ]
102 - . °°
5 See
= 1 - :.i'.
~] .....
1072 )
. [ ]
L ]
1074
| T T T T
0.1 1 10
M/ M,

Sun

Figura 2. La luminosidad de una estrella varia con su masa segun una ley de potencias. El
diagrama es doblemente logaritmico. El simbolo de estrella representa al Sol, con una masa de
2.0 x 10° kg y una luminosidad de 3.9 x 10%° W.

4.1 — 0.6 puntos
Halle a con una cifra significativa.
4.2 — 0.6 puntos

Sean L1 y L, las luminosidades de las estrellas del sistema binario estudiado en las secciones
anteriores. Halle Ly y L.

4.3 — 0.9 puntos

¢Cual es la distancia, d, del sistema estelar a nosotros en afios luz?
Para hallar la distancia puede utilizar la grafica de la Figura 1. Un afio luz es la distancia que
recorre la luz en un afo.

4.4 — 0.4 puntos

;Cual es la separacién angular maxima, 6, entre las estrellas desde nuestro punto de
observacién?
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4.5 — 0.4 puntos

¢Cual es el tamafio minimo de la abertura de un telescopio dptico, D, que permite distinguir estas
dos estrellas por separado?

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

En los resultados posteriores se utilizan valores intermedios sin redondear.

e 11: P =3.0days ~ 2.6 x 10° s; w ~ 2.4 x 10~° rad/s.

1.2: T1/T2 ~ 1.39; Rl/R2 ~ 1.56.

2.1:v1 ~ 9.2 x 10* m/s; v2 ~ 1.6 x 10° m/s.

2.2:m1/mg ~ 1.7.

2.3:7; ~ 3.8 x 10° m; 72 ~ 6.5 x 10° m.

2.4:7~1.0 x 10 m.

e 3.1: Con una cifra significativa, m; ~ 6 x 1030 kg, my ~ 4 x 10%° kg.

e 41~ 4.

e 4.2: L; ~3.2x 102 W; L, ~ 3.7 x 102" W.

e 4.3:d ~ 82 afios luz ~ 7.7 x 107 m.

e 4.4:0,,,. ~ 1.3 x 10 8rad, 0 2.7 x 103 segundos de arco.

e 4.5: D,in ~ 54 m, utilizando el criterio de Rayleigh a la longitud de onda del sodio
indicada, 589.59 nm.

L

Solucion
1.1

El periodo orbital es el intervalo entre minimos sucesivos de la misma profundidad. La Figura 1 da
aproximadamente 3.0 dias. Los minimos adyacentes de distinta profundidad corresponden a las dos
conjunciones diferentes y estan separados por medio periodo.

Por tanto,

P = 3.0 x 86400 s = 259200 s ~ 2.6 x 10° s|.

La frecuencia angular es

2
w= % —2.424... x 10’ rad/s ~|2.4 x 10"° rad/s|.

1.2
Sean las contribuciones a la intensidad en la Tierra cuando no hay ocultacién
I, = CR:T}, I,=CRT),

donde C' es comun a ambas estrellas porque se encuentran practicamente a la misma distancia. Fuera
de los eclipses,

Iy=1I + I
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La geometria de observacién, con el plano orbital visto de canto, produce eclipses centrales. Como

R1 > R», la estrella mayor puede ocultar por completo a la menor. Durante este eclipse, la intensidad

perdida es Is.

En el otro eclipse, la estrella menor oculta una region del mismo tamario de la estrella mas caliente. La

intensidad perdida es entonces

B = CR3T}.

Como T > T5, se cumple B > I». Por tanto, el minimo menos profundo corresponde al eclipse en el

que la estrella 2 queda oculta.

El minimo menos profundo da
I, = 0.901, I, = 0.101.
El minimo mas profundo da
B =(1-10.63)I = 0.37I.

Dividiendo B entre I3,

T,\' CR3TY 037 e
T,) CR:Ty 0.0 77
de modo que
Ty 1/4
= =374~ 1.39].
T
Andlogamente,
R\’ L 0.0
Ry) B 037’
por lo que
R, B 0.90 156
R, 037
21
Para un movimiento no relativista, el desplazamiento Doppler es
A — )\o o E
)\0 N C,
donde u es la velocidad en la direccion de la linea de visidn, positiva para el alejamiento, y
Xo = 5895.9 A.

En una drbita circular vista de canto, la velocidad en la direccién de la linea de vision varia
sinusoidalmente entre —v; y +wv;. Por tanto, la amplitud de la variacién de la longitud de onda
determina la rapidez orbital:

v — C Ai,Inax_Ai,min
DY 2

Utilizando los valores extremos de la tabla,
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5897.7 — 5894.1

AN = 5 A=1.8A,
5899.0 — 5892.8 . .
Ao = 5 A=31A
Por tanto,
v1 = 3.0 x 10® 5855.9 —=9.159... x 10* m/s,
1
vy = 3.0 x 108 sl 1.577... % 10° m/s.
5895.9
Asi,
vy ~9.2x10*m/s, vy~ 1.6 x 10° m/s|.
2.2

En el sistema de referencia del centro de masas, las estrellas tienen cantidades de movimiento de igual

modulo y sentidos opuestos:
miv1 = MoyvUs.

En consecuencia,

—=—=—=1.722...~ 1.7|

mq (%) 3.1
moy (%] 1.8 N

23

Ambas estrellas tienen la misma frecuencia angular. Para el movimiento circular uniforme,
’UZ'P

2

Utilizando los valores sin redondear de los calculos anteriores,

ry = 3.778...x 10° m, re = 6.507... % 10° m.

Vi = Wry, r; =

Por tanto,

r1 ~ 3.8 x 10° m, re ~ 6.5 x 10° m|

2.4
El centro de masas se encuentra entre las estrellas, de modo que su separacion es

r=r;+7y=1.02854... x 10" m.

Asi, con dos cifras significativas,

r~1.0x10"m|

341

La fuerza gravitatoria proporciona la fuerza centripeta para cada estrella:

Gmimo

2 = m1w2r1 = m2w2r2.

r

De ello se deduce que
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wrror? wrryr?
— - _
Al sustituir, conservando las cifras intermedias, se obtiene

my = 6.037... x 10%° kg, ms = 3.5056. .. x 10%° kg.

Las respuestas solicitadas con una cifra significativa son, por tanto,

my =

m1 ~ 6 x 10°° kg, ma ~ 4 x 10%° kg|.

En lo que sigue se conservardn las masas calculadas sin redondear, ya que elevar a una potencia
masas redondeadas prematuramente introduciria un error numérico considerable.

41

Tomando logaritmos de la relacién empirica se obtiene

lo L lo M
= .
8 L Sun & M: Sun

Por tanto, a es la pendiente de la tendencia en el diagrama doblemente logaritmico.

La tendencia pasa aproximadamente por

M L )
<m, Lsun) = (1,1) Yy (10, 10 )

Por consiguiente,

o~ 10%10(104) - 10%10(1) _ .
10%10(10) - logw(l)

4.2

Cona =4,

Utilizando las masas dinamicas sin redondear,

037...x10%\*
Ly =3.9x 1026(6 05’2 12300 ) —3238... x 108 W,
U X
30\ 4
Ly = 3.9 x 10 ( 3'5(;5(? - '1:3010 ) —3.681...x 107 W.
.U X

Por tanto,

L1 ~32x108W, Lo ~ 3.7 x 102" W |.

Como comprobacién de coherencia, estos valores dan Ll/Lz ~ 8.8, proximo al cociente fotométrico
I /I2 =9, como cabe esperar dada la naturaleza aproximada de la ley empirica y de los datos
medidos.

4.3

Para una radiacién isétropa, una luminosidad L produce una intensidad L /(47d?) a una distancia d.
Fuera de los eclipses, ambas estrellas aportan la totalidad de su flujo:
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L L+l
7 Tana?

L+ L 3.6065... x 1028
d— |12 _ ~ —7.7325... x 101" m.
4l 47(4.8 x 1079)

Tomando un afio como aproximadamente 365 dias,

1 afio luz = ¢(365 x 86400 s) ~ 9.46 x 10'° m.

Por tanto,

Por tanto,

d ~ 82 afios luz ~ 7.7 x 10" m|.

4.4

La separacion proyectada es maxima cuando la recta que une las estrellas es perpendicular a la linea
de visidn. Su valor es entonces 7.
Como r < d, la aproximacién de angulos pequefios da

r 1.02854...x 10

0oy ™~ — = =1.330... x 10~ % rad.
d 7.7325... x 1017

Por consiguiente,

Omax ~ 1.3 x 10~ 8 rad

0, aproximadamente,

Omax ~ 2.7 x 1072 segundos de arco)|.

4.5

Para un telescopio ideal limitado por la difraccidon y con una abertura circular, el criterio de Rayleigh da
la separacién angular minima resoluble:

Or = 1.221.
D
Por tanto, la abertura minima capaz de resolver las estrellas cuando su separacidon es maxima satisface
D 1.22)\
e emax '

Utilizando la longitud de onda del sodio proporcionada en el problema,

A = 5895.9 A = 5.8959 x 10" m,

obtenemos

D _ 1.22(5.8959 x 1077)
o 1.330... x 1078

De forma mas general, la dependencia con la longitud de onda es

m ~ |54 m]|.
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A

589.59 nm

La solucién se comprobd con la solucidn oficial.
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