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Aufgabe 1: Dimensionsanalyse und Schwarze Locher (Hawking-
Strahlung)

[
In der Physik miissen bei einer Gleichheitsbeziehung beide Seiten der Gleichung von derselben
Art sein, d. h., sie mussen dieselben Dimensionen haben. Beispielsweise kann die GroBe auf der
rechten Seite einer Gleichung nicht eine Lange darstellen, wahrend die GroBe auf der linken Seite
ein Zeitintervall darstellt. Mithilfe dieser Tatsache lasst sich manchmal die Form eines
physikalischen Zusammenhangs nahezu herleiten, ohne das Problem analytisch zu losen. Wenn
wir beispielsweise die Zeit bestimmen sollten, die ein Korper benotigt, um unter dem Einfluss einer
konstanten Fallbeschleunigung g aus einer Hohe h zu fallen, kénnten wir argumentieren, dass wir
lediglich aus den GréBen g und h eine GroBe bilden miissen, die ein Zeitintervall darstellt, und
dass dies nur in der Form T" = a(h/g)l/2 moglich ist. Beachten Sie, dass diese Losung einen
noch unbestimmten Koeffizienten a enthalt, der dimensionslos ist und daher mit dieser Methode
nicht bestimmt werden kann. Dieser Koeffizient kann eine Zahl wie 1, 1/2, \/g, m oder jede andere
reelle Zahl sein. Diese Methode zur Herleitung physikalischer Zusammenhange heift
Dimensionsanalyse. Bei der Dimensionsanalyse sind die dimensionslosen Koeffizienten nicht von
Bedeutung und muissen nicht angeschrieben werden. Glicklicherweise sind diese Koeffizienten
bei den meisten physikalischen Problemen von der GroBenordnung 1, und ihr Weglassen
verandert die GroBenordnung der physikalischen GroBen nicht. Wendet man die
Dimensionsanalyse auf das obige Problem an, erhalt man daher T' = (h/g)'/2.

Im Allgemeinen werden die Dimensionen einer physikalischen GroBe durch die Dimensionen von
vier GrundgroBen ausgedriickt: M (Masse), L (Lange), 1" (Zeit) und K (Temperatur). Die
Dimension einer beliebigen GréBe x wird mit [ bezeichnet. Um beispielsweise die Dimensionen
der Geschwindigkeit v, der kinetischen Energie E}, und der Warmekapazitat Cy, auszudriicken,
schreiben wir: [v] = LT !, [E}] = ML*T 2, [Cy] = ML*T 2K .

1 Fundamentalkonstanten und Dimensionsanalyse

Bestimmen Sie die Dimensionen der Fundamentalkonstanten, d. h. der Planck-Konstante h,
1.1 der Lichtgeschwindigkeit ¢, der universellen Gravitationskonstante G und der Boltzmann- 0.8
Konstante kp, ausgedriickt durch die Dimensionen von Lange, Masse, Zeit und Temperatur.

Das Stefan-Boltzmann-Gesetz besagt, dass die spezifische Ausstrahlung eines schwarzen
Korpers, also die gesamte Energie, die pro Flacheneinheit seiner Oberflache und pro Zeiteinheit
abgestrahlt wird, gleich ol ist, wobei o die Stefan-Boltzmann-Konstante und 6 die absolute
Temperatur des schwarzen Korpers ist.
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Bestimmen Sie die Dimension der Stefan-Boltzmann-Konstante, ausgedriickt durch die

1.2
Dimensionen von Lange, Masse, Zeit und Temperatur.

0.5
Die Stefan-Boltzmann-Konstante ist keine Fundamentalkonstante und lasst sich durch
Fundamentalkonstanten ausdriicken, d. h., man kann o = ah"cﬂG'yk‘sB schreiben. In dieser
Beziehung ist a ein dimensionsloser Parameter von der GroBenordnung 1. Wie bereits erwahnt, ist
der genaue Wert von a flr unsere Betrachtung nicht von Bedeutung, daher setzen wir ihn gleich 1.

1.3 Bestimmen Sie «, (3, ¥ und § mithilfe der Dimensionsanalyse. 1.0

2 Physik Schwarzer Locher

In diesem Teil der Aufgabe mochten wir mithilfe der Dimensionsanalyse einige Eigenschaften
Schwarzer Locher bestimmen. Nach einem bestimmten physikalischen Theorem, das als No-Hair-
Theorem bekannt ist, hangen alle Eigenschaften des Schwarzen Lochs, das wir in dieser Aufgabe
betrachten, ausschlieBlich von seiner Masse ab. Eine Eigenschaft eines Schwarzen Lochs ist die
Flache seines Ereignishorizonts. Anschaulich gesprochen ist der Ereignishorizont die Grenze des
Schwarzen Lochs. Innerhalb dieser Grenze ist die Gravitation so stark, dass nicht einmal Licht aus
dem von ihr umschlossenen Gebiet entweichen kann.

Wir mochten einen Zusammenhang zwischen der Masse eines Schwarzen Lochs m und der
Flache seines Ereignishorizonts A finden. Diese Flache hangt von der Masse des Schwarzen
Lochs, der Lichtgeschwindigkeit und der universellen Gravitationskonstante ab. Wie in 1.3
schreiben wir A = G%cPm7.

2.1 Bestimmen Sie a, 8 und 7y mithilfe der Dimensionsanalyse. 0.8

Aus dem Ergebnis von 2.1 wird deutlich, dass die Flache des Ereignishorizonts eines Schwarzen
Lochs mit seiner Masse zunimmt. Aus klassischer Sicht kann nichts aus einem Schwarzen Loch
entweichen, und daher kann die Flache des Ereignishorizonts bei allen physikalischen Vorgangen
nur zunehmen. In Analogie zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik schlug Bekenstein vor,
einem Schwarzen Loch eine Entropie .S zuzuordnen, die proportional zur Flache seines
Ereignishorizonts ist, d. h. S = nA. Diese Vermutung wurde durch weitere Argumente plausibler
gemacht.

Verwenden Sie die thermodynamische Definition der Entropie dS = dQ /6, um die
2.2 Dimension der Entropie zu bestimmen. 0.2
dQ ist die ausgetauschte Warme und 6 die absolute Temperatur des Systems.

23 Driicken Sie wie in 1.3 die dimensionsbehaftete Konstante 7 als Funktion der >
’ Fundamentalkonstanten h, ¢, G und kp aus. '
Verwenden Sie flr den Rest der Aufgabe keine Dimensionsanalyse; Sie durfen jedoch die

Ergebnisse aus den vorhergehenden Abschnitten verwenden.
3 Hawking-Strahlung

Mit einem halbquantenmechanischen Ansatz begriindete Hawking, dass Schwarze Locher
entgegen der klassischen Sichtweise Strahlung aussenden, die der Strahlung eines schwarzen
Korpers bei einer Temperatur ahnelt, die als Hawking-Temperatur bezeichnet wird.

3.1 Verwenden Sie FF = mcz, womit die Energie des Schwarzen Lochs durch seine Masse 0.8

ausgedrlckt wird, sowie die Hauptsatze der Thermodynamik, um die Hawking-Temperatur
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0 g eines Schwarzen Lochs durch seine Masse und die Fundamentalkonstanten
auszudriicken. Nehmen Sie an, dass das Schwarze Loch keine Arbeit an seiner Umgebung
verrichtet.

Die Masse eines isolierten Schwarzen Lochs andert sich somit aufgrund der Hawking-

3.9 Strahlung. Bestimmen Sie mithilfe des Stefan-Boltzmann-Gesetzes, wie diese o
’ Anderungsrate von der Hawking-Temperatur des Schwarzen Lochs 85 abhiangt, und ’

drlicken Sie sie durch die Masse des Schwarzen Lochs und die Fundamentalkonstanten aus.

33 Bestimmen Sie die Zeit t*, die ein isoliertes Schwarzes Loch der Masse m bendtigt, um T
' vollstandig zu verdampfen, d. h. seine gesamte Masse zu verlieren. '

Aus thermodynamischer Sicht zeigen Schwarze Locher einige exotische Verhaltensweisen.
Beispielsweise ist die Warmekapazitat eines Schwarzen Lochs negativ.

3.4 Bestimmen Sie die Warmekapazitat eines Schwarzen Lochs der Masse m. 0.6

4 Schwarze Locher und die kosmische Hintergrundstrahlung

Betrachten Sie ein Schwarzes Loch, das der kosmischen Hintergrundstrahlung ausgesetzt ist. Die
kosmische Hintergrundstrahlung ist eine Schwarzkdrperstrahlung mit einer Temperatur 6 g, die
das gesamte Universum erflllt. Ein Kdrper mit einer Gesamtoberflaiche A empfangt daher pro
Zeiteinheit eine Energie von 00% x A. Ein Schwarzes Loch verliert somit Energie durch Hawking-
Strahlung und gewinnt Energie aus der kosmischen Hintergrundstrahlung.

Bestimmen Sie die Anderungsrate der Masse eines Schwarzen Lochs, ausgedriickt durch die
4.1 Masse des Schwarzen Lochs, die Temperatur der kosmischen Hintergrundstrahlung und die 0.8
Fundamentalkonstanten.

ns Bei einer bestimmten Masse m* verschwindet diese Anderungsrate. Bestimmen Sie m* und o
' driicken Sie sie durch 8 und die Fundamentalkonstanten aus. '

Verwenden Sie lhre Antwort auf 4.2, um 6 in lhrer Antwort auf Teil 4.1 zu ersetzen, und
4.3 driicken Sie die Anderungsrate der Masse eines Schwarzen Lochs durch m, m* und die 0.2
Fundamentalkonstanten aus.

A Bestimmen Sie die Hawking-Temperatur eines Schwarzen Lochs im thermischen s
’ Gleichgewicht mit der kosmischen Hintergrundstrahlung. '

e Ist das Gleichgewicht stabil oder instabil? Warum? (Drucken Sie lhre Antwort mathematisch 0.6
' aus.) )

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Bei diesen Ergebnissen werden die unbestimmten dimensionslosen Koeffizienten in den Teilen 1-2
wie vorgegeben gleich 1 gesetzt. Zahlenfaktoren, die beim Differenzieren und Integrieren
entstehen, werden beibehalten. Wir schreiben m = dm/dt.

e 1%:[h] = MLT, [e| = LT, [G] = M'L3T 2, [kg] = ML?*T 2K 1.
e 1.2:[0] = MT 3K %
k4

B

* 13: (Oé,/B, Y 5) = (_37 _27 074): womit o = h3c2 o
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G?m?
4

2.1: (a, B,7) = (2,—4,2), womit A =

G
e 2.2:[S] = ML?T 2K L.
kpc®
e 23:1 = .
=G
31: 0, = ¢
TUH 2Gkpm
R U .
o c? 4hc? 16G2m?2
3.3: 4% — 16G%m?
e 3hct )
2Gk
e 3.4:C = — CLT00 <0
2k4h6204 h 4
G
o 411 = B B _ S
h3c8 16G2m?2
4.2: m* = he?
- 2Gkplp
. hct ( m )4 1
° m = —
16G?m?2 | \ m*
o 4.4: 0H(m*) =0pB
. hct
e 4.5: Instabil. Eine kleine Massenstérung erfiillt dm ~ __ne dm, sodass ihr Betrag
4G2(m*)3

exponentiell wachst.

.

Losung

Wir verwenden das in der Aufgabe vorgegebene Modell eines Schwarzen Lochs, dessen Eigenschaften
nur von seiner Masse abhangen, sowie die dort angegebenen Gesetze flir Emission und Absorption
eines schwarzen Korpers. Alle Ausdriicke GUbernehmen die in den Teilen 1-2 gewahlte Normierung der
dimensionslosen Koeffizienten. Es sind keine numerischen Eingangswerte gegeben, daher werden die
gesuchten Ergebnisse symbolisch angegeben.

1.1

Aus der Beziehung fiir die Photonenenergie E = hv mit [v] = T ! folgt
[h] = 18] _ ML*T .
]
Da c eine Geschwindigkeit ist, gilt
[c]=LT".
Aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz F' = Gmlmz/'r2 folgt

[F][L?  (MLT-2)L?

_ _ _oag-l73p—2
Das Produkt kg6 hat die Dimension einer Energie, also gilt
E
[kp] = 5] _ ML*T K.

6]
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lhre Sl-Einheiten sind in derselben Reihenfolge J s, ms~!, m? kg_1 s 2und JK L.
1.2
Das Stefan-Boltzmann-Gesetz fir die gesamte abgestrahlte Leistung lautet
P =cA6".
Folglich gilt

o] = P MIT e
AT K

Die zugehérige SI-Einheit ist Wm 2 K 4.

1.3

Mit dem vorgegebenen Koeffizienten a = 1 gilt
o = h*PGES,.
Die Dimension der rechten Seite ist
Maf’y+5L2a+ﬂ+3'y+25T 7a7ﬂ72772(5K7(5.
Der Vergleich mit MT 3K —* ergibt
a—v+6=1,
200+ B+ 37+ 26 =0,
—a—f—2y—-20=-3,
 g——

Die Losung lautet

Somit gilt

2.1
Fir A = G®cPm7 gilt
L2 — M*Ot+’yL3Ot+ﬁT72a*ﬂ.

Daher gilt
—a+v=0, 3a+ [ =2, —2a— B =0.
Die letzte Gleichung ergibt 8 = —2q; aus der Gleichung fir die Langendimension folgt dann o = 2.
Somit gilt
a = 2a /8 - _47 Y= 2 )
und
GZ 2
A=2"
ct

2.2

Aus der thermodynamischen Entropiebeziehung
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ds =—,
0
ergibt sich flr die Entropie die Dimension
[S] = o _ ML*T 2K}
[6]
lhre SI-Einheit ist J K 1.
23
Da S = nA, gilt
S
] = H = MT K.
Wir setzen

n = h?c?G k5.
Der Vergleich der Dimensionen ergibt
p—r+s=1,
2p+q+3r+2s=0,
—p—q—2r —2s = -2,
—s=—1.

Somit sind s = 1 und p = 7, und die lbrigen Gleichungen ergeben

p=—1, q=3, r=—1.

Daher gilt
B kpc?
e
Zusammen mit der Horizontflache ergibt dies die Entropie als Funktion der Masse:
kpc® G?m? kpGm?
S(m) =nA = = .
( ) 77 }L(; C4

3.1

Fur die thermodynamische Familie von Zustanden Schwarzer Locher lautet der erste Hauptsatz ohne

Arbeitsterm

dE =60y dS.
Da
E = mc?, S = M
hc
gilt
dE _ 2 dsS _ 2kpGm
dm ’ dm he

Folglich ist
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_ dE/dm hc?

Oy = .
B 4S/dm ~ | 2Gkgm

Die Temperatur nimmt mit zunehmender Masse ab.
3.2

Die nach auBen abgegebene Strahlungsleistung ist

Py = JA04H.
Die Energieerhaltung fur ein isoliertes Schwarzes Loch erfordert
¢’ = —Poy,

wobei das Minuszeichen den Massenverlust ausdriickt. Daher gilt

. dA , G*kym? 4
Einsetzen der Temperatur aus 3.1 ergibt
_ G*kim? [ hed \* he?
m= — =|——
h3c8 2Gkgm 16G?m?
Um die Abhangigkeit allein von der Temperatur auszudriicken, setzen wir
hed
m= —7——-.
2Gkgly
Damit ergibt sich
2 92
"= — kBeH
4hc?

Der Betrag der Massenverlustrate ist somit proportional zu 0%1. Obwohl die Emission pro Flacheneinheit
proportional zu 9}1{ ist, ist die Horizontflache proportional zu m? und damit zu 9;12.

3.3

Die Anfangsmasse sei m, und die momentane Masse bezeichnen wir mit u(t). Wir definieren

hct

=~ Tecz ¥

K

Die Gleichung fur den Massenverlust lautet

dup K
— ==

dt I

Durch Trennung der Variablen und Integration ausgehend von ,u(O) = m erhalten wir
w(t) t
/ /ledulz—li/ dtl,
m 0

p(t)® —m?
3

also
= —Kt.

Somit gilt
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u(t) = (m® — 3xt) 13

Die vollstandige Verdampfung tritt ein, wenn u(t*) = 0:

m3 B 16G?*m?

+ — -
3k 3hct

Dies ist die Lebensdauer, die sich ergibt, wenn das Verdampfungsmodell der Aufgabe bis zur Masse
null fortgeflihrt wird.

3.4

Da kein Arbeitsterm vorhanden ist, ist die Warmekapazitat

_dQ _ dE
dOm dOm
Mit
S he3
2Gkgly’
erhalten wir
o dm hc®

c=c2 -
“d0n  2Gkpt%

Einsetzen von 8 = hc?/(2Gkpm) ergibt

o 2Gksm®|
hc
Gleichwertig dazu ist
2
c=-"C% - a5
On

Die Warmekapazitat ist negativ: Die Aufnahme von Energie erhoht die Masse und senkt die Temperatur,
wahrend der Verlust von Energie die Temperatur erhoht.

41

Die absorbierte und die emittierte Leistung sind gemal dem angegebenen Modell
P, = 0A94B, Py = JA04H.
Aus der Energieerhaltung folgt
¢’ = P — Pou,
also

. O'A 4 4
Einsetzen der zuvor hergeleiteten Ausdriicke ergibt
. G’kpm*0p het

me= h3c8 C16G2m2 |

Der erste Term beschreibt die Absorption, der zweite die Emission.
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4.2
Bei m = m™* verschwindet die Nettoanderungsrate:
oA (63 — 0u(m*)*) = 0.

Flr positive Temperaturen erfordert dies

0H(m*) = GB
Mit 3.1 gilt
h 3
c 05,
2Gk3m*
und daher
. hc?
n 2GkpOp
4.3
Aus 4.2 folgt
he?
O = 2Gkpm*

Einsetzen in 4.1 ergibt

m =

G?kym? hc? ! hct
h3c8 2Gkpm* 16G2m?

B hct m? 1
- 16G2 \ (m*)*t m2 )’

= 16262;2 [(g)kl} '

Gleichwertig dazu ist

4.4
Im thermischen Gleichgewicht sind die absorbierte und die emittierte Leistung gleich, also gilt

. hc?

4.5

Wir halten die Hintergrundtemperatur konstant, sodass m* konstant ist. Wir schreiben

m:f(m):m( m? 12), hct

(m %Y m "7 1662

Differenzieren ergibt

Im Gleichgewicht gilt
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4k hc*
(m*).?» 4G2(m*)3
Fir eine kleine Stérung m = m* + dm ergibt die Linearisierung daher
N hct
- 4G2(m*)3

f'(m*) = > 0.

om om,

mit der Losung

sm(t) ~ m(0) exp [#;:)3] .

Die Storung wachst, also ist

das Gleichgewicht instabil |.

Die Vorzeichen in 4.3 zeigen unmittelbar dasselbe Ergebnis:
m>m* = 1 >0, m<m* = m <0.

Ein etwas schwereres Schwarzes Loch ist kalter als die Hintergrundstrahlung und nimmt noch mehr
Masse auf. Ein etwas leichteres ist heiBer und verliert noch mehr Masse.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen. Wo diese Losung von der offiziellen Losung abweicht, enthalt die

offizielle Losung einen Fehler oder Druckfehler.

Aufgabe 2: Kapazitiver Beschleunigungssensor fiir einen Autoairbag
[
In dieser Aufgabe betrachten wir ein vereinfachtes Modell von Beschleunigungssensoren, die
dazu dienen, die Sicherheitsairbags von Kraftfahrzeugen bei einem ZusammenstoB auszulosen.

Wir mochten ein elektromechanisches System so aufbauen, dass beim Uberschreiten eines
bestimmten Beschleunigungsgrenzwertes eine der elektrischen GroBen des Systems,
beispielsweise die Spannung an einer bestimmten Stelle der Schaltung, einen Schwellenwert
Uberschreitet und dadurch der Airbag ausgelost wird.

Hinweis: Vernachlassigen Sie in dieser Aufgabe die Schwerkraft.

1 Betrachten Sie einen Kondensator mit parallelen Platten wie in Abbildung 1. Die Flache jeder
Kondensatorplatte betragt A, und der Abstand zwischen den beiden Platten betragt d. Der

dieser Platten ist Uber eine Feder mit der Federkonstanten k mit einer Wand verbunden, die
andere Platte ist fest. Wenn der Abstand zwischen den Platten d betragt, ist die Feder weder
gestaucht noch gedehnt; mit anderen Worten wirkt in diesem Zustand keine Kraft auf die Feder.
Nehmen Sie an, dass die Permittivitat der Luft zwischen den Platten gleich der des Vakuums €

Wir bringen die Ladungen 4+ und —@ auf die Platten auf und lassen das System das
mechanische Gleichgewicht erreichen.
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A
\ 4

d
Abbildung 1
Teil Frage Punkte
1.1 Berechnen Sie die elektrische Kraft F'g, die die Platten aufeinander ausliben. 0.8
1.2 Sei x die Verschiebung der mit der Feder verbundenen Platte. Bestimmen Sie x. 0.6

Wie groB ist in diesem Zustand die elektrische Potentialdifferenz V' zwischen den

1.3
Kondensatorplatten in Abhangigkeit von Q, A4, d, k?

0.4

Sei C die Kapazitat des Kondensators, definiert als das Verhaltnis von Ladung zu
1.4 L . . i 0.3
Potentialdifferenz. Bestimmen Sie C'/C als Funktion von @, A, d und k.

- Wie groB ist die gesamte im System gespeicherte Energie U in Abhangigkeit von @Q, A, 0.6
dund k?

Abbildung 2 zeigt eine Masse M, die an einer leitenden Platte mit vernachlassigbarer Masse
sowie an zwei Federn mit gleichen Federkonstanten k befestigt ist. Die leitende Platte kann sich
im Raum zwischen zwei festen leitenden Platten hin und her bewegen. Alle diese Platten sind
gleichartig und haben dieselbe Flache A. Diese drei Platten bilden somit zwei Kondensatoren. Wie
in Abbildung 2 gezeigt, sind die festen Platten mit den vorgegebenen Potentialen V und —V
verbunden, und die mittlere Platte ist Gber einen Schalter mit zwei Stellungen mit Masse
verbunden. Der mit der beweglichen Platte verbundene Draht beeintrachtigt die Bewegung der
Platte nicht, und die drei Platten bleiben stets parallel. Wenn die gesamte Anordnung nicht
beschleunigt wird, betragt der Abstand jeder festen Platte zur beweglichen Platte d, wobei dieser
Abstand wesentlich kleiner als die Abmessungen der Platten ist. Die Dicke der beweglichen Platte
kann vernachlassigt werden.
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Fixed Plate > Fixed Plate

Movable
plate

Abbildung 2

Der Schalter kann sich in einer der beiden Stellungen o und (8 befinden. Nehmen Sie an, dass die
Kondensatoranordnung zusammen mit dem Auto beschleunigt wird und die Beschleunigung
konstant ist. Nehmen Sie an, dass die Feder wahrend dieser konstanten Beschleunigung nicht
schwingt und alle Komponenten dieser Kondensatoranordnung ihre Gleichgewichtslagen
einnehmen, sich also nicht relativ zueinander und damit auch nicht relativ zum Auto bewegen.

Aufgrund der Beschleunigung wird die bewegliche Platte um einen bestimmten Betrag x aus der
Mitte zwischen den beiden festen Platten verschoben.

2 Betrachten Sie den Fall, dass sich der Schalter in Stellung a befindet, die bewegliche Platte also
Uber einen Draht mit Masse verbunden ist. Dann gilt:

Teil Frage Punkte
2.1 Bestimmen Sie die Ladung auf jedem Kondensator als Funktion von . 0.4

5.9 Bestimmen Sie die resultierende elektrische Kraft auf die bewegliche Platte, F'g, als A
’ Funktion von x. )

Nehmen Sie an, dass d >> z gilt und Terme der Ordnung z2 gegeniiber Termen der
2.3 Ordnung d? vernachlassigt werden konnen. Vereinfachen Sie das Ergebnis des 0.2
vorherigen Teils.

Schreiben Sie die Gesamtkraft auf die bewegliche Platte (die Summe aus elektrischer

2.4
Kraft und Federkraften) in der Form —kesrz und geben Sie den Ausdruck fur kegr an.

0.7

2.5  Drucken Sie die konstante Beschleunigung a als Funktion von x aus. 0.4

3 Nehmen Sie nun an, dass sich der Schalter in Stellung 3 befindet, die bewegliche Platte also
Uber einen Kondensator mit der Kapazitat C'g mit Masse verbunden ist (anfangs sind die
Kondensatoren ungeladen). Wenn die bewegliche Platte um einen Betrag x aus ihrer Mittellage
verschoben wird:

Teil Frage Punkte

31 Bestimmen Sie Vg, die elektrische Potentialdifferenz am Kondensator C'g, als Funktion 15

von x.
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Teil Frage Punkte

Nehmen Sie wiederum an, dass d > z gilt, und vernachldssigen Sie Terme der
3.2 Ordnung z2 gegeniiber Termen der Ordnung d?. Vereinfachen Sie das Ergebnis des 0.2
vorherigen Teils.

4 Wir mochten die Parameter der Aufgabe so einstellen, dass der Airbag bei normalem Bremsen
nicht ausgelost wird, sich bei einem ZusammenstoB jedoch schnell genug 6ffnet, um zu
verhindern, dass der Kopf des Fahrers gegen die Windschutzscheibe oder das Lenkrad prallt. Wie
Sie in Teil 2 gesehen haben, lasst sich die von den Federn und den elektrischen Ladungen auf die
bewegliche Platte ausgelibte Kraft als die Kraft einer Feder mit einer effektiven Federkonstanten
kgt darstellen. Die gesamte Kondensatoranordnung entspricht einem Feder-Masse-System mit
der Masse M und der Federkonstanten kefr unter dem Einfluss einer konstanten Beschleunigung
a, die in dieser Aufgabe die Beschleunigung des Autos ist.

Hinweis: In diesem Teil der Aufgabe gilt die Annahme nicht mehr, dass sich Masse und Feder unter
einer konstanten Beschleunigung im Gleichgewicht befinden und daher relativ zum Auto ruhen.

Vernachlassigen Sie die Reibung und verwenden Sie die folgenden Zahlenwerte flr die Parameter

der Aufgabe:
d=1.0cm, A=25x10"2m?, k=4.2 x 10* N/m,
g0 = 8.85 x 1072 C? /(N m?), V=12V, M = 0.15kg.
Teil Frage Punkte

Bestimmen Sie mit diesen Daten das Verhaltnis der in Abschnitt 2.3 berechneten
4.1 elektrischen Kraft zur Federkraft und zeigen Sie, dass die elektrischen Krafte 0.6
gegenlber den Federkraften vernachlassigt werden kdnnen.

Obwohl wir die elektrischen Kréafte fir den Fall, dass sich der Schalter in Stellung 3 befindet, nicht
berechnet haben, lasst sich zeigen, dass die elektrischen Krafte in dieser Situation ganz ahnlich
ebenso klein sind und vernachlassigt werden konnen.

Teil Frage Punkte

Wenn das Auto, das sich mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, plotzlich mit einer
4.2  konstanten Beschleunigung a bremst, wie groB ist dann die maximale Auslenkung der 0.6
beweglichen Platte? Geben Sie Ihr Ergebnis in Abhangigkeit von den Parametern an.

Nehmen Sie an, dass sich der Schalter in Stellung 3 befindet und das System so ausgelegt ist,
dass der Airbag ausgeldst wird, wenn die elektrische Spannung am Kondensator Vg = 0.15V
erreicht. Wir mochten, dass der Airbag bei normalem Bremsen, wenn die Beschleunigung des
Autos kleiner als die Erdbeschleunigung g = 9.8 m/s2 ist, nicht ausgelost wird, andernfalls
jedoch schon.

Teil Frage Punkte
4.3  Wie groB muss Cg dafiir sein? 0.6

Wir mochten herausfinden, ob der Airbag schnell genug ausgelost wird, um zu verhindern, dass
der Kopf des Fahrers gegen die Windschutzscheibe oder das Lenkrad prallt. Nehmen Sie an, dass
das Auto infolge eines ZusammenstoBes eine Verzogerung mit dem Betrag g erfahrt, der Kopf des
Fahrers sich jedoch mit konstanter Geschwindigkeit weiterbewegt.
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Teil Frage Punkte

44 Schatzen Sie den Abstand zwischen dem Kopf des Fahrers und dem Lenkrad ab und 08
’ bestimmen Sie damit die Zeit £, bis der Kopf des Fahrers gegen das Lenkrad prallt. '

Bestimmen Sie die Zeit t5 bis zum Auslosen des Airbags und vergleichen Sie sie mit ;.
4.5  Wird der Airbag rechtzeitig ausgelost? Nehmen Sie an, dass sich der Airbag 0.9
augenblicklich offnet.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.

Antworten

Wahlen Sie > 0 in Richtung der linken festen Platte. In den Teilen 2-4 ist dies die Platte auf dem
Potential +V; wahlen Sie die Beschleunigung des Autos a > 0 wie eingezeichnet in der
entgegengesetzten Richtung. Kraftkomponenten sind in Richtung des positiven x positiv, und Vg
ist das Potential der beweglichen Platte gegeniiber Masse. Setzen Sie Cy = soA/d.

2
e 1.1: FE = m, anziehend.
2
e 1.2: 1 = T in Richtung der festen Platte.
Q Q?
e 13:V=—1|d- .
z’:‘oA 2k60A
9 =il
e 1.4: i =11- Q— .
Co 2keoAd
2d 4
e 1.5:U = ¢ — ¢

2e0A  8kelA2

AV AV
2.1: Ladungsbetrage: Q1 = ZO—, Qr = ::10—1—

. Die entsprechenden Ladungen auf der

beweglichen Platte sind —Q 7, und +Q g.

g0 AV? { 1 1 } 2e0AV 2dzx
e 2.2: Fp = — = c
2 (d— z)? (d+ )2 (d? — z2)?
2e0AV 2
e 2.3: Fg ~ od—gm.
2e0AV?
o 2.4: Ftot = —keff.’B, keff =2k — SOT
2.5:a = Feit T = 2 k — soAV2 x, in der Naherung fur kleine Auslenkungen
Sia=—rr= o PR ; g gen.
3.4: Ve — 20 AV
ST 9e0Ad + Cs(d? — z2) "
2Co Vax
e 3.2: Vg ~ .
®~ 20, +Cs d
e 4.1: = = 7.6 x 10™°. Somit gilt kesr ~ 2k.
‘Fsprings’ kd3 9 &
4.2: 2 B 2Ma N Ma
00 max ~— keff - k *

4.3:Cs ~ 8.0 x 107! F = 80 pF.
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2L
e 44:1t = \/— Schatzt man den anfanglichen Abstand zwischen Kopf und Lenkrad auf
g
L = 0.50m, ergibt sicht; ~ 0.32s.

M
e 45:ty) = ﬂ\/ﬁ ~1.3x 10 2s =13 ms. Da ty < t1 gilt, wird der Airbag unter den

angegebenen Annahmen rechtzeitig ausgelost.

\

Losung

Wir vernachlassigen durchgehend Randfelder, was durch die im Vergleich zu den Plattenabmessungen
kleinen Plattenabstande gerechtfertigt ist.

11

Die Flachenladungsdichte betragt o = Q/A Eine gleichmaBig geladene Platte erzeugt am Ort der
anderen Platte ein Feld mit dem Betrag o/(2¢(). Auf eine Platte wirkt die Kraft des Feldes der anderen
Platte, sodass die Anziehungskraft den Betrag

o Q2
Fp=Q30 = 5.4

hat. Bei festgehaltener Ladung ist diese Kraft in der Naherung paralleler Platten unabhangig vom
Plattenabstand.

1.2

Die Anziehung verschiebt die bewegliche Platte zur festen Platte hin und dehnt die Feder um x. Das
mechanische Gleichgewicht erfordert

kx = Fg.

Daraus folgt

2
2k€0A

Die Losung fiir voneinander getrennte Platten setzt x < d voraus, also

Q2 < 2]{380Ad
1.3

Das elektrische Feld zwischen den Platten betragt

o Q
EF=—=—"_
€0 oA

Ihr Gleichgewichtsabstand ist d — x, also gilt
V =E(d - x).

_Q Q’
V= eTA(d_ 2keoA>'

Einsetzen der Verschiebung ergibt
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1.4

Nach der angegebenen Definition gilt

Da Cy = g¢A/d, folgt

C_d (@ \
Co d—=z 2keoAd )

Im Gleichgewicht setzt sich die gespeicherte Energie aus der elektrischen Feldenergie des

1.5

Kondensators und der elastischen Energie der Feder zusammen:

Q2 2 _ Q2(d_ z) 1, ,
U= k: —kx*.
2¢ 2 2e0d 20"
Mit z = Q?/(2keyA) ergibt sich
2d 4 4
S @4 @ Q
2e0A  4kelA?  8kelA?
Q%d Q!

2¢0A  8ke2A? |

21

Da x in Richtung der linken Platte positiv ist, betragen die linken und rechten Plattenabstande d —
und d + x. Die zugehdrigen Kapazitaten sind daher

o 80A . €0A
CL_d—x’ CR_d—i—:c'

In Schalterstellung « ist die bewegliche Platte mit Masse verbunden. An jedem Kondensator liegt eine

Spannung vom Betrag V' an, sodass

€oAV E()AV

:C V: , :C V: .
QL=0Cp - Qr=Ckg s

Die linke feste Platte tragt +() 1, und die ihr zugewandte Oberflache der beweglichen Platte tragt
—Q@ . Die rechte feste Platte tragt —() g, und die ihr zugewandte Oberflache der beweglichen Platte

tragt +Q r.
2.2

Jede feste Platte zieht die bewegliche Platte an. Die Anziehung durch die linke Platte wirkt in positiver
x-Richtung und die Anziehung durch die rechte Platte in negativer x-Richtung. Mit der Kraft aus 1.1 gilt

Fy = Qi — QR.
26014
Somit folgt
g0 AV? 1 1

Fe= a2 (dtay
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Das Zusammenfassen der Brliche ergibt

B 2e0AV 2dz

B (d — z2)2°

Die Kraft hat dasselbe Vorzeichen wie x: Die elektrische Anziehung wirkt so, dass sie die Auslenkung
zur naheren Platte hin vergroBert.

2.3

Wir schreiben das exakte Ergebnis um zu

2e0AV? 22\ 2
Fp= —2z(1——| .

d3 d?
Fir || < d ergibt die Vernachlissigung von z2 /d?
260AV2
Fp ~ —d3 x.
2.4

Beide Federn uben riicktreibende Krafte aus. Eine wird gestaucht und die andere gedehnt, und ihre
Gesamtkraft betragt

Fsprings = —2kzx.

Durch Addition der linearisierten elektrischen Kraft folgt

260 AV ?
Fi = —2kx + ﬂm = —ke.
ds3
Daher gilt
280AV2
keff — 2k - T.

Die elektrische Wechselwirkung verringert die riicktreibende Steifigkeit. Ein stabiles Verhalten bei
kleinen Auslenkungen erfordert kere > 0.

2.5

Das Auto beschleunigt entgegen der positiven z-Richtung. Im Bezugssystem des Autos betragt die
Tragheitskraft auf die Masse daher +Ma. Das relative Gleichgewicht erfordert

—keffw + Ma = 0.
Damit folgt

ket 2 g0 AV?2
a= = (k- 2 )z
M M d3

Dieser Ausdruck verwendet die in 2.3 eingeflihrte Naherung fur kleine Auslenkungen.
31

In Stellung (3 bilden die bewegliche Platte, ihr Anschlussdraht und die angeschlossene Platte von C'g
einen isolierten Leiter. Seine anfangs verschwindende Gesamtladung bleibt null.

Sein Potential gegeniiber Masse sei V. Die Ladungen auf seinen drei Kondensatorflachen sind
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qr=Cr(Vs—V), qr=Cgr(Vs+V), qs=CsVs.
Aus der Ladungserhaltung folgt

Daher gilt

Ve — V(Cr — Cr)

g = .
CL + CR + CS

Nun gilt

ZEOACE 260Ad

CooCrE=Eo GrCREgE
Einsetzen ergibt
2¢e0AVx
Vg = }
2e0Ad + Cs(d? — z?)

Insbesondere gilt in der Mittellage Vg = 0 und bei einer Auslenkung zur Platte auf dem Potential +V
hin VS > 0.

3.2

Wir vernachlassigen x? gegentuber d? im Nenner:

N 2e0AV
- 2€0Ad + ng2 -

Vs

Mit CO = €0A/d folgt

- 20() Va
T 200+ Cs d

Vs

Somit ist die gemessene Spannung in dieser Naherung proportional zur Auslenkung.
41

Die elektrische Kraft und die Federkraft sind einander entgegengerichtet. Das Verhaltnis ihrer Betrage

ist
Fp|  (200AV?/d¥)|z|  gyAV?
| Foprings| 2k|x| kd3
Mit d = 1.0 x 102 m ergibt sich
[Fg| (885 x 10712)(2.5 x 1072)(12)? _7ex1001
| Fsprings| (4.2 x 10%)(1.0 x 107%)3

Der elektrische Beitrag ist vernachlassigbar, sodass

e ~ 2k = 8.4 x 10° N/m.

Wie in der Aufgabenstellung gestattet, vernachlassigen wir die elektrischen Krafte auch in Stellung S.
4.2

Vor dem Bremsen befindet sich die Masse in der Mitte und ruht relativ zum Auto:

z(0)=0,  #(0)=0.
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Nach dem plotzlichen Einsetzen der konstanten Beschleunigung lautet ihre Bewegungsgleichung im
Bezugssystem des Autos

Mz + ketszr = Ma.

Wir definieren

ketr Ma

Teoq = .
M’ U ket
Die Losung, die die Anfangsbedingungen erfullt, lautet

z(t) = Teq(1l — coswt).

Das erste Maximum tritt bei wt = 7 auf. Damit ergibt sich

2Ma Ma

~

ke K

Lmax = 233'eq =

Die maximale Auslenkung ist doppelt so gro3 wie die statische Gleichgewichtsauslenkung, weil die
ungedampfte Masse Uber ihre neue Gleichgewichtslage hinausschwingt.

4.3
Die Auslosespannung sei
Vi, =0.15V.

Damit die Auslosegrenze bei a = g liegt, muss die maximale Spannung wahrend einer konstanten
Beschleunigung g gleich Vi sein.

Die entsprechende maximale Auslenkung betragt

0.15)(9.8
z,= 29 _ (0.15)( 3) ~35x10 *m.
k 4.2 x 10

Somit gilt

Lyg
— =0.035,
d

was die Naherung fur kleine Auslenkungen rechtfertigt.
Aus 3.2 folgt

2C) Ve,
Vin =
2C0+Cs d

Auflosen nach der erforderlichen Kapazitat ergibt

Vv M
05:200( il 1):200<V g—1>.

Ve, kdVyy,

Dabei gilt

Co = % — 22125 x 10" F = 22.125 pF,

und

L
;”g — (12)(0.035) = 0.42 V.

Daraus folgt
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42
Cs = 2(22.125 pF) (% - 1) = 79.65 pF.

Mit der Genauigkeit der angegebenen Daten ergibt sich

Cg~80pF =8.0x10""F.

Fur dieses Bremsmodell mit konstanter Beschleunigung ist die maximale Spannung proportional zu a.
Daher erreichen Beschleunigungen unterhalb von g den Schwellenwert nicht, wahrend
Beschleunigungen gleich oder oberhalb von g ihn erreichen.

Zum Vergleich ergibt sich bei Beibehaltung der exakten Geometrie aus 3.1
2e0A (Va,/Viy, — d)

2 _ .2
d T

CS,exact = = 79.75 pF,

was denselben gerundeten Wert ergibt.
4.4

Sei L der anfangliche Abstand zwischen dem Kopf des Fahrers und dem Lenkrad entlang der
Bewegungsrichtung.

Anfangs haben beide dieselbe Geschwindigkeit. Der Kopf bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit
weiter, wahrend das Lenkrad zusammen mit dem Auto mit dem Betrag g verzogert wird. lhre
Relativbeschleunigung hat daher den Betrag g, und die nach der Zeit ¢ erfolgte Verringerung ihres
Abstands betragt

1
Srel = 591:2.
Der Aufprall erfolgt, wenn dieser Wert gleich L ist:
2L
ty =4 —.
g

Mit der plausiblen Abschatzung L = 0.50 m ergibt sich
2(0.50)

1= —95 = 0.319s ~|0.325]|.
4.5
Fir a = g wurde der Kondensator so gewahlt, dass die Ausldsespannung bei der maximalen

Auslenkung z 4, erreicht wird. Die Bewegung wird beschrieben durch

Mg 2k
z(t) = 2—k(1—coswt), W= 27
Daz, = Mg/k gilt, erfolgt die erste Ausldsung, wenn
1 — coswty = 2,
also
wty = .

Daher gilt
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Numerisch ergibt sich

0.15
to =m4| — = 0.01328 s ~ |13 ms|.
8.4 x 103

Der Vergleich mit der abgeschatzten Zeit bis zum Aufprall des Kopfes ergibt
t
2 ~0.042.
31

Der Kopf nahert sich dem Lenkrad vor der Auslosung lediglich um

1
Egtg ~ 8.6 x 107*m = 0.86 mm

an. Somit wird der Airbag lange bevor der Kopf das Lenkrad erreicht ausgelost, sofern er sich wie
vorausgesetzt augenblicklich 6ffnet.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Doppelsterne

[
Zwei Sterne, die ihren gemeinsamen Schwerpunkt umkreisen, bilden ein Doppelsternsystem. Fast
die Halfte der Sterne in unserer Galaxie sind Doppelsternsysteme. Bei den meisten dieser
Sternsysteme ist es von der Erde aus nicht leicht zu erkennen, dass es sich um Doppelsterne
handelt, da der Abstand zwischen den beiden Sternen viel kleiner als ihre Entfernung von uns ist
und die Sterne daher mit Teleskopen nicht getrennt aufgelost werden konnen. Deshalb miissen
wir entweder mithilfe der Photometrie oder der Spektrometrie die Anderungen der Intensitat oder
des Spektrums eines bestimmten Sterns beobachten, um herauszufinden, ob es sich um ein
Doppelsternsystem handelt oder nicht.

Photometrie von Doppelsternen

Wenn wir uns genau in der Bahnebene der beiden Sterne befinden, bedeckt zu bestimmten Zeiten
ein Stern den anderen (er zieht vor ihm vorbei), und die Intensitat des gesamten Systems andert
sich von unserem Beobachtungsort aus mit der Zeit. Solche Doppelsternsysteme nennt man
Bedeckungsdoppelsterne.

1 Nehmen Sie an, dass sich zwei Sterne mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w auf
Kreisbahnen um ihren gemeinsamen Schwerpunkt bewegen und dass wir uns genau in der
Bahnebene des Doppelsternsystems befinden. Nehmen Sie auBerdem an, dass die
Oberflachentemperaturen der Sterne T3 und T3 (T} > T5) und die zugehdrigen Radien Ry bzw.
Ry (R1 > Rz) betragen. Die auf der Erde gemessene Gesamtintensitat des Lichts ist in
Abbildung 1 als Funktion der Zeit dargestellt. Genaue Messungen zeigen, dass die Intensitaten
des von den Sternen einfallenden Lichts bei den Minima 90 bzw. 63 Prozent der maximalen, von
beiden Sternen empfangenen Intensitat Iy betragen (Io = 4.8 x 107" W/m2). Die vertikale
Achse in Abbildung 1 zeigt das Verhaltnis I/Io, und die horizontale Achse ist in Tagen beschriftet.
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1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 Time (days)

Abbildung 1. Die vom Doppelsternsystem empfangene relative Intensitat als Funktion der Zeit. Die
vertikale Achse ist auf Iy = 4.8 x 107° VV/m2 normiert. Die Zeit ist in Tagen angegeben.

1.1 — 0.8 Punkte

Bestimmen Sie die Umlaufzeit. Geben Sie lhre Antwort in Sekunden mit zwei signifikanten Stellen
an.
Wie groB ist die Kreisfrequenz des Systems in rad/sec?

In guter Naherung ist die von einem Stern empfangene Strahlung die gleichmaBige
Schwarzkorperstrahlung einer ebenen Scheibe, deren Radius gleich dem Radius des Sterns ist.
Daher ist die vom Stern empfangene Leistung proportional zu AT4, wobei A die Flache der
Scheibe und T' die Oberflachentemperatur des Sterns ist.

1.2 — 1.6 Punkte
Bestimmen Sie mithilfe des Diagramms in Abbildung 1 die Verhéltnisse T /T3 und R;/R5.
Spektrometrie von Doppelsternsystemen

In diesem Abschnitt werden wir die astronomischen Eigenschaften eines Doppelsterns mithilfe
experimenteller spektrometrischer Daten des Doppelsternsystems berechnen.

Atome absorbieren oder emittieren Strahlung bei bestimmten charakteristischen Wellenlangen.
Daher enthalt das beobachtete Spektrum eines Sterns Absorptionslinien, die durch die Atome in
seiner Atmosphare verursacht werden. Natrium besitzt eine charakteristische gelbe Spektrallinie (
D1 -Linie) mit einer Wellenlange von 5895.9 A (10 A = 1 nm). Wir untersuchen das
Absorptionsspektrum von atomarem Natrium bei dieser Wellenlange fir das Doppelsternsystem
aus dem vorherigen Abschnitt. Das Spektrum des Lichts, das wir vom Doppelstern empfangen, ist
aufgrund des Dopplereffekts verschoben, da sich die Sterne relativ zu uns bewegen. Die beiden
Sterne haben unterschiedliche Geschwindigkeiten. Dementsprechend ist die
Absorptionswellenlange jedes Sterns um einen anderen Betrag verschoben. Um die
Dopplerverschiebung zu beobachten, sind hochprazise Wellenlangenmessungen erforderlich, da
die Geschwindigkeit der Sterne viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist. Die Geschwindigkeit
des Schwerpunkts des in dieser Aufgabe betrachteten Doppelsternsystems ist viel kleiner als die
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Bahngeschwindigkeiten der Sterne. Daher konnen alle Dopplerverschiebungen auf die
Bahngeschwindigkeiten der Sterne zuruckgefiihrt werden. Tabelle 1 zeigt das gemessene
Spektrum der Sterne des von uns beobachteten Doppelsternsystems.

Tabelle 1: Absorptionsspektrum des Doppelsternsystems fiir die Natrium-D1-Linie

t/days 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1 2.4
A\ (A) 58975 58977 58972 5896.2 58951 58943 58941 5894.6
X2 (A) 58931 58928 58937 5896.2 58973 58987 5899.0 58981

t/days 2.7 3.0 3.3 3.6 3.9 4.2 4.5 4.8
A1 (A) 5895.6 5896.7 58973 58977 58972 5896.2 5895.0 5894.3
A2 (A) 5896.4 58945 58931 5892.8 58937 5896.2 58974 5898.7
(Hinweis: Es ist nicht erforderlich, die Daten dieser Tabelle grafisch darzustellen.)
2 Verwenden Sie Tabelle 1.
2.1 — 1.8 Punkte

Die Bahngeschwindigkeiten der beiden Sterne seien v und v9. Bestimmen Sie v und vs.
Die Lichtgeschwindigkeit betragt ¢ = 3.0 x 108 m/s. Vernachlassigen Sie alle relativistischen
Effekte.

2.2 — 0.7 Punkte
Bestimmen Sie das Massenverhaltnis der Sterne (m1/ms2).
2.3 — 0.8 Punkte

Die Abstande der beiden Sterne von ihrem gemeinsamen Schwerpunkt seien r1 und 7.
Bestimmen Sie 1 und 7.

2.4 — 0.2 Punkte

Der Abstand zwischen den Sternen sei r. Bestimmen Sie r.

3 Die Gravitationskraft ist die einzige Kraft, die zwischen den Sternen wirkt.
3.1 — 1.2 Punkte

Bestimmen Sie die Masse jedes Sterns mit einer signifikanten Stelle.
Die universelle Gravitationskonstante betragt G = 6.7 x 10 ! m3kg 1 s~2.

Allgemeine Eigenschaften von Sternen

4 Die meisten Sterne erzeugen Energie durch denselben Mechanismus. Deshalb gibt es einen
empirischen Zusammenhang zwischen ihrer Masse M und ihrer Leuchtkraft L, also der gesamten
Strahlungsleistung des Sterns. Dieser Zusammenhang lasst sich in der Form

L/Lgy, = (M/Mgy,)® schreiben.

Dabei ist Mgy, = 2.0 x 103° kg die Sonnenmasse und Lgy, = 3.9 x 1026 W die Leuchtkraft
der Sonne. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 2 in einem doppelt logarithmischen Diagramm
dargestellt.
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Abbildung 2. Die Leuchtkraft eines Sterns hangt gemaf einem Potenzgesetz von seiner Masse ab.
Das Diagramm ist doppelt logarithmisch. Das Sternsymbol stellt die Sonne mit einer Masse von
2.0 x 10°° kg und einer Leuchtkraft von 3.9 x 10%® W dar.

4.1 — 0.6 Punkte
Bestimmen Sie a mit einer signifikanten Stelle.
4.2 — 0.6 Punkte

Die Leuchtkrafte der Sterne in dem in den vorherigen Abschnitten untersuchten
Doppelsternsystem seien L; und L. Bestimmen Sie L; und L.

4.3 — 0.9 Punkte

Wie groB ist die Entfernung d des Sternsystems von uns in Lichtjahren?
Zur Bestimmung der Entfernung konnen Sie das Diagramm in Abbildung 1 verwenden. Ein
Lichtjahr ist die Strecke, die Licht in einem Jahr zurlcklegt.

4.4 — 0.4 Punkte

Wie groB ist der maximale Winkelabstand @ zwischen den Sternen von unserem Beobachtungsort
aus?

4.5 — 0.4 Punkte

Wie groB ist der kleinste Offnungsdurchmesser D eines optischen Teleskops, mit dem sich diese
beiden Sterne getrennt auflosen lassen?

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Fir die spateren Ergebnisse werden ungerundete Zwischenwerte verwendet.

e 11: P =3.0days ~ 2.6 x 10° s; w ~ 2.4 x 10~° rad/s.
e 1.2: T1/T> ~ 1.39; R1 /Ry ~ 1.56.
o 21:v; ~ 9.2 x 10 m/s; vy ~ 1.6 x 10° m/s.
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2.2:my/mg >~ 1.7.

2.3:7; ~ 3.8 x 10° m; 72 ~ 6.5 x 10 m.

2.4:7~1.0 x 10 m.

e 3.1: Mit einer signifikanten Stelle: m; ~ 6 x 10%° kg, my ~ 4 x 10%° kg.

e 41:a ~ 4.

e 4.2:L; ~3.2x 10® W; Ly ~ 3.7 x 10" W.

e 4.3:d ~ 82 Lichtjahre ~ 7.7 x 10" m.

e 4.4:0,,. ~ 1.3 x 108 rad, oder 2.7 x 103 Bogensekunden.

e 4.5: D_;, ~ 54 m, unter Verwendung des Rayleigh-Kriteriums bei der angegebenen

Natriumwellenlange von 589.59 nm.

L
Losung
11

Die Umlaufzeit ist der Zeitabstand zwischen aufeinanderfolgenden Minima gleicher Tiefe. Aus
Abbildung 1 ergeben sich ungefahr 3.0 Tage. Benachbarte Minima unterschiedlicher Tiefe entsprechen
den beiden verschiedenen Konjunktionen und liegen eine halbe Umlaufzeit auseinander.

Damit gilt

P =3.0 x 86400 s = 259200 s ~ 2.6 x 10° s|.

Die Kreisfrequenz ist

2
w= % =2.424... x 10"’ rad/s ~|2.4 x 10"° rad/s|.

1.2
Die Beitrage zur Intensitat auf der Erde bei unbedeckten Sternen seien
I, = CR:T}, I,=CRT),
wobei C fir beide Sterne gleich ist, da sie praktisch gleich weit entfernt sind. AuBerhalb einer
Bedeckung gilt
Iy =1, + I.
Da wir die Bahnebene von der Seite sehen, treten zentrale Bedeckungen auf. Wegen R; > R, kann

der groBere Stern den kleineren vollstandig verdecken. Wahrend dieser Bedeckung betragt der
Intensitatsverlust 1.

Bei der anderen Bedeckung verdeckt der kleinere Stern eine Flache gleicher GroBe auf dem heiBBeren
Stern. Der Intensitatsverlust betragt dann

B = CR3T}.
Wegen T7 > T gilt B > I». Daher gehort das flachere Minimum zu der Bedeckung, bei der Stern 2
verdeckt ist.

Aus dem flachen Minimum folgt
I; = 0.901, I> = 0.101,.

Aus dem tiefen Minimum folgt
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B = (1—0.63)I = 0.371,.

Division von B durch I» ergibt

T,\' CRITY 037 s
T,)  CR:Ty 0.0 77
also
T 1/4
T, 3.7% ~1.39
Ebenso gilt
R\> I, 090
R, B 037’
und damit
R,  /0.90 ~ 156
R, V037 7
2.1

Fur nichtrelativistische Bewegungen lautet die Dopplerverschiebung
A — )\o - u

)\0 _C,

wobei u die Geschwindigkeit entlang der Sichtlinie ist, die bei einer Bewegung von uns weg positiv ist,

und
Ao = 5895.9 A.

Bei einer von der Seite betrachteten Kreisbahn andert sich die Geschwindigkeit entlang der Sichtlinie
sinusformig zwischen —v; und +v;. Somit bestimmt die Amplitude der Wellenlangenanderung die
Bahngeschwindigkeit:

v — (& Ai,max - Ai,min
X 2 '
Mit den tabellierten Extremwerten ergibt sich

5897.7 — 5894.1

AN\ = 5 A=1.8A,

5899.0 — 5892.8 , .

Ao = 5 A=3.1A.

Daraus folgt

_ 8 : _ 4

v1 =3.0x 10 3050 9.159... x 10*m/s,
1
vs = 3.0 x 108 Sl s %108 m/s.
5895.9

Damit gilt

v ~ 9.2 x 10* m/s, vy ~ 1.6 x 10° m/s|.
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2.2

Im Schwerpunktsystem haben die Sterne betragsgleiche, entgegengesetzt gerichtete Impulse:
miv1 = Maov3.

Folglich qilt

mi_ vz 3L e 7]
mo (%] 18

23

Beide Sterne haben dieselbe Kreisfrequenz. Fur eine gleichformige Kreisbewegung gilt
’UiP

21

Mit den ungerundeten Werten aus den vorherigen Berechnungen ergibt sich

ry = 3.778... x 10° m, re = 6.507... % 10° m.

Vi = Wry, r, =

Daher gilt

r1 ~ 3.8 x 10° m, re ~ 6.5 x 10° m|

24

Der Schwerpunkt liegt zwischen den Sternen, sodass ihr Abstand
r=r;+7ry=102854...x 100 m

betragt. Somit ergibt sich mit zwei signifikanten Stellen

r~1.0x10"m]|

3.1

Die Gravitationskraft liefert die Zentripetalkraft fur jeden Stern:

Gmimy 9 9
——— = MW"'ry = MaWwW"To.
r2
Daraus folgt

w2r2r2 w27°17“2

ma =

G ’ G
Einsetzen unter Beibehaltung der Stellen der Zwischenwerte ergibt
my = 6.037... x 10 kg, mo = 3.5056. .. x 10% kg.

Die geforderten Antworten mit einer signifikanten Stelle lauten daher

mi =

my ~ 6 x 10%° kg, ms ~ 4 x 103 kg|.

Im Folgenden werden die ungerundeten berechneten Massen beibehalten, da das Potenzieren vorzeitig
gerundeter Massen zu erheblichen numerischen Fehlern flihren wirde.

41

Logarithmieren des empirischen Zusammenhangs ergibt

lo L =alo M
8 LSun B 8 MSun .
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Somit ist a die Steigung der Trendgeraden im doppelt logarithmischen Diagramm.

Die Trendgerade verlauft naherungsweise durch

(M L ):(1,1) und  (10,10%).

Daher gilt
log,(10%) — log,,(1
o 1ogglfo((1o>)— 1051100((1>) -l
4.2
Mit o = 4 gilt

Mit den ungerundeten, dynamisch bestimmten Massen ergibt sich

6.037...x 10%0\*
Li =3.9x 1026< 20 % 107 ) —3.238... x 102 W,
.U X
5056... x 103\ *
Ly = 3.9 x 10% ( 3 5(;5(? 1:300 ) —3681...x 107 W.
.U X

Daher gilt

L;~32x108W, Ly ~3.7x 10" W|

Als Konsistenzprifung ergibt sich daraus Ll/L2 ~ 8.8, was nahe am photometrischen Verhaltnis
I1/I2 = 9 liegt, wie es fiir das ndherungsweise giiltige empirische Gesetz und die Messdaten zu
erwarten ist.

4.3

Bei isotroper Strahlung erzeugt eine Leuchtkraft L die Intensit&t L/(47rd2) in der Entfernung d.
AuBerhalb einer Bedeckung tragen beide Sterne mit ihrem gesamten Strahlungsfluss bei:

I L1+ Lo
0 47rd?

28
= | atte  [30068. X 10T _ 7505 «1017m,
arl, 47(4.8 x 10°9)

Setzt man fir ein Jahr naherungsweise 365 Tage an, so gilt

1 Lichtjahr = ¢(365 x 86400 s) ~ 9.46 x 10" m.

Damit gilt

Daher ergibt sich

d ~ 82 Lichtjahre ~ 7.7 x 10'" m|.

4.4

Der projizierte Abstand ist am groBten, wenn die Verbindungslinie der Sterne senkrecht zur Sichtlinie
steht. Sein Wert betragt dann r.
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Wegen r < d ergibt die Kleinwinkelndherung

1.02854 ... x 10%0 5
— =1.330... x 10" % rad.

r
d 7.7325... % 107

emax ~

Damit gilt

0,ax =~ 1.3 x 1078 rad

oder naherungsweise

0 ax =~ 2.7 x 1073 Bogensekunden |.

4.5

Fiir ein ideales, beugungsbegrenztes Teleskop mit kreisformiger Offnung liefert das Rayleigh-Kriterium
den kleinsten aufldsbaren Winkelabstand:

A
Or = 1227

Der kleinste Offnungsdurchmesser, mit dem die Sterne bei ihrem maximalen Abstand getrennt
aufgelost werden konnen, erflllt daher

1.22\

Hmax

Dmin —

Mit der in der Aufgabe angegebenen Natriumwellenlange

A =5895.9 A =5.8959 x 10~ " m,

erhalten wir

1.22(5.8959 x 1077)
min — m ~ |54 m|.

1.330...x10°®
Allgemeiner lautet die Wellenlangenabhangigkeit

A

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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