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Aufgabe 1: Gravitation in einem Neutroneninterferometer

[
Tragen Sie alle lhre Antworten in den Antwortbogen ein.

ouT2

OUT1

BS - Beam Splitters M - Mirror

Abbildung 1a

Abbildung 1b

Physikalische Situation Wir betrachten die Situation des beriihmten
Neutroneninterferometerexperiments von Collela, Overhauser und Werner, idealisieren den
Aufbau jedoch insofern, als wir perfekte Strahlteiler und Spiegel innerhalb des Interferometers
annehmen. Das Experiment untersucht den Einfluss der Schwerkraft auf die De-Broglie-Wellen
von Neutronen.

Die schematische Darstellung dieses Interferometers in Analogie zu einem optischen
Interferometer ist in Abbildung 1a gezeigt. Die Neutronen treten durch den Eingang IN in das
Interferometer ein und folgen den beiden dargestellten Wegen. Die Neutronen werden an einem
der beiden Ausgange OUT1 oder OUT2 nachgewiesen. Die beiden Wege schlieBen eine
rautenformige Flache ein, die typischerweise einige cm? grof ist.
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Die De-Broglie-Wellen der Neutronen (mit einer typischen Wellenlange von 10~ % m) interferieren
so, dass alle Neutronen am Ausgang OUT1 austreten, wenn die Interferometerebene horizontal
liegt. Wird das Interferometer jedoch um die Achse des einfallenden Neutronenstrahls um den
Winkel ¢ gekippt (Abbildung 1b), beobachtet man eine von ¢ abhangige Umverteilung der
Neutronen zwischen den beiden Ausgangen OUT1 und OUT2.

Geometrie Fir ¢ = 0° liegt die Interferometerebene horizontal; fiir ¢ = 90° steht die Ebene
vertikal, wobei sich die Ausgange oberhalb der Kippachse befinden.

1.1 (1.0) Wie groB ist die rautenférmige Flache A, die von den beiden Wegen des
Interferometers eingeschlossen wird?

1.2 (1.0) In welcher Hohe H liegt der Ausgang OUT1 Uber der horizontalen Ebene durch die
Kippachse?

Driicken Sie A und H durch a, 6 und ¢ aus.

Optische Weglange Die optische Weglange Nopt (eine Zahl) ist das Verhéltnis der
geometrischen Weglange (einer Strecke) zur Wellenlange A. Wenn sich A entlang des Weges
andert, erhalt man Nopt durch Integration von A1 entlang des Weges.

1.3 (3.0) Wie groB ist die Differenz A Np¢ der optischen Weglangen der beiden Wege, wenn
das Interferometer um den Winkel ¢ gekippt wurde? Driicken Sie lhre Antwort durch a, 8 und ¢
sowie durch die Neutronenmasse M, die De-Broglie-Wellenlange A der einfallenden Neutronen,
die Erdbeschleunigung g und die Planck-Konstante h aus.

1.4 (1.0) Fuhren Sie den Volumenparameter
h2
gM?
ein und driicken Sie AN, ausschlieBlich durch A, V, A( und ¢ aus. Geben Sie den Wert von V/
fir M = 1.675 x 102" kg, g = 9.800 ms 2 und h = 6.626 x 10 3* J s an.

V=

1.5 (2.0) Wie viele Zyklen — von hoher Intensitat zu niedriger Intensitat und zuriick zu hoher
Intensitat — werden am Ausgang OUT1 durchlaufen, wenn ¢ von ¢ = —90° auf ¢ = 90° erhoht
wird?

Experimentelle Daten Das Interferometer eines tatsachlich durchgefiihrten Experiments war
durch a = 3.600 cm und @ = 22.10° gekennzeichnet, und es wurden 19.00 vollstandige Zyklen
beobachtet.

1.6 (1.0) Wie groB war \g in diesem Experiment?

1.7 (1.0) Wenn in einem weiteren Experiment derselben Art mit Neutronen der Wellenlange

Ao = 0.2000 nm 30.00 vollstandige Zyklen beobachtet wiirden, wie groB ware dann die Flache
A?

Hinweis: Wenn |azz| < 1, darf (1 + 2)® durch 1 + ax ersetzt werden.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gibersetzt.
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Antworten

Wir definieren die vorzeichenbehaftete Differenz als ANop; = Nigwer — Nypper, Wobei die Wege
gemaB Abbildung 1a benannt sind. Die Ergebnisse fiir die Phase beriicksichtigen die Anderung
der gravitativen potenziellen Energie bis zur ersten Ordnung.

e 11: A = 2a*tané.

1.2: H = 2asin #sin ¢.

2M2%ga’)\
2

1.3: ANgp = tan 0 sin ¢.

1.4: ANy ~ sin ¢, V =1.597 x 10~ '* m3.

2A\ 4M?%ga®\
1.5:C = 7 0 — };q; 0 tan 6 Zyklen.

1.6: \o = 1.441 x 10~ m = 0.1441 nm.
1.7: A = 1.198 x 103 m? = 11.98 cm?.

L

Losung
1.1 — Eingeschlossene Flache

Wir bezeichnen gemaB Abbildung 1a den Eingangsstrahlteiler mit O, den oberen Spiegel mit U, den
unteren Spiegel mit D und den Ausgangsstrahlteiler mit R.

Jede Seite der Raute hat die Lange
a

,6:

cosf’

Die horizontale Diagonale OR hat die Ladnge 2a, wahrend die dazu senkrechte Diagonale U D die
Lange 2a tan @ hat. Daher gilt

1
A= §(2a)(2a tan 6) = 2a” tan 6.

Durch das Kippen der Apparatur andert sich diese Flache nicht.
1.2 — Hohe von OUT1

Der einfallende Strahl verlauft auf derselben Geraden wie O D, sodass die Kippachse entlang OD liegt.
Die gegeniiberliegende Seite U R ist parallel zu dieser Achse.

Der innerhalb der Interferometerebene senkrecht zur Kippachse gemessene Abstand von R zur
Kippachse ist

d = £sin(20) = 2sinfcos = 2a sin 6.

cos 6

Wird die Ebene um ¢ gedreht, erhélt dieser Abstand eine vertikale Komponente d sin ¢. Somit gilt

H = 2asin #sin ¢.

Sowohl U als auch R liegen auf der Hohe H, wahrend O und D auf der Hohe null bleiben. Der Strahl
am Ausgang OUT1 ist parallel zur Kippachse und bleibt daher auf der Hohe H. Fiir negative ¢ ist H
negativ.
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1.3 — Differenz der optischen Weglangen

Wir verwenden die nichtrelativistische Mechanik, ein homogenes Gravitationsfeld und elastische
Wechselwirkungen mit den ruhenden idealen optischen Elementen. Wir setzen die gravitative
potenzielle Energie auf der Kippachse gleich null.

Der Impuls und die kinetische Energie der einfallenden Neutronen sind

h h?
0= Ko = .
PN 2M A2
Aus der Energieerhaltung auf der Hohe z folgt

2
p(2)? Py

+ Mgz = —.

oM = oM

Mit der De-Broglie-Beziehung ergibt sich daher flir den Kehrwert der Wellenlange
1 _ p(2) _ 1 - 2M2g)\(2)z
A(z) h Ao h?2 '

Wir beriicksichtigen Terme bis zur ersten Ordnung im kleinen Verhéltnis Mg|z|/ K. Mit dem Hinweis

ergibt sich dann
1 1 Mgk
Az) Ao hz

Bei dieser Genauigkeit verwenden wir die in der Abbildung dargestellten geraden Teilstrecken. Bei

festen Endpunkten ist die zusatzliche geometrische Weglange, die durch eine kleine gravitative
Ablenkung entsteht, von zweiter Ordnung in dieser Ablenkung.

Die beiden ansteigenden Teilstrecken OU und DR haben beide die Léange ¢, und ihre Hohen dndern
sich auf identische Weise von 0 bis H. Daher sind ihre optischen Wegléangen gleich:

¢ ds
/ :/0 NHs/D)

Die Ubrigen Teilstrecken liegen auf konstanten Hohen: OD auf der Hohe null und U R auf der Hohe H.

Folglich gilt
14 {
Nower:_ J, Nu er:J e
It )\0 + PP + )\(H)
Durch Subtraktion erhalt man
1 1
ANy =€ — — ——
(Ao A(H) )
_ i a1 2M2g)\(2]H
Ao h?
M?gXo
oy LH.

Da

{H = 2a,sin fsin ¢ = 2a® tan fsin ¢,

COS
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lautet das gesuchte Ergebnis

2M2ga’\
h2

Flr positive ¢ hat der obere Weg die kleinere optische Weglange, weil die Neutronen auf seiner hoher

ANgpt =~ ? tan O'sin @.

gelegenen Teilstrecke einen kleineren Impuls und damit eine groBere Wellenlange haben. Eine
Umkehrung der Subtraktionskonvention kehrt das Vorzeichen um, ohne die Vorhersagen fur die
Interferenz zu verandern.

1.4 — Volumenparameter

Mit A = 2a%tanfund V = h?/(gM?) gilt

AN

ANy ~ sin ¢.

Die Dimension von V ergibt sich aus
vy = Gem’s D7
(ms~2)kg?
Numerisch ergibt sich
(6.626 x 1073%)2

- = 1.5967876... x 1014 m3.
9.800(1.675 x 10727)2

Somit gilt

V = 1.597 x 10~ m?3.

1.5 — Anzahl der Intensitatszyklen
Eine optische Weglangendifferenz von eins entspricht einer relativen Phasenanderung von 27:
(5 = 27rANopt.

Die vorgegebene konstruktive Interferenz am Ausgang OUT1 bei ¢ = 0 legt den konstanten
Phasenversatz fest. Fur die idealen Wege mit gleichen Amplituden gilt

IouT1 1+ cosd of AXp .
= =cos“|m sing |.
I 2 V

Maxima treten bei ganzzahligen Werten von ANopt auf, Minima bei halbzahligen Werten. Jede

Zunahme von ANOP‘c um eins erzeugt daher einen Intensitatszyklus.

Wenn ¢ von —90° auf 90° zunimmt, steigt sin ¢ monoton von —1 auf 1. Somit ist die Gesamtzahl der
Zyklen

C = ANopt(90°) — ANope(—90°)

_ Al (AN
v v )

Daher gilt mit derselben Genauigkeit erster Ordnung

24X, 4M?ga*),
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1.6 — Wellenlange der einfallenden Neutronen
Die Flache im Experiment betragt
A = 2(0.03600 m)? tan(22.10°) = 1.052502... x 10> m?.

Lost man die Formel fir die Zyklenzahl nach der Wellenlange auf, erhalt man
ﬂ

24 °

Mit C = 19.00 und ungerundeten Zwischenwerten ergibt sich
~19.00(1.5967876 ... x 10~ m?)
~ 2(1.052502... x 10~% m?)

Ao =

= 1.441278 ... x 1079 m.

0

Somit gilt

Ao = 1.441 x 10719 m = 0.1441 nm.

Die oben verwendete Naherung ist gut gerechtfertigt. Diese Neutronen haben die Geschwindigkeit

vo ~ 2.745 x 10° ms™!,

M),
und die groBte Hohe ist H . = 2asinf ~ 0.02709 m. Daher gilt
MgH .«  2gH

— 2~ 7.05 x 108 <« 1.
Ky v3

1.7 — Flache fiir das zweite Experiment

Durch Umstellen derselben Formel fur die Zyklenzahl erhalt man
cv
A= —.
20
Mit C' = 30.00 und Ay = 0.2000 nm = 2.000 x 10~'° m ergibt sich

30.00(1.5967876... x 10~ m3
A= ( - M) 11075007, % 10-° m?.

2(2.000 x 107 m)

Somit gilt

A=1.198 x 10 °m? = 11.98 cm?.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Beobachtung eines bewegten Stabes

[
Tragen Sie alle Ihre Antworten in den Antwortbogen ein.
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pinhole camera

rod

Physikalische Situation Eine Lochkamera, deren Loch sich bei z = 0 im Abstand D von der -
Achse befindet, nimmt Bilder eines Stabes auf, indem das Loch fiir eine sehr kurze Zeit gedffnet
wird. Entlang der x-Achse befinden sich Markierungen in gleichen Abstanden, anhand derer sich
die scheinbare Ldnge des Stabes, wie sie auf dem Bild erscheint, aus den Aufnahmen der
Lochkamera bestimmen lasst. Auf einem Bild des ruhenden Stabes betragt seine Lange L. Der
Stab ruht jedoch nicht, sondern bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v entlang der z-
Achse.

Grundlegende Beziehungen Ein mit der Lochkamera aufgenommenes Bild zeigt einen sehr
kleinen Abschnitt des Stabes an der Position .

2.1 (0.6) Wie lautet die tatsdchliche Position x dieses Abschnitts zum Zeitpunkt der Aufnahme?
Geben Sie Ihre Antwort in Abhangigkeit von Z, D, L, v und der Lichtgeschwindigkeit
¢ = 3.00 x 108 ms~! an. Verwenden Sie die GréBen

8 v q 1
=— und Y=-———

c /1 — 52
falls diese lhr Ergebnis vereinfachen.

2.2 (0.9) Bestimmen Sie auch die entsprechende Umkehrbeziehung, das heiBt: Driicken Sie &
durch z, D, L, v und c aus.

Hinweis: Die tatsdchliche Position ist die Position in dem Bezugssystem, in dem die Kamera ruht

Scheinbare Lange des Stabes Die Lochkamera nimmt ein Bild zu dem Zeitpunkt auf, zu dem sich
die tatsachliche Position des Stabmittelpunkts an einem Punkt z befindet.

2.3 (1.5) Bestimmen Sie anhand der gegebenen Variablen die scheinbare Lange des Stabes auf
diesem Bild.

2.4 (1.5) Kreuzen Sie eines der Kastchen im Antwortbogen an, um anzugeben, wie sich die
scheinbare Lange mit der Zeit andert.

Symmetrisches Bild Eine Aufnahme der Lochkamera zeigt beide Enden des Stabes im gleichen
Abstand vom Loch.

2.5 (0.8) Bestimmen Sie die scheinbare Lange des Stabes auf diesem Bild.
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2.6 (1.0) Wie lautet die tatsachliche Position der Mitte des Stabes zum Zeitpunkt dieser
Aufnahme?

2.7 (1.2) An welcher Position zeigt das Bild die Abbildung der Mitte des Stabes?

Sehr friihe und sehr spate Aufnahmen Die Lochkamera hat sehr friih ein Bild aufgenommen, als
der Stab sehr weit entfernt war und sich naherte, und nimmt sehr spat ein weiteres Bild auf, wenn
der Stab sehr weit entfernt ist und sich entfernt. Auf einem der Bilder betragt die scheinbare
Lange 1.00 m, auf dem anderen 3.00 m.

2.8 (0.5) Kreuzen Sie das Kastchen im Antwortbogen an, das angibt, welche Lange auf welchem
Bild zu sehen ist.

2.9 (1.0) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v.
2.10 (0.6) Bestimmen Sie die Lange L des ruhenden Stabes.
2.11 (0.4) Leiten Sie daraus die scheinbare Lange auf dem symmetrischen Bild ab.

Kreuzen Sie eine Antwort an: Die scheinbare Lange
O nimmt zunachst zu, erreicht einen Hochstwert und nimmt dann ab.
2.4 0O nimmt zunachst ab, erreicht einen Mindestwert und nimmt dann zu. 1.5
O nimmt die ganze Zeit ab.
O nimmt die ganze Zeit zu.

Nur fiir die

Sehr friihe und sehr spite Aufnahmen
Korrektur

Kreuzen Sie eine Antwort an:
0 Die scheinbare Lange betragt auf der frihen Aufnahme 1 m und auf der
2.8 spaten Aufnahme 3 m. 0.5
O Die scheinbare Lange betragt auf der frihen Aufnahme 3 m und auf der
spaten Aufnahme 1 m.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Verwenden Sie die Abklrzungen

1 L e
,322, = —, a=—, R=+/D2+ a2
Cc \/1_B2 2’)/
e 21
=i+ BVD2+ i
o 2.2
2
i=v>|z—8 T’ + —
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2.4 Kreuzen Sie das dritte Kastchen an: Die scheinbare Lange nimmt die ganze Zeit ab.

e 25
~ L
Lsym - .
F)/
e 26
BR=p,|D2+ L
$0,S m — R = D + —.
Y 4,)/2
e 2.7

Zmia = B1° (R— VD2 + Ba?) = fa” .

R+ +/D? + f%2

Sie liegt rechts vom geometrischen Mittelpunkt der Abbildung, zum vorderen Ende hin.

2.8 Kreuzen Sie das zweite Kastchen an: 3.00 m auf der friihen Aufnahme, 1.00 m auf
der spaten Aufnahme.

2.9

v = 0.500c = 1.50 x 108 ms™!

in positiver z-Richtung.

2.10

L=+3m=1.73m.

e 2.11

Lsym = 1.50 m.

L

Losung

Wir arbeiten durchgehend im Ruhesystem der Kamera, wobei sich der Stab in positiver z-Richtung
bewegt. Die Belichtungszeit ist so kurz, dass das gesamte Licht, das eine Aufnahme erzeugt, zur
selben Zeit t eintrifft. Licht breitet sich geradlinig mit der Geschwindigkeit ¢ aus.

Die ruhende Skala gibt die Koordinate an, von der ein Lichtstrahl ausgesandt wurde. Somit ist Z die
Position des Abschnitts bei der Emission, wahrend x seine Position ist, wenn das Licht das Loch
erreicht.

21

Nehmen wir an, das Licht wurde zur Zeit t, ausgesandt. Sein Abstand zum Loch betragt
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sodass fur seine Laufzeit gilt:

Wahrend dieses Zeitintervalls legt der Abschnitt die Strecke v(t — t.) zurlick. Daher gilt

z=F+o(t—t) =%+ —+/D?+22,
C

woraus folgt:

=%+ BVD2+ 72

Die Beziehung betrifft einen einzelnen Abschnitt und ist unabhangig von L.
2.2
Umstellen und Quadrieren des vorherigen Ergebnisses ergibt
(z —2)* = p*(D* + 27,
oder
(1-B*)z% 22 + 2> — B*D* = 0.
Die Losungen der quadratischen Gleichung lauten

D2
ZE:’)/2 xiﬂ\/aﬂ%—?

Fir eine positive Geschwindigkeit verlangt die urspriingliche, nicht quadrierte Gleichung x — = > 0:

Der Abschnitt bewegt sich zwischen Emission und Empfang vorwarts. Damit ist das Minuszeichen zu

wahlen. Wir definieren daher

= f(z) =~ m—ﬁ\/w2+lj—j

23

Die gegebene GroBe L ist die Ruheldange des Stabes. Nach der speziellen Relativitatstheorie betragt
seine bei gleichzeitiger Messung bestimmte Lange im Ruhesystem der Kamera daher

=L
Y
Zum Zeitpunkt der Aufnahme befinden sich seine Endpunkte an den Positionen
14 L
r_=xy— a, Ty =x9+a, GZEZZ'

lhre scheinbaren Positionen sind f(x_) und f(x, ). Da

Bx
!/ — 2 1_ 0’
= ( x/w2+D2/72) ”

bleibt die Reihenfolge der Endpunkte erhalten, und die scheinbare Lange betragt
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L(z0) = f(xo + a) — f(zo — a).

Einsetzen liefert

2 2
L(zo) =L — By* |4/ (zo +a)? + D—2 _ (mo_a)2+D_2
v Y

Dies berlicksichtigt sowohl die Lorentzkontraktion als auch die unterschiedlichen Lichtlaufzeiten von
den Endpunkten.

2.4
Wir differenzieren f'(z):
BD?
77 <0
(z* + D?/v?)
Somit nimmt f’(z) mit wachsendem z streng monoton ab. Folglich gilt

;l—L:f’(:z:0+a)—f’(a:0—a)<0.
0

f”(.’I?) - _

Da dzo/dt = v > 0, gilt

dL 0
o7 <0

Die scheinbare Lange nimmt daher die ganze Zeit ab. Kreuzen Sie das dritte Kastchen an.
2.5

In der symmetrischen Aufnahme sind die beiden scheinbaren Positionen der Endpunkte —b und +b, da
ihre Abstande vom Loch gleich sind:

r_ =7, =+ D2+ b2

Gleiche Laufstrecken und eine gemeinsame Ankunftszeit bedeuten gleiche Emissionszeiten. Der
Abstand der Endpunkte bei der Emission ist daher die bei gleichzeitiger Messung bestimmte,
lorentzkontrahierte Lange:

L
2b = —.
v

Somit ist b = a, und es gilt

~ L
Ly, = 2a = —.
Y

2.6

Zum gemeinsamen Emissionszeitpunkt der Endpunkte befinden sich diese bei —a und +a, sodass die
tatsachliche Mitte des Stabes bei z = 0 liegt.

Ihr Licht bendtigt die Zeit

Atzﬁ, R =+/D?+a?,
c
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um das Loch zu erreichen. Wahrend dieses Zeitintervalls bewegt sich die Mitte um vAt vorwarts. lhre
tatsachliche Position zum Zeitpunkt der Aufnahme ist daher

L2
_ — 2 -

Wir wenden die Umkehrbeziehung auf die tatsachliche Position der Stabmitte an:

D2
Zmia = f(BR) = By* |R— | B*R? + pel b

Mit R> = D? + a?und 1/9% = 1 — (2 gilt

2.7

2 p2 D2 2 2 2
B°R +?:D + B%a”.

Daher folgt

ima = By* |[R— VD2 + fa?).
Durch Rationalisieren erhalt man den gleichwertigen Ausdruck

- Ba?
Lmid = .
VD? + a2 + /D? + (%’

Fir die angegebene Bewegung gilt 0 < Zmiqg < a. Der materielle Mittelpunkt erscheint somit zwischen
dem geometrischen Mittelpunkt der Abbildung und ihrem rechten Endpunkt.

Sein Licht legt eine kiirzere Strecke zurtiick als das Licht der Endpunkte und wird daher spater
ausgesandt. Bis zu diesem spateren Emissionszeitpunkt hat sich der materielle Mittelpunkt zu einem
positiven & bewegt.

28
Fur die sehr friihen und sehr spaten Aufnahmen verwenden wir den Grenzfall groBer Entfernungen
VD?+E2 ~ |Z|.
Auf der frihen Aufnahme nahert sich der Stab von negativen x-Werten her. Gleichung 2.1 wird zu
z >~ (1— p)z.

Wendet man dies auf beide Endpunkte an, erhalt man fur die scheinbare Lange auf der friihen

Aufnahme
~ L L
A= Learly — — .
1-8  y(1-p)
Auf der spaten Aufnahme entfernt sich der Stab in Richtung positiver x-Werte, sodass gilt:
z ~ (1+ P)z,
und
- !/ L
B = Llate —

1+8  A(1+8)
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Wegen 8 > 0 gilt A > B. Daher ist

A=300m, B=100m.

Kreuzen Sie das zweite Kastchen an.
2.9

Durch Bildung des Verhaltnisses wird die Stablange eliminiert:

A 148
B 1-8

Auflosen ergibt

A-B ~3.00—1.00

= A7 B 30057100 200

B

Somit gilt

v = Bc = 0.500(3.00 x 10®) = 1.50 x 10® ms ™!,

wobei die Geschwindigkeit in positive £-Richtung gerichtet ist.
2.10

Die Multiplikation der scheinbaren Langen auf der frihen und der spaten Aufnahme ergibt

L2 L? )

TP s A

AB

Daher gilt

L=vAB = /(3.00m)(1.00m) = 1.73m.

211

Aus Teil 2.5 folgt

= L
Ly, = —.
Sy ~
Mit 8 = 1/2 gilt
1 2
’)/ = —= .
1-1/4 /3
Mit der ungerundeten Ruhelédnge L = \/§ m erhalt man
= 3
oym = V3 m = 1.50 m.
2/V3

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Funf GroBenordnungsabschatzungen: Digitalkamera,
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hartgekochtes Ei, Blitz, KapillargefaBe, Wolkenkratzer

[
Diese Aufgabe besteht aus flinf unabhangigen Teilen. In jedem davon wird lediglich eine
GroBenordnung abgeschatzt; eine genaue Antwort ist nicht erforderlich. Tragen Sie alle lhre
Antworten in den Antwortbogen ein.

Digitalkamera Betrachten Sie eine Digitalkamera mit einem quadratischen CCD-Chip der
Seitenlange L = 35 mm mit N, = 5 Mpix (1 Mpix = 10° Pixel). Das Objektiv dieser Kamera
hat eine Brennweite von f = 38 mm. Die bekannte Zahlenfolge (2, 2.8, 4, 5.6, 8, 11, 16, 22) auf
dem Objektiv bezeichnet die sogenannte Blendenzahl, die mit F'# bezeichnet wird und als
Verhéltnis der Brennweite zum Durchmesser D der Objektivéffnung definiert ist: F# = f/D.

3.1 (1.0) Bestimmen Sie die bestmégliche raumliche Auflésung Az min der Kamera auf dem Chip,
die durch das Objektiv begrenzt wird. Driicken Sie Ihr Ergebnis durch die Wellenlange A und die
Blendenzahl F'# aus und geben Sie den Zahlenwert fir A = 500 nm an.

3.2 (0.5) Bestimmen Sie die erforderliche Anzahl N an Mpix, die der CCD-Chip besitzen sollte,
um dieser optimalen Auflosung zu entsprechen.

3.3 (0.5) Fotografen versuchen manchmal, eine Kamera mit der kleinsten praktisch nutzbaren
Blendendoffnung zu verwenden. Angenommen, wir haben nun eine Kamera mit Ny = 16 Mpix,
deren ChipgroBe und Brennweite den oben angegebenen Werten entsprechen. Welcher Wert ist
fur F'# zu wahlen, damit die Bildqualitat nicht durch die Optik begrenzt wird?

3.4 (0.5) Das menschliche Auge hat eine Winkelauflosung von ungeféhr ¢ = 2 arcmin, und ein
typischer Fotodrucker druckt mit mindestens 300 dpi (Punkten pro Zoll). In welchem
Mindestabstand z von lhren Augen sollten Sie das bedruckte Blatt halten, damit Sie die einzelnen
Punkte nicht sehen?

Daten
1 Zoll = 25.4 mm

1 Winkelminute = 2.91 x 10 % rad

Hartgekochtes Ei Ein Ei wird direkt aus dem Kiihlschrank bei einer Temperatur von Ty = 4°C
entnommen und in einen Topf mit Wasser gegeben, das bei der Temperatur 7 am Sieden
gehalten wird.

3.5 (0.5) Wie groB ist die Energiemenge U, die bendtigt wird, um das Ei zum Gerinnen zu
bringen?

3.6 (0.5) Wie groB ist die Warmestromdichte J, mit der Warme in das Ei flieBt?
3.7 (0.5) Wie groB ist die auf das Ei Ubertragene Warmeleistung P?
3.8 (0.5) Wie lange mussen Sie das Ei kochen, damit es hartgekocht ist?

Hinweis Sie diirfen die vereinfachte Form des Fourierschen Gesetzes J = kAT /Ar verwenden.
Dabei ist AT die Temperaturdifferenz Uber die Strecke Ar, die charakteristische Langenskala des
Problems. Die Warmestromdichte J wird in Einheiten von W m 2 angegeben.
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Daten

Massendichte des Eis: p=10°kgm3
Spezifische Warmekapazitat des Eis: C=42JK1! g_l
Radius des Eis: R=25cm

Gerinnungstemperatur des Eiklars

Q a Tc = 6500
(Eiproteins):

k = 0.64 WK1 m™! (fur flissiges und festes Eiklar als

Warmeleitfahigkeit: .
gleich angenommen)

Blitz Es wird ein stark vereinfachtes Modell eines Blitzes vorgestellt. Blitze entstehen durch die
Ansammlung elektrostatischer Ladung in Wolken. Dabei ladt sich die Unterseite der Wolke
gewohnlich positiv und die Oberseite negativ auf, wahrend sich der Erdboden unter der Wolke
negativ aufladt. Wenn das entsprechende elektrische Feld die Durchschlagsfeldstarke der Luft
Uberschreitet, kommt es zu einer elektrischen Durchschlagsentladung: einem Blitz.

current

Inax = 100kA |---------------

time
0 7=0.1ms

Idealisierter Stromimpuls, der wahrend eines Blitzes zwischen der Wolke und dem Erdboden flie3t.

Beantworten Sie die folgenden Fragen mithilfe dieser vereinfachten Kurve der Stromstarke als
Funktion der Zeit und der folgenden Daten:

Abstand zwischen der Wolkenunterseite und dem Erdboden: h = 1 km;

Durchschlagsfeldstarke feuchter Luft: Ey=300kVm !
Gesamtzahl der Blitzeinschlage auf der Erde pro Jahr: 32 % 106;
Gesamtbevolkerung der Erde: 6.5 x 10° Menschen.

3.9 (0.5) Wie groB ist die gesamte bei einem Blitz freigesetzte Ladung Q?

3.10 (0.5) Wie groB ist die mittlere Stromstarke I, die wahrend eines Blitzes zwischen der
Wolkenunterseite und dem Erdboden flieBt?

3.11 (1.0) Stellen Sie sich vor, die Energie aller Gewitter eines Jahres wirde gesammelt und
gleichmaBig unter allen Menschen aufgeteilt. Wie lange konnten Sie mit lhrem Anteil eine 100-W-
Glihlampe ununterbrochen leuchten lassen?
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KapillargefaBe Wir betrachten Blut als inkompressible viskose Fllissigkeit mit einer Massendichte
u, die der von Wasser dhnelt, und einer dynamischen Viskositit von p = 4.5 gm ' s 1. Wir
modellieren BlutgefaBe als gerade Rohre mit kreisformigem Querschnitt, Radius r und Lange L
und beschreiben den Blutstrom durch das Hagen-Poiseuille-Gesetz,

Ap = RD,
das strémungsmechanische Analogon zum Ohmschen Gesetz der Elektrizitatslehre. Dabei ist Ap
die Druckdifferenz zwischen Eintritt und Austritt des BlutgefaBes, D = Sv der Volumenstrom
durch die Querschnittsflache S des BlutgefaBes und v die Stromungsgeschwindigkeit des Blutes.
Der hydraulische Widerstand R ist gegeben durch
8nL

mrd

R =

Im Korperkreislauf (vom linken Ventrikel zum rechten Vorhof des Herzens) betragt der
Blutvolumenstrom bei einem ruhenden Mann D ~ 100 cm? s 1. Beantworten Sie die folgenden
Fragen unter der Annahme, dass alle KapillargefaBBe parallel geschaltet sind, jedes von ihnen den
Radius 7 = 4 pm und die Lange L = 1 mm hat und an jedem eine Druckdifferenz von

Ap = 1 kPa anliegt.

3.12 (1.0) Wie viele KapillargefaBe gibt es im menschlichen Korper?
3.13 (0.5) Wie groB ist die Geschwindigkeit v, mit der das Blut durch ein Kapillargefa3 fliet?

Wolkenkratzer Am FuB3 eines 1000 m hohen Wolkenkratzers betragt die AuBentemperatur

Thor = 30°C. Ziel ist es, die AuBentemperatur T}, an der Spitze abzuschatzen. Betrachten Sie
eine dunne Luftschicht (ideales Stickstoffgas mit dem Adiabatenexponenten v = 7/5), die
langsam bis zur Hohe z aufsteigt, wo der Druck niedriger ist. Nehmen Sie an, dass sich diese
Schicht adiabatisch ausdehnt, sodass ihre Temperatur auf die Temperatur der umgebenden Luft
sinkt.

3.14 (0.5) Wie hangt die relative Temperaturanderung dT/T mit der relativen Druckanderung
dp/p zusammen?

3.15 (0.5) Driicken Sie die Druckdifferenz dp durch die Hohenanderung dz aus.
3.16 (1.0) Welche Temperatur ergibt sich an der Spitze des Gebaudes?

Daten

Boltzmann-Konstante: E=138x10"2JK!
Masse eines Stickstoffmolekiils: m = 4.65 x 10726 kg

Erdbeschleunigung: g=9.80 ms >

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.

Antworten

Die Hauptabschatzungen verwenden die Beugungsskala AF'#, siedendes Wasser bei 100°C und
Eyh als charakteristische Spannung eines Blitzes.
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e 3.1: Az, ~ AF#. Bei der groBten verfligbaren Blendendffnung, F'# = 2, ergibt sich
1.0 um|. Der Rayleigh-Wert fiir eine kreisférmige Offnung betragt 1.22 pm.

e 3.2:|N ~1.2x10° Mpix |, beziehungsweise 8.2 X 102 Mpix mit dem Rayleigh-

Koeffizienten.

e 3.3:|F+# = 16| bei Verwendung von Az ~ AF'#. Ein strenger Vergleich nach dem
Rayleigh-Kriterium ergibt | F'# = 11|.

e 3.4:|Zmin ~ 0.15m = 15 cm |.
e 3.5:|U~ 1.7 x 10*J|
e 3.6:|J ~2.5x 10> Wm 2|
e 3.7:|P~19W|
e 3.8:|t ~ 87 x10%s a~ 15 min|
e 3.9:|Q=5C|
e 310:|] =5.0 x 10* A = 50KkA |

e 3.11:|t ~ 7.4 x 10* s ~ 20 h| Ein Modell mit einem sich vollstandig entladenden

Kondensator ergibt ungefahr 10 h.
* 3.12:| Ny = 4.5 X 10? | KapillargefaBe.

e 313:|v~ 4.4 x 10 *ms ' = 0.44mms |
dI'  y—1dp 2dp

e 3.14: = =—|
T Yy p  Tp
e 315:|dp = —pgdz = — 7;:519 dz|, wobei p die lokale Luftdichte ist.

e 3.16:[T,,, ~ 294K ~ 21°C|

L

Losung

3.1. Bei einer idealen Linse begrenzt die Beugung an der Blendenoffnung den Winkelabstand
unterscheidbarer Objekte auf die GroBenordnung

emin ~ i
D

Bei weit entfernten Objekten entspricht ein Winkelabstand 6 einem Abstand f6 in der Brennebene.

Somit gilt

)
Azuin ~ f o = AF4.

Bei A = 500 nm gilt
Az i, ~ 0.50(F#) pm.

Die beste Auflosung wird bei der groBten Blendenoffnung erreicht, die der kleinsten aufgefiihrten
Blendenzahl F'# = 2 entspricht. Inr Durchmesser betragt D = f/2 = 19 mm, woraus folgt:

Axpin ~ 1.0 pm.
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Fiir eine kreisformige Offnung liefert das Rayleigh-Kriterium den genaueren Ausdruck

und damit 1.22 um bei F'# = 2. Fir die verlangte GroBenordnungsabschatzung ist der Koeffizient
nicht wesentlich.

3.2. Bei einem quadratischen Chip mit quadratischen Pixeln mit dem Rasterabstand a betragt die
Gesamtzahl der Pixel ungefahr (L/a)?. Wird der Pixelabstand an die optische Aufldsungsskala

angepasst, ergibt sich
2
L
Npixels ~ ( ) .
AZmin

3\ 2
Npixels ~ (35X—106> =1.225 x 10°.
1.0 x 10~

Daher gilt

In Megapixeln ergibt sich

N ~ 1.2 x 10 Mpix.

Verwendet man stattdessen den Rayleigh-Wert, erhalt man

1 ( 35 x 1073
106 \ 1.22 x 1076

Beide Abschitzungen erfordern etwa 103 Mpix.

2
NRaygleigh = ) ~ 8.2 x 10% Mpix.

3.3. Der Pixelabstand des 16-Mpix-Chips betragt

L 35 mm
a= = = 8.75 pm.

V16 x 106 4000

Damit die Optik keine grobere Auflosung als die Pixel vorgibt, muss gelten:
AF# < a.

Somit gilt

Fi < 8.75 pm

< ——— =17.5.
0.500 pm

Die kleinste Blendenoffnung entspricht der groBten zulassigen Blendenzahl. Unter den verfligbaren

Bei dieser Einstellung betrégt die abgeschatzte Beugungsskala 8.0 pum; bei F'# = 22 wéren es

Einstellungen ergibt sich damit

11 pm.

Wird der Rayleigh-Koeffizient beibehalten und die Ungleichung streng eingehalten, gilt
1.22 \F# <a = F# <14.3.

Die groBte aufgefiihrte Einstellung ist dann F'# = 11. Diese diskrete Auswahl hangt von der
verwendeten Auflosungskonvention ab.

3.4. Bei 300 dpi betragt der Abstand benachbarter gedruckter Punkte
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B 25.4 mm
- 300

Bei einem Betrachtungsabstand z betragt ihr Winkelabstand ungefahr d/z. Sie werden nicht mehr

d =847 x 107° m.

einzeln aufgelost, wenn

d
— <
z ~ ¢'
Mit
¢ =2(2.91 x 107*) = 5.82 x 10 * rad,

erhalten wir

d 8.47 x 107°
Zmin ~ — =

= — ~0.15m.
¢ 5.82x10*

3.5. Wir behandeln das Ei als Kugel mit einheitlicher Dichte und spezifischer Warmekapazitat. Die
thermischen Einfliisse der Schale sowie eine zusatzliche Gerinnungsenthalpie, fiir die keine Daten
angegeben sind, werden vernachlassigt.

Die Masse des Eis betragt

4 4
M = §WR3,u = §W(2.5 x 1072)%(10%) = 6.54 x 102 kg.

Wir rechnen die spezifische Warmekapazitat um:
C=42x10>Jkg 'K

Die Energie, die bendtigt wird, um das Ei von T{ auf die Gerinnungstemperatur zu erwarmen, wird
abgeschatzt durch

U~ MC(TC — To).
Daraus folgt
U ~ (6.54 x 107%)(4.2 x 10%)(65 — 4) = 1.68 x 10* J,

also

U~ 1.7 x 10* J.

3.6. Wir nehmen Sieden bei normalem Atmosphéarendruck an, sodass T ~ 100°C gilt. Zur
Abschatzung einer charakteristischen Warmestromdichte setzen wir die Warmeleitungslange gleich
dem Radius des Eis und die Temperaturdifferenz gleich der anfanglichen Temperaturdifferenz zwischen
Wasser und Ei:

A’T’NR, ATNTl—T():gﬁK
Das Fouriersche Gesetz liefert dann fir den Betrag der nach innen gerichteten Warmestromdichte
T, — T 96
Jor=t "0 —064—— .
R 2.5 x 1072

Daher gilt

J~25x10°Wm 2.

Der tatsachliche Temperaturgradient andert sich wahrend des Kochens; dies ist seine charakteristische
GroBenordnung.
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3.7. Warme tritt durch die Oberflache des Eis ein. lhr Flacheninhalt betragt
A=4nR* =17.85x 10> m*,
Folglich qilt
P~ JA= (246 x 10°) (7.85 x 107*) ~ 19.3 W.

Somit ergibt sich

P~19W.

3.8. Wir dividieren die erforderliche Heizenergie durch die charakteristische Gibertragene
Warmeleistung:
i~
P
Durch Kombination der vorherigen Ausdriicke erhalt man auch
%TI'R?’,U,C(TC —Ty) uCR? T, — T,
T 4nR%(Th —To)/R~ 3k T, Ty

Numerisch ergibt sich

1.68 x 10*
19.3

~ 8.7 x 10? s ~ 15 min.

Diese Abschatzung zeigt die fir Warmediffusion erwartete Skalierung ¢ o< R?.

3.9. Die Ubertragene Ladung entspricht der Flache unter dem Stromstarke-Zeit-Diagramm:
T
Q- / 1(t) dt.
0
Der Impuls ist dreieckig, daher ist seine Flache unabhangig davon, wann das Maximum auftritt:

Q=1
= 5 maxT -

Mit I = 100 kA = 10° A und 7 = 0.1 ms = 10~ * s folgt

Q= %(105)(10—4) —=5C.

3.10. Die lber die Impulsdauer gemittelte Stromstarke betragt

_Q_Imax
I=—=-="%

Daher gilt

I=50x10*A =50KkA.

3.11. Nahern wir das elektrische Feld zwischen Wolke und Erdboden als homogen an, so betragt die
Spannung beim Durchschlag

Vo =~ Eogh = (300 x 10%)(10%) = 3.0 x 10® V.

Die freigesetzte elektrische Energie ist

W:/WM@M
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Verwenden wir V} als charakteristische Spannung, ergibt sich
W~ VoQ = (3.0 x 10%)(5) = 1.5 x 10° J
pro Blitzeinschlag.

Der jahrliche Energieanteil pro Person betragt daher

32 x 10°
6.5 x 109
Eine 100 W-Glihlampe verbraucht pro Sekunde 100 J, somit gilt

Wperson ~ (1.5 x 10%) ~ 7.4 x 10° J.

Wperson
~N —

100

Wird das System aus Wolke und Erdboden als Kondensator modelliert, der sich vollstandig entladt, so

t ~7.4x10%*s~ 20 h.

sinkt die Spannung mit der verbleibenden Ladung. Die freigesetzte Energie betragt dann
1
W = EQV(D

woraus sich ungefahr 3.7 x 10% s, also 10 h, pro Person ergeben. Beide Modelle liefern eine
Leuchtdauer in der GroBenordnung eines Tages.

3.12. Die relevanten GroBen in SI-Einheiten sind
n=4.5x 107° Pas, r=4x10%m, L =10"3m,
Ap = 10° Pa, Digtar = 100 cm®s ™t =104 m3s 1.
Das Hagen-Poiseuille-Gesetz liefert fir den Volumenstrom durch eine einzelne Kapillare:
Ap  7wrtAp

Dcap = =
R 8nL

Einsetzen ergibt
7(4 x 1079)%(10%)

— ~2.23 x 10 ¥ m?s71.
8(4.5 x 1073)(1073)

cap

Da die identischen Kapillaren parallel geschaltet sind, liegt an jeder dieselbe Druckdifferenz an, und
ihre Volumenstrome addieren sich:

Dtotal - Ncap-Dcap-

Somit gilt

1074

— ~ 9
b yreer=rE R

cap

3.13. Die in D = Sv auftretende Geschwindigkeit ist die Giber den Querschnitt gemittelte
Geschwindigkeit. Daher gilt

v = Dcap = Apr2
772 8nL
Numerisch ergibt sich

(10%)(4 x 1076)2

U 845 x 109)(103)
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Daraus folgt

v~4.4%x10*ms ! =0.44 mms'.

3.14. Fir eine feste Menge eines idealen Gases, das sich quasistatisch und adiabatisch ausdehnt, gilt

pV7 = konstant.

Logarithmisches Differenzieren ergibt
d dVv
22 o
P %4
Das ideale Gasgesetz liefert T' o< pV/, wobei T in Kelvin gemessen wird. Daher gilt
dT d dv 1)\ d
_:_p+_:<l_ )_P,
T P 14 Y) P

Somit ergibt sich

ar _y—-1dp 2dp
T Yy p Tp’

Sowohl Druck als auch Temperatur nehmen beim Aufsteigen der Schicht ab.

3.15. Das hydrostatische Kraftegleichgewicht an einer diinnen horizontalen Schicht liefert
dp = —pgdz,

wobei p die lokale Massendichte ist.

Fur Stickstoffmolekile der Masse m ergibt das ideale Gasgesetz

p mp
= —KkT, = —.
P m p kT
Daher gilt
mpg
dp = —pgdz = — dz.
p pgaz LT z

3.16. Wir setzen den hydrostatischen Druckgradienten in die adiabatische Temperaturbeziehung ein:

drT _ v—1 (_mg dz).
T v kT

Nach Multiplikation mit 1" kiirzt sich die Temperatur auf der rechten Seite heraus, sodass sich ein

konstanter vertikaler Temperaturgradient ergibt:
dl" ~ ~v—1mg
dz v k-
Mit den angegebenen Konstanten ergibt sich

—26
ar _ 2 (4.65x10°7)(9.80) ¢ 5. 10-3 Km-!.
dz 7 138 x10 2

Uber H = 1000 m betragt die Temperaturabnahme ungefihr 9.4 K. Daraus folgt

— 1 mgH
Tiop = Thot — 7—% ~ 303.15 — 9.43 = 203.72 K.
v

Daher gilt
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Tiop ~ 294 K ~ 21°C.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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