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题目 1：“乒乓”电阻器

一个电容器由两块半径均为  的圆形平行极板组成，两板间距为 ，其中 ，如图 1.1(a) 所

示。上极板连接到一个恒定电压源，电势为 ，下极板接地。然后，将一个质量为 、半径为 （

）、厚度为 （ ）的薄小圆盘放在下极板的中央，如图 1.1(b) 所示。

假设两极板之间为真空，介电常数为 ；极板和圆盘均由理想导体制成；所有静电边缘效应均可忽

略。整个电路的电感和相对论效应都可以忽略不计。镜像电荷效应也可以忽略。

图 1.1 示意图：(a) 连接到恒定电压源的平行板电容器；(b) 电容器内部放入一个小圆盘后，平行极板

的侧视图。（详见正文。）

(a) [1.2 分] 在尚未将圆盘放入两板之间时，如图 1.1(a) 所示，计算间距为  的两极板之间的静电力

。

(b) [0.8 分] 当圆盘放在下极板上时，图 1.1(b) 中圆盘上的电荷量  与电压  的关系为 。用

、  和  表示 。

(c) [0.5 分] 两平行极板与均匀重力场  垂直。要使最初静止的圆盘升起，必须将外加电压增大到超

过阈值电压 。用 、 、  和  表示 。

(d) [2.3 分] 当  时，圆盘在两极板之间上下运动。（假设圆盘仅沿竖直方向运动，不发生任

何晃动。）圆盘与极板之间的碰撞为非弹性碰撞，恢复系数为 ，其中  和

 分别为圆盘碰撞前瞬间和碰撞后瞬间的速率。两极板固定不动。圆盘与下极板碰撞后瞬间的速

率趋于“稳态速率” ，它与  的关系如下：

用 、 、 、  和  表示系数  和 。假设圆盘的整个表面均匀且同时接触极板，从而每次碰撞时

都瞬间完成全部电荷交换。
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(e) [2.2 分] 达到稳态后，当  时，通过电容器极板的时间平均电流  可近似表示为

。用 、 、  和  表示系数 。

(f) [3 分] 当外加电压 （极其缓慢地）减小时，存在一个临界电压 ，低于该电压时电荷将停止流

动。用 、 、 、  和  表示  及相应的电流 。将  与 (c) 中讨论的起升阈值电压  比

较，画出  在  到  范围内增大和减小时的  特性示意图。

题目译自官方英文原文。

答案

这里  表示圆盘电荷量的大小，这与 (e) 中的  一致。圆盘与下极板接触后的带符

号电荷量为 ，与上极板接触后则为 。以下往返运动的结果均假定 。

(a) 该力为吸引力，大小为

(b)

(c)

(d)

(e)

(f)

增大  时，电流始终为零，直到 ，随后跃迁至导电支路。减小  时，电流沿该支路下降

至 ，随后降为零。在高电压下，该支路趋近于 。

碰撞后完全不反弹的端点  是一个奇异情形：在每次与下极板碰撞后应用接触条件，得到

qV ≫ mgd I

I = γV 2 m χ d η γ
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其中电流为从导电一侧趋近时的极限值，且不存在滞回。当  时，不存在有限的稳态。

解答

在整个解答中，均忽略圆盘相对于  的厚度，并采用题目给出的关于边缘效应和镜像电荷的近似。外加电

场的大小为

当  时，其方向向下。

(a)

电容器任一极板上的面电荷密度的大小为

计算极板所受的力时，必须排除其自身电场。另一块极板产生的电场为 ，因此静电压力为

乘以极板面积，得

带异种电荷的两极板相互吸引。

(b)

圆盘静置于下极板上时，构成该导体的一部分。其暴露的上表面带有面电荷密度 。因此，其电荷量

的大小为

于是，

如果将  解释为圆盘与下极板接触时的带符号电荷量，其系数就应为负；后文将  用作正的电场力做

功，由此确定这里采用电荷量大小的约定。

(c)

圆盘静止在下极板上时，是极板表面的一部分。因此，它受到的向上电场力等于 (a) 中求得的压力乘以圆

盘面积：

若向上的支持力为 ，则平衡条件为

Vc = Vth, Ic = (3 − √3) g√mχ
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当维持平衡所需的支持力降至零时，圆盘便可能离开极板。因此

得到

这里的因子  至关重要。一旦圆盘离开极板运动，按题意忽略镜像力后，它在均匀外加电场中所受的合

电场力为 。因此，接触时和飞行时的电场力必须分别处理。

(d)

将飞行过程中电场力产生的加速度大小定义为

圆盘离开下极板后带电 ，因此其向上的加速度为 。接触上极板后，其电荷量变为 ，因此其

向下的加速度为 。

设  为圆盘第  次与下极板碰撞后瞬间向上的速率。设  为随后与上极板碰撞前瞬间的速率，  为

下一次与下极板碰撞前瞬间的速率。

对向上飞行过程应用动能定理，得

与上极板碰撞使速率减小为 。因此，向下飞行过程给出

最后，与下极板碰撞给出 。联立这些关系，得

对于 ，  相对于其不动点的偏差在每个周期后都缩小为原来的  倍。稳态时，

因此

与式 (1.1) 比较，得

(e)

在一个完整周期内，圆盘在上极板处的电荷量由  变为 ，在下极板处由  变为 。因此，每个完

整周期通过电源的电荷量为 。若周期为 ，则

当  时，有 ，因此可忽略重力。此时两次飞行的时间均为 ，且 。
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设  为任一次碰撞前瞬间的速率。碰撞后瞬间的速率为 。在每次飞行过程中，

由于加速度恒定，一次飞行过程中的平均速率为 。因此

且

对于 ，

所以

(f)

(e) 中的高电压近似不能用于确定电流停止的条件。必须保留重力。

设  和  分别表示稳态下与上、下极板碰撞前瞬间的速率。由 (d)， ，且

利用向上飞行的能量方程，

得到

随着电压减小，极限的周期运动轨迹是恰好以零速率到达上极板的轨迹。令 ，得

由于 ，

低于这一电压时，圆盘无法维持能够到达上极板的飞行。一旦它未能到达上极板，其电荷便不再反号，随

后与下极板的连续碰撞会耗散其剩余的机械能。

在临界电压下，
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向上飞行的初速率为 ，末速率为零；向下飞行的初速率为零，末速率为 。利用平均速率，得

因此，停止导电前瞬间的电流为

代入 ，得

对于每个固定的 ，该电流均为正，因此停止导电时会出现有限幅度的向下跃变。

为了准确说明示意图，可以在不忽略重力的情况下写出完整的导电支路。两次飞行的时间为

因此

其中  和  已在上文给出。当向上飞行是减速运动时，这些表达式仍然成立。

与 (c) 比较，得

因此，所要求的示意图具有以下特征：

电压增大： 从原点沿  前进至 。在刚超过  时，圆盘升起，稳态电流跃变至

。随后沿导电支路继续上升，直至 。

电压减小： 沿导电支路原路返回，经过 ，继续到达 。在刚低于  时，电流降至

，然后沿电压轴返回原点。

高电压下的形状： 导电支路趋近于抛物线 。在  处， ，因此，示意图终

点的一个合适近似值为 。

等价地，在跃变点之外：

电压范围  增大  减小
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区间  为滞回区间：静止的圆盘保持静止，而已经运动的圆盘则继续往返运动。

为完整起见，恰好  的情形需要单独处理。每次与下极板碰撞后，圆盘都会静止，因此必须重新满足

(c) 中的接触起升条件。所以，电流在  处停止，而不是在正  情形的临界电压公式的极限值处停止。

从导电一侧趋近时，当 ，有 ，且

所以

此时两个切换电压相同，因此不存在滞回。在另一个端点  处，碰撞不耗散能量，而电场在每个周期

内提供  的能量；因此不可能存在有限的稳态速率。

解答已与官方解答核对。

题目 2：上升的气球

一个充满氦气的橡胶气球升向高空，那里的气压和温度随高度增加而降低。在以下各问中，假设无论

载荷如何，气球始终保持球形，并忽略载荷的体积。还假设气球内氦气的温度始终与周围空气的温度

相同，并将所有气体视为理想气体。普适气体常量为 ，氦气和空气的摩尔质量

分别为  和 。重力加速度为

。

[部分 A ]

(a) [1.5 分] 设周围空气的压强为 ，温度为 。由于气球的表面张力，气球内部的压强高于外部压

强。气球内装有  摩尔氦气，内部压强为 。求气球所受浮力  关于  和  的表达

式。

(b) [2 分] 在韩国某个夏日，测得海拔高度  处的空气温度  在  范围内满足

，其中 ， 。海平面处的压强和密度分别为

 和 。在这一高度范围内，压强具有如下形式：

用 、 、  和  表示 ，并求其数值，保留两位有效数字。将重力加速度视为与高度无关的常

量。

[部分 B ]

当一个未拉伸时半径为  的球形橡胶气球被充气至半径为  的球体时，气球表面因拉伸而具

有额外的弹性势能。在一种简化理论中，恒定温度  下的弹性势能可表示为

其中  为尺寸膨胀比，  为常量，单位为 。

(c) [2 分] 用式 (2.2) 中给出的参数表示 ，并画出  随  变化的示意图。

Vc < V < Vth

η = 0

Vth η

V → V +
th ae → 2g

T → √

2d

g
+√

2d

3g
.

Ic =
2χVth

√2d/g + √2d/(3g)
= .(3 − √3) g√mχ

η = 1

2qV

R = 8.31 J/mol ⋅ K

MH = 4.00 × 10−3 kg/mol MA = 28.9 × 10−3 kg/mol

g = 9.8 m/s2

P T

n P + ΔP FB P ΔP

z T 0 < z < 15 km

T (z) = T0(1 − z/z0) z0 = 49 km T0 = 303 K

P0 = 1.0 atm = 1.01 × 105 Pa ρ0 = 1.16 kg/m3

P(z) = P0(1 − z/z0)η. (2.1)

z0 ρ0 P0 g η

r0 r (≥ r0)

T

U = 4πr2
0κRT (2λ2 +

1

λ4
− 3) (2.2)

λ ≡ r/r0 (≥ 1) κ mol/m2

ΔP ΔP λ = r/r0
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(d) [1.5 分] 常量  可由气球充气所需的气体量确定。在 、

 时，一个未拉伸的气球  内装有  摩尔氦气。在

相同的  和  下，将气球充气至  共需  摩尔氦气。气球参数  定义为

，其中 。用 、  和  表示 。计算  的值，保留两位有效数字。

[部分 C]

在海平面处按照 (d) 中的方法准备一个气球（在 、  下充

入  摩尔氦气，使其膨胀至 ）。包括气体、气球本身及其他载荷在内的总质

量为 。现在让气球从海平面开始上升。

(e) [3 分] 假设气球最终停在高度  处，此处的浮力与总重力平衡。求  以及该高度处的膨胀比

。答案保留两位有效数字。假设上升过程中不存在漂移效应，也没有气体泄漏。

题目译自官方英文原文。

答案

(a) 向上的浮力为

(b)

(c)

曲线从  出发，在  处达到唯一的极大值，随后从正值一侧趋近于零。

(d)

(e)

未按所要求的有效数字舍入的结果为  和 ；若改用舍入后的

 和 ，保留两位有效数字的答案不变。

解答

(a)

根据阿基米德原理，浮力等于所排开空气的重力。将气球所占空间内的周围空气密度视为均匀，有

κ T0 = 303 K

P0 = 1.0 atm = 1.01 × 105 Pa (λ = 1) n0 = 12.5

T0 P0 λ = 1.5 n = 3.6n0 = 45 a

a = κ/κ0 κ0 ≡ r0P0/(4RT0) n n0 λ a a

T0 = 303 K P0 = 1 atm = 1.01 × 105 Pa

n = 3.6n0 = 45 λ = 1.5

MT = 1.12 kg

zf zf

λf

.FB = nMAg
P

P + ΔP

.η =
ρ0gz0

P0
= 5.5

.ΔP =
4κRT

r0
(λ−1 − λ−7

)

(1, 0) λ = 71/6 ≈ 1.38

.a =
n/n0 − λ3

λ2 − λ−4
= 0.11

.zf = 1.1 × 104 m = 11 km, λf = 2.1

zf = 11.095 km λf = 2.14594

η = 5.5 a = 0.11

FB = ρAV g.
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由周围空气和氦气的理想气体状态方程可得

因此，两者共同的温度约去，得到

这仅是浮力。氦气、球皮和载荷的重力需在总受力平衡中另行计入。

(b)

大气处于流体静力平衡：

对于组分不变的理想空气，

利用给定的温度和压强随高度的分布，得到

对式 (2.1) 求导，并代入流体静力平衡方程，得到

因此，

代入数值得

所以，保留两位有效数字，

(c)

在恒温的准静态膨胀过程中，内部超压所做的功用于增加模型中的弹性势能：

气球的体积为

由式 (2.2)，

ρA =
PMA

RT
, V =

nRT

P + ΔP
.

.FB = nMAg
P

P + ΔP

dP

dz
= −ρ(z)g.

ρ(z)

ρ0
=

P(z)

P0

T0

T (z)
.

ρ(z) = ρ0(1 −
z

z0
)

η−1

.

−
ηP0

z0
(1 −

z

z0
)

η−1

= −ρ0g(1 −
z

z0
)

η−1

.

.η =
ρ0gz0

P0

η =
(1.16)(9.8)(49 × 103)

1.01 × 105
= 5.51517 … ,

.η = 5.5

ΔP dV = dU .

V =
4π

3
r3

0λ
3,

dV

dλ
= 4πr3

0λ
2.

(

∂U

∂λ
)

T

= 16πr2
0κRT (λ − λ−5

).
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于是

为明确示意图的形状，定义压强尺度

则

曲线具有以下特征：

其物理定义域为 ，并从  时的  处出发。

曲线以正斜率上升，直至

其最大值为

越过最大值后，曲线单调下降，并保持为正。在膨胀比很大时，

因而横轴是其渐近线。

(d)

令

在  时，由 (c) 可知 。因此，未拉伸的气球满足

由于

温度为  时的超压为

充气膨胀后的气球满足

除以 ，得

因此，

.ΔP =
(∂U/∂λ)T
dV /dλ

=
4κRT

r0
(λ−1 − λ−7

)

C =
4κRT

r0
.

dΔP

dλ
= Cλ−8(7 − λ6).

λ ≥ 1 λ = 1 ΔP = 0

λmax = 71/6 = 1.38309 … .

ΔPmax = C
6

77/6
≈ 0.620C.

ΔP ∼
C

λ
⟶ 0+,

V0 =
4π

3
r3

0.

λ = 1 ΔP = 0

P0V0 = n0RT0.

a =
κ

κ0
=

4κRT0

r0P0
,

T0

ΔP

P0
= a (λ−1 − λ−7

).

(P0 + ΔP)V0λ
3 = nRT0.

P0V0 = n0RT0

n

n0
= λ3

[1 + a (λ−1 − λ−7
)] = λ3 + a (λ2 − λ−4

).
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代入数值得

从而

(e)

定义无量纲温度

则

由于没有氦气逸出，  保持不变。氦气的理想气体状态方程为

利用 ，并除以 ，得到

由空气的理想气体密度表达式可得排开空气的质量：

在最终高度处，浮力与总重力平衡：

所以

氦气的重力已经包含在  中。

在式 (1) 和式 (2) 之间消去与大气有关的因子，得到仅含最终膨胀比的方程：

保留未经舍入的中间数值，

因此

左侧在  时严格递增，因为其导数为 。因此，存在唯一的物理解：

.a =
n/n0 − λ3

λ2 − λ−4

a =
3.6 − 1.53

1.52 − 1.5−4
= 0.109624 … ,

.a = 0.11

t =
T

T0
= 1 −

z

z0
.

P = P0t
η, ΔP = aP0t (λ

−1 − λ−7
).

n

[P0t
η + aP0t (λ

−1 − λ−7
)]V0λ

3 = nRT0t.

P0V0 = n0RT0 t

n

n0
= tη−1λ3 + a (λ2 − λ−4

). (1)

ρAV =
MAP

RT
V0λ

3 = n0MA tη−1λ3.

n0MAg t
η−1
f λ3

f = MTg,

t
η−1
f

λ3
f =

MT

n0MA

. (2)

MTg

a(λ2
f − λ−4

f ) =
n

n0
−

MT

n0MA
.

MT

n0MA

=
1.12

(12.5)(28.9 × 10−3)
= 3.100346 … ,

λ2
f − λ−4

f =
3.6 − 3.100346 …

0.109624 …
= 4.557886 … .

λf ≥ 1 2λf + 4λ−5
f

> 0

λ
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由式 (2) 可得

因此，

保留两位有效数字，

最终高度位于题目给定的大气高度范围内。气球初始时的净升力也为正：在海平面处，它所排开空气的质

量为

解答已与官方解答核对。

题目 3：原子探针显微镜

原子探针显微镜（APM）是纳米科学领域的有力工具。如图 3.1 所示，可利用光电探测器监测反射激

光束，从而检测 APM 中悬臂梁的运动。悬臂梁只能沿竖直方向运动，其位移  随时间  的变化可由

下式描述：

其中，  为悬臂梁的质量，  为悬臂梁的劲度系数，  为较小的阻尼系数，满足

，而  为压电管施加的外驱动力。

λf = 2.145936 … .

tf = (

MT

n0MAλ
3
f

)

1/(η−1)

= 0.773571 … .

zf = z0(1 − tf) = (49 km)(1 − 0.773571 …) = 11.0950 … km.

.λf = 2.1, zf = 11 km

n0MA(1.5)3 = 1.2192 … kg > MT .

z t

m
d2z

dt2
+ b

dz

dt
+ kz = F , (3.1)

m k = mω2
0 b

ω0 ≫ (b/m) > 0 F
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图 3.1 扫描探针显微镜（SPM）示意图。右下角的插图为描述压电管与悬臂梁之间耦合的简化力学模

型。

[部分 A]

(a) [1.5 分] 当  时，满足式 (3.1) 的  可写为 ，其中

，且 。求振幅  和  用 、 、 、  和  表示的表达式。求共振频率

 处的  和相位 。

(b) [1 分] 图 3.1 所示的锁相放大器将输入信号与锁相参考信号  相乘，然后仅让乘

积信号中的直流分量通过。假设输入信号为 。这里， 、 、  和  均

为给定的正常数。求使输出信号非零时  (>0) 应满足的条件。在此频率下，非零的直流输出信号的

大小如何表示？

(c) [1.5 分] 锁相参考电压  通过移相器后变为 。将 

施加于压电管，便以力  驱动悬臂梁。随后，光电探测器将悬臂梁的位移  转换为电压

。这里，  和  为常数。求  时直流输出信号大小的表达式。

(d) [2 分] 悬臂梁质量的微小变化  使共振频率发生偏移 。因此，在原共振频率  处，相

位  发生偏移 。求相位偏移  所对应的质量变化 ，这一相位偏移是相位测量

的典型分辨率。悬臂梁的物理参数为 、  和

。当  时，使用近似式  和

。

[部分 B]

从现在起，我们考虑如下情况：除部分 A 中讨论的驱动力外，悬臂梁还受到样品施加的一些力，如图

3.1 所示。

(e) [1.5 分] 假设附加力  仅取决于悬臂梁与样品表面之间的距离 ，则可以找到一个新的平衡位

置 。在  附近，可写出 ，其中  是与  无关的常数。求新

的共振频率  用 、  和  表示的表达式。

(f) [2.5 分] 通过水平移动样品来扫描其表面时，带电量为  的悬臂梁尖端遇到一个电荷为

 的电子，该电子被俘获在表面下方一定距离处（局域在空间中）。在电子周围扫描时，观测到

共振频率的最大偏移  远小于 。用 、 、 、 、  和库仑常量  表示

发生最大偏移时悬臂梁与被俘获电子之间的距离 。对于 ，以 nm 为单位计算 （

）。悬臂梁的物理参数为  和 。忽略悬臂

梁尖端和样品表面中的任何极化效应。注意， ，且

。

题目译自官方英文原文。

答案

将按题述相乘规则得到的直流输出记为 。

F = F0 sinωt z(t) z(t) = A sin(ωt − ϕ)

A > 0 0 ≤ ϕ ≤ π A tanϕ F0 m ω ω0 b

ω = ω0 A ϕ

VR = VR0 sinωt

Vi = Vi0 sin(ωit − ϕi) VR0 Vi0 ωi ϕi

ω

VR = VR0 sinωt V ′
R = VR0 sin(ωt + π/2) V ′

R

F = c1V
′
R z

Vi = c2z c1 c2 ω = ω0

Δm Δω0 ω0

ϕ Δϕ Δϕ = π/1800 Δm

m = 1.0 × 10−12 kg k = 1.0 N/m

(b/m) = 1.0 × 103 s−1 |x| ≪ 1 (1 + x)a ≈ 1 + ax

tan(π/2 + x) ≈ −1/x

f(h) h

h0 h = h0 f(h) ≈ f(h0) + c3(h − h0) c3 h

ω′
0 ω0 m c3

Q = 6e

q = e

Δω0 (= ω′
0 − ω0) ω0 m q Q ω0 Δω0 ke

d0 Δω0 = 20 s−1 d0

1 nm = 1 × 10−9 m m = 1.0 × 10−12 kg k = 1.0 N/m

ke = 1/(4πε0) = 9.0 × 109 N ⋅ m2/C2

e = −1.6 × 10−19 C

Sdc = ⟨VRVi⟩
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(a)

在  时，

(b) 非零直流输出要求

其大小为

(c)

(d)

给定的正相位偏移对应于质量增加。

(e)

条件是 。

(f) 频率的最大正向偏移出现在电子的正上方，且

解答

我们考虑阻尼暂态衰减后的稳态周期运动。全文均采用题目在弱阻尼条件下的约定，将共振频率取为

。

(a)

令 。将  代入运动方程，得到

展开右端，并令  和  的系数分别相等，得

, .A =
F0

√m2(ω2
0 − ω2)2 + b2ω2

tanϕ =
bω

m(ω2
0 − ω2)

ω = ω0

.A =
F0

bω0
, ϕ =

π

2

.ω = ωi, cosϕi ≠ 0

.|Sdc| =
VR0Vi0

2
| cosϕi|

.|Sdc| =
|c1c2|V 2

R0

2bω0

.Δm ≃
b

ω0
Δϕ ≃ 1.7 × 10−18 kg

,ω′
0 = √ω2

0 −
c3

m

mω2
0 − c3 > 0

.d0 ≃ (

keqQ

mω0Δω0
)

1/3

≃ 41 nm

ω0 = √k/m

θ = ωt − ϕ z = A sin θ

A(k − mω2) sin θ + Abω cos θ = F0 sin(θ + ϕ).

sin θ cos θ

A(k − mω2) = F0 cosϕ, Abω = F0 sinϕ.
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将这两个方程平方后相加，得到

利用 ，得

将系数方程相除，得到

相位所在的象限可由系数方程确定：当驱动频率为正时， ，而  与  同号。因此，

频率低于共振频率时，相位滞后小于 ；频率高于共振频率时，相位滞后大于 。

在  时，弹性项与惯性项相互抵消。因此，

(b)

利用积化和差公式，

理想的直流滤波器仅保留与时间无关的项。由于两个频率都为正，和频项的平均值始终为零。差频项仅在

以下条件下为常量：

在此频率下，

所以其大小为

频率匹配是必要条件，但并不能保证结果非零：如果 ，输入信号与参考信号正交，直流输

出为零。因此，非零输出还要求 。

(c)

在指定频率下，移相后的参考信号以如下力驱动悬臂梁：

悬臂梁的位移比力滞后 。因此，移相器使位移与原参考信号同相：

该表达式也可通过直接代入运动方程得到。探测器的电压为

A2
[(k − mω2)2 + b2ω2

] = F 2
0 .

k = mω2
0

.A =
F0

√m2(ω2
0 − ω2)2 + b2ω2

.tanϕ =
bω

m(ω2
0 − ω2)

sinϕ > 0 cosϕ ω2
0 − ω2

π/2 π/2

ω = ω0

.ϕ =
π

2
, A =

F0

bω0

VRVi = VR0Vi0 sinωt sin(ωit − ϕi)

=
VR0Vi0

2
[cos((ω − ωi)t + ϕi) − cos((ω + ωi)t − ϕi)].

.ω = ωi

Sdc =
VR0Vi0

2
cosϕi,

.|Sdc| =
VR0Vi0

2
| cosϕi|

ϕi = π/2 + nπ

cosϕi ≠ 0

F = c1VR0 sin(ω0t + π/2) = c1VR0 cosω0t.

π/2

z(t) =
c1VR0

bω0
sinω0t.
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与原参考信号相乘，得到

由于 ，

取绝对值是为了涵盖转换常数可正可负的情况。

(d)

质量变化时，劲度系数保持不变。因此，新的固有频率为

对于 ，利用题目给出的二项式近似，得到

测量频率仍保持为原来的值 。取  不变，新的相位满足

由于 ，

应用 ，得

于是

由给定参数可得

因此

或者，保留两位有效数字，

Vi(t) =
c1c2VR0

bω0
sinω0t.

VRVi =
c1c2V

2
R0

bω0
sin2 ω0t.

⟨sin2 ω0t⟩ = 1/2

Sdc =
c1c2V

2
R0

2bω0
, .|Sdc| =

|c1c2|V 2
R0

2bω0

ω0 + Δω0 = √

k

m + Δm
= ω0(1 +

Δm

m
)

−1/2

.

|Δm| ≪ m

.Δω0 ≃ −
ω0

2

Δm

m

ω0 b

tan(
π

2
+ Δϕ) =

bω0

k − (m + Δm)ω2
0

.

k = mω2
0

tan(
π

2
+ Δϕ) = −

b

ω0Δm
.

tan(π/2 + x) ≃ −1/x

−
1

Δϕ
≃ −

b

ω0Δm
,

.Δm ≃
b

ω0
Δϕ

ω0 = √

1.0

1.0 × 10−12
= 1.0 × 106 s−1,

b = m
b

m
= (1.0 × 10−12)(1.0 × 103) = 1.0 × 10−9 kg s−1.

Δm ≃
1.0 × 10−9

1.0 × 106

π

1800
kg = 1.7453 × 10−18 kg,
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这里， ，且 ，与两项小变化近似均一致。相应的频率变化约为

。

(e)

取远离样品的方向为位移和样品作用力的正方向。令  为新的静态位移，对应的间距为 。静态受力平

衡给出

对于相对于这一平衡位置的小位移，定义

计入样品的作用力后，运动方程为

代入线性化的力 ，再减去静态平衡方程，得

因此，

力的梯度使有效劲度系数变为 ，而恒定力只会使平衡位置发生偏移。因此

能够在其附近稳定振动的平衡位置要求 ；将上述频率解释为共振频率时，还需保留弱阻尼假

设。

(f)

由于  且 ，

相互作用为斥力。为确定频率偏移在何处最大，令  为尖端与电子之间的水平距离，  为它们之间的竖直

距离。由库仑定律，向上的力分量为

悬臂梁的竖直位移使  发生同样大小的变化。因此，相关的力梯度为

对于微小的频率偏移，由 (e) 可得

所以

.Δm ≃ 1.7 × 10−18 kg

Δm/m ≃ 1.7 × 10−6 Δϕ ≃ 1.7 × 10−3

−0.87 s−1

zeq h0

kzeq = f(h0).

x = z − zeq = h − h0.

mz̈ + bż + kz = F + f(h).

f(h) ≃ f(h0) + c3x

mẍ + bẋ + kx = F + c3x.

mẍ + bẋ + (k − c3)x = F .

k − c3

.ω′
0 = √

k − c3

m
= √ω2

0 −
c3

m

k − c3 > 0

q = e Q = 6e

qQ = 6e2 > 0.

ρ d

fz(ρ, d) =
keqQd

(ρ2 + d2)3/2
.

d

c3 =
∂fz
∂d

= keqQ
ρ2 − 2d2

(ρ2 + d2)5/2
.

ω′
0 = ω0√1 −

c3

mω2
0

≃ ω0 −
c3

2mω0
,

Δω0(ρ) ≃
keqQ

2mω0

2d2 − ρ2

(ρ2 + d2)5/2
.
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在弱相互作用的最低阶近似下，可以将扫描高度视为固定值。该表达式在  处取得正的最大值：当分

子为正时，分子随  增大而减小，分母则增大；超过  后，偏移量为非正值。

因此，最大值出现在电子的正上方，此时尖端与电子之间的距离为 。在该位置，

代入 (e) 的结果，得到

于是，

由于 ，忽略偏移量的平方项，得

数值上，

且

因此，

得到

相对频率偏移为 ，证实了小偏移近似的有效性。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

ρ = 0

ρ ρ = √2d

d0

fz =
keqQ

d2
0

, c3 = −
2keqQ

d3
0

.

(ω0 + Δω0)2 = ω2
0 +

2keqQ

md3
0

.

2ω0Δω0 + (Δω0)2 =
2keqQ

md3
0

.

Δω0 ≪ ω0

.d0 ≃ (

keqQ

mω0Δω0
)

1/3

ω0 = 1.0 × 106 s−1,

keqQ = (9.0 × 109) 6(1.6 × 10−19)2 = 1.3824 × 10−27 N m2.

d3
0 ≃

1.3824 × 10−27

(1.0 × 10−12)(1.0 × 106)(20)
m3 = 6.912 × 10−23 m3,

d0 ≃ 4.1039 × 10−8 m ⟹ .d0 ≃ 41 nm

20/106 = 2.0 × 10−5
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