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Problema 1: Resistencia de «ping-pong»

[

Un condensador consta de dos placas circulares paralelas, ambas de radio R, separadas por una
distancia d, donde d < R, como se muestra en la Fig. 1.1(a). La placa superior esta conectada a
una fuente de tension constante a un potencial V, mientras que la placa inferior estd conectada a
tierra. A continuacion, se coloca un disco pequefio y delgado de masa m, radio 7 (< R,d) y
espesort (<K r) en el centro de la placa inferior, como se muestra en la Fig. 1.1(b).

Supongamos que entre las placas hay vacio, con constante dieléctrica €¢; que las placas y el
disco estdn hechos de conductores perfectos; y que pueden despreciarse todos los efectos
electrostaticos de borde. La inductancia de todo el circuito y los efectos relativistas pueden

despreciarse sin problema. También puede despreciarse el efecto de las cargas imagen.
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Figura 1.1 Esquemas de (a) un condensador de placas paralelas conectado a una fuente de
tension constante y (b) una vista lateral de las placas paralelas con un pequefo disco introducido
en el condensador. (Véanse los detalles en el texto.)

(a) [1.2 puntos] Calcule la fuerza electrostatica Fp entre las placas separadas por d antes de
introducir el disco entre ellas, como se muestra en la Fig. 1.1(a).

(b) [0.8 puntos] Cuando el disco se coloca sobre la placa inferior, la carga q del disco de la Fig.
1.1(b) esta relacionada con la tension V' mediante ¢ = xV'. Halle x en funciéonde r, d y €g.

(c) [0.5 puntos] Las placas paralelas son perpendiculares a un campo gravitatorio uniforme g.
Para levantar el disco, inicialmente en reposo, es necesario aumentar la tensién aplicada por
encima de una tensidén umbral V;y,. Obtenga Vi en funcién de m, g, d y x.
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(d) [2.3 puntos] Cuando V' > V;,, el disco realiza un movimiento de subida y bajada entre las
placas. (Suponga que el disco se mueve Unicamente en direccion vertical, sin ningudn bamboleo.)
Los choques entre el disco y las placas son inelasticos, con un coeficiente de restitucion

n= ('Uafter/’l]before), donde Upefore Y Vafter SON los modulos de la velocidad del disco justo antes y
después del choque, respectivamente. Las placas permanecen fijas en su posicién. El médulo de
la velocidad del disco justo después del choque con la placa inferior se aproxima a una «velocidad
de régimen estacionario» v, que depende de V de la siguiente manera:

vy = aV?+ B. (1.1)

Obtenga los coeficientes a y B en funcién de m, g, x, d y n. Suponga que toda la superficie del
disco toca la placa de manera uniforme y simultanea, de modo que el intercambio completo de
carga se produce instantaneamente en cada choque.

(e) [2.2 puntos] Una vez alcanzado el régimen estacionario, la corriente media temporal I a través
de las placas del condensador puede aproximarse por I = 7V2 cuando qV > mgd. Exprese el
coeficiente «y en funcion de m, x, d y .

(f) [3 puntos] Cuando la tension aplicada V se reduce (de forma extremadamente lenta), existe
una tension critica V. por debajo de la cual deja de circular carga. Halle V. y la corriente
correspondiente I en funcioén de m, g, x, d y 7. Comparando V; con el umbral de despegue Viy,
estudiado en (c), trace un esbozo de las caracteristicas I — V' cuando V' aumenta y disminuye en
elintervalode V = 0 a 3Vip.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Aqui g = x'V representa el médulo de la carga del disco, de acuerdo con gV > mgd en (e). Su
carga con signo es —q después del contacto con la placa inferior y 4+-q después del contacto con
la placa superior. Los resultados siguientes para el movimiento de ida y vuelta suponen
0<n<l

e (a) La fuerza es atractiva, con mddulo

eomR2V 2
By = =50
e (b)
_ eomr?
ST
* (c)
2mad
Vin = 4| 9%
X
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e (d)

* (e)

e (f)

=

Al aumentar V/, la corriente permanece nula hasta Vy;, y después salta a la rama
conductora. Al disminuir V, sigue esa rama hasta (V;, I.) y después cae a cero. A
tensiones altas, la rama se aproximaa I = yV 2.

El caso extremo de adherencia completa 7 = 0 es singular: al aplicar la condicién de contacto
después de cada choque con la placa inferior se obtiene

Ve=Va, I.=(3—V3)gymx

para la corriente limite del lado conductor, sin histéresis. Paran = 1, no existe un régimen

estacionario finito.

L

Solucion
En todo lo que sigue, se desprecia el espesor del disco frente a d y se utilizan las aproximaciones
indicadas sobre los bordes y las cargas imagen. El campo aplicado tiene mddulo
|%4
E=—
d

y apunta hacia abajo para V' > 0.
(a)

La densidad superficial de carga de cualquiera de las placas del condensador tiene mddulo
o = EoE.
Para calcular la fuerza sobre una placa debe excluirse su propio campo. El campo producido por la
placa opuesta es E/2, por lo que la presion electrostatica es
FE €0E2

P=99 =

Multiplicando por el area de la placa se obtiene
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807TR2V2

F, = prR? =
1% s 2d2

Las placas, con cargas de signos opuestos, se atraen.

(b)

Mientras el disco reposa sobre la placa inferior, forma parte de ese conductor. Su cara superior
expuesta tiene una densidad superficial de carga —ey E. Por tanto, el mddulo de su carga es

gomr?

q = eoEnr? = V.

En consecuencia,

6071'7’2

X=—0g"

Si, en cambio, se interpretara g como la carga con signo durante el contacto con la placa inferior, su
coeficiente seria negativo; el uso posterior de gV como trabajo eléctrico positivo establece la
convencion de moédulo utilizada aqui.

(c)
En reposo sobre la placa inferior, el disco forma parte de la superficie de la placa. Por tanto, la fuerza
eléctrica hacia arriba que actla sobre él es la presién hallada en (a), multiplicada por el drea del disco:
e0E? 5, qE _ XV?
Tt = — = .
2 2 2d

Si N es la reaccion normal hacia arriba, el equilibrio exige

F contact —

2
xV
N + = mg.
2d J
El despegue se hace posible cuando la reaccion normal necesaria llega a cero. Por tanto,
XV
2d - mg7
de donde se obtiene
2mgd
Vin =
X

El factor 1/2 es esencial aqui. Una vez que el disco estd en vuelo, despreciando las fuerzas de las
cargas imagen como se indica, la fuerza neta que ejerce sobre él el campo uniforme aplicado es gF.
Por tanto, la fuerza durante el contacto y la fuerza durante el vuelo deben tratarse por separado.

(d)
Definimos el modulo de la aceleracion eléctrica durante el vuelo mediante
1
a;e — — .
m md

Después de abandonar la placa inferior, el disco tiene carga —g, por lo que su aceleracién hacia arriba
es a, — g. Después de tocar la placa superior, su carga pasa a ser +q, por lo que su aceleracion hacia
abajoes a, + g.
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Sea v,, el mdédulo de la velocidad ascendente justo después del n-ésimo choque con la placa inferior.
Sea u, el médulo de la velocidad inmediatamente antes del siguiente choque con la placa superior, y
wy, el médulo de la velocidad inmediatamente antes del siguiente choque con la placa inferior.

El teorema del trabajo y la energia aplicado al vuelo ascendente da
2 _ .2
u; = v, +2d(a. — g).
El choque con la placa superior reduce el médulo de la velocidad a nu,,. Por tanto, el vuelo
descendente da

w? = n*u? + 2d(a. + g).
Finalmente, el choque con la placa inferior da v, +1 = nw,. Combinando estas relaciones,
vh 1 ="k 4 2dn” [(1+1%)ae + (1 —n)g].

Para 0 < 1 < 1, las desviaciones de vi respecto a su punto fijo se reducen por un factor 774 en cada
ciclo. En régimen estacionario,

(1 — )l =2dn* [(1+n*)a. + (1 —n7)g].

Asi,
2 2dnta. | 2n’g 2t s N 2gdn’
Pol-n2 142 m(l-n?) 1+
Comparando con la Ec. (1.1),
2 2 2
oo XT g 2gdn” |
m(1—n?) 1+7?

(e)

En un ciclo completo, la carga del disco cambia de —q a +q en la placa superiory de +-qa —qgenla

placa inferior. Por tanto, una carga 2q pasa por la fuente en cada ciclo completo. Si el periodo es T,
2q

= rk

Cuando gV > mgd, tenemos a. > g, por lo que puede despreciarse la gravedad. Los dos vuelos
tienen entonces la misma duracién 7, con T' = 27.

I

Sea w el mdédulo de la velocidad inmediatamente antes de cualquiera de los impactos. El médulo de la
velocidad inmediatamente después del impacto es nw. Durante cada vuelo,

2a.d
wz—n2w2 = 2a.d, w:\/ de 5
L—n

Como la aceleracion es constante, el médulo de la velocidad media durante un vuelo es (1 + n)w/2.
Por tanto,

2d
1 +mnw’

I =

q  xV(l+n) 2x V2
T 2d m(l—n?)’
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ParaV > 0,

Por consiguiente,

(f)

La aproximacion de alta tensién de (e) no puede utilizarse para determinar el cese de la corriente. Debe
mantenerse el efecto de la gravedad.

Sean u y w los mddulos de las velocidades en régimen estacionario inmediatamente antes de los
impactos con las placas superior e inferior, respectivamente. De (d), v = nw, y

9 Qe g
= 2d + .
v <1—772 1+n2>

Utilizando la ecuacién de la energia para el vuelo ascendente,

u? = vz + 2d(a. — 9),

u? =2d Ge __ 9 .
1_,,72 1_|_,r,2

Al reducir la tension, la trayectoria periddica limite es aquella que alcanza justo la placa superior con

obtenemos

velocidad nula. Al imponer u = 0 se obtiene
1-— 172
a’e,c = ngT

Como a. = xV'?2/(md),

mgd 1 — n?

V.= —
¢ X 1+n?

Por debajo de esta tensidn, el disco no puede mantener vuelos que alcancen la placa superior. Una vez
que deja de alcanzar esa placa, su carga no cambia de signo y los sucesivos choques con la placa
inferior disipan la energia mecanica que le queda.

A la tension critica,

gd

'Uzc:()a We = 2 T/[]Q?

Vs,e = NWe.

El vuelo ascendente comienza con un médulo de la velocidad w, y termina con velocidad nula; el
vuelo descendente comienza con velocidad nula y termina con un médulo de la velocidad w...
Utilizando las velocidades medias,
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2d 2d 1 d(1 2
nwe We n g

Por tanto, la corriente inmediatamente antes de su cese es

_ Ve _ 2mxVe g

I, - .
T. 1+n 'V d1+7n?)

Sustituyendo V. se obtiene

;= 2n9ymx [1-1

C o142 \ 140

Para cualquier valor fijo 0 < 1 < 1, esta corriente es positiva, por lo que su cese produce un salto
descendente finito.

Para especificar el esbozo con precisidon, puede escribirse la rama conductora completa sin despreciar
la gravedad. Sus dos tiempos de vuelo son

2d 2d
= —0) TN = —.
nw + u w + nu
Asi,
2xV
Ln(V) = =53 2d |

nw + u + w + nu

donde u(V') y w(V') vienen dados mas arriba. Estas expresiones siguen siendo vélidas cuando el vuelo
ascendente es desacelerado.

La comparacién con (c) da

2
Ve _ 1—-n 1
Vin 2(1+4n?)

Por tanto, el esbozo solicitado tiene las siguientes caracteristicas:

e Tension creciente: se sigue I = 0 desde el origen hasta V;},. Justo por encima de V};,, el disco
despega y la corriente estacionaria salta a Ion(Vth). Se continla ascendiendo por la rama
conductora hasta 3V;iy.

¢ Tension decreciente: se recorre en sentido inverso la rama conductora, pasando por Viy, v se
continta hasta (V¢, I.). Justo por debajo de V¢, se cae a I = 0y después se sigue el eje de la
tension de vuelta al origen.

e Forma a tensiones altas: la rama conductora se aproxima a la parabola I = 'sz. Para 3Viy,
qV = 18mgd, por lo que un extremo aproximado adecuado para el esbozo es I ~ 9nytfl.

Equivalentemente, fuera de los puntos de salto:

Intervalo de tensién V creciente V decreciente
0<V <V, 0 0
ch <V< I/vth 0 Ion(V)
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Intervalo de tensién V creciente V decreciente

‘/:ch <V S 3mh Ion(V) Ion(V)

Elintervalo V. < V < Viy, es el intervalo de histéresis: un disco en reposo permanece en reposo,
mientras que un disco que ya esta en movimiento continla su recorrido de ida y vuelta.

Para completar el analisis, el caso exactamente 7 = 0 requiere un tratamiento aparte. Cada impacto
con la placa inferior deja el disco en reposo, por lo que la condicién de despegue en contacto de (c)
debe cumplirse de nuevo. En consecuencia, la corriente cesa en Viy, y no en el limite de la férmula de
la tensidn critica para 1 positivo. Del lado conductor, cuando V- — V.."  a, — 2g,y

e

2xVin

 V2d]g+ v/2d](39)

Ambas tensiones de conmutacidn coinciden entonces, por lo que no hay histéresis. En el otro extremo,

th'

Por consiguiente,

=|(3 - v3) gvmx|

1 = 1, los choques no disipan energia, mientras que el campo eléctrico aporta 2qV por ciclo; no puede
existir una velocidad finita de régimen estacionario.

La solucién se comprobd con la solucién oficial.

Problema 2: Globo ascendente

[

Un globo de goma lleno de helio asciende hasta gran altura en el cielo, donde la presion y la
temperatura disminuyen con la altura. En las siguientes preguntas, suponga que el globo
mantiene su forma esférica independientemente de la carga til y desprecie el volumen de esta.
Suponga también que la temperatura del helio en el interior del globo es siempre la misma que la
del aire ambiente y trate todos los gases como gases ideales. La constante universal de los gases
es R = 8.31 J/mol - K y las masas molares del helio y del aire son Mg = 4.00 x 10~ kg/mol
y M4 = 28.9 x 1073 kg/mol, respectivamente. La aceleracién de la gravedad es g = 9.8 m/s.

[Parte A ]

(a) [1.5 puntos] Sean P la presion del aire ambiente y T" su temperatura. La presion en el interior
del globo es mayor que la exterior debido a la tension superficial del globo. El globo contiene n
moles de helio y la presion en su interior es P + AP. Halle la fuerza de empuje F'g que actla
sobre el globo en funcion de Py AP.

(b) [2 puntos] En un determinado dia de verano en Corea, se observé que la temperatura del aire
T a una altura z sobre el nivel del mar era T'(z) = To(1 — z/20) en el intervalo 0 < z < 15 km,
conzg =49 km y Ty = 303 K. La presion y la densidad al nivel del mar eran

Py =1.0atm = 1.01 x 10° Pa y po = 1.16 kg/m3, respectivamente. Para este intervalo de
alturas, la presién tiene la forma

P(z) = Py(1 — z/z)". (2.1)

eulersolve.org/ipho/2004/ 8/21



Exprese n en términos de 2, pg, Py y g, y halle su valor numérico con dos cifras significativas.
Considere que la aceleracion de la gravedad es constante e independiente de la altura.

[Parte B ]

Cuando un globo de goma de forma esférica, cuyo radio sin estirar es g, se infla hasta formar una
esfera de radio r (2 ro), la superficie del globo almacena energia eldstica adicional debido al
estiramiento. En una teoria simplificada, la energia eldstica a temperatura constante 1" se puede
expresar como

1
U = 4rrikRT <2A2 bvie 3) (2.2)

donde A = r/ro (> 1) es larazén de inflado y & es una constante cuyas unidades son mol /m?.

(c) [2 puntos] Exprese AP en términos de los pardmetros dados en la ec. (2.2) y esboce la
grafica de AP en funcién de A = r/ry.

(d) [1.5 puntos] La constante ~ se puede determinar a partir de la cantidad de gas necesaria para
inflar el globo. A Ty = 303 Ky Py = 1.0 atm = 1.01 x 10° Pa, un globo sin estirar (A = 1)
contiene ng = 12.5 moles de helio. Se necesitan n = 3.6n, = 45 moles en total para inflar el
globo hasta A = 1.5 a los mismos valores de Tj y P,. Exprese el parametro del globo a, definido
como a = K/Kq, en términos de n, ng y A, donde kg = 7o Py /(4RT}). Calcule a con dos cifras
significativas.

[Parte C]

Se prepara un globo como en (d) al nivel del mar (inflado hasta A = 1.5 conn = 3.6ng = 45
moles de helioaTy = 303 Ky Py = 1 atm = 1.01 x 10° Pa). La masa total, que incluye el gas,
el propio globo y las demas cargas Uutiles, es M7 = 1.12 kg. Ahora se deja que el globo ascienda
desde el nivel del mar.

(e) [3 puntos] Suponga que el globo acaba deteniéndose a la altura z¢, donde la fuerza de empuje
equilibra el peso total. Halle z; y la razon de inflado )\f a esa altura. Dé las respuestas con dos
cifras significativas. Suponga que no hay efectos de deriva ni fugas de gas durante el ascenso.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e (a) La fuerza de empuje hacia arriba es

P
Fg=nM
B=TnN AgP+AP
e (b)
290920_5.5
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* (c)

 4kRT
==

AP

A=A

La curva parte de (1, 0), alcanza su tnico maximo en A = 71/6 ~ 1.38 y luego decrece
hacia cero manteniéndose positiva.

e (d)

* (e)

zp=11x10"m=11km,  Af=2.1}

Los resultados sin redondear son z¢ = 11.095 km y Ay = 2.14594; si se usan en su lugar
los valores redondeados 7 = 5.5y a = 0.11, se obtienen las mismas respuestas con dos
cifras significativas.

.
Solucion

(a)

Segun el principio de Arquimedes, la fuerza de empuje es igual al peso del aire desplazado.

Considerando que la densidad del aire ambiente es uniforme a escala de las dimensiones del globo,
Fp=paVyg.

Las ecuaciones de los gases ideales para el aire circundante y el helio dan

PMy V— nRT
RT ’ P+ AP’

Por tanto, la temperatura comun se cancela:

pa=

Esta es Unicamente la fuerza de empuje. Los pesos del helio, de la envoltura y de la carga util
intervienen por separado en el balance total de fuerzas.

(b)
La atmdsfera se encuentra en equilibrio hidrostatico:
dP
PP —p(2)g.
z

Para aire ideal de composicién constante,

Usando los perfiles de temperatura y presién dados,
n—1
z
p(z) = po(l - —) :

20
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Al derivar la ec. (2.1) y sustituir en la ecuacion hidrostatica se obtiene

En consecuencia,

Numéricamente,

1.16)(9.8)(49 x 103
n= (1.16)(9-8)( ) — 5.51517...,
1.01 x 10°

por lo que, con dos cifras significativas,

n=255|
(c)

En una expansion cuasiestatica a temperatura constante, el trabajo realizado por la sobrepresion
interna proporciona el incremento de la energia elastica descrita por el modelo:

APdV =dU.
El volumen del globo es
47'(' 313 dV 3
V — ?TO)\ 9 ﬁ — 471‘7"0)\2.

A partir de la ec. (2.2),

( 8U) = 16mrkRT (A — A7°).
T

Y
Asi,
(0U/ON)r _ 4sRT | | 4
AP = = A=A .

dv /d\ T ( )

Para precisar el esbozo de la grafica, definimos la escala de presién
Cc— 4mRT.
To

Entonces,

dAP s 6

La curva presenta las siguientes caracteristicas:

e Su dominio fisicoes A > 1y parte de AP = 0 cuando A = 1.
e Crece con pendiente positiva hasta

Amax = 70 = 1.38309... ..

e Su valor maximo es

6
APmaX = CW ~ 0.620C.

eulersolve.org/ipho/2004/ /21



e Tras el maximo, decrece mondétonamente y se mantiene positiva. Para un inflado grande,
C
AP ~ T — O+,

por lo que el eje horizontal es una asintota.

(d)
Sea
Vo = 4%7‘8.
Para A = 1, el apartado (c) da AP = 0. Por tanto, el globo sin estirar satisface
PyVo = noRTy.
Como
0 L 4k RTy
K0 roPo
la sobrepresion a temperatura 1|, es
A?f =a ()\_1 — A_7).

El globo inflado satisface
(Py + AP)Vy\* = nRT,.
Dividiendo por PyVy = noRTy,

DN ra(AT AT = A ha (A - A7),

Ny
Por tanto,
_ n/ng— A
A2 — \4
Al sustituir se obtiene
3.6 —1.5°
a=—5———F = 0.109624. . .,
1.5° — 1.5
y, por consiguiente,
a=0.11/
(e)
Definimos la temperatura adimensional
T z
t = — _— —
Ty 29

Entonces,
P = Pyt", AP =aPpt (A= 277).
Como no se escapa helio, n permanece constante. Su ecuacion de gas ideal es

[Pot" + aPot (A\™" — A7) [ VoA® = nRTot.
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Usando P,V = nyRT} y dividiendo por ¢,

nlo — 11N £ g (A2 - A7), (1)

La masa de aire desplazada se obtiene a partir de su densidad como gas ideal:

MyP
RT

A la altura final, el empuje equilibra el peso total:

noMag t?:l)\:)' = Mrg,

VoA3 = ngM 4 t"1\3.

paV =

de modo que
priyg o Mo
f noMy
El peso del helio ya esta incluido en Mrg.

Al eliminar el factor atmosférico entre (1) y (2), se obtiene una ecuacién que depende Unicamente de la
razén de inflado final:

a(AZ-21?
(%

. n MT
/)=

no noMA '
Conservando los valores intermedios sin redondear,
Mr 1.12

- — 3.100346. . .,
noMa  (12.5)(28.9 x 1073)
y, por tanto,
3.6 — 3.100346 . . .
A§ - AJ:“ = — 4.557886. . ..
0.109624 . . .

El miembro izquierdo es estrictamente creciente para Ay > 1, porque su derivada es 2\ ¢ + 4)\]75 > 0.

Por tanto, existe una Unica raiz fisica:

Ap=2.145936....
La ecuacidn (2) da ahora
1/(n-1)
M
tp=—w = 0.773571. ...
noMA)\f

En consecuencia,
zZf = zo(l — tf) = (49 km)(l —0.773571.. ) =11.0950... km.

Con dos cifras significativas,

A =21, zf =11km|

La altura final se encuentra dentro del intervalo atmosférico especificado. El globo también tiene una
fuerza ascensional neta inicial positiva: al nivel del mar, la masa de aire que desplaza es

noMa(1.5)° = 1.2192... kg > Mr.

La solucion se comprobd con la solucion oficial.
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Problema 3: Microscopio de sonda atomica
[
Los microscopios de sonda atdmica (APM) son herramientas muy potentes en el campo de la
nanociencia. El movimiento de una palanca en voladizo en un APM puede detectarse mediante un
fotodetector que registra el haz laser reflejado, como se muestra en la Fig. 3.1. La palanca solo
puede moverse en la direccion vertical y su desplazamiento z en funcidn del tiempo ¢ puede
describirse mediante la ecuacién

m—s-+b— +kz=F, (3.1)

donde m es la masa de la palanca, k = mw% es su constante elastica, b es un pequefio

coeficiente de amortiguamiento que satisface wg > (b/m) > 0, por ultimo, F' es una fuerza
excitadora externa ejercida por el tubo piezoeléctrico.

Vi=eaz output
lock-in
- photo-detector __._L amplifier
A y
- L L
- reference
nput 4 4 signal
laser )\ Vi V: H—@
Y Vi
< phase shifter —
k piezotube
z=() ¢ F piezotube
m
\ F
C?ggjc%jg%%jgé%&o Cantilever\ k
sample > -

Figura 3.1 Diagrama esquematico de un microscopio de sonda de barrido (SPM). El recuadro de la
esquina inferior derecha representa un modelo mecdnico simplificado para describir el
acoplamiento del tubo piezoeléctrico con la palanca.

[Parte A]

(a) [1.5 puntos] Cuando F' = Fj sin wt, la funcion z(t) que satisface la Ec. (3.1) puede escribirse
como z(t) = Asin(wt — ¢), donde A > 0y 0 < ¢ < . Halle las expresiones de la amplitud A y
de tan ¢ en funcién de Fj), m, w, wy y b. Obtenga A y la fase ¢ a la frecuencia de resonancia

W = Wy.

(b) [1 punto] El amplificador de deteccién sincrona (lock-in) que se muestra en la Fig. 3.1
multiplica una sefial de entrada por la sefial de referencia del lock-in, Vg = Vg sinwt, y después
deja pasar unicamente la componente continua (dc) de la sefal resultante de la multiplicacién.
Suponga que la sefial de entrada viene dada por V; = Vg sin(w;t — ¢;). Aqui, Vro, Vio, wi y ¢;
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son constantes positivas dadas. Halle la condicién que debe cumplir w (>0) para que la sefial de
salida no sea nula. ¢Cual es la expresidn de la magnitud de la sefial de salida continua no nula a
esta frecuencia?

(c) [1.5 puntos] Al pasar por el desfasador, la tensidn de referencia del lock-in Vg = Vg sin wt se
transforma en V = Vo sin(wt + 7/2). La tensién V7, aplicada al tubo piezoeléctrico, excita la
palanca con una fuerza F' = C]_V_é. A continuacién, el fotodetector convierte el desplazamiento
de la palanca, z, en una tensidon V; = cyz. Aqui, ¢ Y ¢y son constantes. Halle la expresion de la
magnitud de la sefal de salida continua para w = wy.

(d) [2 puntos] Una pequefia variacién Am de la masa de la palanca produce un desplazamiento
Aw de la frecuencia de resonancia. Como resultado, la fase ¢ a la frecuencia de resonancia
original wy cambia en A¢. Halle la variacion de masa Am correspondiente al cambio de fase
A¢ = 7/1800, que es una resolucidn tipica en las mediciones de fase. Los parametros fisicos de
la palanca sonm = 1.0 x 10 *? kg, k = 1.0 N/m y (b/m) = 1.0 x 10 s~ L. Utilice las
aproximaciones (1 4+ z)* ~ 1 + ax y tan(w/2 + ) ~ —1/x cuando |z| < 1.

[Parte B]

A partir de ahora, consideremos la situacién en la que, ademas de la fuerza excitadora estudiada
en la Parte A, actuan sobre la palanca algunas fuerzas debidas a la muestra, como se indica en la
Fig. 3.1.

(e) [1.5 puntos] Suponiendo que la fuerza adicional f(h) depende Unicamente de la distancia h
entre la palanca y la superficie de la muestra, se puede encontrar una nueva posicion de equilibrio
hg. Cerca de h = hg, podemos escribir f(h) ~ f(hg) + c3(h — hg), donde c3 es una constante
independiente de h. Halle la nueva frecuencia de resonancia w{) en funcién de wy, my cs.

(f) [2.5 puntos] Durante el barrido de la superficie mediante el desplazamiento horizontal de la
muestra, la punta de la palanca, cargada con () = 6e, se encuentra con un electrén de carga

g = e atrapado (localizado en el espacio) a cierta distancia bajo la superficie. Durante el barrido
en torno al electrén, se observa que el desplazamiento méximo de la frecuencia de resonancia
Awo (: wf) — wo) es mucho menor que wy. Exprese la distancia dg entre la palancay el electrén
atrapado cuando se produce el desplazamiento maximo en funcién de m, g, Q, wy, Awg y la
constante de Coulomb k.. Calcule dy en nm (1 nm = 1 X 102 m) para Awy = 20 s~ L. Los
parametros fisicos de la palanca sonm = 1.0 x 1012 kgy k = 1.0 N/m. Desprecie cualquier
efecto de polarizacion tanto en la punta de la palanca como en la superficie. Tenga en cuenta que
k,=1/(4meg) = 9.0 x 10°N-m?/C?ye = —1.6 x 107 C.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Denotemos por Sy, = <VRVZ-> la salida continua segun la regla de multiplicacién indicada.
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F b
A= 0 , tan ¢ = 2—w2 X
\/m2(w% — w2)2 4 b2w? m(wg — w?)
Para w = wy,
FO T
A="0 =_|
bwo ¢ 2

¢ (b) Una salida continua no nula requiere

w = w;j, cos¢; # 0|

Su magnitud es

VroVi
|Sac| = %WOSM :
* (0
|ere2| Vi
Seel = oy
* (d)

b
Am =~ —A¢~1.7x 10 ¥ kg|
Wo

El cambio de fase positivo especificado corresponde a un aumento de masa.

* (e)

S
I
OE
|
|

siempre que mw? — ¢3 > 0.
e (f) El aumento maximo de la frecuencia se produce justo encima del electrén, y

1/3
dg >~ (ﬂ) ~ 41 nm|.

mwoAwg

L

Solucion

Consideramos el movimiento periddico estacionario una vez que el transitorio amortiguado se ha
extinguido. En todo el desarrollo utilizamos la convencion del problema para el régimen de
amortiguamiento débil, seguin la cual la frecuencia de resonancia es wg = 4/ k/m.

(a)
Sea 0 = wt — ¢. Al sustituir z = A sin 6 en la ecuacién de movimiento, se obtiene
A(k — mw?) sin @ + Abwcos§ = Fysin(0 + ¢).

Desarrollando el miembro derecho e igualando los coeficientes de sin 6 y cos 6,
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A(k — mw?) = Fy cos ¢, Abw = Fysin ¢.
Al elevar al cuadrado y sumar estas ecuaciones, resulta
A? [(k — mw?)? + b*w?] = F.

Utilizando k = mw%,

A= Fo
\/mz(w% o w2)2 + b2w2

Dividiendo las ecuaciones de los coeficientes, se obtiene

tan ¢ = bw

m(w? — w?) |

El cuadrante se deduce de las ecuaciones de los coeficientes: para una frecuencia de excitacién
positiva, sin ¢ > 0, mientras que cos ¢ tiene el signo de w% — w?. Por tanto, el retraso de fase es
menor que 7r/2 por debajo de la resonancia y mayor que 71'/2 por encima de ella.

Para w = wy, los términos eldstico e inercial se cancelan. En consecuencia,

™ F()
= — A:—.
¢ 2, bwo

(b)
Utilizando la identidad que transforma un producto en una suma,

VRV;' = VR()V;O sin wt sin(wit — ¢z)
VroVio

- [cos((w — w;)t + ¢;) — cos((w + w;)t — &;)].

El filtro ideal de continua conserva Unicamente los términos independientes del tiempo. Como ambas
frecuencias son positivas, el término de frecuencia suma siempre tiene valor medio nulo. El término de
frecuencia diferencia es constante solo cuando

w = Wil
A esta frecuencia,
VroVio
Sic = —3—cos g,
por lo que la magnitud es
VroVio
|Sde| = — = | cos ;] |

La coincidencia de frecuencias es necesaria, pero no garantiza un resultado no nulo: si
¢; = 71'/2 + nm, la entrada esta en cuadratura con la referencia y la salida continua se anula. Por tanto,
una salida no nula también requiere cos ¢; # 0.

(c)
A la frecuencia especificada, la referencia desfasada excita la palanca con

F =c1Vgo SiIl(uJot + 7T/2) = ¢1VRo cos wot.
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El desplazamiento de la palanca se retrasa 7r/2 respecto de la fuerza. Por tanto, el desfasador hace
que el desplazamiento esté en fase con la referencia original:

2(t) =

Esta expresion también se obtiene directamente por sustitucion en la ecuacion de movimiento. La

c1Vro .
sin wot.

bCL)O

tension del detector es

cicoV
Vi(t) = %Omsin wot.

Al multiplicar por la referencia original, se obtiene

Clczv 2
VR‘/Z' - — R0 SiIl2 wot.
bwo
Como (sin? wyt) = 1/2,
eV Sl = lc1c2| Vi
de 2bw0 ’ de 2bwo

El valor absoluto permite que las constantes de conversion tengan cualquiera de los dos signos.

(d)

La constante eldstica no cambia al variar la masa. Por tanto, la nueva frecuencia propia es

/ k Am\ V2

Para |Am| < m, la aproximacion binomial proporcionada da

La frecuencia de medida se mantiene en el valor original wg. Suponiendo que b no cambia, la nueva
fase satisface

wa
k— (m+ Am)w?

il
2

tan( +A¢) =

Puesto que k = mw%,

b

tan (g —|—A¢) = oA

Aplicando tan(7/2 + z) ~ —1/x,

1 b
A weAm’
y, por tanto,
b
Am~ —A
m o 10}

Con los pardametros dados se obtiene
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1.0

W — 10 X 106 S_l,
U X a

Wy =

b
b=m— = (1.0 1071%)(1.0 x 10%) = 1.0 x 10 7 kgs .

Asi,
-9
Ay 1.0 x 10 o
1.0 x 105 1800

kg = 1.7453 x 10 ¥ kg,

0, con dos cifras significativas,

Am ~ 1.7 x 10718 kg|.

Aqui, Am/m ~ 1.7 x 106y A¢p ~ 1.7 x 1073, en concordancia con ambas aproximaciones de
variaciones pequefias. El cambio de frecuencia asociado es aproximadamente —0.87 s~ 1.

(e)

Tomemos como positivos el desplazamiento y la fuerza de la muestra dirigidos en sentido de
alejamiento de esta. Sea zq el nuevo desplazamiento estatico, correspondiente a la separacion hyg. El
equilibrio estatico de fuerzas da

kzeq = f(ho)-
Para un pequefio desplazamiento respecto de este equilibrio, definimos
T =2 — Zeq = h — ho.

Incluyendo la fuerza de la muestra, la ecuaciéon de movimiento es

mz+bz+ kz=F + f(h).
Introducimos la fuerza linealizada f(h) ~ f(hg) + c3z y restamos la ecuacion de equilibrio estético:

m& + bz + kx = F + c3.
Por tanto,

m + bt + (k — c3)z = F.

El gradiente de fuerza modifica la constante elastica efectiva, que pasa a ser k — c3, mientras que la
fuerza constante solo desplaza el equilibrio. Asi,

1 k—C3_ ) C3
wy = = wWog— — |
m m

Un equilibrio oscilatorio estable requiere k — c3 > 0; la interpretacion en términos de resonancia

mantiene también la hipotesis de amortiguamiento débil.
(f)
Como g = ey Q = Ge,
qQ = 6e% > 0.
La interaccion es repulsiva. Para determinar dénde es mayor el desplazamiento de frecuencia, sea p la

separacion horizontal entre la punta y el electrén, y sea d su separacion vertical. La ley de Coulomb da
la componente de la fuerza dirigida hacia arriba
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keqQd
(p2 + d2)3/2 )

Un desplazamiento vertical de la palanca modifica d en la misma cantidad. Por tanto, el gradiente de

fz(p7 d) =

fuerza pertinente es

of, 2 247
= keqQ S
od (p® + d?)5/2

Para un pequefio desplazamiento de frecuencia, el apartado (e) da

/ C3 C3
wy =wqp, [1— ~ wy — ,
2
mwg 2muwg

C3 —

de modo que

keQQ 2d* — p2
2mw0 (p2 _|_d2)5/2 )

Al orden dominante en la interaccién débil, la altura de barrido puede considerarse fija. Esta expresion

Awq(p) ~

alcanza su maximo positivo en p = 0: mientras el numerador es positivo, disminuye con py el
denominador aumenta; mas alla de p = \/§d, el desplazamiento es no positivo.

Por tanto, el maximo se produce justo encima del electrén, donde la distancia entre la punta y el
electron es dy. En ese punto,

fo= keqQ g = — 2keqQ
o2 a3
Sustituyendo en el apartado (e), resulta
2k
(wo + Awp)? = wd + eq? .
md;
En consecuencia,
2k
2w0Aw0 -+ (AWO)Q = qu .
mdg

Como Awy < wy, despreciamos el cuadrado del desplazamiento:

1/3
dy (M) ,

mwoAwg

Numéricamente,

wo = 1.0 x 108571,

k.qQ = (9.0 x 10%) 6(1.6 x 1071%)2 = 1.3824 x 10" %" Nm?.
Por tanto,

5 1.3824 x 107
® 7 (1.0 x 10712)(1.0 x 10°)(20)

m? = 6.912 x 1072 m?3,

lo que da
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do~4.1039x108m — |dy~41nm|

El desplazamiento relativo de frecuencia es 20/106 =2.0x 10_5, lo que confirma la validez de la
aproximacion de desplazamiento pequefio.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial. Donde esta solucion difiere de la solucidn oficial, la solucién oficial

contiene un error o una errata.
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