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Aufgabe 1: ,Ping-Pong"-Widerstand

[

Ein Kondensator besteht aus zwei kreisformigen, parallelen Platten mit jeweils dem Radius R,
deren Abstand d betragt, wobei d < R gilt, wie in Abb. 1.1(a) dargestellt. Die obere Platte ist an
eine konstante Spannungsquelle angeschlossen und liegt auf dem Potential V', wahrend die
untere Platte geerdet ist. AnschlieBend wird eine diinne, kleine Scheibe der Masse m mit dem
Radius r (< R, d) und der Dicke t (< r) mittig auf die untere Platte gelegt, wie in Abb. 1.1(b)
dargestellt.

Wir nehmen an, dass sich zwischen den Platten Vakuum mit der Dielektrizitatskonstante ¢g
befindet, dass die Platten und die Scheibe aus idealen Leitern bestehen und dass samtliche
elektrostatischen Randeffekte vernachlassigt werden konnen. Die Induktivitat des gesamten
Stromkreises und relativistische Effekte konnen ohne Weiteres auBer Acht gelassen werden. Auch
der Einfluss von Spiegelladungen kann vernachlassigt werden.
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Abbildung 1.1 Schematische Darstellungen von (a) einem an eine konstante Spannungsquelle
angeschlossenen Plattenkondensator und (b) einer Seitenansicht der parallelen Platten mit einer
kleinen Scheibe im Inneren des Kondensators. (Einzelheiten siehe Text.)

(a) [1.2 Punkte] Berechnen Sie die elektrostatische Kraft Fp zwischen den Platten im Abstand d,
bevor die Scheibe dazwischengelegt wird, wie in Abb. 1.1(a) dargestellt.

(b) [0.8 Punkte] Wenn die Scheibe auf die untere Platte gelegt wird, hangt die Ladung q auf der
Scheibe in Abb. 1.1(b) gemaB ¢ = xV mit der Spannung V' zusammen. Bestimmen Sie x in
Abhangigkeit von r, d und &.
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(c) [0.5 Punkte] Die parallelen Platten stehen senkrecht zu einem homogenen Schwerefeld g.
Damit die anfangs ruhende Scheibe abhebt, muss die angelegte Spannung Uber eine
Schwellenspannung Vi1, erhoht werden. Bestimmen Sie Viy, in Abhangigkeit von m, g, d und .

(d) [2.3 Punkte] Wenn V' > V4, gilt, bewegt sich die Scheibe zwischen den Platten auf und ab.
(Nehmen Sie an, dass sich die Scheibe ausschlieBlich vertikal ohne jegliches Taumeln bewegt.)
Die StoBe zwischen der Scheibe und den Platten sind unelastisch mit der StoBzahl

1 = (Vatter/ Ubefore ), WODEI Upefore UNd Vatier die Geschwindigkeitsbetrage der Scheibe unmittelbar
vor bzw. nach dem Stof sind. Die Platten sind ortsfest befestigt. Der Geschwindigkeitsbetrag der
Scheibe unmittelbar nach dem StoB an der unteren Platte nahert sich einem ,stationaren
Geschwindigkeitsbetrag” v, der wie folgt von V' abhéngt:

vy = aV?+ 8. (1.1)

Bestimmen Sie die Koeffizienten ac und 3 in Abh&ngigkeit von m, g, X, d und 1. Nehmen Sie an,
dass die gesamte Oberflache der Scheibe die Platte gleichmaBig und gleichzeitig berthrt, sodass
bei jedem StoB der vollstandige Ladungsaustausch augenblicklich erfolgt.

(e) [2.2 Punkte] Nach Erreichen des stationdren Zustands lasst sich der zeitlich gemittelte Strom I
durch die Kondensatorplatten fiir gV >> mgd durch I = ¥V 2 annahern. Driicken Sie den
Koeffizienten «y durch m, x, d und 1 aus.

(f) [3 Punkte] Wird die angelegte Spannung V (duBerst langsam) verringert, so gibt es eine
kritische Spannung V., unterhalb derer der Ladungsfluss zum Erliegen kommt. Bestimmen Sie V.
und den zugehdrigen Strom I, in Abhangigkeit von m, g, x, d und 7. Vergleichen Sie V, mit der in
(c) behandelten Abhebe-Schwellenspannung Vi, und skizzieren Sie grob die I — V' -Kennlinie,
wenn V im Bereich von V' = 0 bis 3V}, erhéht und verringert wird.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Gbersetzt.

Antworten

Hier bezeichnet ¢ = xV den Betrag der Scheibenladung, im Einklang mit gV > mgd in (e). Ihre
vorzeichenbehaftete Ladung ist nach dem Kontakt mit der unteren Platte —qg und nach dem
Kontakt mit der oberen Platte +gq. Die folgenden Ergebnisse fur die Hin- und Herbewegung setzen
0 < m < 1 voraus.

e (a) Die Kraft ist anziehend und hat den Betrag

€O7TR2V2
A |
e (b)
_ eomr?
- d
* (c)
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° (d)

2xn* 2gdn?
a: 5 =
m(1 —n?) 1+7n?
* (e)
1 x2 1+7
7= d\ 2m 1—n
e (f)

mad 1 — n? 1—n?
V. = _9_772:Vth _"72

x 1+n 2(1+n?)
I_2ng\/mx 1—n

o142 V149

C

Beim Erhdhen von V bleibt der Strom bis Vi, null und springt dann auf den leitenden Zweig.
Beim Verringern von V folgt er diesem Zweig bis (V, I.) und fallt dann auf null. Bei hoher
Spannung nahert sich der Zweig I = YV 2 an.

Der Grenzfall des vollstandigen Haftenbleibens 17 = 0 ist singular: Die Anwendung der
Kontaktbedingung nach jedem Aufprall auf die untere Platte ergibt

Vo=Vi, I.=(3—V3)gymx

fur den Grenzwert des Stroms auf der leitenden Seite, ohne Hysterese. Bei 7 = 1 gibt es keinen
endlichen stationaren Zustand.

\

Losung

Im Folgenden wird die Dicke der Scheibe gegentiber d vernachléssigt, und es werden die angegebenen
Naherungen bezlglich Randeffekten und Spiegelladungen verwendet. Das angelegte Feld hat den
Betrag

E=2
d

und zeigt fur V' > 0 nach unten.

(a)
Die Flachenladungsdichte auf jeder der beiden Kondensatorplatten hat den Betrag
g — €0E.
Bei der Berechnung der Kraft auf eine Platte muss ihr eigenes Feld ausgeschlossen werden. Das von
der gegeniberliegenden Platte erzeugte Feld betragt E/2, sodass sich fur den elektrostatischen Druck
ergibt:
E eoE?

pP=09 =79
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Multiplikation mit der Plattenflache ergibt

€O7TR2V2

F, = prR2 =
p b 2d2

Die entgegengesetzt geladenen Platten ziehen einander an.

(b)

Solange die Scheibe auf der unteren Platte ruht, bildet sie einen Teil dieses Leiters. lhre freiliegende
Oberseite tragt die Flachenladungsdichte —egE. Der Betrag ihrer Ladung ist daher

gomr?

V.

q=eoEmr? =

Folglich gilt

8071'7"2

d

Wirde g stattdessen als vorzeichenbehaftete Ladung beim Kontakt mit der unteren Platte aufgefasst,
ware der zugehorige Koeffizient negativ; die spatere Verwendung von qV als positiver elektrischer
Arbeit legt die hier verwendete Betragskonvention fest.

(c)

Wenn die Scheibe auf der unteren Platte ruht, ist sie Teil der Plattenoberflache. Die auf sie wirkende,
nach oben gerichtete elektrische Kraft ist daher der in (a) ermittelte Druck, multipliziert mit der
Scheibenflache:

goE? qF V2
Fcontact: ) 7['7"2: 7: de .

Bezeichnet N die nach oben gerichtete Normalkraft, so erfordert das Gleichgewicht

2
xV
N + = mg.
2d I
Das Abheben wird moglich, sobald die erforderliche Normalkraft null erreicht. Daher gilt
Vi
2d - mg7
woraus folgt:
2mgd
Vin=1/ ——
X

Der Faktor 1/2 ist hier wesentlich. Sobald sich die Scheibe im Flug befindet, betragt die auf sie
wirkende resultierende elektrische Kraft im homogenen angelegten Feld bei der vorgeschriebenen
Vernachlassigung von Spiegelladungskraften gF. Die Kraft bei Kontakt und die Kraft im Flug miissen
daher getrennt behandelt werden.

(d)
Wir definieren den Betrag der elektrischen Beschleunigung wahrend des Fluges durch
qF  xV?
e = — = .
m md
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Nach dem Verlassen der unteren Platte tragt die Scheibe die Ladung —g, sodass ihre nach oben
gerichtete Beschleunigung ae. — g betragt. Nach dem Beruhren der oberen Platte wird ihre Ladung zu
+-q, sodass ihre nach unten gerichtete Beschleunigung a. + g betragt.

Es sei v, der Geschwindigkeitsbetrag der Aufwartsbewegung unmittelbar nach dem n-ten StoB an der
unteren Platte. Es sei u,, der Geschwindigkeitsbetrag unmittelbar vor dem folgenden StoB an der
oberen Platte und w,, der Geschwindigkeitsbetrag unmittelbar vor dem nachsten StoB an der unteren
Platte.

Der Arbeit-Energie-Satz liefert flr den Aufwartsflug

urzz = ’0121 + 2d(a. — g).

Der StoB3 an der oberen Platte reduziert den Geschwindigkeitsbetrag auf nu,,. Fir den Abwartsflug
ergibt sich daher

wy = nuy + 2d(a. + g).
SchlieBlich ergibt der StoB an der unteren Platte v,,; = nw,,. Die Kombination dieser Beziehungen
liefert

v2 1 =02 +2dn* [(1 +n%)a. + (1 —n%)g].

2
n

multipliziert und nehmen somit ab. Im stationaren Zustand gilt

(1 —n")o? =2dn* [(1+n*)a. + (1 —n?)g].

Fir 0 < m < 1 werden die Abweichungen von v;, von seinem Fixpunkt pro Zyklus mit dem Faktor 774

Damit folgt
2 2dn’a. | 2dn’g 2xn° o | 2gdn’
Us = D 2 > 3
1-1n 1417 m(1l —n?) 1+n
Der Vergleich mit Gl. (1.1) ergibt
2x7n’* 2gd 1’
a=—7-—o, = .
m(l —n?) 1+ 7

(e)

In einem vollstandigen Zyklus andert sich die Ladung der Scheibe an der oberen Platte von —q auf 4+q
und an der unteren Platte von +q auf —q. Somit flieBt pro vollstandigem Zyklus eine Ladung 2q durch
die Quelle. Mit der Periodendauer T gilt

2q
= T
Fir qV > mgd gilt a, > g, sodass die Schwerkraft vernachlassigt werden kann. Die beiden Fliige

I

haben dann dieselbe Dauer 7, mit T' = 2.

Es sei w der Geschwindigkeitsbetrag unmittelbar vor jedem der beiden Aufpralle. Der
Geschwindigkeitsbetrag unmittelbar nach dem Aufprall betragt nw. Wahrend jedes Fluges gilt
9 2a.d

w” — n2w2 = 2a.d, w = ] 5
-n

Da die Beschleunigung konstant ist, betragt der mittlere Geschwindigkeitsbetrag wahrend eines Fluges
(1 + n)w/2. Daher gilt
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(1+nw’
und
;9 _ xV+n) 2xV?
o 2d m(1 —n?)
FarV > 0gilt
3
ro 1 /x> 14+m s
d\ 2m 1—n
Somit folgt
1/ x3 1409
T\ am 1o n
(f)

Die Naherung flir hohe Spannungen aus (e) kann nicht zur Bestimmung des Erliegens des Stromflusses
verwendet werden. Die Schwerkraft muss bertcksichtigt werden.

Es seien u und w die stationaren Geschwindigkeitsbetrage unmittelbar vor dem Aufprall auf die obere
bzw. die untere Platte. Aus (d) folgt v = nw, und

2 ae g
= 2d .
b (1—n2+1+n2)

Mit der Energiegleichung fur den Aufwartsflug,

u? = v? + 2d(a. — g),

u? =2d de  _ _ 9 .
1_772 1+,r,2

Beim Verringern der Spannung ist die periodische Grenzbahn diejenige, auf der die Scheibe die obere
Platte gerade noch mit der Geschwindigkeit null erreicht. Setzen wir u = 0, so ergibt sich

erhalten wir

1—772
AQec — 97—

Daa, = xV2/(md) gilt, folgt

mgd 1 — n?

x 1+7?|

V. =

Unterhalb dieser Spannung kann die Scheibe keine Fliige aufrechterhalten, bei denen sie die obere
Platte erreicht. Sobald sie diese Platte nicht mehr erreicht, kehrt sich ihre Ladung nicht um, und bei den
aufeinanderfolgenden StoBen an der unteren Platte wird ihre verbleibende mechanische Energie
dissipiert.

Bei der kritischen Spannung gilt
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d
uc = 0, wc:2\/1j_n2, Use = NWe.

Der Aufwartsflug beginnt mit dem Geschwindigkeitsbetrag nw. und endet bei null; der Abwartsflug
beginnt bei null und endet mit w.. Aus den mittleren Geschwindigkeitsbetragen folgt

2d 2d 1 d(1 + 2
T — L2 14w Jdd4)
M. we n g

Der Strom unmittelbar vor dem Erliegen des Stromflusses betragt daher

7 2xVe 20XV g
¢ T. 1+nVd1+9?2)

Einsetzen von V, ergibt

I - 2ngy/mx [1—n

1+ | 14m]

Fir jedes feste 0 < n < 1 ist dieser Strom positiv, sodass beim Erliegen des Stromflusses ein endlicher
Sprung nach unten auftritt.

Um die Skizze genau festzulegen, lasst sich der vollstandige leitende Zweig ohne Vernachlassigung der
Schwerkraft angeben. Seine beiden Flugzeiten sind

2d 2d
=) TN = -
nw + u w + Nu
Somit gilt
2xV
Lon(V) = 2d 2d |

nw +u * w+ Nu

wobei u(V') und w(V') oben angegeben sind. Diese Ausdriicke bleiben giiltig, wenn der Aufwértsflug
verzogert erfolgt.

Der Vergleich mit (c) ergibt

Ve 1—n?

= < 1|
Vo \ 20 +m)

Die geforderte Skizze weist daher die folgenden Merkmale auf:

¢ Steigende Spannung: Man folgt I = 0 vom Ursprung bis V4. Knapp oberhalb von Vi, hebt die
Scheibe ab, und der stationare Strom springt auf Ion(Vth). AnschlieBend folgt man dem
leitenden Zweig nach oben bis 3V}y,.

« Sinkende Spannung: Man folgt dem leitenden Zweig zuriick durch V;y, und weiter bis (V¢, I..).
Knapp unterhalb von V. fallt der Strom auf I = 0; danach folgt man der Spannungsachse zuriick
zum Ursprung.

o Verlauf bei hoher Spannung: Der leitende Zweig nahert sich der Parabel I = YV 2 an. Bei 3Vin
gilt gV = 18mgd, sodass I ~ 9'7Vti ein geeigneter naherungsweiser Endpunkt fiir die grobe
Skizze ist.
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Gleichwertig gilt abseits der Sprungstellen:

Spannungsbereich Steigendes V' Sinkendes V'

0<V <V, 0 0
Ve <V < Vy 0 In(V)
I/:ch < V S 3Vvth Ion(V) Ion(V)

Das Intervall V. < V < V4, ist das Hystereseintervall: Eine ruhende Scheibe bleibt in Ruhe, wahrend
eine bereits bewegte Scheibe weiterhin hin und her pendelt.

Der Vollstandigkeit halber muss exakt 7 = 0 gesondert behandelt werden. Nach jedem Aufprall auf die
untere Platte ruht die Scheibe, sodass die Abhebebedingung bei Kontakt aus (c) erneut erfullt sein
muss. Folglich kommt der Strom bei V;;, zum Erliegen und nicht beim Grenzwert der Formel fiir die

kritische Spannung bei positivem 7). Auf der leitenden Seite gilt fir V' — V.t dass a, — 2g, und

th'
2 2
T — —d-l— —d
g 39

2xVin

J2dlg+ 2 Bg)

Beide Schaltspannungen fallen dann zusammen, sodass keine Hysterese auftritt. Am anderen Randfall,

Daher folgt

(3 — V3) gvmx|

n = 1, dissipieren die StoBe keine Energie, wahrend das elektrische Feld pro Zyklus 2qV" zufiihrt; ein
endlicher stationarer Geschwindigkeitsbetrag kann daher nicht existieren.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Aufsteigender Ballon

[
Ein mit Heliumgas gefillter Gummiballon steigt hoch in den Himmel auf, wo Druck und Temperatur
mit zunehmender Hohe abnehmen. Nehmen Sie bei den folgenden Fragen an, dass der Ballon
unabhangig von der Nutzlast kugelformig bleibt, und vernachlassigen Sie das Volumen der
Nutzlast. Nehmen Sie auBerdem an, dass die Temperatur des Heliumgases im Inneren des Ballons
stets gleich der Temperatur der Umgebungsluft ist, und behandeln Sie alle Gase als ideale Gase.
Die universelle Gaskonstante ist R = 8.31 J/mol - K, und die molaren Massen von Helium und
Luft betragen Mz = 4.00 x 10~3 kg/mol bzw. M 4 = 28.9 x 10~ kg/mol. Die
Fallbeschleunigung betragt g = 9.8 m/s2.

[Teil A ]

(a) [1.5 Punkte] Der Druck der Umgebungsluft sei P und ihre Temperatur T'. Aufgrund der
Oberflachenspannung des Ballons ist der Druck im Inneren hoher als der AuBendruck. Der Ballon
enthalt n Mol Heliumgas, und der Innendruck betragt P + A P. Bestimmen Sie die auf den Ballon
wirkende Auftriebskraft F'g als Funktion von P und AP.

eulersolve.org/ipho/2004/ 8/21



(b) [2 Punkte] An einem bestimmten Sommertag in Korea wurde festgestellt, dass die
Lufttemperatur 7" in der Hohe z liber dem Meeresspiegel im Bereich 0 < z < 15 km durch
T(z) = To(1 — z/2z0) mit zo = 49 km und Ty = 303 K gegeben war. Druck und Dichte auf
Meereshdhe betrugen Py = 1.0 atm = 1.01 x 10° Pa bzw. po = 1.16 kg/m?. In diesem
Hohenbereich hat der Druck die Form

P(z) = Py(1 — z/2)". (2.1)

Driicken Sie 1 durch zg, pg, Py und g aus und bestimmen Sie seinen Zahlenwert auf zwei
signifikante Stellen. Behandeln Sie die Fallbeschleunigung als hohenunabhangige Konstante.

[Teil B

Wird ein kugelformiger Gummiballon mit dem Radius 7 im ungedehnten Zustand zu einer Kugel
mit dem Radius r (2 ro) aufgeblasen, so speichert die Ballonoberflache durch die Dehnung
zusatzliche elastische Energie. In einer vereinfachten Theorie lasst sich die elastische Energie bei
konstanter Temperatur T" ausdriicken als

1
U = 472k RT (2>\2 + 7~ 3) (2.2)

wobei A = r/ry (> 1) das Aufbldhungsverhaltnis ist und k eine Konstante mit der Einheit
mol /m?.

(c) [2 Punkte] Driicken Sie AP durch die in Gl. (2.2) angegebenen Parameter aus und skizzieren
Sie AP als Funktion von A = r/rq.

(d) [1.5 Punkte] Die Konstante x kann aus der zum Aufblasen des Ballons bendtigten Gasmenge
bestimmt werden. Bei Ty = 303 K und Py = 1.0 atm = 1.01 x 10° Pa enthilt ein ungedehnter
Ballon (A = 1) ng = 12.5 Mol Helium. Insgesamt sind n = 3.6ny = 45 Mol erforderlich, um den
Ballon bei denselben Werten von T( und Py auf A = 1.5 aufzublasen. Driicken Sie den durch

a = K/Kq definierten Ballonparameter a durch n, g und A aus, wobei kg = 7Py /(4RT).
Berechnen Sie a auf zwei signifikante Stellen.

[Teil C]

Ein Ballon wird auf Meereshohe wie in (d) vorbereitet (mit n = 3.6ny = 45 Mol Heliumgas bei
Ty = 303 K und Py = 1 atm = 1.01 x 10° Pa auf A = 1.5 aufgeblasen). Die Gesamtmasse
einschlieBlich Gas, Ballonhdille und weiterer Nutzlasten betragt M7 = 1.12 kg. Nun wird der
Ballon von Meereshohe aus aufsteigen gelassen.

(e) [3 Punkte] Nehmen Sie an, dass der Ballon schlieBlich in der Hohe zf zum Stillstand kommt, in
der die Auftriebskraft die gesamte Gewichtskraft ausgleicht. Bestimmen Sie zf und das
Aufblahungsverhéltnis A in dieser Hohe. Geben Sie die Ergebnisse mit zwei signifikanten Stellen
an. Nehmen Sie an, dass wahrend des Aufstiegs weder Drifteffekte noch Gasverluste auftreten.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Uibersetzt.
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Antworten

(a) Die nach oben gerichtete Auftriebskraft betragt

P
Fp=nMyg———|
B=Tn AgP+AP
 (b)
_ Pogzo
n= 2 =5.5|.
* (c)
ap=2L 0 oy
70

Die Kurve beginnt bei (1, 0), erreicht ihr einziges Maximum bei A = 71/6 ~~ 1.38 und fallt
anschlieBend von oben gegen null ab.

e (d)

zp=11x10"m=11km, A;=21|

Die ungerundeten Ergebnisse sind zy = 11.095 km und Ay = 2.14594; mit den
gerundeten Werten 7 = 5.5 und @ = 0.11 ergeben sich auf zwei signifikante Stellen
dieselben Ergebnisse.

\

Losung
(a)
Nach dem archimedischen Prinzip ist die Auftriebskraft gleich der Gewichtskraft der verdrangten Luft.
Wird die Dichte der Umgebungsluft Gber die Abmessungen des Ballons hinweg als gleichformig
betrachtet, gilt
Fp=paVy.

Die idealen Gasgleichungen fur die umgebende Luft und das Helium ergeben
PM 4 _ nRT

RT "’ P+ AP’

Die gemeinsame Temperatur klirzt sich daher heraus:

pA =

p

Fp=nMag 55|

Dies ist allein die Auftriebskraft. Die Gewichtskrafte von Helium, Hulle und Nutzlast gehen gesondert in
die gesamte Kraftebilanz ein.

eulersolve.org/ipho/2004/ 10/21



(b)
Die Atmosphare befindet sich im hydrostatischen Gleichgewicht:

dP
b —p(2)g.

Fur als ideales Gas behandelte Luft mit konstanter Zusammensetzung gilt
pz)  P(z) To

Po Py, T(2)

Mit den vorgegebenen Temperatur- und Druckprofilen folgt

p(z) = po (1 - i)nl-

Durch Differenzieren von Gl. (2.1) und Einsetzen in die hydrostatische Gleichung erhalt man
n—1 n—1
nPo z z
20 20 20

— pogzo
="

Folglich gilt

Numerisch ergibt sich

1.16)(9.8)(49 x 103
y = L16)0-8)( - ) 551517,
1.01 x 10

also auf zwei signifikante Stellen

n = 95.5|

(c)

Bei einer quasistatischen Ausdehnung mit konstanter Temperatur bewirkt die vom inneren Uberdruck
verrichtete Arbeit die Zunahme der im Modell beschriebenen elastischen Energie:

APdV =dU.
Das Ballonvolumen ist
A7 av
V= ?Tg)\g, ﬁ = 47'('7‘3)\2.

Aus Gl. (2.2) folgt

U\ _ .o o -5
(a/\)T—167rr0/<,RT()\ A )

Somit gilt

AP — (OU JON) T _ 4kRT
dv /d\ 70

AT =2

Zur Beschreibung der Skizze definieren wir die Druckskala

o 4/<;RT.

To
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Dann gilt

dAP
nigye) Wl ( g LY
N ( )

Die Kurve weist folgende Eigenschaften auf:
e |hr physikalischer Definitionsbereich ist A > 1, und sie beginnt bei AP = 0 fir A = 1.
e Sie steigt mit positiver Steigung bis

Amax = 7V/6 = 1.38309. ...

e |hr Maximalwert betragt

6
APmaX = C% ~ 0.620C.

e Nach dem Maximum fallt sie monoton ab und bleibt dabei positiv. Bei starker Aufblahung gilt

AP~§—>0+,

sodass die horizontale Achse eine Asymptote ist.

(d)
Es sei
Vo = 4—7T1°8.
3

Fir A = 1 ergibt Teil (c) AP = 0. Daher gilt fiir den ungedehnten Ballon

P()Vo = noRTo.
Da

K 4k RT)
“= Ko 0By
betragt der Uberdruck bei der Temperatur T}
A?f =a(A7T=277).

Flr den aufgeblasenen Ballon gilt
(Py + AP)VyA\® = nRT,.
Division durch PyV, = nyRT), ergibt

n
— =X1 AT AT =28 A2 A7),
X [1+af )] =X +a (3 =27
Daher folgt
_n/ng— A
A2 )\
Einsetzen ergibt
6 —1.5°
a= % =0.109624.. .,
1.5 —-1.5

und somit
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(e)
Wir definieren die dimensionslose Temperatur
S
To 20
Dann gilt

P = Pyt", AP =aPpt (A= X77).
Da kein Helium entweicht, bleibt nn konstant. Seine ideale Gasgleichung lautet
[Pot” + aPot (A" = A7) VoA* = nRTt.

Unter Verwendung von PyVy = ngRT( und durch Division durch ¢ ergibt sich

SN g (A2 A ).
no

Die verdrangte Luftmasse folgt aus der Dichte der als ideales Gas behandelten Luft:

MyP
RT
In der Endhohe gleicht die Auftriebskraft die gesamte Gewichtskraft aus:

noMagt ' X} = Mrg,

oAV = Vo3 = ngM 4 t7 13,

also
Mt
noMy

Die Gewichtskraft des Heliums ist bereits in M7g enthalten.

n—1y3 __
tf A =

Durch Eliminieren des atmospharischen Faktors aus (1) und (2) erhalt man eine Gleichung allein fir das

endgultige Aufblahungsverhaltnis:

2 y—4) _ My
a<)\ Af>_n0 n()MA'

Mit ungerundeten Zwischenwerten gilt
Mr 1.12

— — 3.100346.. . .,
noMa  (12.5)(28.9 x 107%)
und daher
3.6 — 3.100346 . ..
2 y—4 — —
DY S T09600 4.557886. . ..

Die linke Seite wéchst fiir Ay > 1 streng monoton, da ihre Ableitung 2\ + 4)\;5 > ( ist. Somit gibt es

genau eine physikalisch zulassige Losung:
Ap=2.145936....

v 1/(1-1)
ty=|——= — 0.773571....
’nQMAAf

Gleichung (2) liefert nun

eulersolve.org/ipho/2004/
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Folglich gilt
zg=20(1 —tf) = (49 km)(1 — 0.773571...) = 11.0950. .. km.

Auf zwei signifikante Stellen ergibt sich

)\f:2.1, zlelkm.

Die Endhohe liegt innerhalb des angegebenen atmospharischen Bereichs. Der Ballon hat auBerdem zu
Beginn einen positiven Nettoauftrieb: Auf Meereshohe betragt die von ihm verdrangte Luftmasse

noM4(1.5)° = 1.2192... kg > M.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Atomsondenmikroskop

[
Atomsondenmikroskope (APMs) sind leistungsfahige Werkzeuge in den Nanowissenschaften. Die
Bewegung eines Federbalkens in einem APM lasst sich mit einem Photodetektor erfassen, der den
reflektierten Laserstrahl Gberwacht, wie in Abb. 3.1 dargestellt. Der Federbalken kann sich nur in
vertikaler Richtung bewegen, und seine Auslenkung z als Funktion der Zeit ¢ lasst sich durch die
Gleichung
d?z dz

mﬁ-i—b%—i-kz:F, (3.1)
beschreiben, wobei m die Masse des Federbalkens, k = mw% seine Federkonstante, b ein kleiner
Dampfungskoeffizient mit wy > (b/m) > 0 und schlieBlich F' eine duBere Antriebskraft der
piezoelektrischen Rohre ist.

Vi=coz output
lock-in
e photo-detector __._L amplifier
i A A
TTED S S
laser V' Vi *‘_@
A A 4 VR
< phase shifter —
k piezotube
2=() ¢ F piezotube
m
\ F
s s,
\ k
sample s ”
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Abbildung 3.1 Schematische Darstellung eines Rastersondenmikroskops (SPM). Die Einfligung in
der unteren rechten Ecke zeigt ein vereinfachtes mechanisches Modell zur Beschreibung der
Kopplung zwischen der Piezorohre und dem Federbalken.

[Teil A]

(a) [1.5 Punkte] Fur F' = F sin wt lasst sich eine Losung z(t) von Gl. (3.1) als

2(t) = Asin(wt — ¢) mit A > 0und 0 < ¢ < 7 schreiben. Bestimmen Sie die Ausdriicke fur die
Amplitude A und tan ¢ in Abhangigkeit von F(), m, w, wg und b. Bestimmen Sie A und die Phase
¢ bei der Resonanzfrequenz w = wy.

(b) [1 Punkt] Der in Abb. 3.1 dargestellte Lock-in-Verstarker multipliziert ein Eingangssignal mit
dem Lock-in-Referenzsignal Vr = Vg( sin wt und lasst anschlieBend nur den Gleichanteil des
Produktsignals passieren. Nehmen Sie an, dass das Eingangssignal durch V; = V sin(wit — c;SZ)
gegeben ist. Dabei sind Vgo, Vio, w; und ¢; vorgegebene positive Konstanten. Bestimmen Sie die
Bedingung an w (>0) fur ein nicht verschwindendes Ausgangssignal. Wie lautet der Ausdruck fir
den Betrag des nicht verschwindenden Gleichspannungsausgangssignals bei dieser Frequenz?

(c) [1.5 Punkte] Beim Durchlaufen des Phasenschiebers wird die Lock-in-Referenzspannung

Vr = VRosinwt in Vj; = Vo sin(wt + m/2) umgewandelt. Die an die piezoelektrische Rohre
angelegte Spannung Vé treibt den Federbalken mit der Kraft F' = clV}'z an. AnschlieBend wandelt
der Photodetektor die Auslenkung z des Federbalkens in eine Spannung V; = c92 um. Dabei sind
c1 und cy Konstanten. Bestimmen Sie den Ausdruck fiir den Betrag des
Gleichspannungsausgangssignals bei w = wy.

(d) [2 Punkte] Eine kleine Anderung Am der Masse des Federbalkens verschiebt die
Resonanzfrequenz um Awjg. Dadurch verschiebt sich die Phase ¢ bei der urspriinglichen
Resonanzfrequenz wo um A¢. Bestimmen Sie die Massenanderung Am, die einer
Phasenverschiebung von A¢ = /1800 entspricht, einer typischen Auflésung bei
Phasenmessungen. Die physikalischen Parameter des Federbalkens sind m = 1.0 X 1012 kg,
k= 1.0 N/mund (b/m) = 1.0 x 10® s~. Verwenden Sie fiir || < 1 die Nherungen
(1+2)*~1+azundtan(m/2+ ) =~ —1/x.

[Teil B]

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass neben der in Teil A behandelten Antriebskraft weitere,
von der Probe verursachte Krafte auf den Federbalken wirken, wie in Abb. 3.1 dargestellt.

(e) [1.5 Punkte] Unter der Annahme, dass die zusatzliche Kraft f(h) nur vom Abstand h zwischen
dem Federbalken und der Probenoberflache abhangt, Iasst sich eine neue Gleichgewichtslage hy
bestimmen. In der N&he von h = hg kénnen wir f(h) ~ f(hg) + c3(h — hg) schreiben, wobei c3
bezlglich h konstant ist. Bestimmen Sie die neue Resonanzfrequenz w6 in Abhangigkeit von wy,
m und cs.

(f) [2.5 Punkte] Beim Abtasten der Oberflache durch horizontales Verschieben der Probe trifft die
mit () = Ge geladene Spitze des Federbalkens auf ein Elektron mit der Ladung g = e, das in
einem gewissen Abstand unterhalb der Oberflache eingefangen (raumlich lokalisiert) ist. Beim
Abtasten der Umgebung des Elektrons wird beobachtet, dass die maximale Verschiebung der
Resonanzfrequenz Awy (= wj — wy) sehr viel kleiner als wy ist. Driicken Sie den Abstand d,
zwischen dem Federbalken und dem eingefangenen Elektron bei maximaler Verschiebung durch
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m, q, Q, wy, Awy und die Coulomb-Konstante k. aus. Berechnen Sie dg in nm (
lnm=1x10"° m) fir Awg = 20 s~ L. Die physikalischen Parameter des Federbalkens sind
m=1.0 x 1012 kg und k = 1.0 N/m. Vernachl3ssigen Sie jegliche Polarisationseffekte sowohl
in der Spitze des Federbalkens als auch in der Oberflache. Beachten Sie, dass

ke = 1/(4mep) = 9.0 x 10° N-m?/C?und e = —1.6 x 10~ C gelten.

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text libersetzt.

Antworten

Wir bezeichnen das Gleichspannungsausgangssignal gemaRl der angegebenen
Multiplikationsvorschrift mit Sqc = (VrVj).

e (a)
F
A= 0 5 tan ¢ = gw >
\/m2(w% — w?)2 + b2w? m(wp — w?)
Bei w = wy qilt
F() T
A= —, =—|
bwy ¢ 2

e (b) Ein von null verschiedenes Gleichspannungsausgangssignal erfordert

|w:wi, cos¢i7£0|.

Sein Betrag ist

|Sdc| = Vit |COS ¢i| .
* (c)
|Clc2|VR20
Sqe| = ————
e (d)
b _18
Am~ —A¢ ~ 1.7 x 10 ° kg|.
wo

Die angegebene positive Phasenverschiebung entspricht einer Massenzunahme.

* (e)

vorausgesetzt, dass mw% —c3 > 0 gilt.
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¢ (f) Die maximale Frequenzerhohung tritt direkt Gber dem Elektron auf, und es gilt

1/3
doz<ﬂ) ~ 41 nm|.

mwyAw

L

Losung

Wir betrachten die stationare periodische Bewegung nach dem Abklingen des gedampften
Einschwingvorgangs. Durchgehend verwenden wir die in der Aufgabe fur schwache Dampfung

gewahlte Konvention, nach der die Resonanzfrequenz wg = \/k:/—m ist.

(a)

Sei @ = wt — ¢. Einsetzen von z = A sin 0 in die Bewegungsgleichung ergibt
A(k — mw?) sin@ + Abwcos§ = Fysin(d + ¢).

Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite und Gleichsetzen der Koeffizienten von sin 6 und cos
erhalten wir

A(k — mw?) = Fy cos ¢, Abw = Fjsin ¢.
Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen liefert
A? [(k— mw?)® + b*w’] = Fy.

Mit k = mw? folgt

F
A= 0 .
\/m2(wg — w?)2 + b2w?

Division der Koeffizientengleichungen ergibt

tan ¢ = bw

m(w? — w?) |

Der Quadrant ergibt sich aus den Koeffizientengleichungen: Bei positiver Antriebsfrequenz gilt

sin ¢ > 0, wahrend cos ¢ das Vorzeichen von w(z] — w? hat. Somit ist die Phasenverzogerung unterhalb

der Resonanz kleiner als /2 und oberhalb der Resonanz gréBer als 7/2.

Bei w = wq heben sich der elastische Term und der Tragheitsterm gegenseitig auf. Folglich gilt

T FO
= — A:_.
¢ 2’ b(.do

(b)
Mit der Produkt-zu-Summe-Ildentitat erhalten wir

VrVi = VroVio sin wt sin(w;t — ¢;)
VroVi
— R; 0 [cos((w — wi)t + ¢i) — cos((w + wi)t — ¢i)].

Das ideale Gleichanteilfilter lasst nur zeitunabhangige Terme passieren. Da beide Frequenzen positiv
sind, ergibt der Term mit der Summenfrequenz im zeitlichen Mittel stets null. Der Term mit der

Differenzfrequenz ist nur dann konstant, wenn
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Bei dieser Frequenz gilt

VroVio
Sdc = 2 - COoSs d)i’
also ist der Betrag
VroVio
|Sac| = ——5—1cos ¢i |

Die Ubereinstimmung der Frequenzen ist notwendig, garantiert jedoch kein von null verschiedenes
Ergebnis: Fir ¢; = 71'/2 + nm steht das Eingangssignal in Quadratur zum Referenzsignal, und das
Gleichspannungsausgangssignal verschwindet. Ein nicht verschwindendes Ausgangssignal erfordert
daher zusétzlich cos ¢; # 0.

(c)

Bei der angegebenen Frequenz treibt das phasenverschobene Referenzsignal den Federbalken mit der
Kraft

F = ¢1 Vg sin(wot + 7/2) = ¢1 Vg cos wyt.

Die Auslenkung des Federbalkens hinkt der Kraft um 7r/2 nach. Der Phasenschieber bewirkt daher,
dass die Auslenkung mit dem urspringlichen Referenzsignal in Phase ist:

c1Vro
W

2(t) = sin wyt.

Dieser Ausdruck folgt auch unmittelbar durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung. Die
Detektorspannung ist

cic2Vro .
Vi(t) = 1220 in wt.
wo
Multiplikation mit dem ursprlinglichen Referenzsignal ergibt
2
c1caVgy
V&5V, = =2 RO gip? wot.
w0
Wegen (sin” wot) = 1/2 gilt
2 2
o ClCQVRO |S |_ |0162|VR0
de = 2bw0 ’ def = 2bw0

Der Betrag berlicksichtigt beide moglichen Vorzeichen der Umwandlungskonstanten.
(d)

Die Federkonstante bleibt bei der Massenanderung unverandert. Die neue Eigenfrequenz ist daher

k Am\ V2
w Awy =4/ —————— =wo| 1+ — .
0+ Awg \/m+Am o< + - )
Far |Am\ < m ergibt die angegebene binomische Naherung
wo Am
Awg ~ —— |,
2 m
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Die Messfrequenz bleibt auf dem urspriinglichen Wert w. Unter der Annahme eines unveranderten b
erflllt die neue Phase die Beziehung

bCLJO
k— (m+ Am)w?’

tan (g + A¢) =

Wegen k = mw% gilt
b

woAm

tan (%—FAQ&) =—

Mit tan(mw/2 + x) ~ —1/x folgt

1 b
Ao wogAm
und damit
b
Am =~ w—OAgb

Die gegebenen Parameter liefern

]_-0 6 _1
wo =) ——— =1.0x10°s7",
1.0 x 10

b—ml — (1.0 x 107'%)(1.0 x 10%) = 1.0 x 10 kgs .
m

Somit gilt
-9
Am~ 200 T 7453 % 10718 kg,
1.0 x 105 1800

oder auf zwei signifikante Stellen gerundet

Am ~ 1.7 x 10 8 kg|.

Hier sind Am/m ~ 1.7 x 1079 und Ap ~ 1.7 x 102, was mit beiden Niherungen fiir kleine
Anderungen vereinbar ist. Die zugehdrige Frequenzanderung betragt ungefahr —0.87 s L.

(e)

Wir wahlen die positive Richtung der Auslenkung und der von der Probe ausgeulibten Kraft von der
Probe weg. Sei 2.4 die neue statische Auslenkung, die dem Abstand h, entspricht. Das statische
Kraftegleichgewicht liefert

kzeq = f(ho).
Fur eine kleine Auslenkung aus dieser Gleichgewichtslage definieren wir
T =2~ 2¢q = h — hy.
Unter Einbeziehung der von der Probe ausgetibten Kraft lautet die Bewegungsgleichung
mz+bz+ kz = F + f(h).

Wir setzen die linearisierte Kraft f(h) ~ f(ho) + csz ein und subtrahieren anschlieBend die Gleichung
des statischen Gleichgewichts:

mx + bx + kx = F + c3x.
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Daher gilt
m& + bz + (k—c3)z = F.

Der Kraftgradient verandert die effektive Federkonstante zu k — c3, wahrend die konstante Kraft
lediglich die Gleichgewichtslage verschiebt. Somit gilt

1 k—C3_ 2 C3
wy = = Wog— —|
m m

Ein stabiles Gleichgewicht, um das Schwingungen maglich sind, erfordert k — c¢3 > 0; die Deutung als

Resonanzfrequenz setzt auBerdem weiterhin schwache Dampfung voraus.

(f)
Da g = eund Q) = 6e gelten, ist
qQ = 6e% > 0.
Die Wechselwirkung ist abstoBend. Um zu bestimmen, wo die Frequenzverschiebung am groBten ist,

bezeichnen wir den horizontalen Abstand zwischen Spitze und Elektron mit p und ihren vertikalen
Abstand mit d. Das Coulomb-Gesetz liefert fiir die nach oben gerichtete Kraftkomponente

k.qQ d
fo(pyd) = ———75
(pz + d2)3/2
Eine vertikale Auslenkung des Federbalkens verandert d um denselben Betrag. Der maBgebliche
Kraftgradient ist daher

of.
od

p2 o 2d2

= kea@ (02 + d2)52

C3 =

Fur eine kleine Frequenzverschiebung ergibt Teil (e)
I ¢ C3
CUO = Wy 1-— 9 — wo — 2 I
muwyg mwo

keqQ 2d° — /72
Awo(p) = Imwo (p? + d2)5/2

also

In fihrender Ordnung der schwachen Wechselwirkung kann die Abtasthohe als konstant betrachtet
werden. Dieser Ausdruck hat sein positives Maximum bei p = 0: Solange der Zahler positiv ist, nimmt
er mit p ab, wahrend der Nenner zunimmt; jenseits von p = \/id ist die Verschiebung nicht positiv.

Das Maximum tritt somit direkt Gber dem Elektron auf, wo der Abstand zwischen Spitze und Elektron d
betragt. An dieser Stelle gilt

;.= k.qQ oy — 2k.qQ
zZ — ) - .
dg dg
Einsetzen in Teil (e) ergibt
2k
(wo + Awg)? = wj + 49,
mdg

Folglich gilt
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2(4)0AUJO —|— (Aw0)2 = Zkqu .

3
md,
Da Awg < wy, vernachlassigen wir das Quadrat der Verschiebung:

ke 1/3

mwyAwg

Numerisch gilt

wo = 1.0 x10%s71

und
k.qQ = (9.0 x 10%) 6(1.6 x 1071%)% = 1.3824 x 10~ * Nm?.
Daher gilt
—27
d3 ~ 1.3824 < 10 m® = 6.912 x 102 m3,

(1.0 x 107'%)(1.0 x 10°)(20)

woraus sich ergibt

dop~41039 x10®m = |dy~41nm|

Die relative Frequenzverschiebung betragt 20/106 = 2.0 X 10*5, was die Gultigkeit der Naherung fir
kleine Verschiebungen bestatigt.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen. Wo diese Losung von der offiziellen Losung abweicht, enthalt die
offizielle Losung einen Fehler oder Druckfehler.
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