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题目 1：带有下落重物的摆

一根半径为  的刚性圆柱杆水平固定在地面上方。如图 1a 所示，用一根质量可忽略、长度为 （

）的细绳，将质量为  的摆球悬挂在圆柱杆顶部的  点。将摆球抬高至与  点等高的位

置，在细绳绷直时由静止释放。忽略细绳的伸长。假设摆球可视为质点，且仅在垂直于圆柱杆轴线的

平面内摆动。因此，摆球也称为质点。重力加速度为 。

图 1a

取  为坐标系原点。当质点位于  点时，细绳在  点与圆柱面相切。线段  的长度记为 。

点处的单位切向量和单位径向量分别记为  和 。半径  的角位移  从沿  方向的竖直  轴

起算，规定逆时针方向为正。

当  时，长度  等于 ，质点的重力势能  为零。质点运动时，  和  对时间的瞬时变化率

分别记为  和 。

除非另有说明，所有速率和速度均相对于固定点  而言。

部分 A

在部分 A 中，质点运动时细绳始终绷紧。用上述引入的量（即  和 ）求：

(a)  与  之间的关系。（0.5 分）

(b) 移动点  相对于  的速度 。（0.5 分）

(c) 质点位于  点时相对于移动点  的速度 。（0.7 分）

(d) 质点位于  点时相对于  的速度 。（0.7 分）

(e) 质点位于  点时相对于  的加速度的  分量。（0.7 分）
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(f) 质点位于  点时的重力势能 。（0.5 分）

(g) 质点在其轨迹最低点处的速率 。（0.7 分）

部分 B

在部分 B 中，  与  的比值如下：

(h) 当从  到  的绳段既保持笔直且长度最短时，质点的速率  是多少？（用  和  表示）

（2.4 分）

(i) 当质点摆到圆柱杆的另一侧并到达最高点  时，其速率  是多少？（用  和  表示）（1.9

分）

部分 C

在部分 C 中，质量为  的摆球不再悬挂于  点，而是通过一根跨过圆柱杆顶部的细绳与质量为 

的较重物体相连，如图 1b 所示。该重物也可视为质点。

图 1b

初始时，将摆球保持静止于与  点等高的位置，使重物悬挂在  点下方，细绳绷紧，其水平段长度

为 。随后将摆球由静止释放，重物开始下落。假设摆球始终在竖直平面内运动，且能够从下落的重

物旁摆过而不受任何阻碍。

细绳与圆柱杆表面之间的滑动摩擦可忽略。但假设静摩擦足够大，使重物一旦停止运动（即速度为

零）便保持静止。

(j) 假设重物确实在下落距离  后停止，且 。若此后质点能够绕圆柱杆摆动至

，同时细绳不与圆柱杆接触的两段均保持笔直，则比值  必须不小于临界值 。忽

略  阶及更高阶的项，求  的估计值，用  表示。（3.4 分）

题目译自官方英文原文。

答案

(a)

(b)

(c)

P U

vm

L R

L

R
=

9π

8
+

2

3
cot

π

16
= 3.534 + 3.352 = 6.886

Q P vs g R

H vH g R

m A M

A O

L

D (L − D) ≫ R

θ = 2π α = D/L αc

R/L αc M/m

ṡ = −Rθ̇.

→vQ = Rθ̇ t̂.

→v′ = ṡ t̂ − sθ̇ r̂.
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(d)

(e)

(f)

(g)

(h)  此时 

(i)

(j)

当  和  采用国际单位制单位表示时，速率因子  的单位为 。

解答

取  竖直向上，并引入水平向左的 。于是，图 1a 中所示的单位向量为

因此，

而质点的位置为

(a) 绕在圆柱杆上的绳长为 。由绳长不变可得

求导得

(b) 由于 ，

这里  表示不断变化的几何接触点；它不必始终是静止圆柱杆上的同一个点。

(c) 质点相对于  的位移为 。在固定坐标系中对该向量求导，得

因此

(d) 加上  的速度，得

利用 (a) 的结果，  分量相互抵消：

→v = −sθ̇ r̂.

a
t̂

= −sθ̇ 2.

U = mg[R(cos θ − 1) − s sin θ].

vm = √2g [L + (1 −
π

2
)R].

vs =
2

√3
cos

π

16
√gR ≈ 1.133√gR, θs =

9π

8
.

vH =
2

√3
cos

π

16
sin

π

8
√gR ≈ 0.4334√gR.

α ≥ αc, αc ≃
3

2M/m + 3
.

g R √gR m s−1

x̂ ŷ

r̂ = cos θ x̂ + sin θ ŷ, t̂ = − sin θ x̂ + cos θ ŷ.

dr̂

dt
= θ̇ t̂,

dt̂

dt
= −θ̇ r̂,

→OP = Rr̂ + st̂.

Rθ

s + Rθ = L.

.ṡ = −Rθ̇

→OQ = Rr̂

.→vQ =
d

dt
(Rr̂) = Rθ̇ t̂

Q

Q st̂

→v′ =
d

dt
(st̂) = ṡ t̂ + s

dt̂

dt
.

.→v′ = ṡ t̂ − sθ̇ r̂

Q

→v = →vQ + →v′ = (Rθ̇ + ṡ)t̂ − sθ̇ r̂.

t̂
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特别地，在最初  的摆动过程中，

(e) 对速度求导：

因此，

负号表示加速度的这一分量沿笔直的绳段指向 。

(f) 由位置向量可知，质点的竖直坐标为

初始时 ，该处的势能定义为零。因此

(g) 张力沿  方向，而速度沿  方向，因此张力不做功。由机械能守恒得

即

为确定最低点，利用  对高度求导：

在  之前，高度减小；刚过此位置，高度便开始增大。因此，最低点对应于

从释放位置到此处的竖直下降距离为 ，因而

(h) 用  表示张力。重力沿  方向的分量为 ，因此，由牛顿第二定律和 (e) 的结果可得

因此，

代入由能量关系得到的表达式，得

.→v = −sθ̇ r̂

θ̇ > 0

v = sθ̇.

→a = −(ṡθ̇ + sθ̈)r̂ − sθ̇ 2t̂.

.a
t̂

= −sθ̇ 2 = −
v2

s

Q

x = R cos θ − s sin θ.

x = R

.U = mg(x − R) = mg[R(cos θ − 1) − s sin θ]

−t̂ r̂

1

2
mv2 + U = 0,

v2 = 2g[R(1 − cos θ) + s sin θ].

ds/dθ = −R

dx

dθ
= −R sin θ −

ds

dθ
sin θ − s cos θ = −s cos θ.

θ = π/2

θm =
π

2
, sm = L −

πR

2
, xm = −sm.

R + sm

.vm = √2g(R + sm) = √2g [L + (1 −
π

2
)R]

T t̂ mg sin θ

mg sin θ − T = −m
v2

s
.

T = m(

v2

s
+ g sin θ).

T

mg
=

2R(1 − cos θ)

s
+ 3 sin θ.
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随着摆球绕圆柱杆运动、细绳逐渐缠绕，  减小。细绳不能产生负张力，因此，当  首次重新

降为零时，这种受约束的运动便结束。此时细绳仍然笔直，且其长度在最初这次摆动中达到最短。

在  时，张力为正。将此后张力第一次为零时的角度写为

条件  化为

从而

由于 ，

与题目给定的  的精确值比较，可得所需的第一个根

以及

张力为零时，

利用 ，得

因此

(i) 在 (h) 中求得的时刻，

由于 ，向上和水平方向的速度分量为

细绳变松，质点做抛体运动。其水平速度保持不变，而向上的速度在经过以下时间后降为零：

因此，在最高点处，其速率恰好等于水平速率：

s = L − Rθ T

0 < θ ≤ π

θs = π + δ.

T = 0

2R(1 + cos δ) − 3ss sin δ = 0,

ss

R
=

2

3

1 + cos δ

sin δ
=

2

3
cot

δ

2
.

L = ss + Rθs

L

R
= π + δ +

2

3
cot

δ

2
.

L/R

, ,δ =
π

8
θs =

9π

8

ss =
2R

3
cot

π

16
≈ 3.352R.

v2
s = −gss sin θs = gss sin

π

8
.

sin(2a) cot a = 2 cos2 a

v2
s =

4gR

3
cos2 π

16
.

.vs =
2

√3
cos

π

16
√gR ≈ 1.133√gR

r̂s = − cos
π

8
x̂ − sin

π

8
ŷ.

→vs = −vsr̂s

vx,s = vs cos
π

8
, vy,s = vs sin

π

8
.

tH =
vs

g
cos

π

8
.

.vH = vs sin
π

8
=

2

√3
cos

π

16
sin

π

8
√gR ≈ 0.4334√gR
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还可以从几何上检验细绳在这一上升过程中是否始终松弛。定义

抛体的坐标  为

对于该轨迹上的一点，令

细绳先沿圆弧缠绕、再沿切线笔直延伸至该点所需的长度为

代入并求导可知，这一长度在整个上升过程中持续减小：其初值为 ，到达  点时降至

。因此，细绳在质点到达最高点之前始终松弛，符合上述抛体运动计算的要求。

(j) 忽略题目指定的由圆柱杆半径引起的修正后，重物停止时摆球到等效悬点的距离为

缠绕部分的绳长以及与圆柱杆有关的竖直位置偏移均为  阶；由于 ，忽略这些量是合理

的。

下落的重物损失的重力势能为 。滑动摩擦可忽略，且重物停止时的动能为零。此后，静止的细绳接

触处不做功。因此，以摆球初始所在的水平面为势能零面，其守恒的机械能为 。

摆球在角度  处的高度近似为 ，故

记 ，则得

对于随后的圆周运动，张力为

约束最严格的位置是圆周的最高点，即 ，此时 。要使细绳保持笔直，必须满足

即

等价地，在最高点处，摆球必须至少保持速率 ；因此，它在该处的能量必须至少为

利用  和 ，得

k =
ss

R
, u =

vs

√gR
, c = cos

π

8
, b = sin

π

8
, τ = t√

g

R
.

X = x/R, Y = y/R

X = −c + kb + ucτ −
1

2
τ 2, Y = −b − kc + ubτ, 0 ≤ τ ≤ uc.

σ = √X2 + Y 2 − 1, ϕ = 2π + atan 2(Y ,X).

ℓreq

R
= ϕ − arctanσ + σ.

L/R = 6.88585 H

6.75065

ℓ = L − D.

R (L − D) ≫ R

MgD

MgD

θ −ℓ sin θ

1

2
mv2 − mgℓ sin θ = MgD.

μ = M/m

v2 = 2g(μD + ℓ sin θ).

T = m(

v2

ℓ
+ g sin θ) = mg(

2μD

ℓ
+ 3 sin θ).

θ = 3π/2 sin θ = −1

Ttop ≥ 0,

2μD

ℓ
≥ 3.

√gℓ

mgℓ +
1

2
mgℓ =

3

2
mgℓ.

ℓ = L − D α = D/L

2μD ≥ 3(L − D),

(2μ + 3)α ≥ 3.
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因此，

等号对应于最高点处张力为零的临界情况。题目假设的静摩擦使较重的物体在随后的摆动过程中保持静

止。

解答已与官方解答核对。

题目 2：交变电压作用下的压电晶体谐振器

考虑一根未受应力时长度为 、横截面积为  的均匀杆（图 2a）。当在两端面上沿法线方向施加大

小均为 、方向相反的力时，杆的长度变化为 。端面上的应力  定义为 。长度的相对变

化，即 ，称为杆的应变 。用应力和应变表示，胡克定律可写为

其中，  称为杆材料的杨氏模量。注意，压应力  对应于  和长度减小（即 ）。因

此，这种应力的值为负，与压强  的关系为 。

对于密度为  的均匀杆，纵波沿杆传播的速度（即声速）为

图 2a

回答以下问题时，可以忽略阻尼和耗散的影响。

部分 A: 力学性质

一根从  延伸至  的半无限长均匀杆（见图 2b），密度为 。初始时，杆静止且未受应力。

随后，一个活塞在很短的时间  内，持续向杆位于  处的左端面施加一个恒定的小压强 ，

使压强波以速度  向右传播。

图 2b

.αc ≃
3

2μ + 3
=

3

2M/m + 3
, α ≥ αc

ℓ A

F Δℓ T F/A

Δℓ/ℓ S

T = Y S 或
F

A
= Y

Δℓ

ℓ
. (1)

Y T F < 0 Δℓ < 0

p T = −p

ρ

u = √Y /ρ. (2)

x = 0 ∞ ρ

Δt x = 0 p

u
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图 2c

(a) 如果活塞使杆的左端面以恒定速度  运动（图 2b），则在时间  内，左端面处的应变  和压

强  是多少？答案必须仅用 、  和  表示。（1.6 分）

(b) 考虑沿杆的  方向传播的纵波。对于杆未受应力时位于  处的横截面（图 2c），令  为

其在时刻  的位移，并假设

其中，  和  为常量。求相应的速度 、应变  和压强  关于  和  的函数。

（2.4 分）

部分 B: 机电性质（包括压电效应）

考虑一块长为 、厚为 、宽为  的石英晶片（图 2d）。其长度和厚度方向分别沿  轴和  轴。

晶片的上、下表面镀有薄金属层，形成电极。兼作安装支架的电引线（图 2e）焊接在电极的中心

处；对于沿  方向的纵向振动，可以认为这些中心保持静止。

图 2d

图 2e

所考虑的石英晶体的密度  为 ，杨氏模量  为 。晶片的长

度  为 ，宽度  和高度  满足  且 。开关  保持断开时，假设石英晶片

中仅激发沿  方向的纵向驻波振动模态。

对于频率为  的驻波，晶片中平衡位置为  的横截面在时刻  的位移  可写为

其中，  是正常量，空间函数  的形式为

v Δt S

p ρ u v

x x ξ(x, t)

t

ξ(x, t) = ξ0 sin k(x − ut) (3)

ξ0 k v(x, t) S(x, t) p(x, t) x t

b h w x z

x

ρ 2.65 × 103 kg/m3 Y 7.87 × 1010 N/m2

b 1.00 cm w h h ≪ w w ≪ b K

x

f = ω/2π x t ξ(x, t)

ξ(x, t) = 2ξ0g(x) cosωt, (0 ≤ x ≤ b) (4a)

ξ0 g(x)
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 的最大值为一，且 。请注意，电极的中心保持静止，晶片的左、右端面是自由端面，

其应力（或压强）必须为零。

(c) 对于石英晶片中的纵向驻波，确定式 (4b) 中  和  的值。（1.2 分）

(d) 石英晶片中能够激发的纵向驻波的两个最低频率是多少？（1.2 分）

压电效应是石英晶体的一种特殊性质。晶体受到压缩或膨胀时，会在晶体两侧产生电压；反过来，在

晶体两侧施加外电压，会使晶体膨胀或收缩，具体取决于电压的极性。因此，通过石英晶体，可以使

机械振动与电振荡相互耦合并发生谐振。

为考虑压电效应，设石英晶片处于沿  方向的电场  中时，上、下电极的面电荷密度分别为  和

。用  和  分别表示晶片沿  方向的应变和应力。于是，石英晶体的压电效应可由以下方程组

描述：

其中，  为恒定电场下的弹性柔量（即杨氏模量的倒数），

 为恒定应力下的介电常数，而  为压电系数。

闭合图 2d 中的开关 。此时，交变电压  施加在两电极之间，石英晶片中出现沿

 方向的均匀电场 。达到稳态后，晶片中沿  方向出现角频率为  的纵向驻波振

动。

由于  均匀，晶片中纵向驻波的波长  和频率  仍满足 ，其中  由式 (2) 给出。但是，

如式 (5a) 所示，  不再成立，尽管应变和应力的定义不变，且晶片的端面仍为应力为零的自

由端面。

(e) 考虑式 (5a) 和式 (5b)，下电极的面电荷密度  关于  和  的函数具有如下形式：

其中， 。求  和  的表达式。（2.2 分）

(f) 下电极上的总表面电荷  与  的关系为

求  的表达式，以及  的表达式和数值。（1.4 分）

题目译自官方英文原文。

答案

(a)

g(x) = B1 sin k(x −
b

2
) + B2 cos k(x −

b

2
). (4b)

g(x) k = ω/u

B1 B2

z E −σ

+σ S T x

S = (1/Y )T + dpE (5a)

σ = dpT + εTE (5b)

1/Y = 1.27 × 10−11 m2/N

εT = 4.06 × 10−11 F/m dp = 2.25 × 10−12 m/V

K V (t) = Vm cosωt

z E(t) = V (t)/h x ω

E λ f λ = u/f u

T = Y S

σ x t

σ(x, t) = [D1 cos k(x −
b

2
) + D2]

V (t)

h

k = ω/u D1 D2

Q(t) V (t)

Q(t) = [1 + α2
(

2

kb
tan

kb

2
− 1)]C0V (t). (6)

C0 α2

S = −
v

u
, p = ρuv.
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(b)

(c)

整体符号对应于任意选取的振动相位；可选择 。

(d)

(e)

(f)

这里，  是无量纲量。

解答

采用题目所规定的一维小应变近似。由于  标记的是横截面未受应力时的位置，其速度和纵向应变为

对于纯力学模型， 、 ，且 。

(a)

在时间  内，扰动传播的距离为 。因此，在小形变的一阶近似下，被带动而以速度  运动的质量为

杆所受外力的冲量等于其获得的动量：

因此

所受应力为压应力，故 。由胡克定律得

从而

v(x, t) = −kuξ0 cos k(x − ut),
S(x, t) = kξ0 cos k(x − ut),

p(x, t) = −ρu2kξ0 cos k(x − ut).

B2 = 0, B1 = ±1.

B1 = 1

flowest =
1

2b
√

Y

ρ
= 2.72 × 105 Hz, fnext =

3

2b
√

Y

ρ
= 8.17 × 105 Hz.

D1 =
Y d2

p

cos(kb/2)
, D2 = εT − Y d2

p.

C0 =
εT bw

h
, α2 =

Y d2
p

εT
=

d2
p

εT (1/Y )
≃ 9.82 × 10−3.

α2

x

v(x, t) =
∂ξ

∂t
, S(x, t) =

∂ξ

∂x
.

T = Y S p = −T Y = ρu2

Δt uΔt v

m = ρAuΔt.

pAΔt = mv = ρAuΔt v.

p = ρuv.

T = −p

S = −
p

Y
= −

ρuv

ρu2
,

eulersolve.org/ipho/2003/ 10 / 18



这个符号也可由几何关系得出：原本未受应力时长度为  的一段杆，缩短了活塞的位移 。

(b)

对位移关于时间求导，得到质点速度：

对位移关于未受应力时的坐标求导，得到应变：

最后，

所以

特别地， ，这与 (a) 中向右传播的波的结果一致。

(c)

中点保持静止，因此

将  代入式 (4b)，得

因此，

在力学模型中，自由端的应力为零，因而应变也为零。因此，

由于

非平凡的振动模态要求

对于这些允许的  值，正弦函数在晶片内既能达到 ，也能达到 。因此，归一化条件

 意味着

正、负两种符号均可。将  改为 ，等效于将振动相位平移 ；可以选择 。

S = −
v

u
.

uΔt vΔt

v(x, t) =
∂

∂t
[ξ0 sin k(x − ut)] = .−kuξ0 cos k(x − ut)

S(x, t) =
∂

∂x
[ξ0 sin k(x − ut)] = .kξ0 cos k(x − ut)

p(x, t) = −Y S(x, t),

p(x, t) = −ρu2kξ0 cos k(x − ut).

p(x, t) = ρu v(x, t)

ξ(b/2, t) = 0 ⟹ g(b/2) = 0.

x = b/2

.B2 = 0

g(x) = B1 sin k(x −
b

2
).

g′(0) = g′(b) = 0.

g′(x) = B1k cos k(x −
b

2
),

cos
kb

2
= 0.

k +1 −1

max g(x) = 1

.|B1| = 1

B1 −B1 π B1 = 1
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(d)

上面得到的自由端条件给出

或

利用  和 ，得

因此，允许的模态为奇次谐波。两个最低频率分别对应于  和 。

声速为

取 ，得

以及

(e)

考虑压电效应后，由式 (5a) 得

对晶片的一个微元应用牛顿第二定律，得

由于  在空间上均匀，

对于驱动频率下的简谐响应，写成

由于 ，空间函数满足

中点固定要求 ，因此

kb

2
=

(2n + 1)π

2
, n = 0, 1, 2, …

kn =
(2n + 1)π

b
.

ω = uk f = ω/(2π)

fn =
(2n + 1)u

2b
.

n = 0 n = 1

u = √

7.87 × 1010

2.65 × 103
= 5449.6 m s−1.

b = 1.00 × 10−2 m

flowest =
5449.6

2(1.00 × 10−2)
= ,2.72 × 105 Hz

fnext =
3(5449.6)

2(1.00 × 10−2)
= .8.17 × 105 Hz

T = Y (S − dpE) = Y (

∂ξ

∂x
− dpE).

ρ
∂ 2ξ

∂t2
=

∂T

∂x
.

E

ρ
∂ 2ξ

∂t2
= Y

∂ 2ξ

∂x2
.

ξ(x, t) = H(x)E(t).

Ë = −ω2E

H ′′ + k2H = 0, k =
ω

u
.

H(b/2) = 0

H(x) = C sin k(x −
b

2
).
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所以，应变为

此时，自由端条件为 ，这意味着

由此可得

因此

应力变为

代入式 (5b)，得

与题目给定的形式比较，得

这两个系数都具有介电常数的单位，即 。

这些表达式描述的是不处于精确谐振条件时的简谐特解。当  时，在非零外加电压作用下，

有限的简谐振幅无法满足边界条件。因此，这些极点表明，在无阻尼模型中，谐振时不存在有界的稳态响

应。

(f)

在线性近似下，长度为  的电极条带的面积为 。因此，下电极上的总电荷为

所需的空间积分为

利用 (e) 中的结果，得

提取公因子 ，得

S(x, t) = Ck cos k(x −
b

2
)E(t).

T = 0

S(0, t) = S(b, t) = dpE(t).

Ck cos
kb

2
= dp,

S(x, t) = dp
cos k(x − b/2)

cos(kb/2)
E(t).

T (x, t) = Y dp [
cos k(x − b/2)

cos(kb/2)
− 1]E(t).

σ(x, t) = dpT (x, t) + εTE(t)

= [

Y d2
p

cos(kb/2)
cos k(x −

b

2
) + εT − Y d2

p]
V (t)

h
.

D1 =
Y d2

p

cos(kb/2)
, D2 = εT − Y d2

p.

F/m

cos(kb/2) = 0

dx wdx

Q(t) = w∫

b

0
σ(x, t) dx.

∫

b

0
cos k(x −

b

2
) dx =

2

k
sin

kb

2
.

Q(t) =
wV (t)

h
[

2Y d2
p

k
tan

kb

2
+ b(εT − Y d2

p)].

εT bw/h
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与式 (6) 比较，得

利用给定的弹性柔量，得

代入给定的长度，电容表达式也可写为

作为一致性检验，在准静态极限  下，

所以 ，这与介电常数为  的无应力晶片的预期结果一致。

解答已与官方解答核对。

题目 3：中微子质量与中子衰变（部分 A）；光悬浮（部分 B）

部分 A

中微子质量与中子衰变

一个质量为  的自由中子在实验室参考系中静止，衰变为三个彼此无相互作用的粒子：一个质子、

一个电子和一个反中微子。质子的静止质量为 ，假设反中微子的静止质量  非零，且远小于电

子的静止质量 。用  表示真空中的光速。各质量的测量值如下：

以下所有能量和速度均相对于实验室参考系而言。设衰变产生的电子的总能量为 。

(a) 求  的最大可能值 ，以及当  时反中微子的速率 。两个答案均须用各粒子的

静止质量和光速表示。已知 ，计算  和比值 ，结果保留 3 位有效数字。

（4.0 分）

部分 B

光悬浮

一个半径为 、质量为  的透明玻璃半球，其折射率为 。半球外介质的折射率等于一。一束平行

的单色激光均匀地垂直入射到半球平面的中央部分，如图 3 所示。重力加速度  竖直向下。激光束

的圆形横截面半径  远小于 。玻璃半球和激光束均关于  轴轴对称。

Q(t) =
εT bw

h
[1 +

Y d2
p

εT
(

2

kb
tan

kb

2
− 1)]V (t).

, .C0 =
εT bw

h
α2 =

Y d2
p

εT

α2 =
d2
p

εT (1/Y )

=
(2.25 × 10−12)2

(4.06 × 10−11)(1.27 × 10−11)

= 0.00981828 ≃ .9.82 × 10−3

C0 = (4.06 × 10−13 F)
w

h
.

kb → 0

2

kb
tan

kb

2
⟶ 1,

Q(t) → C0V (t) εT

mn

mp mv

me c

mn = 939.56563 MeV/c2, mp = 938.27231 MeV/c2, me = 0.5109907 MeV/c2

E

E Emax E = Emax vm
mv < 7.3 eV/c2 Emax vm/c

R m n

→g

δ R z
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玻璃半球不吸收任何激光。其表面镀有一层透明材料薄膜，使光进入和离开玻璃半球时的反射可以忽

略不计。激光穿过这一无反射表面薄层时的光程也可以忽略不计。

(b) 忽略  阶及更高阶的项，求平衡玻璃半球重力所需的激光功率 。

（4.0 分）

提示：当  远小于一时， 。

图 3

题目译自官方英文原文。

答案

(a) 电子的最大总能量为

在这一端点处，反中微子与质子的速度相同，其速率为

保留三位有效数字，得到

(b) 保留到题目要求的阶数，得到

(δ/R)3 P

θ cos θ ≈ 1 − θ2/2

Emax =
m2

n + m2
e − (mp + mv)

2

2mn

c2.

vm = c
√[m2

n − (mp + mv + me)2] [m2
n − (mp + mv − me)2]

m2
n + (mp + mv)2 − m2

e

.

Emax = 1.29 MeV,
vm

c
= 1.27 × 10−3.

P =
4mgcR2

(n − 1)2δ2
.
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解答

(a) 中微子质量与中子衰变

设电子的动量大小为 。由能量守恒和动量守恒得

用  表示质子与反中微子组成的二粒子系统的不变质量。利用电子的能量–动量关系

可得

因此，

所以，当  最小时，电子的能量最大。

在该二粒子系统的动量中心系中，质子与反中微子的动量大小相等、方向相反，大小均为 。于是

当  时等号成立：两个粒子在此参考系中均静止，因此它们在实验室参考系中具有相同的速度。由于

，这一状态在运动学上是允许的。

记 ，则端点能量为

在端点处，该二粒子系统的能量为 ，动量大小为 。两个粒子的共同速率，也就是反中微

子的速率，可由  求得：

代入可得

进行数值计算时，取极限 ，得到

将  从零增大至其上限 ，这两个数值的减小量分别小于  和 。因此，在整

个允许的质量范围内，保留三位有效数字均得到

这里的  是电子的总能量。尽管反中微子的质量极小，它在这一端点处的速率却很低：为了与质子具

有相同的速度，它的动量也必须极小。

pe

Ep + Ev = mnc
2 − E, pp + pv = −pe.

M

p2
ec

2 = E 2 − m2
ec

4,

M
2c4 = (Ep + Ev)

2 − c2|pp + pv|
2

= (mnc
2 − E)2 − p2

ec
2

= (m2
n + m2

e)c
4 − 2mnc

2E.

E =
m2

n + m2
e −M2

2mn
c2.

M

q

Mc2 = √m2
pc

4 + q2c2 + √m2
vc

4 + q2c2 ≥ (mp + mv)c
2.

q = 0

mn > mp + mv + me

M = mp + mv

Emax =
m2

n + m2
e − M 2

2mn

c2.

mnc
2 − Emax pe

v = c2p/E总

vm

c
=

pec

mnc
2 − Emax

=
√E 2

max − m2
ec

4

mnc
2 − Emax

.

vm = c
√[m2

n − (M + me)2] [m2
n − (M − me)2]

m2
n + M 2 − m2

e

, M = mp + mv.

mv → 0+

Emax ≃ 1.29256882 MeV,
vm

c
≃ 1.26538356 × 10−3.

mvc
2 7.3 eV 7.30 eV 8.5 × 10−9

Emax = 1.29 MeV, vm/c = 1.27 × 10−3.

Emax
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(b) 光悬浮

考虑一条在距  轴为  处进入半球的光线，其中 。它垂直入射到平面上，因此在玻璃内部继续

沿竖直方向传播。

在球面处，设入射光线与外法线之间的夹角为 。由几何关系得

若出射光线与该法线之间的夹角为 ，则由斯涅尔定律得

对于  的玻璃，出射光线向轴线方向偏折。它与竖直向上方向的夹角大小为

由于 ，在  固定时展开，得到

在进入半球之前和离开半球之后，光的动量均等于其能量除以 。吸收和反射可以忽略不计，因此，携带

功率  的一束光线，其入射竖直动量通量为 ，出射竖直动量通量为 。

根据动量守恒，这束光线对半球施加的向上作用力为

利用题目给出的小角近似，

由于轴对称性，力的横向分量相互抵消。

入射光强均匀：

因此，半径为 、宽度为  的圆环所携带的功率为

对整个光束的竖直作用力积分，得到

这里保留了  阶的贡献；  的下一阶修正为  阶。

令这一向上的作用力与重力平衡，

z r 0 ≤ r ≤ δ

θ

sin θ =
r

R
.

θ′

sin θ′ = n sin θ = n
r

R
.

n > 1

α = θ′ − θ.

r/R ≤ δ/R ≪ 1 n

α = (n − 1)
r

R
+ O(

r3

R3
).

c

dP dP/c (dP/c) cosα

dFz =
dP

c
(1 − cosα).

1 − cosα ≃
α2

2
≃

(n − 1)2r2

2R2
.

I =
P

πδ2
.

r dr

dP = I 2πr dr.

Fz ≃ ∫

δ

0

I 2πr dr

c

(n − 1)2r2

2R2

=
πI(n − 1)2

cR2
∫

δ

0
r3 dr

=
P(n − 1)2δ2

4cR2
.

(δ/R)2 Fz/(P/c) (δ/R)4

mg =
P(n − 1)2δ2

4cR2
,
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得到

解答已与官方解答核对。

P =
4mgcR2

(n − 1)2δ2
.
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