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题目 1：探地雷达

探地雷达（GPR）通过向地下发射电磁波并接收地下物体反射的电磁波，来探测和定位埋藏在地表附

近的物体。天线和探测器直接放置在地面上，且位于同一点。

沿  方向传播、角频率为  的线偏振电磁平面波，其电场可表示为：

其中，  为常量，  为衰减系数，  为波数，后两者分别表示为

其中，  和  分别表示磁导率、介电常数和电导率。

当到达物体的雷达信号振幅降至其初始值的 （ ）以下时，信号便无法被探测到。通常使

用频率可调的电磁波（10 MHz – 1000 MHz），以便调节探测范围和分辨率。

探地雷达的性能取决于其分辨率。分辨率由能够分辨的两个相邻反射体之间的最小间距给出。此最小

间距应使两束反射波到达探测器时产生至少  的相位差。

问题：

（已知：  和 ）

1. 假设地下介质为非磁性介质（ ），且满足条件 。利用式 (1) 和式 (2)，推

导传播速度  用  和  表示的表达式 [1.0 分]。

2. 地下介质的电导率为 1.0 mS/m，介电常数为 ，且满足条件 。求埋藏在其中

的物体能够被探测到的最大深度（ ；取 ）。[2.0 分]

3. 考虑两根平行的导电棒，水平埋藏在地下，埋深为 4 米。已知地下介质的电导率为 1.0

mS/m，介电常数为 。假设探地雷达在大致位于其中一根导电棒正上方的位置进行测量，

并使用点探测器。求获得 50 cm 横向分辨率所需的最低频率 [3.5 分]。

4. 为确定埋藏在同一地下介质中的一根导电棒的深度 ，考虑沿垂直于导电棒的直线进行测量。

测量结果如下图所示：
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传播时间  随探测器位置  变化的曲线， 。

推导  关于  的函数，并确定 [3.5 分]。

题目译自官方英文原文。

答案

1. 在题设的低损耗极限下，

2. 最大探测深度为

3. 当导电棒的埋深为 、横向间距为  时，

4. 取导电棒正上方为 ，则

解答

1. 传播速度

相位恒定的点满足

求导可得相速度：

定义无量纲小参数
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σ
√
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利用二项式展开，

因此，由式 (2) 得

保留首项，得

对于非磁性地下介质， 。在这一阶近似下，  与  成正比，因此色散可以忽略，群速度也等于此

值。

2. 最大探测深度

对于衰减系数，在同一展开式中保留最低阶非零项：

因此，在这一阶近似下，衰减系数与频率无关。

对于位于天线正下方、深度为  的物体，由式 (1) 可得入射波的振幅比

题目规定的是到达物体的信号的阈值，因此这一条件中所涉及的传播距离为 。在极限深度处，

因而

代入

得到

因此，

3. 获得 50 cm 横向分辨率所需的最低频率

在垂直于导电棒的竖直平面内分析。设两根导电棒的共同埋深为 ，横向间距为 ，并取天线和探测器的

位置在第一根导电棒的正上方。
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到两根导电棒的单程距离分别为

由于发射器和探测器位于同一点，两个反射信号的传播距离分别为  和 。因此，它们的波程差为

将两根导电棒视为等效的反射体，它们共同的反射相位在求相位差时抵消。探测器处的相位差为

题目给定的分辨判据为 。取等号时得到最低频率：

该地下介质中的波速为

对于  和 ，

于是，

取合理的精度，得

小间距近似给出相同的舍入结果：

所需频率位于题目给定的 –  范围内。此外，在计算得到的频率下，

因此低损耗近似是自洽的。两根导电棒也都位于第 2 问求得的探测范围之内。

4. 传播时间曲线与导电棒的埋深

选取埋藏的导电棒正上方的水平坐标为 。在均匀地下介质中，从天线到导电棒的单程距离为

测得的传播时间包括去程和回程：

在  处路径最短，因而
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所以，

于是，

将最短传播时间代入曲线表达式，得

这是双曲线

对应于正时间的一支。它关于  对称，在导电棒正上方取得最短传播时间 ，并随  的增大

而增大。当  时，

由于图中的时间轴指向下方，传播时间越长，图上的位置就越低，如图所示。

解答已与官方解答核对。

题目 2：电信号的感知

一些海洋动物能够探测到一定距离外的其他生物，这是因为这些生物在呼吸过程或其他涉及肌肉收缩

的过程中会产生电流。一些捕食者利用这种电信号来确定猎物的位置，即使猎物埋在沙中也能如此。

猎物产生电流以及捕食者探测该电流的物理机制，可以用图 II-1 所示的模型来描述。猎物产生的电流

在其体内两个分别处于正电势和负电势的球体之间流动。两个球体的球心间距为 ，每个球体的半径

均为 ，且远小于 。海水的电阻率为 。假设猎物身体的电阻率与周围海水的电阻率相同，这意

味着可以忽略图中围绕猎物的边界。
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图 II-1. 描述捕食者探测来自猎物的电功率的模型。

为了描述捕食者对来自猎物的电功率的探测，同样将探测器建模为捕食者身体上与周围海水接触的两

个球体，其排列方向与猎物体内的两个球体平行。这两个球体的间距为 ，每个球体的半径均为

，且远小于 。在此情形下，探测器的中心位于电流源正上方、距其  处，两个球体的连线与电

场平行，如图 II-1 所示。  和  也都远小于 。假设沿这两个球体连线的电场强度恒定。因此，探

测器构成了一个连接猎物、周围海水和捕食者的闭合电路系统，如图 II-2 所示。

图 II-2. 由进行感知的捕食者、猎物和周围海水组成的等效闭合电路系统。

图中，  是由猎物产生的电场在探测器两球体之间形成的电势差，  是周围海水造成的内阻。此

外，  和  分别为探测球体之间的电势差和捕食者体内探测元件的电阻。

问题：

1. 求无限介质中点电流源  在距其  处产生的电流密度矢量 （单位面积上的电流）。[1.5 分]

2. 根据定律 ，对于在猎物体内两个球体之间流动的给定电流 ，求探测球体中点（P

点）处的电场强度 [2.0 分]。

3. 对于同一电流 ，求猎物体内两个源球体之间的电势差（ ）[1.5 分]。求两个源球体之间的

电阻（ ）[0.5 分]以及电流源产生的功率（ ）[0.5 分]。

4. 求图 II-2 中的 [0.5 分]、 [1.0 分]，并计算从电流源传递至探测器的功率（ ）[0.5

分]。

5. 求使探测功率最大的  最优值 [1.5 分]，并求出该最大功率 [0.5 分]。

题目译自官方英文原文。
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答案

令  从猎物的负电势球体指向正电势球体。下文中的电压均取正的大小。结果在以下题设假设下保

留主导项：

题目未提供参数的具体数值，因此答案均以符号表示。

1. 取  的方向为背离点电流源的方向，

2. 电场从正电势源球体一侧指向负电势源球体一侧：

3. 电流源的电压、电阻和功率为

4. 海水电阻和探测器的开路电压为

因此，

5. 当

时，探测功率达到最大。其值为

解答

1. 点电流源的电流密度

在均匀、各向同性的无限介质中，球对称性要求电流密度沿径向，并且在以电流源为球心的球面上各处大

小相同。

由电流守恒可得

因此，

x̂

rs ≪ ls, rd ≪ ld, ls, ld ≪ y.

r̂

.→j(r) =
Is

4πr2
r̂

.→Ep ≃ −
ρIsls

4πy3
x̂

, , .Vs ≃
ρIs

2πrs
Rs ≃

ρ

2πrs
Ps ≃

ρI 2
s

2πrs

, V ≃
ρIslsld

4πy3
.Rm ≃

ρ

2πrd

, .Vd =
Rd

Rm + Rd

V Pd =
V 2Rd

(Rm + Rd)2

.Rd,opt = Rm ≃
ρ

2πrd

.Pd,max =
V 2

4Rm

≃
ρI 2

s l
2
sl

2
drd

32πy6
≃ Ps

rsrdl
2
sl

2
d

16y6

Is = ∮

→j ⋅ d →A = 4πr2j(r).

eulersolve.org/ipho/2002/ 7 / 19



对于正电流源，电流向外流出；吸收相同电流的电流汇则具有相反的符号。电流密度的 SI 单位为

。

2. P 点处的电场

将猎物两个球体的中点置于原点。正电势球体位于 ，负电势球体位于 ，P 点位于

。

由于球体的大小相对于它们的间距以及它们到 P 点的距离都很小，可将其替换为点电流源  和点电流

汇 。它们到 P 点的距离相同，均为

根据叠加原理，

竖直分量相互抵消，而水平分量相加。

利用欧姆定律的微分形式 ，

在点电流源近似下，该表达式是精确的。当  时，

因此，P 点位于电流偶极子的中垂线上，该处电场按  衰减。

3. 电流源的电压、电阻和功率

对于单个点电流源，径向电场为

取无穷远处的电势为零，

电流为  的电流汇产生的电势为此电势的相反数。

在任一源球体处，其自身对表面电势的贡献大小为

另一球体的贡献为  量级，仅为自身贡献的 ，在主导阶近似中可忽略。因此

.→j(r) =
Is

4πr2
r̂

A m−2

x = ls/2 x = −ls/2

(0, y)

+Is

−Is

R = √y2 +
l2s
4

.
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[(−
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2
x̂ + yŷ) − (
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2
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= −
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x̂.

→E = ρ→j

→Ep = −
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x̂.

ls ≪ y
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4πy3
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y−3

Er(r) =
ρIs
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.

ϕ(r) = ∫

∞

r

Er(r
′) dr′ =

ρIs

4πr
.

Is

ρIs
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.

ρIs/(4πls) rs/ls

ϕ+ ≃
ρIs

4πrs
, ϕ− ≃ −

ρIs

4πrs
.
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于是电势差为

为完整起见，若保留两个单极子相互产生的电势，则有

其中第二项在题设假设下可以忽略。

由欧姆定律可得两个源球体之间的等效电阻：

猎物提供的电功率为

4. 海水电阻、探测器电压和探测功率

流经探测器的电流从一个探测球体进入周围海水，并从另一个球体流出海水。将第 3 部分的结果应用于半

径为 、间距为  的球体，即可得到这条路径的电阻。由于 ，

从物理上看，每个小球形接触体均贡献一个扩展电阻 。

由于 ，猎物产生的电场沿探测器近似均匀。右侧探测球体的电势较高，因此开路电压为

在图 II-2 的等效电路中，由基尔霍夫电压定律可得

因此，

探测元件中耗散的功率为

用给定参数表示，得到

.Vs = ϕ+ − ϕ− ≃
ρIs

2πrs

Vs ≃
ρIs

2π
(

1

rs
−

1

ls
),

.Rs =
Vs

Is
≃

ρ

2πrs

.Ps = IsVs = I 2
sRs ≃

ρI 2
s

2πrs

rd ld rd ≪ ld

.Rm ≃
ρ

2πrd

ρ/(4πrd)

ld ≪ y

V = ϕright − ϕleft = −∫

right

left

→Ep ⋅ d→l

≃ | →Ep| ld =
ρIslsld

4πy3
.

Id =
V

Rm + Rd

.

.Vd = IdRd =
Rd

Rm + Rd
V ≃

ρIslsld

4πy3

Rd

Rd + ρ/(2πrd)

.Pd = I 2
dRd =

V 2
d

Rd

=
V 2Rd

(Rm + Rd)2

.Pd ≃
ρ2I 2

s l
2
sl

2
d

16π2y6

Rd

[Rd + ρ/(2πrd)]2
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5. 最优探测器电阻和最大功率

对于给定的源电流和几何参数，  和  均为定值。将探测功率对  求导，

当  时，导数为正；当  时，导数为负。因此，当

时，功率达到最大。这就是最大功率传输条件。

在此电阻下， ，于是

代入可得

利用第 3 部分中的源功率，还可将其写为

 的依赖关系来自对偶极子电场取平方，因为该电场按  衰减。

解答已与官方解答核对。

题目 3：在倾斜道路上运动的重型车辆

V Rm Rd

dPd

dRd

= V 2 Rm − Rd

(Rm + Rd)3
.

Rd < Rm Rd > Rm

.Rd,opt = Rm ≃
ρ

2πrd

Vd = V /2

Pd,max =
V 2

4Rm

.

Pd,max ≃ (

ρIslsld

4πy3
)

2 2πrd
4ρ

= .
ρI 2

s l
2
sl

2
drd

32πy6

.
Pd,max

Ps

≃
rsrdl

2
sl

2
d

16y6

y−6 y−3
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图 III-1：在倾斜道路上运动的重型车辆的简化模型。

上图是重型车辆（压路机）的简化模型，其前后各有一个圆筒作为车轮，位于倾角为 （图中标为

è）的道路上，如图 III-1 所示。两个圆筒各自的总质量均为 ，每个圆筒由一个

外半径为 、内半径为  的圆筒壳和八根总质量为  的辐条组成。支撑车身的底

架质量可忽略不计。圆筒可用图 III-2 所示的模型表示。车辆在重力和摩擦力的作用下沿道路向下运

动。前后圆筒相对于车辆对称布置。

图 III-2：圆筒的简化模型。

圆筒与道路之间的静摩擦系数和动摩擦系数分别为  和 。车身的质量为 ，长度为 ，厚度

为 。前后圆筒之间的距离为 ，圆筒中心到车身底面的距离为 。假设圆筒与其轴之间的滚动摩擦

可忽略不计。

问题：

1. 计算任一圆筒的转动惯量 [1.5 分]。

2. 画出作用在车身、前圆筒和后圆筒上的所有力。分别写出各部分的运动方程 [2.5 分]。

3. 假设车辆从静止开始运动，随后在重力作用下自由运动。列出该系统所有可能的运动类型，并

用给定的物理量推导出各类型的加速度 [4.0 分]。

4. 假设车辆从静止开始纯滚动，行进距离  后进入一段道路，该路段上的所有摩擦系数均降至较

小的恒定值  和 ，使得两个圆筒都开始滑动。计算车辆行进总距离为  米时各圆筒的线

速度和角速度。这里假设  和  均远大于车辆的尺寸 [2.0 分]

题目译自官方英文原文。

答案

用  表示倾角，并定义

下标  分别表示后圆筒和前圆筒。线加速度以沿坡向下为正；角加速度以沿坡向下滚动的转动方

向为正。

θ

M(m2 = m3 = M)

Ro Ri = 0.8Ro 0.2M

μs μk 5M L

t 2l h

d

μ′
s μ′

k s

d s

θ

R = Ro, b = h +
t

2
, κ =

262

375
, q =

5b

7l
.

r, f
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1. 任一圆筒的转动惯量

其国际单位制单位为 。

2. 运动方程

设车轴对圆筒  的作用力沿坡向下的分量为 ，指向路面的分量为 。设路面对它的法向支持力为

，沿坡向上的摩擦力为 。这些均为按所选参考方向定义的有符号分量。

对于车身和无质量底架，

对于每个圆筒，

因此，

3. 滚动和滑动状态

为简洁起见，定义

后圆筒 前圆筒 共同的线加速度 

滚动 滚动

滑动 滚动

滚动 滑动

滑动 滑动

以上是四种接触模式的方程。每种模式都要求 ，并且满足

等号对应各模式之间的边界。

若

I = κMR2 =
262

375
MR2 ≃ 0.699MR2.

kg m2

i Pi Qi

Ni fi

5Ma = 5Mg sin θ − Pr − Pf ,

Qr + Qf = 5Mg cos θ,

l(Qf − Qr) = b(Pr + Pf).

Ma = Mg sin θ + Pi − fi, Ni = Mg cos θ + Qi, Iαi = Rfi.

7Ma = 7Mg sin θ − fr − ff ,

Nr,f(a) =
7M

2
[g cos θ ∓ q(g sin θ − a)].

αsl
i (a) =

μkNi(a)

κMR
.

a αr αf

a0 =
7g sin θ

7 + 2κ
≃ 0.8336g sin θ a0/R a0/R

aSR =
7g[(2 + qμk) sin θ − μk cos θ]

14 + 2κ + 7qμk
αsl
r (aSR) aSR/R

aRS =
7g[(2 − qμk) sin θ − μk cos θ]

14 + 2κ − 7qμk
aRS/R αsl

f
(aRS)

aSS = g(sin θ − μk cos θ) αsl
r (aSS) αsl

f (aSS)

Nr,Nf ≥ 0

κMa ≤ μsNi 对于滚动的圆筒,

a > Rαsl
i 对于从静止开始沿坡向下滑动的圆筒.

eulersolve.org/ipho/2002/ 12 / 19



则两个圆筒均从静止开始滚动。后圆筒首先达到静摩擦极限。因此，从两个圆筒均滚动的分支失去静

摩擦约束后，会进入仅后圆筒滑动或直接进入两个圆筒均滑动的状态；仅前圆筒滑动是另一种有条件

成立的混合接触模式，并非该分支首次失去静摩擦约束时出现的状态。

4. 进入摩擦系数较小的路段后的速度

对于 ，令

则

负号对应后圆筒。线速度的单位为 ，角速度的单位为 。

解答

1. 转动惯量

将圆筒壳视为均匀壳体，将每根辐条视为从车轴沿径向延伸至  的均匀细杆。

圆筒壳的质量为 ，因此其绕圆筒轴线的转动惯量为

每根辐条的质量为 。长度为  的均匀细杆绕通过一端且垂直于杆的轴转动时，转动惯量为

。因此

代入 ，

所以

2. 受力图和运动方程

选取  轴沿道路向下，  轴垂直于道路并指向远离路面的方向。

tan θ ≤
(7 + 2κ)μs

2κ(1 + qμs)
.

s ≥ d

vd = √2a0d, a1 = g(sin θ − μ
′
k cos θ),

v = √v2
d + 2a1(s − d), Δτ =

2(s − d)

v + vd
.

vr = vf = v,

ωr,f =
vd

R
+

7μ′
kg cos θ

2κR
(1 ∓ qμ′

k) Δτ.

m s−1 rad s−1

Ri

0.8M

Ishell =
1

2
(0.8M)(R2 + R2

i ).

0.2M/8 Ri

mR2
i /3

Ispokes = 8 [
1

3
(

0.2M

8
)R2

i] =
0.2M

3
R2

i .

Ri = 0.8R

I = MR2
[

0.8

2
(1 + 0.82) +

0.2

3
(0.82)]

= MR2
(

82

125
+

16

375
).

I =
262

375
MR2 = κMR2.

x y
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采用题意所指的刚性车辆模型：两个圆筒始终与笔直的路面接触，圆心具有相同的加速度 ，车身始终与

道路平行。因此，车身的角加速度为零。车身质心位于两车轴的中间，并处于车轴连线的上方，其到车轴

连线的垂直距离为

受力图应标出以下各力。

车身，包括无质量底架： 重力 ，作用于质心，竖直向下；每个车轴处的作用力，其沿道路的

分量为 ，垂直于道路的分量为 。

后圆筒： 重力 ，通过圆心，竖直向下；车轴作用力的分量  沿坡向下，  指向路面；路面

支持力 ，作用于接触点，垂直于道路；摩擦力 ，作用于接触点，沿坡向上。

前圆筒： 相应的各力为 。

车轴作用力的箭头表示参考方向：某个有符号分量可以为负。在这里讨论的沿坡向下滑动模式中，摩擦力

沿坡向上；它也提供沿坡向下滚动所需的力矩。

对车身应用牛顿第二定律，得到

以及

对车身质心取力矩，两车轴位置沿道路方向的坐标为 ，垂直于道路方向的坐标为 。由角加速度

为零，得到

因此

对于圆筒 ，由平动方程得到

由于忽略轴承摩擦，只有路面摩擦力对圆筒轴线产生力矩：

将三个沿坡向下的运动方程相加，消去车轴处的内力：

法向支持力满足

此外，

利用车身沿坡向下的运动方程，

a

b = h +
t

2
.

5Mg

−Pi +Qi

Mg Pr Qr

Nr fr
Mg,Pf ,Qf ,Nf , ff

5Ma = 5Mg sin θ − Pr − Pf

Qr + Qf = 5Mg cos θ.

−l, +l −b

l(Qf − Qr) − b(Pr + Pf) = 0.

l(Qf − Qr) = b(Pr + Pf).

i

Ma = Mg sin θ + Pi − fi,

Ni − Mg cos θ − Qi = 0.

Iαi = Rfi.

7Ma = 7Mg sin θ − (fr + ff).

Nr + Nf = 7Mg cos θ.

Nf − Nr = Qf − Qr =
b

l
(Pr + Pf).

Nf − Nr =
5Mb

l
(g sin θ − a) = 7Mq(g sin θ − a).
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因此

这些方程包含了载荷向前方转移的效应。等价地，

车身长度  不出现在结果中：车身没有角加速度，其质心位置由对称性确定。

3. 可能的运动及其加速度

假设通常的大小关系成立：

对于无滑动滚动的圆筒，

由其转动方程可知，此时所需的摩擦力为

该力必须满足静摩擦力的上限约束

对于接触点沿坡向下滑动的圆筒，

为检验滑动方向，定义圆筒接触点相对于路面沿坡向下的速度：

从静止开始的恒加速度滑动解满足

因此，只有在

时，沿坡向上的滑动摩擦力才与沿坡向下的滑动相一致。

下列所有公式还要求法向支持力非负。支持力降为零标志着可能失去接触；越过这一边界后，所假设的保

持两处接触且无俯仰运动的模型便不再适用。

两个圆筒均无滑动滚动。

此时

整体沿坡向下的运动方程变为

因此

Nr(a) =
7M

2
[g cos θ − q(g sin θ − a)],

Nf(a) =
7M

2
[g cos θ + q(g sin θ − a)].

Nf − Nr = q(fr + ff).

L

0 ≤ μk ≤ μs.

a = Rαi.

fi =
I

R2
a = κMa.

κMa ≤ μsNi.

fi = μkNi, αi =
μkNi

κMR
.

ui = v − Rωi.

ui = (a − Rαi)τ.

a > Rαi.

fr = ff = κMa.

7Ma = 7Mg sin θ − 2κMa.
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并且

每个接触点所需的摩擦力为

记

则支持力为

由于 ，后接触点给出的静摩擦条件更为严格：

整理得

即

作为独立检验，纯滚动时的动能为

令动能的增加量等于重力势能的减少量，可得到相同的 。

后圆筒滑动；前圆筒滚动。

此时

因此

代入法向支持力，

合并含  的项，得到

角加速度为

a0 =
7g sin θ

7 + 2κ
=

2625

3149
g sin θ ≃ 0.8336g sin θ,

αr = αf =
a0

R
.

f0 =
7κMg sin θ

7 + 2κ
.

η =
2κ

7 + 2κ
,

N
(0)
r,f =

7Mg

2
(cos θ ∓ qη sin θ).

N
(0)
r ≤ N

(0)
f

f0 ≤ μsN
(0)
r .

η(1 + qμs) tan θ ≤ μs,

tan θ ≤
(7 + 2κ)μs

2κ(1 + qμs)
.

K =
1

2
(7M)v2 + 2(

1

2
I
v2

R2
) =

1

2
(7 + 2κ)Mv2.

a0

fr = μkNr(a), ff = κMa.

(7 + κ)Ma = 7Mg sin θ − μkNr(a).

(7 + κ)a = 7g sin θ −
7μk

2
[g cos θ − q(g sin θ − a)].

a

aSR =
7g[(2 + qμk) sin θ − μk cos θ]

14 + 2κ + 7qμk
.
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自洽条件为

第一个条件使后接触点沿坡向下滑动；第二个条件使前圆筒能够保持滚动。

当后圆筒失去静摩擦约束时，应检验这一混合分支。如果前接触点无法提供所需的静摩擦力，则两个圆筒

都必须滑动。

后圆筒滚动；前圆筒滑动。

为完整起见，另一种混合接触组合满足

因此

由此得到

其角加速度为

其自洽条件为

这是一个有条件成立的滑动状态解。它并不描述前圆筒从两个圆筒均滚动的分支中首先失去静摩擦约束的

情形，因为在该分支中，两个接触点所需的摩擦力相等，而前接触点的法向支持力较大。

两个圆筒均滑动。

此时，

因此

由于

法向支持力简化为

因此

αr =
μkNr(aSR)

κMR
, αf =

aSR

R
.

aSR >
μkNr(aSR)

κM
, κMaSR ≤ μsNf(aSR).

fr = κMa, ff = μkNf(a).

(7 + κ)Ma = 7Mg sin θ − μkNf(a),

aRS =
7g[(2 − qμk) sin θ − μk cos θ]

14 + 2κ − 7qμk

.

αr =
aRS

R
, αf =

μkNf(aRS)

κMR
.

κMaRS ≤ μsNr(aRS), aRS >
μkNf(aRS)

κM
.

fr + ff = μk(Nr + Nf) = 7μkMg cos θ.

aSS = g(sin θ − μk cos θ).

g sin θ − aSS = μkg cos θ,

N SS
r,f =

7Mg cos θ

2
(1 ∓ qμk).
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前圆筒的角加速度较大。因此，两个接触点均从静止开始沿坡向下滑动的更严格条件为

对于 ，该条件为

保持两处接触还要求

若 ，两个圆筒从静止开始作纯平动滑动：

必须区分滑动的开始与滑动的持续：静摩擦决定接触点是否失去无滑动约束，而上述动摩擦条件决定假设

的滑动状态是否自洽。不能仅因 ，就用动摩擦解替代一个成立的无滑动解。

4. 在摩擦系数较小的路段上的运动

在最初纯滚动的距离  内，加速度为 。从静止开始，

利用题目给出的大距离近似，忽略只有一个圆筒到达新路面时的短暂过渡过程。线速度和角速度均不会发

生冲量引起的突变。

当两个圆筒均在新路面上滑动后，将前述两个圆筒均滑动的结果中的  替换为 ：

这些量均为常量。

在剩余距离  内，

因此，两个圆筒圆心的速度均为

由平均速度可求得在该路段上经过的时间：

因此

αr,f =
7μkg cos θ

2κR
(1 ∓ qμk).

aSS > Rαf .

0 ≤ θ < π/2

tan θ > μk [1 +
7

2κ
(1 + qμk)].

qμk ≤ 1.

μk = 0

a = g sin θ, αr = αf = 0.

μk < μs

d a0

vd = √2a0d, ωr,d = ωf,d =
vd

R
.

μk μ′
k

a1 = g(sin θ − μ′
k cos θ),

N ′
r,f =

7Mg cos θ

2
(1 ∓ qμ′

k),

α
′
r,f =

7μ′
kg cos θ

2κR
(1 ∓ qμ

′
k).

s − d

v2 = v2
d + 2a1(s − d),

vr = vf = √

14gd sin θ

7 + 2κ
+ 2g(sin θ − μ′

k
cos θ)(s − d).

s − d =
v + vd

2
Δτ,

Δτ =
2(s − d)

v + vd
.
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对恒定的角加速度积分，得到

两个圆筒均开始滑动这一前提要求沿坡向下滑动的状态自洽。事实上，刚进入新路段后，

因此条件为 ，同时要求支持力非负。减小后的静摩擦系数  决定是否失去无滑动约束，但一

旦两个接触点都开始滑动，它就不再出现在后续速度的表达式中。

解答已与官方解答核对。本解答与官方解答不同之处，均为官方解答中的错误或印刷错误。

ωr =
vd

R
+

7μ′
kg cos θ

2κR
(1 − qμ

′
k)

2(s − d)

v + vd
,

ωf =
vd

R
+

7μ′
kg cos θ

2κR
(1 + qμ′

k)
2(s − d)

v + vd
.

v − Rωi = (a1 − Rα′
i)Δτ,

a1 > Rα′
f μ′

s
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