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Soru 1: Yer Radari

[
Yer radari (GPR), zemine elektromanyetik dalgalar gonderip yer altindaki nesnelerden yansiyan

dalgalari alarak ytizeye yakin nesneleri tespit etmek ve konumlarini belirlemek i¢in kullanilir. Anten
ve dedektor dogrudan zemin Uizerinde, ayni noktada bulunur.

z yonunde yayilan, agisal frekansi w olan dogrusal kutuplanmis bir elektromanyetik dizlem
dalganin alani asagidaki ifadeyle gosterilir:

E = Epe ** cos(wt — B2), (1)

Burada F) sabittir; a zayiflama katsayisi, 3 ise dalga sayisidir ve sirasiyla asagidaki gibi ifade
edilirler:

L 212 1/2 e 212 1/2
azw{? <1+E2w2> _1]} ’ ﬂ:w{7 (1+52w2> +1 } (2)

Burada u, €, ve o sirasiyla manyetik gecirgenligi, elektriksel gecgirgenligi ve elektriksel iletkenligi
belirtir.

Nesneye ulasan radar sinyalinin genligi baslangi¢c degerinin l/e'sinin (=~ 37%) altina diistiigiinde
sinyal algilanamaz hale gelir. Algilama menzilinin ve ¢ozunurligunin ayarlanabilmesi igin genellikle
degisken frekansli (10 MHz — 1000 MHz) bir elektromanyetik dalga kullanilir.

Yer radarinin performansi ¢ozunurlugiine baglidir. Cozinurluk, birbirine komsu iki yansiticinin ayirt
edilebilmesi icin aralarinda bulunmasi gereken en kiguk uzaklikla verilir. Bu en kicuk uzaklik,
dedektérde iki yansiyan dalga arasinda en az 180° faz farki olugturmalidir.

Sorular:

(Verilenler: g = 47 x 107" H/m ve gy = 8.85 x 1072 F/m)

O’ 2
1. Zeminin manyetik olmadigini (1 = pg) ve (—) <& 1 kosulunu sagladigini varsayin. (1) ve
we

(2) denklemlerini kullanarak yayilma hizi v'nin p ve € cinsinden ifadesini turetin [1.0 puan].

. o \?2
2. lletkenligi 1.0 mS/m ve elektriksel gegirgenligi 9¢ olan, (—) < 1 kosulunu saglayan bir
we

zemindeki bir nesnenin algilanabilecegdi en buyik derinligi belirleyin (S = ohm ! P = Mo
kullanin). [2.0 puan]

3. Zemine yatay olarak gomulmus, birbirine paralel iki iletken gubugu ele alin. Cubuklar 4 metre
derinliktedir. Zeminin iletkenliginin 1.0 mS/m ve elektriksel gecgirgenliginin 9¢ oldugu
bilinmektedir. Yer radari 6lgimuntn, yaklasik olarak gubuklardan birinin tam Gzerinde
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yapildigini varsayin. Noktasal bir dedektor kullanildigini kabul edin. 50 cm yanal ¢ozinurlik
elde etmek i¢cin gereken en ki¢lk frekansi belirleyin [3.5 puan].

4. Ayni zemine goémiilmis bir cubugun d derinligini belirlemek igin cubuga dik bir dogru
boyunca yapilan dlgiimleri ele alin. Sonug asagdidaki sekilde gosterilmistir:

detector position X

>

Gidig-donis suresi t'nin dedektor konumu z'e gore grafigi, ¢, = 100 ns.
t'yi x'in bir fonksiyonu olarak tiiretin ve d'yi belirleyin [3.5 puan].

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

1. Belirtilen duguk kayip sinirinda,

—_

2. En blyUk algilama derinligi

Doy ™ 31/i — 15D A2 16 .
oV Ho

3. Gubuklarin derinligi h = 4 m ve aralarindaki yanal uzaklik s = 0.50 m igin,

. Y
fmln —

olarak bulunur.

v

~ 8.0 x 108 Hz = 800 MHz.
4 (\/h2 T2 h)

4. Cubugun tam tzerinde = 0 alinirsa,

2 422 tmin
t(z) = d2+m2:\/tfnin+v—mz, d= "2 ~5.0m.
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Cozum
1. Yayilma hizi
Fazi sabit olan bir nokta
wt — Bz = sabit.
kosulunu saglar. Turev alinarak faz hizi elde edilir:
dz

’U:E:

| €

Klcuk boyutsuz parametreyi soyle tanimlayalim:

Binom acilimini kullanirsak,
2

Vit =1+L 10

2

Boylece (2) denklemi su sonucu verir:

ﬂ:wl%e (2+ q2—2+0(q4))]1/2 = wy/he (1+ %2 +O(q4))‘

Yalnizca bagat terimi tutarsak,

1
N

Manyetik olmayan bir zemin igin p = po'dir. Bu mertebede 3, w ile orantilidir; dolayisiyla dispersiyon

v~

ihmal edilebilir ve grup hizi da bu degere esittir.
2. En biiyiik algilama derinligi

Zayiflama katsayisi i¢in ayni agilimin sifirdan farkli basat terimini tutalim:

1/2
M€Q_2/:U 7
2V e’

a>=w|—
[22

Dolayisiyla bu mertebede zayiflama katsayisi frekanstan bagimsizdir.

Antenin tam altinda, D derinliginde bulunan bir nesne igin (1) denklemi, gelen dalganin genlik oranini
soyle verir:

Soruda esik, nesneye ulasan sinyal igin belirtilmistir; bu nedenle bu kosulda kullanilan yayilma uzaklig
Ddir. Sinir derinliginde,

ve dolayisiyla
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Su degerleri kullanarak
c=10x103S/m, e=9(8.85x10?) =17.965x 10 " F/m,

sunu elde ederiz:

—6.28 x 10 2m L.

1.0 x 1073 \/ A x 1077
(6 0
2 7.965 x 101!

Dolayisiyla,

D.x =15.9m ~ 16 m.

3. 50 cm yanal ¢ozunurlik igin en kiiglik frekans

Cubuklara dik olan diisey diizlemde galisalim. Cubuklarin ortak derinligi h, aralarindaki yanal uzaklik s
olsun ve anten—-dedektor konumunu birinci gubugun tam Uzerinde alalim.

iki cubuga olan tek yonli uzakliklar

ry = h, ro = V h? + s2.

olarak verilir. Verici ve dedektor ayni noktada oldugundan, yansiyan sinyaller 2r; ve 2rs uzakliklarini
kateder. Dolayisliyla yol farklari

AL:2<\/h2+sz—h).
olur.

iletken cubuklari esdeger yansiticilar olarak ele aldigimizda, ortak yansima fazlari fark alinirken birbirini
goturdr. Dedektordeki faz farki soyledir:

Ap = BAL = 4va<\/h2+32—h>.

Belirtilen ¢ozinurlik dlguti A¢ > mr'dir. En kiiglk frekans esitlik durumunda elde edilir:

v
fmin - .
4 (\/h2 e h)
Bu zemindeki dalga hizi soyledir:
1
vy ——— =9.995 x 10" m/s.
to(9€0)

h =4mve s = 0.50 m igin,
VA2 + 82— h=1/42 10502 — 4 = 0.0311289 m.

Boylece,

9.995 x 107

= 8.027 x 10® Hz,
4(0.0311289)

f . ~Y
min —

ya da uygun bir hassasiyete yuvarlandiginda,

fumin ~ 8.0 x 10® Hz = 800 MHz.

Cubuklar arasindaki uzakligin kigik oldugu yaklasim da yuvarlama sonrasinda ayni sonucu verir:
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S 2 h
h2 2 _ h ~ 8— — min = v—
Vh o+ 2h / 252

Gereken frekans, belirtilen 10-1000 MHz araligindadir. Ayrica hesaplanan frekansta,

2
g
— ) ~62x10%«1,
(27Tfmin5>

oldugundan disuk kayip yaklagimi tutarlidir. Her iki cubuk da 2. kisimda bulunan algilama menzili
icindedir.

4. Gidig-donus siiresi egrisi ve gubugun derinligi

Yatay koordinati, gomuilli gubugun tam lzerinde £ = 0 olacak sekilde segelim. Homojen zeminde
antenden ¢ubugda olan tek yonlu uzaklik soyledir:

r(z) = vV d* + z2.

Olgiilen siire, gidis ve doniis yolculuklarini icerir:
2

t(x) = =V d? + x2.
v

En kisa yol x = 0 konumunda elde edilir ve

2d

tmin -
sonucunu verir. Buna gore,

Utmin  (9.995 x 107)(100 x 1077)

d=— 2

m = 4.998 m.

Boylece,

d~ 5.0m.

En kiiguk gidis-donuls suresini egrinin denkleminde yerine koyarsak,

/ 4z? ?
t(x) =4 /t2, + = (100 ns)4/ 1 + v :
v? 5.0 m

Bu, asagidaki hiperboliin zamanin pozitif oldugu koludur:

t2 x2
2. 42

min

=1.

Egri = (0'a gore simetriktir; cubugun tam Uzerinde en kiiglik gidis-donus siiresi olan 100 ns degerini
alir ve sure |z| ile artar. |z| > d igin,
2|z
t(zx) ~ |—|

Seklin zaman ekseni asagiya dogru yoneldiginden, daha buyuk gidig-donus sureleri sekilde gosterildigi
gibi sayfada daha asagida gorunr.

Gozlm, resmi ¢ozuimle kargilastirnlarak kontrol edildi.
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Soru 2: Elektriksel Sinyallerin Algilanmasi

[
Bazi deniz hayvanlari, diger canlilarin solunum sirasinda veya kas kasilmasini igeren baska

sureclerde Urettikleri elektrik akimlari sayesinde bu canlilari belirli bir uzakliktan algilayabilir. Bazi
yirticilar, avlari kumun altina gémulmus olsa bile, onlarin yerini belirlemek i¢in bu elektriksel sinyali
kullanir.

Avda akimin olugmasini ve yirticinin bu akimi algilamasini saglayan fiziksel mekanizma, Sekil 11-1'de
gosterildigi gibi modellenebilir. Avin Urettigi akim, avin viicudundaki pozitif ve negatif potansiyelli
iki kiire arasinda akar. iki kiirenin merkezleri arasindaki uzaklik [, her birinin yaricapi ise [5'den ¢ok
daha kiguk olan 7rs'dir. Deniz suyunun 6zdirenci p'dur. Avin vicudunun 6zdirencinin ¢evresindeki

deniz suyunun 6zdirenciyle ayni oldugunu varsayin; bu durumda sekilde avi ¢gevreleyen sinir goz
ardi edilebilir.

predator

y

Sekil [1-1. Bir avdan gelen elektriksel guictn yirticisi tarafindan algilanmasini betimleyen model.

Avdan gelen elektriksel gucun yirtici tarafindan algilanmasini betimlemek igin, algilayici da benzer
bigcimde, yirticinin viicudunda bulunan ve ¢evredeki deniz suyuyla temas eden, avin vicudundaki
kire ciftine paralel duran iki kiireyle modellenir. Bu kiireler arasindaki uzaklik [, her birinin yarigapi
ise [;'den ¢ok daha kiiglik olan 74'dir. Bu durumda algilayicinin merkezi kaynagin tam Ustiinde,
kaynaktan y uzaklikta bulunur ve iki kiireyi birlestiren dogru, Sekil 11-1'de gosterildigi gibi elektrik
alanina paraleldir. Hem [, hem de [ 4, y'den de ¢ok daha kiigiiktiir. iki kiireyi birlestiren dogru
boyunca elektrik alan siddetinin sabit oldugu varsayilir. Boylece algilayici, Sekil [1-2'de gosterildigi
gibi avi, cevredeki deniz suyunu ve yirticiyi birbirine baglayan kapali bir devre sistemi olusturur.

AW\

Vv __i Rci§ vV,

Sekil 11-2. Algilayan yirticlyl, avi ve gevredeki deniz suyunu igceren esdeger kapali devre sistemi.

eulersolve.org/ipho/2002/ 6/20



Sekilde V, avin olusturdugu elektrik alanindan kaynaklanan, algilayici kiireleri arasindaki gerilim
farkidir; R,, ise ¢evredeki deniz suyundan kaynaklanan i¢ direngtir. Ayrica V; ve Ry, sirasiyla
algilayici kureler arasindaki gerilim farki ve yirticinin i¢cindeki algilama elemaninin direncidir.

Sorular:

1. Sonsuz bir ortamda, noktasal bir Is akim kaynaginin r uzaklikta olusturdugu akim yogunlugu

vektorunu 3 (birim alan basina akim) bulun. [1.5 puan]

—

2.F = p} yasasini kullanarak, avin viicudundaki iki kiire arasinda akan belirli bir I, akimi igin
algilayici kirelerin orta noktasindaki (P noktasindaki) elektrik alan siddetini Ep bulun [2.0

puan].

3. Ayni I akimi igin, avdaki kaynak kiireler arasindaki gerilim farkini (V) bulun [1.5 puan]. iki
kaynak kire arasindaki direnci (R;) [0.5 puan] ve kaynagdin urettigi glici (P,) [0.5 puan]
bulun.

4. Sekil II-2'deki R,,'yi [0.5 puan], V;'yi [1.0 puan] bulun ve kaynaktan algilayiciya aktarilan
glicl (Py) de hesaplayin [0.5 puan].
5. Algilanan giici maksimum yapan en uygun R; dederini bulun [1.5 puan] ve maksimum

glicu de belirleyin [0.5 puan].

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

X, avin negatif kiiresinden pozitif kiiresine dogru yonelsin. Asagidaki gerilimler pozitif
bayukliklerdir. Sonuglarda, belirtilen
rs < ls, rq < lg, Is,lg <y

varsayimlari altinda baskin terimler korunmustur. Soruda parametreler igin sayisal deger
verilmediginden cevaplar semboliktir.

1. T, noktasal kaynaktan disariya dogru yonelmek tizere,

2. Alan, pozitif kaynak tarafindan negatif kaynak tarafina dogru yonelir:

= Il |
18, 22 — Psls x|
4my3
3. Kaynak gerilimi, direnci ve guicu soyledir:
I I
Vszps, R, ~ " | Ps:ps .
27rs 27rs 27
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4. Deniz suyunun direnci ve algilayicinin agik devre gerilimi sdyledir:

R, =~ P A V ~ plslsta .
271y 47ry?
Dolayisiyla,
Ry V2R
Vog=——"-—"V] Pp=——|
d R, + Ry ! (Rm + Rd)2

5. Algilanan gug,

_ o _P
Rd,opt = Rm — 27T’I‘d

oldugunda maksimum olur. Bu glictin degeri soyledir:

V2 pIszlzlgrd rsrdlgl?i
4R, — 32my5 % 16y8 |

P d,max —

L
Cozim
1. Noktasal bir akim kaynaginin akim yogunlugu

Homojen, izotrop ve sonsuz bir ortamda kiresel simetri, akim yogunlugunun radyal olmasini ve merkezi
kaynakta olan bir kiirenin her noktasinda ayni blyiklige sahip olmasini gerektirir.

Akimin korunumu su bagintiyi verir:
I, = j{}-dji = dmr2i(r).

Dolayisiyla,

I
Ir|

i(r) =

472

Pozitif bir kaynak i¢in akim digariya dogrudur; ayni akimi yutan bir kuyunun isareti terstir. Akim
yogunlugunun SI birimi A m~2'dir.

2. P noktasindaki elektrik alani

Avin iki kiresinin orta noktasini orijine yerlestirelim. Pozitif kiire x = ls/2, negatif klire z = —ls/2
konumunda, P ise (0, y) noktasindadir.

Kureler, aralarindaki uzakhiga ve P'ye olan uzakliklarina kiyasla kiiguk oldugundan, bunlarin yerine
noktasal bir 41, kaynadi ve noktasal bir —I, kuyusu koyalim. P'ye olan ortak uzakliklari soyledir:

12
R=\\/y?+ —.
VYV Ty
Superpozisyon ilkesine gore,

~ I, ls . ls .
IP) =173 l<—§x+%’> - <EX+yy)]
Iglg

= — X.

AT R3
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Dusgey bilesenler birbirini goturirken yatay bilesenler toplanir.

Ohm yasasinin yerel bigcimi olan E = p} kullanildiginda,
. 1l
E,=— Pooss .
Am(y? +12/4)

p
Bu ifade, noktasal kaynak yaklasimi cercevesinde kesindir. [ < y oldugunda,

= -~ pIsls
L o 3

p = X|.

ATy

Dolayisiyla P, alani y_?’ ile azalan bir akim dipoltiniin ekvator dogrusu lzerinde bulunur.
3. Kaynak gerilimi, direnci ve giicii

Tek bir noktasal kaynak icin radyal elektrik alani soyledir:

pIs
E.(r) = ek

Sonsuzdaki potansiyel sifir alindiginda,

o) = [ B ar = £

Adrr

I, akimini yutan bir kuyu, bu potansiyelin negatifini olusturur.

Kaynak kdurelerin her birinde, kirenin kendi ylizey potansiyeline katkisinin buyukligu soyledir:

pLs
4nry”

Diger kureden gelen katki pI;/(4ml,) mertebesindedir; bu katkinin kiirenin kendi katkisina orani 7 /[
oldugundan, baskin mertebede ihmal edilir. Boylece,

pl pl
¢+ = : ) ¢* = - - .
47r, 47y,
Bu nedenle gerilim farki soyledir:
pl
Vs = ¢+ - ¢7 ~ 9 !
s

Tamlik agisindan, iki monopolun birbirlerinin potansiyeline katkilari korunsaydi,

pl, (1 1
Vs 2 <rs ls)’

elde edilirdi; buradaki ikinci terim, belirtilen varsayim altinda ihmal edilebilir.

Kaynak kureler arasinda gorulen direng, Ohm yasasindan elde edilir:

Avin sagladigi elektriksel gu¢ soyledir:
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4. Deniz suyunun direnci, algilayici gerilimi ve algilanan gii¢

Algilayicidan gegen akim, ¢evredeki suya algilayici kiirelerden birinde girer ve digerinde sudan ¢ikar. Bu
yolun direnci, 3. kisimdaki sonug, yaricaplari r4 ve aralarindaki uzaklik 4 olan kiirelere uygulanarak elde
edilir. r4 < 4 oldugundan,

p
R, ~ .
" 27T?°d

Fiziksel olarak, her ki¢uk kuresel temas noktasi p/(47rrd) degderinde bir yayilma direnci katkisi yapar.

l4 < y oldugundan avin elektrik alani algilayici boyunca yaklasik olarak diizgiindir. Sagdaki algilayici
kire daha yuksek potansiyeldedir; dolayisiyla acik devre gerilimi soyledir:
right

V' = @right — Plett = — / E’p -dl

left

= pIslsld
~ |Eyllg = .
Sekil 1I-2'deki esdeger devrede Kirchhoff'un gerilim yasasi su bagintiyi verir:
%
I, = ——.
Rm + Rd
Dolayisiyla,
R 1.1l R
Vd:Ide:—dV’:pss‘i d .
R, + Ry Ary® Ry -+ p/(27r,)
Algilama elemaninda harcanan gug¢ soyledir:
V7 V2R
P;=I!R;= % = |
Rd (Rm + Rd)
Verilen parametreler cinsinden,
N p 111G Rg

167%y5 [Ry+ p/(2774)]* |

5. En uygun algilayici direnci ve maksimum gii¢

Verilen kaynak akimi ve geometriicin V' ve R, sabittir. Algilanan gliciin R4'ye gore tirevi alindiginda,
dP, 2 R, — R,
dR, (Rm + Rd)3 '

Turev, R; < R, icin pozitif, Ry > R,, icin negatiftir. Dolayisiyla maksimum,

Rd,opt - Rm = 27de

oldugunda elde edilir. Bu, maksimum gui¢ aktarimi kosuludur.
Bu direngte Vg = V' /2 olur ve su sonug elde edilir:

V2
4R,, "

Pd,max =

Yerine koyma islemi su sonucu verir:
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P pll 1, 227T’l“d
’ dmy? 4p

pI2LUr
32myS

3. kisimdaki kaynak gticu kullanilarak bu sonug sdyle de yazilabilir:

Pd,max Tsrdlgl?l
P,  16yS

y*6 bagimhhgi, y*3 ile azalan dipol alaninin karesinin alinmasindan kaynaklanir.

COzum, resmi ¢ozumle karsilastirilarak kontrol edildi.

Soru 3: Egimli Bir Yolda Hareket Eden Agir Bir Arag

[

rear cylinde

ny
front cylinder

Sekil l1I-1: Egimli bir yolda hareket eden agir bir aracin basitlestirilmis modeli.

Yukaridaki sekil, Sekil Il1-1'de gosterildigi gibi egim agisi 0 (sekilde & ile gosterilmistir) olan bir
yolda, tekerlek olarak biri arkada digeri onde olmak Uzere iki silindire sahip agdir bir aracin (yol
silindirinin) basitlestirilmis modelidir. iki silindirin her birinin toplam kdtlesi M(m2 =ms3 = M)
olup her biri, dis yaricapi R,, i¢ yaricapi R; = 0.8 R,, olan silindirik bir kabuk ile toplam kditlesi
0.2M olan sekiz adet radyal gubuktan olusur. Aracin govdesini tagiyan sasinin kitlesi ihmal
edilebilir. Silindir, Sekil lll-2'de gosterildigi gibi modellenebilir. Arag, yergekimi ve surtinme
kuvvetlerinin etkisi altinda yokus asagi hareket etmektedir. On ve arka silindir, araca gére simetrik
olarak yerlestirilmistir.

eulersolve.org/ipho/2002/ 11/20



Sekil 111-2: Silindirlerin basitlestirilmis modeli.

Silindir ile yol arasindaki statik ve kinetik strtinme katsayilari sirasiyla p; ve pg'dir. Aracin
govdesinin kiitlesi 5M, uzunlugu L ve kalinligi t'dir. On ve arka silindir arasindaki uzaklik 21,
silindirin merkezinden arag govdesinin tabanina olan uzaklik ise h'dir. Silindir ile mili arasindaki
yuvarlanma silirtinmesinin ihmal edilebilir oldugunu varsayin.

Sorular:

1. Silindirlerden herhangi birinin eylemsizlik momentini hesaplayin [1.5 puan].

2. Govdeye, on silindire ve arka silindire etki eden tum kuvvetleri ¢izerek gosterin. Bu
parcalarin her biri i¢cin hareket denklemlerini yazin [2.5 puan].

3. Aracin durgun héalden harekete basladigi ve ardindan yercekimi etkisi altinda serbestce
hareket ettigi varsayllmaktadir. Sistemin olasi tim hareket tirlerini belirtin ve bunlarin
ivmelerini verilen fiziksel nicelikler cinsinden turetin [4.0 puan].

4. Aracin durgun halden baslayip kaymadan yuvarlanarak d kadar yol aldiktan sonra, tiim
slirtlinme katsayilarinin daha kiigiik sabit p. ve p; degerlerine diistigu ve bunun
sonucunda iki silindirin de kaymaya basladigi bir yol kesimine girdigini varsayin. Arag toplam
s metre yol aldiktan sonra her bir silindirin ¢izgisel ve agisal hizlarini hesaplayin. Burada d ve
§'nin aracin boyutlarindan ¢ok daha buyik oldugunu varsayiyoruz [2.0 puan]

Soru metni resmi ingilizce metinden gevrilmistir.

Cevaplar

Egim acisini € ile gosterelim ve su tanimlari yapalim:

¢ 262 5b
R=R, b=h+—, _ 202 _ 22
3 * = 375 = 7

r, f alt indisleri sirasiyla arka ve on silindiri gosterir. Cizgisel ivmenin pozitif yoni yokus asagidir;
acisal ivmenin pozitif yonu ise yokus asadi yuvarlanma yonudir.
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Sl birimi kg m?'dir.

2. Hareket denklemleri

Govde ve kutlesiz sasi icin,

Her bir silindir icin,

1. Silindirlerden herhangi birinin eylemsizlik momenti

I=xkMR? =

262
375

MR? ~ 0.699M R2.

Q-+ Qs =5Mgcos0,
Qs — Qr) = b(Pr + Py).

5Ma = 5Mgsinf — P, — Py,

¢ silindirine milin uyguladigi kuvvetin yokus asadi bileseni P;, yola dogru bileseni ise Q; olsun.
Yolun silindire uyguladigi normal kuvvet N;, yokus yukari siirtiinme kuvveti ise f; olsun. Bunlar,
belirtilen referans yonlerine gore isaretli bilesenlerdir.

kosullar gereklidir:

kMa < psN;

yuvarlanan bir silindir icin,

Ma = Mgsin@ + P; — f;, N, = Mgcosf+ Q;, Ia; = Rf;.
Dolayisiyla,
TMa =TMgsinf — f, — fy,
™™ .
N;.f(a) = T[g cos O F g(gsin € — a)].
3. Yuvarlanma ve kayma rejimleri
Kisa yazim i¢in su tanimi yapalim:
piNi(a)
afl(a) = 20
KMR

Arka silindir  On silindir Ortak cizgisel ivme a o af

7gsin @
Yuvarlanir Yuvarlanir = 9T 0.8336¢gsin 0 ao/R ao/R

7+ 2K

7g((2 inf — 0
Kayar Yuvarlanir _ 7912+ qua) sin 6 — i cos 6] asl(agr) agr/R
14 + 2K + Tquy,
7g((2 — inf — 0

Yuvarlanir Kayar aRrs = g[( 1;”?)2:11_ 7q,l:k cos ] aRs/R Oé“}l(aRS)
Kayar Kayar ags = g(sin @ — py, cos ) asl(agg) ozj}(ass)

Bunlar dort temas durumunun denklemleridir. Her biri igin N,.,, Ny > 0 kogulunun yani sira su

a > Rozf-1 durgun halden yokus asadi kaymaya baslayan bir silindir igin.

eulersolve.org/ipho/2002/

Esitlikler, durumlar arasindaki sinirlari tanimlar.

Her iki silindir de durgun halden baslayarak yuvarlanir; bunun kosulu
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Statik slrtinme sinirina 6nce arka silindir ulasir. Bu nedenle, her iki silindirin yuvarlandigr ¢ozim
dalinda tutunmanin kaybolmasi, yalnizca arka silindirin kaymasina veya dogdrudan her iki silindirin
kaymasina yol agar; yalnizca on silindirin kaymasi, alternatif kosullu karma temas durumudur ve bu
daldaki ilk tutunma kaybi degildir.

4. Siirtiinmenin daha diisiik oldugu kesime girildikten sonraki hizlar

s > digin su tanimlari yapalim:
va = v/ 2a0d, a1 = g(sinf — ,u;c cos 0),
2(s —d)
U+ Vyq ’

v:\/v(21+2a1(s—d), AT =

Bu durumda

|’U1~:'l)f:’U,|

vd Tuy.gcos 6
R 2R

Eksi isareti arka silindir icindir. Cizgisel hizlarin birimi m s %, agisal hizlarin birimi ise rad s ~!'dir.

Wr f = (1 + qlu;c) Ar.

L
Cozim
1. Eylemsizlik momenti

Kabugu homojen, her bir radyal cubugu ise milden R;'ye kadar uzanan homojen, ince bir gcubuk olarak
ele alalim.

Kabugdun kutlesi 0.8 M oldugundan, silindir eksenine gore eylemsizlik momenti
1 2 2

Her bir cubugun kutlesi 0.2M/8'dir. Uzunlugu R; olan homojen bir gubugun, bir ucundan gecen ve
cubuga dik olan bir eksen etrafinda donmesi durumunda eylemsizlik momenti mR?/3'tUr. Dolayisiyla

1/02M 0.2M
Isoes: |\ 5 2 e 2
e =8 |5 (%5 )| = 25

R; = 0.8R kullanilarak,

I=MR? [%(1 +0.8%) + %(0.82)]

= MR? _§3_+_;Ei .
125 375

262 2 2
I= 375MR =kMR".

Boylece
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2. Kuvvet diyagramlari ve hareket denklemleri
x eksenini yol boyunca yokus asagdi, y eksenini ise yola dik ve yoldan disari dogru secelim.

Soruda amaglanan rijit ara¢ modelini kullaniyoruz: Her iki silindir de diiz yol ile temasini korur,
merkezlerinin ivmeleri ayni a degerindedir ve govde yola paralel kalir. Dolayisiyla govdenin agisal ivmesi
sifirdir. Govdenin kitle merkezi, millerin tam ortasinda ve milleri birlestiren dogrunun dik dogrultuda
t
b=h+ —
2

kadar Uzerindedir.

Kuvvet diyagramlarinda asagidakiler gosterilmelidir.

* Kiitlesiz sasi dahil govde: Kiitle merkezinde disey asadi yonli 5M g agirhigi; her bir mil
konumunda, yol boyunca — P; ve yola dik dogrultuda +@); bilesenlerine sahip bir kuvvet.

¢ Arka silindir: Merkezinden gecen, diisey asadi yonli M g agirligi; mil kuvvetinin yokus asadi P,
ve yola dogru @, bilesenleri; temas noktasinda yola dik IV, yol tepki kuvveti; temas noktasinda
yokus yukari yonll f, strtinme kuvveti.

o On ssilindir: Bunlara karsilik gelen Mg, Py, Q ¢, Ny, ff kuvvetleri.

Mil kuvvetinin oklari referans yonlerini gésterir: isaretli bilesenlerden herhangi biri negatif olabilir.
Burada ele alinan yokus asagi kayma durumlarinda surtinme yokus yukari yonlidur; ayrica yokus asagi
yuvarlanma igin gerekli torku da saglar.

Godvde icin Newton'un ikinci yasasi su denklemleri verir:
5Ma = 5Mgsinf — P, — Py
ve

Qr+ Qf=5Mgcosb.

Govdenin kiitle merkezine gore moment alindiginda, iki mil konumunun yola paralel koordinatlari —I, +1,
yola dik koordinati ise —b'dir. Agisal ivmenin sifir olmasi su sonucu verir:

Qs — Q) — b(P, + Py) = 0.
Dolayisiyla

(Qf — Qr) =b(Pr + Py).
¢ silindiri icin 6teleme hareketi su denklemleri verir:

Ma = Mgsinf + P; — fi,
N; — Mgcosf —Q; =0.

Yatak surtinmesi ihmal edildiginden, silindir ekseni etrafinda yalnizca yol sirtinmesi tork olusturur:

IO(Z' = sz

Yokus asagi dogrultudaki Gi¢ denklemin toplanmasi, i¢ kuvvetler olan mil kuvvetlerini ortadan kaldirir:

TMa = TMgsind — (f, + fr).

Normal tepki kuvvetleri su bagintiyi saglar:
N, + Ny = TMgcos#.

Ayrica,
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b
Nf_NT:Qf_QTZT(PT+Pf)'

Govdenin yokus asadi dogrultudaki denklemi kullanilarak,

S5Mb
Ny — N, = T(gsinG —a) =T7Mq(gsinf — a).

Boylece

N, (a) = g[gcow —g(gsin® — a)],

™
N¢(a) = T[gcos@ + q(gsin 6 — a)].

Bu denklemler, yukin on tarafa aktarilmasini igerir. Esdeger olarak,
Ny — Ny =q(fr + ff)-

Govde uzunlugu L denklemlere girmez: Gévdenin agisal ivmesi yoktur ve kiitle merkezinin konumu
simetri ile belirlenir.

3. Olasi hareketler ve ivmeleri

Aligilagelen siralamayi varsayalim:

Kaymadan yuvarlanan bir silindir igin,
a = Ra;.

Bu durumda dénme hareketi denklemi su kosulu gerektirir:

I
fi = Fa = K/Ma.

Bu kuvvet, statik siirtinme sinirini saglamahdir:
kMa < pgN;.

Temas noktasi yokus asagi kayan bir silindir igin,

prN;
i = predVi, i = .
f K « MR

Kayma yonuni denetlemek igin, silindirin temas noktasinin yola gore yokus asagi hizini tanimlayalim:
u; = v — Rw;.
Durgun halden baslayan sabit ivmeli bir kayma ¢ozimunde,
u; = (a — Ray)T.

Dolayisiyla yokus yukari yonlu kinetik strtiinme, ancak su kosulda yokus asagi kayma ile tutarhdir:

Asagidaki tum formiuller ayrica normal tepki kuvvetlerinin negatif olmamasini gerektirir. Bir tepki
kuvvetinin sifira inmesi, olasi temas kaybini belirtir; bu sinirin 6tesinde, iki temasin korundugu ve
govdenin 6ne ya da arkaya dogru agisal hareket yapmadigi varsayilan model artik gegerli degildir.

eulersolve.org/ipho/2002/ 16/20



Her iki silindir de kaymadan yuvarlanir.
Bu durumda
fr=fr=£kMa.
Yokus asagi dogrultudaki birlesik denklem su hali alir:
TMa = TMgsin 0 — 2k Ma.

Buradan
Tgsinf 2625
= = inf ~ 0.8336¢gsin 6,
W= T ok T 31497 gsim
ve
ag
Ay = fo — 'ji;.
Her bir temas noktasinda gerekli siirtinme kuvveti
fo— TkMgsin 6
T 7Yk
Su tanimi yaparsak,
2k
= 7T+ 2k’
tepki kuvvetleri
0 1M .
Nr(,f) = J (cos 8 F gnsin6).

N,,(O) < N(O) oldugundan, arka temas noktasi daha siki statik surtinme kosulunu belirler:

f
fo < ,usNr(O)-
Yeniden duzenlenirse
n(l+ gus) tand < p,,

veya

7+ 2K)p,
tan < —( - 26)0 .
26(1 + qps)

Bagimsiz bir kontrol olarak, kaymadan yuvarlanma durumunda kinetik enerji

2

1 ) 1 v\ 1 )

Bu enerjideki artisi kiitlegekim potansiyel enerjisindeki azalmaya esitlemek, ayni ag degerini verir.

Arka silindir kayar; on silindir yuvarlanir.
Bu durumda
fr=mNo(a),  fy=rMa.
Dolayisiyla
(7+ Kk)Ma =7Mgsin0 — urN,(a).

eulersolve.org/ipho/2002/
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Normal tepki kuvveti yerine yazilirsa,

iy,

(7T+ K)a = Tgsinf — 5

[gcosO — q(gsinf — a)].

a iceren terimler bir araya getirilirse,

79[(2 + quy) sin 6 — py, cos 6]

ask = 14 + 2k + Tquy,
Acisal ivmeler
N, (agr) _asm
oy = ——— ap = ——.
kMR R
Tutarlilik kosullari
1N (asr)
asp > /;—M’ kMagr < psNy(agr)-

ilk kosul arka temas noktasinin yokus asagi kaymasini saglar; ikinci kosul ise 6n silindirin yuvarlanmay
strdidrmesine izin verir.

Arka silindir statik tutunmasini kaybettiginde sinanmasi gereken karma ¢éziim dali budur. On temas
noktasi gerekli statik stirtlinmeyi saglayamazsa, her iki silindir de kaymalidir.

Arka silindir yuvarlanir; on silindir kayar.

Tum olasiliklar kapsamak icin, diger karma temas birlesiminde
fr = £Ma, fr = 1xNyg(a).
Dolayisiyla
(7T+ k)Ma =TMgsin€ — urN¢(a),

buradan

79[(2 — qui) sin @ — py cos 6]

aRS = 14 + 2k — Tquy, '
Bu durumdaki acisal ivmeler
ar = E, af = —'Uka(aRS) .
R kMR
Tutarhhk kosullari ise
kMags < psN,(ags), ags > %;ZRS)-

Bu, kosullu bir kayma durumu ¢ozimudur. Her iki silindirin yuvarlandigi ¢ozum dalindan ¢ikarken
tutunmayi ilk kaybeden silindirin 6n silindir olmasini betimlemez; ¢linki o dalda iki temas noktasinda esit
surtinme gerekirken on silindirdeki normal tepki kuvveti daha blyuktdr.

Her iki silindir de kayar.

Bu durumda,
fr+ fr=pr(Nr + Ny) = TurMgcos .
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Buradan

ass = g(sin @ — ug cos ).

Su baginti gegerli oldugundan,
gsin@ — agg = ppgcosb,

normal tepki kuvvetleri su bicime indirgenir:

TMgcos 0
vy = P 1 g,
Boylece
Tug cos 6
Qrf = W(l F quk)-

On silindirin agisal ivmesi daha biiyiiktiir. Dolayisiyla, her iki temas noktasinin durgun halden baslayarak
yokus asadi kaymasi icin daha siki olan kosul

ass > Raf.
0 < 6 < /2 igin bu kosul

7
tan@ > pp |1+ %(1 —|—q,ltk) .

Her iki temasin da korunmasi ayrica su kosulu gerektirir:
qu < 1.
pr = 0 ise, silindirler durgun halden baslayarak yalnizca 6teleme yaparak kayar:
a = gsiné, ar =ayp=0.
Kaymanin baslamasi ile slirmesi arasindaki ayrim dnemlidir: Statik strtinme, bir temas noktasinin
tutunmay kaybedip kaybetmeyecedgini belirlerken, yukaridaki kinetik kosullar varsayilan bir kayma

durumunun tutarl olup olmadigini belirler. Yalnizca p;, < p, oldugu icin, gegerli bir kaymadan
yuvarlanma ¢6zumunun yerine kinetik strtiinmeli bir ¢ézim kullaniimamalidir.

4. Surtiinmenin daha diisiik oldugu kesimdeki hareket

Baslangigtaki kaymadan yuvarlanilan d mesafesi boyunca ivme a'dir. Durgun halden baslandiginda,

Vd
vg = V/ 2aqd, Wrg =Wgqg = —.

R

Verilen buyuk mesafe yaklagimini kullanarak, yalnizca bir silindirin yeni ylizeye ulagsmis oldugdu kisa gegis

suresini ihmal ediyoruz. Cizgisel hizda da agisal hizda da impulsif bir degisim olmaz.

Her iki silindir de yeni ylzeyde kaymaya basladiginda, yukarida her iki silindirin kaydigi durum igin elde
edilen sonuclarda pj, yerine ,u;c yazilir:
a; = g(sin@ — p}, cosf),

TMgcos6
Néf = T(l + qu%),

Tpygcos@
a = —ong (T qur)-
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Bu nicelikler sabittir.

Kalan s — d mesafesi boyunca,

v? = v3 4 2a1(s — d),

dolayisiyla her iki silindirin merkezinin hizi

1)r — 1}1’ — \//

14gd sin 0
74+ 2K

+ 2g(sin @ — p} cos0)(s — d).

Bu kesimde gecen sure, ortalama hizdan bulunur:

buradan

Sabit ac¢isal ivmelerin integrali alinirsa

Her iki silindirin de kaymaya basladigi onculi, tutarh bir yokus asagi kayma rejimi gerektirir. Nitekim,

s—d= v+vdAT,
2
2(s—d
AT:M.
U+ vy
vg  Tupgcosf (1 2 2(s —d)
w.— 4 PRITPT 4 ok Sl
" R 2kR Wi v+ vg
_ vg 7,u§€gc050( ,)2(s—d)
“ITR 2kR . v+ug

yeni kesime girisin hemen ardindan,

katsayisi ,u’s, tutunmanin kaybolmasini belirler; ancak her iki temas noktasi da kaymaya basladiktan

sonraki hiz ifadelerine girmez.

v — Rw; = (a; — Ra;)Ar,

dolayisiyla kosul, tepki kuvvetlerinin negatif olmamasiyla birlikte a; > Ra’f'dir. Azalmis statik surtinme

Gozlm, resmi ¢oziimle karsilastirilarak kontrol edildi. Bu ¢ozimiin resmi ¢ozimden ayrildidi yerlerde resmi ¢oziimde bir hata

ya da baski hatasi vardir.

eulersolve.org/ipho/2002/
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