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Problema 1: Radar de penetracion terrestre

[
El radar de penetracion terrestre (GPR) se utiliza para detectar y localizar objetos subterraneos
proximos a la superficie mediante la transmisidon de ondas electromagnéticas al interior del
terreno y la recepcion de las ondas reflejadas por dichos objetos. La antena y el detector se
encuentran directamente sobre el terreno y estan situados en el mismo punto.

Una onda electromagnética plana, linealmente polarizada, de frecuencia angular w, que se
propaga en la direccidn z, se representa mediante la siguiente expresién de su campo:

E = Eje ** cos(wt — B2),

respectivamente de la siguiente manera:

UE o2 \ 2 s JE
= —|l1 —1 = —
“ w{ 2 ( i s2w2) ]} ’ b w{ 2

o2\ /2
(1 + e2w? > =

eléctrica, respectivamente.

La sefial deja de detectarse cuando la amplitud de la sefial de radar que llega al objeto cae por

frecuencia variable (10 MHz — 1000 MHz) para poder ajustar el alcance y la resolucién de la
deteccidn.

El rendimiento del GPR depende de su resolucion. La resolucién viene dada por la separacion

producir una diferencia de fase minima de 180° entre las dos ondas reflejadas en el detector.
Preguntas:

(Datos: pp = 47 X 1077 H/myeo = 8.85 x 1012 F/m)

o\ 2
1. Suponga que el terreno es no magnético (u = po) y satisface la condicion (—) < 1
we

Deduzca la expresién de la velocidad de propagacion v en funcion de p y €, utilizando las
ecuaciones (1) y (2) [1.0 pts].

2. Determine la profundidad maxima de deteccion de un objeto en un terreno con una
conductividad de 1.0 mS/m y una permitividad de 9¢, que satisface la condicion

2
(é) < 1, (S = ohm™!; utilice L= fo). [2.0 pts]
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debajo de 1/e (=~ 37%) de su valor inicial. Habitualmente se utiliza una onda electromagnética de

minima entre los dos reflectores adyacentes que se desea detectar. Esta separaciéon minima debe

(M

donde E es constante, « es el coeficiente de atenuacion y 3 es el nimero de onda, expresados

1/2
} (2)

donde u, €, y o denotan la permeabilidad magnética, la permitividad eléctrica y la conductividad
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50 cm [3.5 pts].

describe en la siguiente figura:

detector position

Deduzca t en funcion de x y determine d [3.5 pts].

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

1. En el limite de bajas pérdidas indicado,

=

2. La profundidad maxima de deteccion es

2
Dpax ~ — | — =15.9m ~ 16 m.
g Mo

3. Considere dos varillas conductoras paralelas enterradas horizontalmente en el terreno. Las
varillas estan a 4 metros de profundidad. Se sabe que el terreno tiene una conductividad de
1.0 mS/m y una permitividad de 9¢¢. Suponga que la medicidon con GPR se realiza en una
posicién aproximadamente sobre una de las varillas. Suponga que se utiliza un detector
puntual. Determine la frecuencia minima necesaria para obtener una resolucién lateral de

mediciones realizadas a lo largo de una linea perpendicular a la varilla. El resultado se

Grafica del tiempo de recorrido ¢ en funcidn de la posicion del detector x, tmin = 100 ns.

3. Con una profundidad de las varillas h = 4 m y una separacion lateral s = 0.50 m,

v

4(\/h2_+s2—h>

f . ~Y
min —

~ 8.0 x 108 Hz = 800 MHz.

4. Tomando ¢ = 0 directamente sobre la varilla,

2 472
t(z) = —Vd®+a?= \/t?nin—i—?’

d =

vtmin
2

~ 5.0 m.
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4. Para determinar la profundidad d de una varilla enterrada en el mismo terreno, considere las
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Solucion
1. Velocidad de propagacion

Un punto de fase constante satisface
wt — Bz = constante.

Al derivar se obtiene la velocidad de fase:
dz
V==
dt

Definimos el pardmetro adimensional pequefo

| €

Utilizando el desarrollo binomial,
2

Vit =1+L 10

2

Por tanto, la ecuacién (2) da

ﬂ:wl%e (2+ q2—2+0(q4))]1/2 = wy/he (1+ %2 +O(q4))‘

Conservando el término dominante,

1
N

Para un terreno no magnético, . = . A este orden, B es proporcional a w, por lo que la dispersién es

v~

despreciable y la velocidad de grupo también es igual a este valor.
2. Profundidad maxima de deteccion

Para el coeficiente de atenuacién, conservamos el primer término no nulo del mismo desarrollo:

971/2
€ o
DU 7l A T
2 2 2 €
Asi pues, a este orden, el coeficiente de atenuacidn es independiente de la frecuencia.

Para un objeto situado directamente debajo de la antena a una profundidad D, la ecuacion (1) da la
razon de amplitudes de la onda incidente

El enunciado especifica el umbral para la sefial que llega al objeto, por lo que la distancia de
propagacion que interviene en esta condicidon es D. A la profundidad limite,

1
e aDmax __ -
€

y, por tanto,
1 €

2
Dypox = — = —4 | —-
o\ ko
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Utilizando
c=10x103S/m, e=9(8.85x10?) =17.965x 10 " F/m,

obtenemos

-3 -7
o~ 1010 \/ dm < 10 — —6.28x10 m .
2 7.965 x 10~

Por tanto,

D.x =15.9m ~ 16 m.

3. Frecuencia minima para una resolucion lateral de 50 cm

Trabajamos en el plano vertical perpendicular a las varillas. Sean h su profundidad comuin y s su
separacion lateral, y situemos la antena y el detector directamente sobre la primera varilla.

Las distancias de ida a las dos varillas son

ry = h, ro = V h? + s2.

Como el transmisor y el detector estan en el mismo punto, las sefales reflejadas recorren distancias
2r1y 2ro. Por tanto, su diferencia de caminos es

AL:2<\/h2+sz—h).

Al tratar las varillas conductoras como reflectores equivalentes, su fase de reflexién comun se cancela.
La diferencia de fase en el detector es

A¢ = BAL = ﬂj(\/m—h).

El criterio de resolucion especificado es A¢ > . La frecuencia minima se obtiene cuando se cumple
la igualdad:

v

4(\/h2—+s2—h>'

fmin -

La velocidad de la onda en este terreno es

1
vy ——— =9.995 x 10" m/s.

v/ 10(9¢0)

Parah=4mys = 0.50m,
Vh?+ 82— h=+/42 +0.502 — 4 = 0.0311289 m.

Asi pues,

9.995 x 107

= 8.027 x 10® Hz,
4(0.0311289)

f . ~Y
min —

0, CoNn una precision razonable,

fumin ~ 8.0 x 10® Hz = 800 MHz.

La aproximacion para separaciones pequefias da el mismo resultado redondeado:
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S 2 h
h2 2 _ h ~ 8— — min = v—
Vh o+ 2h / 252

La frecuencia requerida se encuentra dentro del intervalo indicado de 10-1000 MHz. Ademas, a la
frecuencia calculada,

2
(02
— ) ~62x10 %<1
(27Tfmin€> ’

por lo que la aproximacion de bajas pérdidas es coherente. Ambas varillas se encuentran también
dentro del alcance de deteccién obtenido en la parte 2.

4. Curva del tiempo de recorrido y profundidad de la varilla

Elegimos la coordenada horizontal x = 0 directamente sobre la varilla enterrada. En un terreno
homogéneo, la distancia de ida desde la antena hasta la varilla es

r(z) = V2 + z2.

El tiempo de recorrido medido incluye los trayectos de ida y vuelta:
2

t(z) = —vd2 + 22
v

El camino mas corto se obtiene en x = 0, lo que da

2

tmin - T
En consecuencia,

Vtmin  (9.995 x 107)(100 x 10~7)

d=— 2

m = 4.998 m.

Asi pues,

d~ 5.0m.

Al sustituir el tiempo minimo de recorrido en la expresion de la curva se obtiene

422 x 2
t(z) = fnin—|—v—22(100ns) 1+(50m) :

Esta es la rama de tiempos positivos de la hipérbola

t2 z?
PO

min
Es simétrica respecto a x = 0, alcanza su tiempo minimo de recorrido de 100 ns directamente sobre la
varilla y crece con |z|. Para |z| > d,

2|x|
t(r) ~ —.
(2) ~ =

Como el eje del tiempo de la figura apunta hacia abajo, los tiempos de recorrido mayores aparecen mas
abajo en la pagina, tal como se muestra.

La solucidon se comprobo con la solucion oficial.
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Problema 2: Deteccion de seiales eléctricas

[
Algunos animales marinos tienen la capacidad de detectar otras criaturas a cierta distancia
gracias a las corrientes eléctricas que estas producen durante la respiracion u otros procesos que
implican contraccion muscular. Algunos depredadores utilizan esta sefial eléctrica para localizar a
sus presas, incluso cuando estan enterradas en la arena.

El mecanismo fisico que subyace a la generacién de corriente en la presa y a su deteccion por el
depredador puede modelarse como se describe en la Figura II-1. La corriente generada por la
presa circula entre dos esferas con potencial positivo y negativo situadas en el cuerpo de la
presa. La distancia entre los centros de las dos esferas es [, y cada una tiene un radio 75, mucho
menor que [s. La resistividad del agua de mar es p. Suponga que la resistividad del cuerpo de la
presa es la misma que la del agua de mar circundante, lo que implica que puede ignorarse el
contorno que rodea a la presa en la figura.

predator

Figura II-1. Modelo que describe la deteccidn de la potencia eléctrica procedente de una presa
por parte de su depredador.

Para describir la deteccidn por parte del depredador de la potencia eléctrica procedente de la
presa, el detector se modela de manera similar mediante dos esferas situadas en el cuerpo del
depredador y en contacto con el agua de mar circundante, dispuestas paralelamente al par de
esferas del cuerpo de la presa. Estan separadas por una distancia [, y cada una tiene un radio g4,
mucho menor que 4. En este caso, el centro del detector se encuentra a una distancia y justo por
encima de la fuente, y la linea que une las dos esferas es paralela al campo eléctrico, como se
muestra en la Figura lI-1. Tanto [; como [4 son también mucho menores que y. Se supone que la
intensidad del campo eléctrico a lo largo de la linea que une las dos esferas es constante. Por
tanto, el detector forma un circuito cerrado que conecta la presa, el agua de mar circundante y el
depredador, como se describe en la Figura ll-2.

AW\

I+

Rci§ vV,
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Figura II-2. Circuito cerrado equivalente que incluye al depredador que detecta la sefial, la presa 'y
el agua de mar circundante.

En la figura, V es la diferencia de potencial entre las esferas del detector debida al campo
eléctrico inducido por la presa, y R,, es la resistencia interna debida al agua de mar circundante.
Ademas, V;y R4 son, respectivamente, la diferencia de potencial entre las esferas detectoras y
la resistencia del elemento detector situado en el interior del depredador.

Preguntas:

1. Determine el vector densidad de corriente} (corriente por unidad de &rea) producido por
una fuente puntual de corriente I a una distancia r en un medio infinito. [1.5 puntos]

2. A partir de la ley E = p}, determine la intensidad del campo eléctrico Ep en el punto medio
entre las esferas detectoras (en el punto P) para una corriente dada I, que circula entre dos
esferas situadas en el cuerpo de la presa [2.0 puntos].

3. Determine, para la misma corriente I, la diferencia de potencial entre las esferas de la
fuente (V) situadas en la presa [1.5 puntos]. Determine la resistencia entre las dos esferas
de la fuente (R;) [0.5 puntos] y la potencia producida por la fuente (Ps) [0.5 puntos].

4. Determine R, [0.5 puntos] y V; [1.0 puntos] en la Figura II-2 y calcule también la
potencia transferida de la fuente al detector (Py) [0.5 puntos].

5. Determine el valor éptimo de R4 que proporciona la maxima potencia detectada [1.5
puntos] y determine también la potencia maxima [0.5 puntos].

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

Sea x el vector que apunta desde la esfera negativa de la presa hacia su esfera positiva. Las
diferencias de potencial que se indican a continuacién son magnitudes positivas. En los
resultados se conservan los términos dominantes bajo las hipdtesis indicadas

rs K ls7 rg K lda lsald < y.
El problema no proporciona valores numéricos de los parametros, por lo que las respuestas son
simbdlicas.
1. Con r dirigido hacia fuera desde la fuente puntual,
- Is
rT) =
i) 42

2. El campo apunta desde el lado de la fuente positiva hacia el lado de la fuente negativa:

A

= Il
E, ~ — .

x|

4y’
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3. La diferencia de potencial, la resistencia y la potencia de la fuente son

2
p pl;
R, ~ P, ~ .
i s 27rs | s 27

I
v, ~ P
27rs

4. Laresistencia del agua de mar y la diferencia de potencial del detector en circuito abierto

son
I 1,1
[Rip, B2 & X = M.
21r g 47y3
Por consiguiente,
R V2R
Vi = S — Vi, P; = —d2 X
5. La potencia detectada es maxima cuando
p
R =R, ~ .
d,opt m 27er
Su valor es
= V2 pI21212%r, rral?l’
dmax = R T T 32my6 ° 16y5 |
\
Solucion

1. Densidad de corriente de una fuente puntual de corriente

En un medio homogéneo, isétropo e infinito, la simetria esférica exige que la densidad de corriente sea
radial y tenga el mismo mdédulo en todos los puntos de una esfera centrada en la fuente.

La conservacion de la corriente da
I, = 753 dA = 4nr®j(r).

Por tanto,

I, |

Tl
472

i(r) =

Para una fuente positiva, la corriente se dirige hacia fuera; un sumidero por el que circula la misma
corriente tiene el signo opuesto. La densidad de corriente tiene unidades del SI Am™2.

2. Campo eléctricoen P

Situemos el punto medio entre las dos esferas de la presa en el origen. La esfera positiva se encuentra
enz = l,/2, la esferanegativaenz = —I,/2y P en (0,y).

Como las esferas son pequefias en comparacidon con su separacion y con su distancia a P, las
sustituimos por una fuente puntual 4+ y un sumidero puntual —I. Su distancia comin a P es
2

I3

ey 2—
R y+4.

eulersolve.org/ipho/2002/ 8/21



Por superposicion,

- IS lS ~ A~ ls A ~
I(P) = 3 K 2x+y}’) <2x+yy>]

Las componentes verticales se cancelan, mientras que las componentes horizontales se suman.

Utilizando la forma local de la ley de Ohm, E= p},
= 1,1 N
Ep _ PLsts 7 X.
dm(y? +12/4)

Esta expresion es exacta dentro de la aproximacién de fuentes puntuales. Con [, < y,

B oo Pl ol

p =

4my3

Asi, P se encuentra en la linea ecuatorial de un dipolo de corriente, cuyo campo decrece como y_?’.
3. Diferencia de potencial, resistencia y potencia de la fuente
Para una Unica fuente puntual, el campo eléctrico radial es

pls
Arr?

ET(T) =

Tomando como cero el potencial en el infinito,

- [ B - 8

Amr

Un sumidero de corriente I, produce el negativo de este potencial.

En cada esfera de la fuente, su propia contribucién al potencial superficial tiene un mddulo de

pIs
4mry

La contribucién de la otra esfera es del orden de pI/(4mls), menor en un factor rs /15, y se desprecia
en la aproximacion de orden dominante. Por ello,

Pl pls
O = drr,’ ¢- Amry

La diferencia de potencial es, por tanto,

T,
Vi=di ¢~ =

27r,

Para completar el andlisis, si se conservara el potencial mutuo de los dos monopolos, se obtendria

pl, (1 1
Vs 2 (rs ls)’

cuyo segundo término es despreciable bajo la hipdtesis indicada.

La resistencia vista entre las esferas de la fuente se obtiene de la ley de Ohm:
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R,= — ~
s I 27rs
La potencia eléctrica suministrada por la presa es
I2
Py =1V, = I?R, ~ 2= |
27r,

4. Resistencia del agua de mar, diferencia de potencial del detector y potencia detectada

Una corriente que atraviesa el detector entra en el agua circundante por una de las esferas detectoras
y sale de ella por la otra. La resistencia de este trayecto se obtiene aplicando el apartado 3 a esferas de
radio 74, separadas por l4. Puesto que ry < lg,

. P
T 2 |

Fisicamente, cada pequefio contacto esférico aporta una resistencia de dispersion p/(47rrd).

El campo eléctrico de la presa es aproximadamente uniforme a lo largo del detector porque I < y. La
esfera detectora de la derecha se encuentra a un potencial mayor, por lo que la diferencia de potencial
en circuito abierto es

right .
V= ¢right - ¢left = _/ Ep -dl
left
= pLlslg
~ [Ep|lg = 48—83
Y
En el circuito equivalente de la Figura II-2, la ley de tensiones de Kirchhoff da
|%4
I, = ———.
Rm + Rd
Por tanto,
R 1.1l R
Vd:Ide:—d zpssd d .
R, + Ry 4y®  Rq+ p/(27rq)
La potencia disipada en el elemento detector es
2
V; V2R,

Py=IjRs=—-* = .
¢ =1ifta Ry (Rm+ Ra)?

En funcidn de los pardmetros dados,

PR Ry

16my° [Ry+ p/(27ra)]* |

5. Resistencia dptima del detector y potencia maxima

Para la corriente de la fuente y la geometria dadas, V' y R,,, son constantes. Derivando la potencia
detectada respecto de Ry,

dPy V2 R, — Ry
dRi  (Rn+Ry)3’
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La derivada es positiva para R; < R,, y negativa para R; > R,,. Por tanto, el maximo se alcanza
cuando

_ ~ _P
Rd,opt — Rm — 27T’I°d .

Esta es la condicidn de maxima transferencia de potencia.
Con esta resistencia, V; = V /2, lo que da

V2
4R, "

P d,max —

La sustitucion conduce a

P~ pl Ll 227T7‘d
’ 47y3 4p

pI21%1%rg
32myS

Utilizando la potencia de la fuente del apartado 3, esto también puede escribirse como

272
Pd,max - rsrdlsld

P, 1635

La dependencia gf6 resulta de elevar al cuadrado el campo del dipolo, que decrece como y’?’.

La solucion se comprobd con la solucion oficial.

Problema 3: Un vehiculo pesado que se mueve por una carretera
inclinada

[

rear cylinde

ny
front cylinder
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Figura IlI-1: Modelo simplificado de un vehiculo pesado que se mueve por una carretera inclinada.
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La figura anterior es un modelo simplificado de un vehiculo pesado (apisonadora) cuyas ruedas
son un cilindro trasero y otro delantero, sobre una carretera inclinada con un dngulo de inclinacion
@ (indicado como & en la figura), como se muestra en la Figura lll-1. Cada uno de los dos cilindros
tiene una masa total M(mz = fi0g = M) y consta de una envolvente cilindrica de radio exterior
R,, radio interior R; = 0.8 R, y ocho radios con una masa total de 0.2M. La masa del bastidor
que sostiene la carroceria del vehiculo es despreciable. El cilindro puede modelarse como se
muestra en la Figura IlI-2. El vehiculo desciende por la carretera bajo la accidon de las fuerzas
gravitatoria y de rozamiento. Los cilindros delantero y trasero estan situados simétricamente con
respecto al vehiculo.

Figura IlI-2: Modelo simplificado de los cilindros.

Los coeficientes de rozamiento estatico y cinético entre el cilindro y la carretera son gy g,
respectivamente. La carroceria del vehiculo tiene una masa de 5M, una longitud de L y un
espesor de t. La distancia entre el cilindro delantero y el trasero es 2[, mientras que la distancia
desde el centro del cilindro hasta la base de la carroceria del vehiculo es h. Suponga que el
rozamiento de rodadura entre el cilindro y su eje es despreciable.

Preguntas:

1. Calcule el momento de inercia de cualquiera de los cilindros [1.5 puntos].

2. Dibuje todas las fuerzas que actuan sobre la carroceria, el cilindro delantero y el trasero.
Escriba las ecuaciones del movimiento de cada una de estas partes [2.5 puntos].

3. Se supone que el vehiculo parte del reposo y luego se mueve libremente bajo la accién de la
gravedad. Indique todos los tipos posibles de movimiento del sistema y deduzca sus
aceleraciones en funcién de las magnitudes fisicas dadas [4.0 puntos].

4. Suponga que, después de recorrer una distancia d rodando sin deslizar desde el reposo, el
vehiculo entra en un tramo de la carretera donde todos los coeficientes de rozamiento
disminuyen hasta unos valores constantes menores ,u,'s y ,u;C, de modo que los dos cilindros
empiezan a deslizar. Calcule las velocidades lineal y angular de cada cilindro después de
que el vehiculo haya recorrido una distancia total de s metros. Aqui suponemos que dy s
son mucho mayores que las dimensiones del vehiculo [2.0 puntos]

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.
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Respuestas

Denotemos por 6 el angulo de inclinacién y definamos

t 262 5b
R=R b=h+ — K= — = —.
o 3’ 3550 1T W
Los subindices 7, f indican trasero y delantero. La aceleracion lineal es positiva cuesta abajo; la
aceleracidn angular es positiva en el sentido de rodadura cuesta abajo.

1. Momento de inercia de cualquiera de los cilindros

262
375

I =kMR? = MR? ~ 0.699M R?.

Su unidad en el Sl es kg m?.
2. Ecuaciones del movimiento
Sean P;, dirigida cuesta abajo, y @Q;, dirigida hacia la carretera, las componentes de la fuerza que

ejerce el eje sobre el cilindro . Sean N; la fuerza normal que ejerce la carretera sobre ély f; su
fuerza de rozamiento dirigida cuesta arriba. Estas son componentes de referencia con signo.

Para la carroceria y el bastidor de masa despreciable,
5Ma = 5Mgsin@ — P, — Py,
Q-+ Qs =5Mgcos0,
Z(Qf - Qr) = b(Pr + Pf)'

Para cada cilindro,

Ma = Mgsin@ + P; — f;, N, = Mgcosf+ Q;, Ia; = Rf;.

Por consiguiente,

TMa = TMgsinf — f, — fy,

™™
N;.f(a) = T[g cos O F g(gsin € — a)].

3. Regimenes de rodadura y deslizamiento

Para abreviar, definamos

N;(a
ail(a) — :u’k ’L( ).
kMR
Cilindro trasero  Cilindro delantero Aceleracion lineal comun a o af
7gsin @
Rueda Rueda ag = J ~ (0.8336¢gsin # ao/R ao/R
7+ 2k
79l(2 + sin 6 — puy, cos 6
Desliza Rueda asr = gl ati) A ] af.l(aSR) asg/R

14 + 2k + Tquy,

79(2 — sin @ — py cos 6
Rueda Desliza aRs = gl 14(11;-?)2 - P | ars/R a?}
K — (i

Desliza Desliza ass = g(sin @ — g cos 6) ol (ass) ajcl(ass)
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Estas son las ecuaciones de los cuatro modos de contacto. Cada uno requiere N,., Nf > 0, junto
con

kMa < psN; para un cilindro que rueda,

a > Ra?1 para un cilindro que desliza cuesta abajo desde el reposo.

Las igualdades describen los limites entre los modos.

Ambos cilindros ruedan desde el reposo si

7+ 2 s
tan@ < T 2ZE)Ms
26(1 + qus)

El cilindro trasero alcanza primero su limite de rozamiento estatico. Por tanto, la pérdida de
adherencia a partir de la rama en la que ambos ruedan conduce al deslizamiento Unicamente del
trasero o directamente al deslizamiento de ambos; el deslizamiento Unicamente del delantero es
el modo de contacto mixto alternativo, sujeto a sus condiciones, y no la primera pérdida de
adherencia de esa rama.

4. Velocidades después de entrar en el tramo de menor rozamiento

Para s > d, tomemos

vy = v/ 2a,d, a1 = g(sin@ — p; cosb),
2(s —d)
v+ vgq '

:\/v3+2a1(s—d), AT =

Entonces

vV, =V§ =,

" THaewt,
w'r’,f - R + 2I§R (1:Fq/'bk‘) AT‘

El signo menos corresponde al cilindro trasero. Las velocidades lineales se expresan en ms’l, y

las velocidades angulares, en rad s~1.

L

Solucion
1. Momento de inercia

Consideremos la envolvente uniforme y cada radio como una varilla radial delgada y uniforme que se
extiende desde el eje hasta R;.

La envolvente tiene una masa de 0.8 M, por lo que su momento de inercia respecto al eje del cilindro
es

1 2 2
Igpen = 5(0~8M)(R + R;).
Cada radio tiene una masa de 0.2M/8. Una varilla uniforme de longitud R;, que gira alrededor de un
eje perpendicular a ella que pasa por uno de sus extremos, tiene un momento de inercia me/3. Por
tanto,
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1 2M 2M
Ispokes =8| = _O R? = —0 R?
3 8 3

Usando R; = 0.8R,

0.8 0.2
I:Aﬂ#{—%l+&§)+7;WBﬂ]

2
::A[R2<—§%— égl).
125 375
Por tanto,
I:EQWHF:RMR?
375

2. Diagramas de fuerzas y ecuaciones del movimiento

Elijamos el eje x a lo largo de la carretera, dirigido cuesta abajo, y el eje y perpendicular a la carretera,
dirigido hacia fuera de ella.

Utilizamos el modelo de vehiculo rigido previsto: ambos cilindros permanecen en contacto con la
carretera recta, sus centros tienen la misma aceleracion a y la carroceria permanece paralela a la
carretera. Su aceleracion angular es, por tanto, nula. El centro de masas de la carroceria esta a mitad
de camino entre los ejes y a una distancia perpendicular

t
b=h+ —
+2

por encima de la linea que une los ejes.

Los diagramas de fuerzas deben mostrar lo siguiente.

¢ Carroceria, incluido el bastidor de masa despreciable: peso 5M g, vertical hacia abajo,
aplicado en su centro de masas; en la posicidn de cada eje, una fuerza con componentes —P; a
lo largo de la carretera y +(Q); perpendicular a ella.

¢ Cilindro trasero: peso M g, vertical hacia abajo y que pasa por su centro; componentes de la
fuerza del eje P, cuesta abajo y (J, hacia la carretera; reaccion de la carretera N, perpendicular
a esta en el punto de contacto; rozamiento f,, cuesta arriba en el punto de contacto.

* Cilindro delantero: las fuerzas correspondientes Mg, Pr, Q ¢, Ny, f+.

Las flechas de las fuerzas de los ejes indican sentidos de referencia: una componente individual con
signo puede ser negativa. El rozamiento apunta cuesta arriba en los modos de deslizamiento cuesta
abajo considerados aqui y también proporciona el momento de fuerza necesario para rodar cuesta
abajo.

La segunda ley de Newton para la carroceria da
5Ma = 5Mgsinf — P, — Py

Q,+ Qs =5Mgcos#.

Al tomar momentos respecto al centro de masas de la carroceria, las posiciones de los dos ejes tienen
coordenadas paralelas a la carretera —[, +1 y coordenada perpendicular —b. La aceleraciéon angular
nula da
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Qs — Q) — b(P, + Py) = 0.
Asi,

Qs — Q) =b(P, + Py).

Para el cilindro ¢, el movimiento de traslacion da
Ma = Mgsinf + P; — f;,
N; — Mgcosf —Q; = 0.

Solo el rozamiento con la carretera produce un momento de fuerza respecto al eje del cilindro, ya que

se desprecia el rozamiento en los cojinetes:

Al sumar las tres ecuaciones en la direccion cuesta abajo, se eliminan las fuerzas internas de los ejes:

TMa =TMgsin8 — (f, + fy).

Las reacciones normales satisfacen
N, + Ny =TMgcos@.

Ademas,
b
l

Ny =Ny =Qf—Qr = = (Pr + Py).

Usando la ecuacion de la carroceria en la direccidén cuesta abajo,
M ; .
Ny — N, = T(gsmH —a) =TMq(gsin6 — a).

Por tanto,

N, (a) = g[ycow —g(gsin® — a)],

™
N¢(a) = T[gcos@ + q(gsinf — a)].

Estas ecuaciones incluyen la transferencia de carga hacia la parte delantera. De forma equivalente,
Ny — Ny =q(fr + ff)-

La longitud de la carroceria L no interviene: la carroceria no tiene aceleracién angular y su centro de
masas queda fijado por la simetria.

3. Movimientos posibles y sus aceleraciones

Supongamos la relacién de orden habitual

0 < pr < ps
Para un cilindro que rueda sin deslizar,
a = Ro;
Su ecuacidén de rotacién exige entonces
fi= %a = rkMa
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Esta fuerza debe satisfacer el limite del rozamiento estatico

kMa < pgN;.
Para un cilindro cuyo punto de contacto desliza cuesta abajo,
piN;
. = upN; Q; = .
fz HEiNg, 7 MR

Para comprobar el sentido del deslizamiento, definamos la velocidad cuesta abajo del punto de
contacto del cilindro respecto a la carretera:

U; =V — Rwi.
Partiendo del reposo, una solucidon de deslizamiento con aceleracién constante tiene
u; = (a — Roy)T.

Asi, el rozamiento cinético cuesta arriba es compatible con el deslizamiento cuesta abajo solo si

Todas las férmulas que siguen requieren también reacciones normales no negativas. Una reaccion nula
sefiala una posible pérdida de contacto; mas alla de ese limite, el modelo supuesto de dos contactos
sin cabeceo deja de ser aplicable.

Ambos cilindros ruedan sin deslizar.
Aqui
fr = ff=kMa.
La ecuacion conjunta en la direccion cuesta abajo se convierte en
TMa = TMgsin0 — 2xMa.

Por tanto,
Tgsin 6 2625
— = inf ~ 0.8336¢gsin 6
W= T ok T 31497 ISy
y
ao
Qp =y = E
La fuerza de rozamiento necesaria en cada contacto es
TkMgsin 6
fo=——"
7+ 2K
Escribiendo
B 2K
= T ok
las reacciones son
M
NT((}) = J (cos 0 F gnsin6).

0 0 . . . " , .
Como NT( ) < N} ), el contacto trasero impone la condicion de rozamiento estatico mas restrictiva:

fO < lj'sNr(O)-
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Reordenando se obtiene

n(1+ qus) tan 6 < ps,

o bien

74 2K)ps
tan < —( - 26)u .
26(1 + qps)

Como comprobacion independiente, en la rodadura sin deslizamiento la energia cinética es

2 R? 2

Al igualar su incremento a la pérdida de energia potencial gravitatoria, se obtiene la misma ay.

2
K = %(7M)v2 +2 (11”_> — L4 o).

El cilindro trasero desliza; el delantero rueda.
Ahora
fr=mNo(a),  fr=rMa.
Por tanto,
(T4 k)Ma = TMgsin 0 — upN,(a).
Sustituyendo la reaccién normal,

7
(7T+ K)a =Tgsinf — %[gcos@ —q(gsinf — a)].

Agrupando los términos que contienen a,

_ Tg[(2 + gpx) sin 6 — py cos 6]

asp = .
SR 14 + 2k + Tquk

Las aceleraciones angulares son

_ prNr(asr) _ agsr
o, = ——=— ap = —.
kMR R
Las condiciones de compatibilidad son
prNy(asr)

asg > kMagr < psNy(agr)-

M ’

La primera hace que el contacto trasero deslice cuesta abajo; la segunda permite que el delantero siga
rodando.

Esta es la rama mixta que debe comprobarse cuando el trasero pierde la adherencia estatica. Si el
delantero no puede proporcionar el rozamiento estatico necesario, ambos cilindros deben deslizar.

El cilindro trasero rueda; el delantero desliza.
Para completar el andlisis, la otra combinacién mixta de contactos tiene
fr=tMa,  f5= prNg(a).
Asi,
(7T+Kk)Ma = TMgsin0 — p;N¢(a),

lo que da
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79[(2 — qui) sin @ — py cos 6]
aRs = .

14 + 2k — Tquy,
Sus aceleraciones angulares son
= IS #rNy(ars)
R kMR
Sus condiciones de compatibilidad son
kMagrs < psN,(ars), agrs > %.

Esta es una solucién de deslizamiento sujeta a condiciones. No describe que el delantero sea el primer
cilindro en perder adherencia a partir de la rama en la que ambos ruedan, porque esa rama requiere el
mismo rozamiento en los dos contactos, mientras que el delantero tiene la mayor reacciéon normal.

Ambos cilindros deslizan.
En este caso,
fr+ ff = pur(Ny + N§) = TurMgcos 6.

Por tanto,

ass = g(sin @ — ug cos ).

Como
gsin@ — agg = pupgcosb,

las reacciones normales se reducen a

TMgcos 6
wgg = MOl 5 g
Por tanto,
Turg cos 6
a, = ————(1 .
: %R (1 F qup)

El delantero tiene la mayor aceleracién angular. Por consiguiente, la condicidn mds restrictiva para que
ambos puntos de contacto deslicen cuesta abajo desde el reposo es

ass > RO.’f.

Para 0 < 0 < m/2, esta condicién es

7
tanf > ur |1+ %(1 + qur) |-

Mantener ambos contactos también requiere

qur < 1.
Si ur = 0, los cilindros experimentan un deslizamiento de traslacion pura desde el reposo:

a = gsinb, a, = a5 =0.
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La distincién entre el inicio del deslizamiento y su continuacién es relevante: el rozamiento estatico
determina si un contacto pierde adherencia, mientras que las condiciones cinéticas anteriores
determinan si un estado de deslizamiento supuesto es compatible. Una soluciéon con rozamiento
cinético no debe sustituir a una solucion sin deslizamiento admisible por el mero hecho de que

Mk < fbs.

4. Movimiento en el tramo de menor rozamiento

Durante la distancia inicial d recorrida rodando sin deslizar, la aceleracién es a. Partiendo del reposo,

V4
vg = vV 2aqd, Wrd =Wgqg = —.

R

Despreciamos la breve transicién durante la cual solo un cilindro ha alcanzado la nueva superficie,
usando la aproximacién de grandes distancias indicada. No hay ninglin cambio impulsivo ni en la
velocidad lineal ni en la angular.

Una vez que ambos cilindros deslizan sobre la nueva superficie, sustituimos pj, por ,u; enlos
resultados anteriores para el deslizamiento de ambos:

a; = g(sin@ — pj cos ),

TMgcos6
N, ;= —5 (F aur),

;o Tu5.gcos b

— 1 7).
Q. ¢ %R (1 quy,)

Estas magnitudes son constantes.
Durante la distancia restante s — d,
v? = v3 4 2a1(s — d),

por lo que los centros de ambos cilindros tienen velocidad

14gd sin 0 . ,
Vp = Vf = \/W + 2g(sin @ — p} cos0)(s — d).

El tiempo transcurrido en este tramo se obtiene a partir de la velocidad media:

s—d=YTYAr
2
de donde
2(s—d
AT:—(S )
U+ vy

Al integrar las aceleraciones angulares constantes, se obtiene

vg  Tupgcosf . 2(s —d)

— ¢ PP kSl
Wy R + 2%%R ( q,u’k) v+ vy 9
_vg  Tupgcost L 2(s —d)
wf = R 2R (1+qlu’k) v+ vy :

La premisa de que ambos cilindros comienzan a deslizar requiere un régimen compatible de
deslizamiento cuesta abajo. En efecto, inmediatamente después de entrar,

eulersolve.org/ipho/2002/ 20/21



!
v — Rw; = (a; — Ra;) AT,
por lo que la condicién es a; > Ra'f, junto con reacciones no negativas. El coeficiente estatico

reducido ;u's determina la pérdida de adherencia, pero no interviene en las velocidades posteriores una
vez que ambos contactos estan deslizando.

La solucién se comprobé con la solucion oficial. Donde esta solucién difiere de la solucién oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.

eulersolve.org/ipho/2002/ 21/21



	IPhO 2002
	Problema 1: Radar de penetración terrestre
	Respuestas
	Solución

	Problema 2: Detección de señales eléctricas
	Respuestas
	Solución

	Problema 3: Un vehículo pesado que se mueve por una carretera inclinada
	Respuestas
	Solución



