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题目 1：五个短题：蹦极者、热机、利用 U-Pb 定年法测定地球年龄、均

匀带电球体、在地磁场中转动的铜环

A

一名蹦极者系在一根长弹性绳的一端。弹性绳的另一端固定在一座高桥上。蹦极者从桥上迈出，由静

止开始向下方的河流下落。他不会碰到水面。蹦极者的质量为 ，绳的原长为 ，绳的劲度系数

（使绳伸长 1 m 所需的力）为 ，重力场强度为 。

可以假设：

蹦极者可视为系在绳端的质量为  的质点，

与  相比，绳的质量可以忽略，

绳遵循胡克定律，

在蹦极者下落的整个过程中，空气阻力可以忽略。

求出下列各量的表达式，并填在答题纸上：

(a) 蹦极者第一次瞬时静止之前下落的距离 ，

(b) 蹦极者在此次下落过程中达到的最大速率 ，

(c) 从开始下落到第一次静止所经历的时间 。

B

一台热机在温度分别为  和 （ ）的两个相同物体之间工作，每个物体的质量均为

，比热容均为常量 。两个物体均保持恒定压强，且不发生相变。

(a) 如果热机从该系统中输出理论上可能的最大机械功，求两个物体 A 和 B 达到的最终温度  的表

达式，并写出完整的推导过程。

将最终温度  的表达式写在答题纸上。

(b) 由此求出可获得的最大功的表达式，并写在答题纸上。

这台热机在两箱水之间工作，每箱水的体积均为 。一箱水的温度为 ，另一箱为

。

(c) 计算可获得的最大机械能。将数值填在答题纸上。

水的比热容 

水的密度 

m L

k g

m

m

y

υ

t

TA TB TA > TB

m s

T0

T0

2.50 m3 350 K
300 K

= 4.19 × 103 J kg−1 K−1

= 1.00 × 103 kg m−3
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C

假设地球形成时存在同位素  和 ，但不存在它们的衰变产物。利用  和  的衰变来

确定地球的年龄 。

(a) 同位素  的衰变半衰期为  年。由此形成的放射性衰变系中，各衰变产物的半衰期

与之相比都很短；在一级近似下，可以忽略它们的存在。该衰变系最终生成稳定的铅同位素 。

求出经过时间  的放射性衰变所产生的  原子数（记为 ）的表达式，用现存的  原子

数（记为 ）以及  的半衰期表示，并填在答题纸上。（以  年为单位进行计算可能会有

所帮助。）

(b) 类似地，  的衰变半衰期为  年，它经过一系列半衰期较短的产物，最终生成稳

定同位素 。

在答题纸上写出联系 、  和  的半衰期的方程。

(c) 用质谱仪分析一份混有铅矿石的铀矿石。测得三种铅同位素 、  和  的相对含

量，发现其原子数之比分别为 。同位素  被用作参照，因为它不是由放射性

衰变产生的。对纯铅矿石进行分析，得到的比例为 。

已知  为 ，推导一个含有  的方程，并填在答题纸上。

(d) 假设  远大于两种铀同位素的半衰期，由此求出  的近似值。

(e) 这个近似值显然并不显著大于较长的那个半衰期，但可用它求得精确得多的  值。利用这一点或

其他方法，估算地球年龄，要求误差在 2% 以内。

D

电荷  在真空中均匀分布于半径为  的球形体积内。

(a) 分别对  和 ，推导距球心  处的电场强度表达式。

(b) 求出这一电荷分布所具有的总电能的表达式。

将 (a) 和 (b) 的答案填在答题纸上。

E

一个由细铜丝制成的圆环，在地磁场中的某处绕一条竖直直径转动。该处地磁场的磁感应强度为

，方向与水平面成  角并指向下方。已知铜的密度为 ，电阻率为

，计算圆环的角速度减半需要多长时间。写出计算步骤，并将时间的数值填在答题

纸上。这一时间远长于圆环转一圈所需的时间。

可以假设支架摩擦和空气阻力的影响可以忽略。为解答本题，应忽略自感效应，尽管实际上自感效应

并不可忽略。

题目译自官方英文原文。

238U 235U 238U 235U
T

238U 4.50 × 109

206Pb

t 206Pb 206n 238U
238N 238U 109

235U 0.710 × 109

207Pb

207n 235N 235U

204Pb 206Pb 207Pb
1.00 : 29.6 : 22.6 204Pb

1.00 : 17.9 : 15.5

238N : 235N 137 : 1 T

T T

T

Q R

r ≤ R r > R r

44.5 μT 64∘ 8.90 × 103 kg m−3

1.70 × 10−8 Ω m
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答案

A(a):

A(b):

A(c):

B(a):

B(b):

B(c):

C(a): 记 ，

C(b): 记 ，

C(c):

C(d):

C(e):

.y = L +
mg

k
1 +√1 +

2kL
mg

⎛

⎝

⎞

⎠

.υ = √2gL +
mg2

k

.t =√
2L
g

+ √

m

k
π − arctan√

2kL
mg

⎡

⎣

⎤

⎦

.T0 = √TATB

.Wmax = ms(TA + TB − 2√TATB) = ms(√TA − √TB)
2

.Wmax = 2.02 × 107 J = 20.2 MJ

h238 = 4.50 × 109 yr

.206n = 238N (2t/h238 − 1)

h235 = 0.710 × 109 yr

.207n = 235N (2t/h235 − 1)

, T > 0.
2T/h235 − 1

2T/h238 − 1
= 137

7.1
11.7

.Tapprox =
ln(137 × 7.1/11.7)

(ln 2)(h−1
235 − h−1

238)
= 5.38 × 109 yr

.T ≃ 4.56 × 109 yr
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D(a): 电场的径向分量为

当  时，电场指向外；当  时，电场指向内；在球心处电场为零。

D(b):

E:

解答

A(a)

设  为从桥面向下量起的距离。在  之前，绳处于松弛状态；此后，绳的伸长量为 ，张

力为 。

由于没有耗散，机械能守恒。在最低点  处，蹦极者瞬时静止。因此

等价地，令 ，则有

符合物理意义的根对应正的伸长量：

所以

A(b)

当向下的加速度为正时，速率增大。绳绷紧后，

因此，加速度第一次变为零时，速率达到最大：

在绳绷紧后的任意位置，由能量守恒有

Er(r) =
Q

4πε0

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

r

R3
, 0 ≤ r ≤ R,

1

r2
, r > R.

Q > 0 Q < 0

.U =
3Q2

20πε0R

.t1/2 ≃ 1.10 × 106 s ≃ 12.8 days

z z = L x = z − L

kx

z = y

mgy =
1
2
k(y − L)2.

x = y − L

x2 −
2mg

k
x −

2mgL

k
= 0.

x =
mg

k
+ √

(

mg

k
)

2
+

2mgL

k
.

.y = L +
mg

k
1 +√1 +

2kL
mg

⎛

⎝

⎞

⎠

mz̈ = mg − k(z − L).

z = L +
mg

k
.

1
2
mv2 = mgz −

1
2
k(z − L)2.
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在速率最大的位置，

由此得到

A(c)

在最初下落距离  的自由落体过程中，所经历的时间及末速率分别为

取绳刚绷紧的时刻为 ，并定义

此后的运动方程为

在初始条件  和  下，其解为

所以

该速度第一次为零时，满足 。因此，

加上自由落体时间，得到

B(a)

让热机在两个物体的瞬时温度之间可逆地工作，直到它们达到相同温度，就能获得最大功。下文所有温度

均为绝对温度。

每个物体的定压热容均为常量 。因此，其熵变为

热机循环工作，所以其净熵变为零。可逆工作时，两个物体的总熵变也为零：

因此

1
2
mυ2 = mg(L +

mg

k
) −

1
2
k(

mg

k
)

2
= mgL +

m2g2

2k
.

.υ = √2gL +
mg2

k

L

t1 =√
2L
g

, v1 = √2gL.

τ = 0

ω0 = √

k

m
, xeq =

mg

k
.

ẍ + ω2
0x = g.

x(0) = 0 ẋ(0) = v1

x(τ) = xeq(1 − cosω0τ) +
v1

ω0
sinω0τ,

ẋ(τ) = xeqω0 sinω0τ + v1 cosω0τ.

π/2 < ω0τ < π

ω0τ = π − arctan(
v1

xeqω0
) = π − arctan√

2kL
mg

.

.t =√
2L
g

+ √

m

k
π − arctan√

2kL
mg

⎡

⎣

⎤

⎦

ms

ΔS = ms∫
dT

T
.

ms∫
T0

TA

dT

T
+ ms∫

T0

TB

dT

T
= 0.
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由此得到

为说明这为何给出最大功，考虑不可逆过程：它会产生正的总熵变，因而要求

最终温度越高，留在物体中的热能越多，因而能够输出的功越少。

B(b)

从初始温度较高的物体中吸取的热量为

传给初始温度较低的物体的热量为

对循环工作的热机应用能量守恒，得到

代入可逆过程的最终温度，

B(c)

每箱水的质量为

可逆过程的最终温度为

使用这一数值，并避免过早舍入，得到

所以

C(a)

对于半衰期为  的放射性母体同位素，

因此，母体原子的初始数量可用其现存数量表示为

忽略中间产物的寿命，每个发生衰变的铀原子最终产生一个铅原子。由于初始时不存在衰变产物，

ln
T0

TA
+ ln

T0

TB
= 0,

.T0 = √TATB

T0 ≥ √TATB.

QH = ms(TA − T0),

QC = ms(T0 − TB).

W = QH − QC = ms(TA + TB − 2T0).

.Wmax = ms(TA + TB − 2√TATB) = ms(√TA − √TB)
2

m = ρV = (1.00 × 103)(2.50) = 2.50 × 103 kg.

T0 = √350 × 300 = 324.037 … K.

Wmax = (2.50 × 103)(4.19 × 103) [350 + 300 − 2√350 × 300]

= 2.0174 … × 107 J.

.Wmax = 2.02 × 107 J = 20.2 MJ

h

N(t) = N(0)e−λt, λ =
ln 2
h

.

N(0) = N(t)eλt = N(t)2t/h.
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对于  衰变系，

C(b)

对  衰变系应用相同的推理，

C(c)

纯铅矿石给出了背景同位素比例。必须从混合样品中扣除这些背景含量，才能求得由铀衰变产生的铅的数

量。

设混合样品中  的原子数为 。由于这种同位素不是放射成因的，

并且

因此

利用衰变方程和现存的铀同位素比例，

所以，所求方程为

C(d)

在题目所给的近似条件  下，

定年方程化为

取对数，得到

代入数值，

n(t) = N(0) − N(t) = N(t)(2t/h − 1).

238U

, h238 = 4.50 × 109 yr.206n = 238N (2t/h238 − 1)

235U

, h235 = 0.710 × 109 yr.207n = 235N (2t/h235 − 1)

204Pb N204

206n = (29.6 − 17.9)N204 = 11.7N204,

207n = (22.6 − 15.5)N204 = 7.1N204.

207n
206n

=
7.1
11.7

.

7.1
11.7

=
235N
238N

2T/h235 − 1

2T/h238 − 1
=

1
137

2T/h235 − 1

2T/h238 − 1
.

, T > 0.
2T/h235 − 1

2T/h238 − 1
= 137

7.1

11.7
= 83.13675 …

T ≫ h238,h235

2T/h − 1 ≃ 2T/h.

2T (1/h235−1/h238) ≃ 137
7.1
11.7

.

Tapprox =
ln(137 × 7.1/11.7)

(ln 2)(h−1
235 − h−1

238)
.

Tapprox =
ln(83.13675 …)

(ln 2)(1/0.710 − 1/4.50)
× 109 yr,
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所以

这仅约为 ，因此，若要求精确结果，就不能忽略  表达式中减去的 1。

C(e)

保留两处减去的 1。令

则须解方程

在邻近数值处计算，得到

因此，所求年龄介于  和  十亿年之间。更精确的数值解为 ，由此得到

误差远小于所要求的 2%。

D(a)

均匀的体电荷密度为

由球对称性可知，电场沿径向，且在同心球形高斯面上大小处处相同。

对于 ，高斯面包围的电荷为

由高斯定律，

因而

对于 ，高斯面包围的电荷为 ，所以

电场在球心处为零，在球面处连续，球面处的电场为

.Tapprox = 5.38 × 109 yr

1.19h238
238U

u =
T

109 yr
,

F(u) ≡
2u/0.710 − 1

2u/4.50 − 1
= 83.13675 … .

F(4.55) = 82.666 … , F(4.56) = 83.232 … .

4.55 4.56 u = 4.5583157 …

,T ≃ 4.56 × 109 yr

ρq =
Q

(4/3)πR3
.

r ≤ R

Qenc = ρq
4πr3

3
= Q

r3

R3
.

4πr2Er =
Qenc

ε0
,

.Er =
Qr

4πε0R3
(r ≤ R)

r > R Q

.Er =
Q

4πε0r2
(r > R)

Er(R) =
Q

4πε0R2
.
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D(b)

真空中的静电场能量密度为

总能量包括带电球体内部和外部的电场能量：

代入上面求得的电场，

因此

从而

E

设圆环半径为 ，铜丝的横截面积为 。用  表示铜的质量密度，用  表示其电阻率。

圆环的质量和电阻分别为

细圆环绕一条直径转动时，其转动惯量为

圆环所在平面始终竖直，因此其法线始终水平。只有地磁场的水平分量对磁通量有贡献：

设  为圆环法线与该水平磁场之间的夹角。磁通量为

由 ，根据法拉第电磁感应定律，

按题意忽略自感，电流为

因此，瞬时焦耳热功率为

题目给出的阻尼时间远长于转动一圈所需的时间，因此每转一圈，  只发生很小的变化。于是可以使用

uE =
1
2
ε0E

2.

U =
ε0

2
[∫

R

0
E 2 4πr2 dr + ∫

∞

R

E 2 4πr2 dr].

U =
Q2

8πε0
[

1

R6
∫

R

0
r4 dr + ∫

∞

R

dr

r2
].

U =
Q2

8πε0
(

1

5R
+

1

R
),

.U =
3Q2

20πε0R

a S ρm ρe

M = 2πaSρm, R = ρe
2πa

S
.

I =
1
2
Ma2 = πρmSa

3.

Bh = B cos 64∘.

θ

Φ = Bhπa
2 cos θ.

θ̇ = ω

E = −
dΦ

dt
= Bhπa

2ω sin θ.

i =
E

R
.

P = i2
R =

B2
hπ

2a4

R
ω2 sin2 θ.

ω
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得到

没有摩擦时，这些热量来自转动动能：

因此，平均角速度满足

又因为

所以几何量相互约去：

由此得到

令 ，得到

代入数值，

并且

所以

解答已与官方解答核对。

题目 2：电子的荷质比（阴极射线管中的磁聚焦；带电平板之间的贝塔粒

子）

(a) 将一个由电子枪和荧光屏组成的阴极射线管（CRT）置于大小为  的匀强恒定磁场中，使磁场方

向与电子枪的束流轴线平行，如图 2.3 所示。

⟨sin2 θ⟩ =
1

2
,

⟨P⟩ =
B2

hπ
2a4

2R
ω2.

d

dt
(

1

2
Iω2

) = −⟨P⟩.

dω

dt
= −

B2
hπ

2a4

2IR
ω.

IR = (πρmSa
3)(ρe

2πa

S
) = 2π2ρmρea

4,

dω

dt
= −

B2
h

4ρmρe
ω.

ω(t) = ω(0) exp(−
B2

h
t

4ρmρe
).

ω(t1/2) = ω(0)/2

t1/2 =
4ρmρe ln 2

B2
h

=
4ρmρe ln 2

B2 cos2 64∘ .

Bh = (44.5 × 10−6) cos 64∘ = 1.95075 … × 10−5 T,

t1/2 =
4(8.90 × 103)(1.70 × 10−8) ln 2

(44.5 × 10−6)2 cos2 64∘
.

.t1/2 ≃ 1.10 × 106 s ≃ 12.8 days

B
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图 2.3

电子束从电子枪阳极的轴线上射出，但相对于轴线的发散角最大可达 ，如图 2.4 所示。一般情况

下，荧光屏上会形成一个弥散的光斑，但在磁场取某些值时，会得到一个清晰聚焦的光斑。

图 2.4

考虑一个离开电子枪时初速度方向与轴线成  角（其中 ）的电子，分析其平行于轴线和

垂直于轴线的分运动，推导电子荷质比  用下列各量表示的表达式：

能够得到聚焦光斑的最小磁场，

电子枪两端的加速电势差 

（注意 ），

以及阳极到荧光屏的距离 。

将你的表达式写在答题纸第 2a 节所提供的方框内。

(b) 考虑另一种测定电子荷质比的方法。图 2.5 给出了实验装置的侧视图和俯视图（从上方观察），

其中磁场方向标为 。在这个匀强磁场  中，放置两块半径为  的黄铜圆板，两板之间的距离  很

小。两板之间保持电势差 。两板相互平行且共轴，但其轴线垂直于磁场。在一个半径为  的

圆柱面的内侧覆上感光胶片，并使该圆柱面与两板共轴。换言之，胶片与两板边缘之间的径向距离为

。整个装置置于真空中。注意，  远小于  和 。

5∘

β 0 ≤ β ≤ 5∘

e/m

V

V < 2 kV
D

B B ρ t

V ρ + s

s t s ρ
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图 2.5

在两板中心之间放置一个  粒子点源，它向各个方向均匀发射速率分布在一定范围内的  粒子，并

在以下三种不同条件下使同一张胶片曝光：

第一次， ，且 ，

第二次， ，且 ，以及

第三次， ，且 ；

其中  和  为正常数。请注意，当  时，上板带正电（当  时带负电）；当 

时，磁场方向为图 2.5 所规定的方向（当  时，方向相反）。在本小题中，可以假设板间间隙

小到可以忽略不计。

β β

B = 0 V = 0
B = B0 V = V0

B = −B0 V = −V0

V0 B0 V > 0 V < 0 B > 0
B < 0
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图 2.5 中将胶片上的两个区域标为 A 和 B。曝光并显影后，其中一个区域的示意图如图 2.6 所示。

这段胶片取自哪个区域（在答题纸上写 A 或 B）？请标出电子所受各力的方向，以说明你的答案。

图 2.6

(c) 曝光并显影后，胶片的示意图如图 2.6 所示。用显微镜测量两条最外侧径迹之间的间距，图 2.6

中还标出了某一特定角度下的这个距离（ ）。测量结果列于下表，角度  在图 2.5 中定义为磁场方

向与从两板中心连到胶片上相应点的连线之间的夹角。

与磁场方向的夹角 /度 90 60 50 40 30 23

间距 /mm 17.4 12.7 9.7 6.4 3.3 径迹终点

装置各参数的数值如下：

此外，真空中的光速可取为 ，电子的静质量可取为 。

求观测到的  粒子的最大动能。

将最大动能的数值结果以 eV 为单位写在答题纸第 2f 节的方框内。

(d) 利用 (f) 部分［即上文 (c) 部分］给出的信息，求电子的电荷量与静质量之比。应在所提供的纸上

绘制适当的图像来求得该值。

在图像本身以及答题纸第 2g 节所提供的方框内，均用代数式标明横轴和纵轴所表示的量。

将你求得的电子荷质比写在答题纸第 2g 节所提供的方框内。

请注意，由于观测中存在系统误差，你得到的答案可能与公认值不一致。

题目译自官方英文原文。

答案

(a) 对于最小的正聚焦磁场 ，

(b) 。当  时，电场力向上，磁场力向下。将两个场同时反向，两种

力也都反向。

y ϕ

ϕ

y

B0 = 6.91 mT V0 = 580 V t = 0.80 mm

s = 41.0 mm

3.00 × 108 m s−1 9.11 × 10−31 kg

β

Bmin

.
e

m
≃

8π2V

B 2
minD

2

区域 B B = B0, V = V0
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(c)

对应于 。

(d) 以  为纵轴，以下列无量纲量为横轴作图：

直线的斜率约为 ，由此得到

解答

全文中，  表示电子电荷量的大小；电子所带的电荷为 。其静质量为 。

(a)

由于加速电压低于 ，电子的动能远小于其静能。我们采用非相对论力学，取 ：

离开电子枪时的速度分量为

磁场不会产生平行于自身方向的力。因此，平行于磁场方向的运动为匀速运动，而垂直于磁场方向的运动

为圆周运动，且有

合成的运动轨迹是一条螺旋线。从轴线上出发的电子每转完一整圈就会回到轴线上。最小的正聚焦磁场对

应于电子在到达荧光屏前恰好转过一圈，因此

两边平方，并代入 ，得到

对于这一窄电子束， ，取 。于是

对于包含不同  值的电子的束流，这种聚焦是近似的：各电子的轴向速度略有差别。在  时，

仅约为 。

(b)

洛伦兹力为

Kmax ≃ 6.4 × 105 eV

vmax ≃ 2.69 × 108 m s−1

Y = y

X = sinϕ√sin2 ϕ − (

V0

B0tc
)

2

.

1.855 × 10−2 m

.
e

m0
≃ 1.68 × 1011 C kg−1

e > 0 −e m0

2 kV m ≃ m0

eV =
1
2
mv2.

v∥ = v cosβ, v⊥ = v sinβ.

r =
mv⊥

eB
, ω =

eB

m
, T =

2πm
eB

.

D = v cosβT =
2πmv cosβ

eBmin
.

v2 = 2eV /m

e

m
=

8π2V cos2 β

B 2
minD

2
.

β ≤ 5∘ cosβ ≃ 1

.
e

m
≃

8π2V

B 2
minD

2

β 5∘ 1 − cosβ
0.0038
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当  时，上板带正电，因此电场方向向下，电子所受的电场力方向向上。

当  时，对俯视图应用矢量叉乘法则，得到：

电子运动所朝向的区域 电场力 磁场力

区域 A 向上 向上

区域 B 向上 向下

当板间间隙小到可以忽略不计时，只有电子所受的竖直方向的力相互平衡，它们才能穿过两板之间的区

域。这在区域 B 才可能实现。

设  为电子在两板之间运动时，其速度与磁场之间的夹角。忽略边缘效应，

力的平衡要求

即

将  和  同时反向，两种力也都反向，因此，对于朝区域 B 运动的电子，两种力仍然平衡。

电子离开两板后，电场力消失，而磁场力仍然存在。因此：

 产生下方的弯曲径迹。

 产生上方的弯曲径迹。

 产生中间的直线径迹。

这就是图 2.6 中所示的三条径迹，由此确定答案为

(c)

我们采用窄间隙近似，并在随后偏转的最低阶近似下，将电子离开两板时的角度  视为观测角 。定义

代入数值得

速度选择条件变为

随着  从  减小，被选出的速率增大。因此，观测到的最小角度  对应于最大速率：

表中的“径迹终点”给出了这一截止角度；它并未提供  的数值测量结果。

F = −e (E + v × B).

V = V0 > 0

B = B0 > 0

θ

E0 =
V0

t
.

eE0 = eB0v sin θ,

.v sin θ =
V0

B0t

B V

B = B0, V = V0

B = −B0, V = −V0

B = V = 0

.区域 B

θ ϕ

u =
V0

B0t
.

u =
580

(6.91 × 10−3)(0.80 × 10−3)
= 1.0492 × 108 m s−1.

v(ϕ) =
u

sinϕ
.

ϕ 90∘ 23∘

vmax =
1.0492 × 108

sin 23∘ = 2.6852 × 108 m s−1 = 0.8951c.

y
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此时必须采用相对论动能：

因此

利用标准单位换算关系 ，

按与终点角度相称的合理精度取值，

(d)

在两板外部，忽略边缘电场，并保留磁偏转的最低阶项。此时电子的水平运动近似为匀速运动，从板边缘

飞到胶片所需的时间为

磁场不做功，因此电子的速率和洛伦兹因子保持不变。在最低阶近似下，竖直方向的磁场力大小为

由此得到竖直方向的加速度

因此，任一弯曲径迹相对于中间径迹的位移为

两种场的设置产生方向相反的位移。因此，两条径迹之间的间距为

代入

得到

由于 ，可写为

因此，选择图像的坐标轴为

γmax =
1

√1 − v2
max/c2

= 2.2426,

Kmax = (γmax − 1)m0c
2.

Kmax = (2.2426 − 1)(9.11 × 10−31)(3.00 × 108)2 = 1.0188 × 10−13 J.

1 eV = 1.602176634 × 10−19 J

Kmax = 6.36 × 105 eV.

.Kmax ≃ 6.4 × 105 eV = 0.64 MeV

τ ≃
s

v
.

Fz = eB0v sinϕ,

az =
eB0v sinϕ

γm0
.

δ ≃
1
2
azτ

2 =
eB0s

2 sinϕ

2γm0v
.

y = 2δ ≃
eB0s

2 sinϕ

γm0v
.

v =
V0

B0t sinϕ
,

1
γ

=√1 − (

V0

B0tc sinϕ
)

2

,

y ≃
e

m0

B2
0ts

2

V0
sin2 ϕ√1 − (

V0

B0tc sinϕ
)

2

.

0 < ϕ < 180∘

.y ≃
e

m0

B2
0ts

2

V0
sinϕ√sin2 ϕ − (

V0

B0tc
)

2
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横轴所表示的量是无量纲量。这里

需要描绘的点为：

横坐标 纵坐标  / mm

0.93685 17.4

0.68612 12.7

0.52210 9.7

0.34667 6.4

0.17867 3.3

图像近似为一条通过原点的直线。适宜的坐标轴范围为  和 。作通过原点的

拟合，得到

将斜率以米为单位表示，

由理论关系得

于是

因此，由观测数据推得的值为

本推导保留了偏转的最低阶项。在测得的最大间距处， ；因此，有限曲率修正可

能带来百分之几的影响。

解答已与官方解答核对。

题目 3：引力波探测器（A 部分）与太阳引力对光的偏折（B 部分）

引力波与引力对光的影响。

A 部分

本部分讨论探测天文事件所产生的引力波时面临的困难。应当认识到，遥远的超新星爆发可能使地球

表面的引力场强度产生约为  的波动。

X = sinϕ√sin2 ϕ − (

V0

B0tc
)

2

, Y = y.

V0

B0tc
= 0.349735.

ϕ X Y

90∘

60∘

50∘

40∘

30∘

0 ≤ X ≤ 1 0 ≤ Y ≤ 20 mm

Y ≃ (18.55 mm)X.

S = 1.855 × 10−2 m,

S =
e

m0

B2
0ts

2

V0
.

e

m0
=

SV0

B2
0ts

2
≃

(1.855 × 10−2)(580)

(6.91 × 10−3)2(0.80 × 10−3)(41.0 × 10−3)2
.

.
e

m0
≃ 1.68 × 1011 C kg−1

δ/s = 8.7/41.0 ≃ 0.21

10−19 N kg−1
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一种引力波探测器模型（见图 3.1）由两根各长 1m、彼此垂直放置的金属杆组成。每根杆的一端抛光

至光学平面精度，另一端则刚性固定。调节其中一根杆的位置，使光电池接收到的信号最小（见图

3.1）。

图 3.1

用压电装置向两根杆施加一个短促的冲量。于是，杆的自由端发生振动，其纵向位移为 ，其中

而  和  均为常量。

(a) 若在 50s 内振幅减小了 20%，求  的值。

(b) 已知杆由铝制成，其密度（ ）为 ，杨氏模量（ ）为 ，再求  的

值。

(c) 两根杆的长度不可能做得完全相同，因此光电池信号的拍频为 。两根杆的长度差是多

少？

(d) 对于长度为  的杆，推导引力场强度  的变化  所引起的杆长变化  的代数表达式，用  及

杆材料的其他常量表示。

(e) 激光器发出的光为波长 656nm 的单色光。若能探测到的最小条纹位移为激光波长的 ，则要

使这样的系统能够探测到  的  的变化，  至少需要多大？

一种无方向性的引力波探测器由质量为 1168 kg 的铜合金球组成，该球通过减振组件悬挂在真空中。

球上装有包含调谐电路的换能器，以探测其尺寸的变化。然而，换能器也会拾取所有杂散振动，例如

温度效应引起的振动，以及电干扰拾取所产生的噪声。

(f) 为减小温度效应引起的振动，球保持在 100 mK 的温度下。当装置从 300 K 冷却到这一温度时，

原子振动的振幅将减小到原来的几分之一？

(g) 首先用液氮和液氦将球冷却至 4.2 K。随后通过制冷过程将温度  进一步降至 100 mK，该过程

以平均 1 mW 的速率从系统中移走能量。已知在这些低温下，铜合金的比热容  与  成正比，且

在 4.2 K 时 ，估算系统从 4.2 K 冷却至 100 mK 所需的时间。

Δxt

Δxt = ae−μt cos(ωt + ϕ),

a,μ,ω ϕ

μ

ρ 2700 kg m−3 E 7.1 × 1010 Pa ω

0.005 Hz

l g Δg Δl l

10−4

g 10−19 N kg−1 l

T

s T 3

s = 0.072 J kg−1 K−1
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B 部分

本部分讨论引力场对光在空间中传播的影响。

(a) 从太阳（质量为 ，半径为 ）表面发出的光子会发生红移。假设光子的能量具有等效静质

量，应用牛顿引力理论证明：在无穷远处，光子的有效（或测得的）频率减小（红移）为原来的

 倍。

(b) 光子频率的减小等价于其周期的增大；若将光子用作标准时钟，这就对应于时间膨胀。此外，可

以证明，时间膨胀总是伴随着长度单位按同一因子收缩。

现在我们尝试研究这一效应对太阳附近光传播的影响。首先定义距太阳中心  处的有效折射率 。

令

其中，  是在远离太阳引力影响的坐标系（ ）中测得的光速，而  是在距太阳中心  处的坐

标系中测得的光速。

证明  可近似为：

此式适用于  很小的情形，其中  是需要你确定的常量。

(c) 利用这个  的表达式，计算光线掠过太阳边缘时相对于直线路径的偏折角，以弧度表示。

数据：

引力常量， 。

太阳质量， 。

太阳半径， 。

光速， 。

你可能还需要用到以下积分：

题目译自官方英文原文。

答案

A(a): 。

A(b): 对于纵向振动的基模， 。

A(c): 。

A(d): ，其中  取沿杆方向的分量，以指向自由端为正。

A(e): ，这里将阈值理解为光程差，并取一个臂相对于另一个臂的轴向

响应。

A(f): 在经典谐振模型中，振幅减小为原来的  分之一，即初始值的 。

M R

(1 − GM/Rc2)

r nr

nr =
c

c′
r

,

c r → ∞ c′
r r

nr

nr = 1 +
αGM

rc2
,

GM/rc2 α

nr

G = 6.67 × 10−11 N m2 kg−2

M = 1.99 × 1030 kg
R = 6.95 × 108 m

c = 3.00 × 108 m s−1

∫

+∞

−∞

dx

(x2 + a2)3/2
=

2

a2
.

μ = 4.46 × 10−3 s−1

ω ≃ 8.06 × 103 rad s−1

|l1 − l2| ≃ 3.90 × 10−6 m = 3.90 μm

Δl =
ρl2Δg

2E
Δg

lmin ≃ 1.31 × 108 m

54.8 0.0183
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A(g): 。

B(a): 。

B(b): 。

B(c): ，方向朝向太阳。

解答

A(a)

振幅包络为

振幅减小  意味着经过  后，振幅为此前的  倍：

因此，

A(b)

将杆视为均匀的弹性连续介质，并认为观测到的振动是其纵向振动的基模。

设  为纵向位移，  为横截面积。纵向力为 。对一个短微元应用牛顿第二定律，得

因此，纵波的传播速度为

固定端的位移为零，而自由端的纵向应力为零：

对于空间依赖关系为  的振动模式，自由端条件要求

对于基模， ，所以杆长等于四分之一波长。因此

代入数值，得

t ≃ 8.83 × 104 s ≃ 24.5 h

ν∞ ≃ νR(1 −
GM

Rc2
)

α = 2, nr ≃ 1 +
2GM

rc2

θ =
4GM

Rc2
= 8.49 × 10−6 rad

A(t) = ae−μt.

20% 50 s 0.80

A(t + 50)

A(t)
= e−50μ = 0.80.

.μ = −
ln(0.80)

50
= 4.46 × 10−3 s−1

u(x, t) S ES ∂u/∂x

ρS dx
∂ 2u

∂t2
= ES dx

∂ 2u

∂x2
.

v =√
E

ρ
.

u(0, t) = 0,
∂u
∂x x=l

= 0.

∣

sin(kx)

cos(kl) = 0.

kl = π/2

ω0 = vk =
π

2l
√

E

ρ
.
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且对于 ，

在线性阻尼情况下，观测到的角频率为 。由于 ，这一修正可以忽略：

对应的频率为

A(c)

对于由相同材料制成、以相同基模振动的杆，

因此，它们的拍频为

当长度差  很小，且两根杆的长度均近似为  时，

因此，

得到

比值  证实了小差值近似的有效性。

A(d)

采用线性弹性理论，并将引力扰动视为准静态扰动。令  从固定端  延伸至自由端 ，以 

表示场强变化沿此方向的带符号分量。

位于  处的横截面以外、朝向自由端一侧的材料质量为

因此，通过该截面传递的附加轴向力为

由杨氏模量的定义，局部应变的变化为

对所有微元的伸长量积分，

v =√
7.1 × 1010

2700
= 5.128 × 103 m s−1,

l = 1 m

ω0 =
π

2
(5.128 × 103) = 8.055 × 103 rad s−1.

ω = √ω2
0 − μ2 μ ≪ ω0

.ω ≃ 8.06 × 103 rad s−1

f =
ω

2π
=

v

4l
≃ 1.282 × 103 Hz.

f(l) =
v

4l
.

fb = |f1 − f2| =
v

4

1

l1
−

1

l2
.

∣ ∣

δl = |l1 − l2| l

fb ≃
v

4l2
δl =

f

l
δl.

δl ≃
lfb

f
=

(1)(0.005)

1281.998
m,

.δl ≃ 3.90 × 10−6 m

δl/l ≃ 3.9 × 10−6

x x = 0 x = l Δg

x

m(x) = ρS(l − x).

ΔF(x) = ρS(l − x)Δg.

Δϵ(x) =
ΔF(x)

ES
=

ρ(l − x)Δg

E
.
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于是

指向固定端的场强变化会使杆受压，对应于负的 。

A(e)

反射端发生位移  时，往返光程改变 。取场强变化沿其中一根杆的方向，另一根杆作为纵向参考，

则

光程改变一个波长，就会使干涉条件移动一个条纹。因此，题给灵敏度对应于

因此，可探测到的最小杆端位移为

利用 A(d) 的结果，

在探测阈值处，

代入得

所以

更一般地，若两根杆都产生响应，则此表达式中的  应替换为两根杆各自带符号的轴向场强变化之差。

A(f)

在经典谐振近似下，原子位移为  时的弹性势能为 。由能量均分定理，

当有效劲度系数  不变时，特征振幅因此满足

由于 ，

因此，振幅减小的倍数为

Δl = ∫

l

0
Δϵ(x) dx =

ρΔg

E
∫

l

0
(l − x) dx.

.Δl =
ρl2Δg

2E

Δg

Δl 2Δl

|ΔD| = 2|Δl|.

|ΔD|min = 10−4λ = 10−4(656 × 10−9) = 6.56 × 10−11 m.

|Δl|min = 3.28 × 10−11 m.

2|Δl| =
ρl2|Δg|

E
.

lmin =√
E 10−4λ

ρ|Δg|
.

lmin =√
(7.1 × 1010)(10−4)(656 × 10−9)

(2700)(10−19)
,

.lmin ≃ 1.31 × 108 m

Δg

x 1
2 κx

2

1
2
κ⟨x2⟩ =

1
2
kBT .

κ

A ∝ √T .

100 mK = 0.100 K

Acold

Awarm
= √

0.100
300

=
1

√3000
= 0.0183.
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这一估算采用经典热振动模型，并忽略量子零点运动。

A(g)

令

题给的比热容规律为

必须从球中移走的热量为

因此，

代入数值，得

在平均制冷功率为  时，

因此

B(a)

设发射频率为 。按照题目指定的牛顿模型，赋予光子一个与其能量等效的引力质量

将这一质量从太阳表面移至无穷远处所需的功为

由能量守恒，

代入 ，

.
Awarm

Acold
= √3000 ≃ 54.8

Ti = 4.2 K, Tf = 0.100 K, si = 0.072 J kg−1 K−1.

s(T ) = si(
T

Ti

)

3

.

Q = m∫

Ti

Tf

s(T ) dT =
msi

T 3
i

∫

Ti

Tf

T 3 dT .

Q =
msi

4T 3
i

(T 4
i − T 4

f ) =
msiTi

4
[1 − (

Tf

Ti

)

4

].

Q =
(1168)(0.072)(4.2)

4
[1 − (

0.100
4.2

)

4

] ≃ 88.3 J.

P = 1.00 × 10−3 W

t =
Q

P
=

88.3

10−3
s.

.t ≃ 8.83 × 104 s ≃ 24.5 h

νR

mγ =
hνR

c2
.

W = ∫

∞

R

GMmγ

r2
dr =

GMmγ

R
.

hν∞ = hνR −
GMmγ

R
.

mγ = hνR/c2

hν∞ = hνR(1 −
GM

Rc2
),
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因此

这是弱场条件下的一阶结果。用发射时的能量计算  只会引入更高阶的修正。对于太阳，

所以这一近似完全合理。

B(b)

定义

频率减小为原来的  倍，对应于时钟周期增大为原来的  倍。根据题目给出的长度收缩规则，相应的长

度尺度减小为原来的  倍。

因此，在题目与远处坐标进行的比较中，有效速度满足

由此可得

展开至一阶，

因此，

这里，  是题目折射率模型中使用的有效坐标速度。使用固有长度和固有时间进行局部测量，得到的仍是

真空光速 。

B(c)

取入射光线近似沿  方向传播，碰撞参数为 。沿其未受扰动的路径，

折射率为

对于连续变化的折射率，由斯涅尔定律可得光线方程

其中  是光线的单位切向量。当偏折很小时，  且 ，因此其横向分量变为

.ν∞ ≃ νR(1 −
GM

Rc2
)

mγ

GM

Rc2
= 2.12 × 10−6 ≪ 1,

ϵ =
GM

rc2
, q = 1 − ϵ.

q 1/q
q

c′
r

c
≃

q

1/q
= q2.

nr =
c

c′
r

≃
1

(1 − ϵ)2
.

(1 − ϵ)−2 = 1 + 2ϵ + O(ϵ2).

, .nr ≃ 1 +
2GM

rc2
α = 2

c′
r

c

x b

y = b, r = √x2 + b2.

n(x, y) = 1 +
αGM

c2
√x2 + y2

.

d

ds
(nt̂) = ∇n,

t̂ ds ≃ dx n ≃ 1
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求导得

在一阶近似下，可沿直线路径  计算此式：

利用题给积分，

负号表示光线朝太阳方向弯曲。对于掠过太阳边缘的光线， ，且 ，由此得到偏折角的大小

代入数值，得

于是

这约为  角秒。

解答已与官方解答核对。

dθ

dx
≃

∂n
∂y

.

∂n

∂y
= −

αGM y

c2(x2 + y2)3/2
.

y = b

Δθ = −
αGMb

c2
∫

+∞

−∞

dx

(x2 + b2)3/2
.

Δθ = −
αGMb

c2

2

b2
= −

2αGM

bc2
.

b ≃ R α = 2

θ =
4GM

Rc2
.

θ =
4(6.67 × 10−11)(1.99 × 1030)

(6.95 × 108)(3.00 × 108)2
.

.θ = 8.49 × 10−6 rad 朝向太阳

1.75
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