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Problema 1: Cinco apartados breves: salto con cuerda elastica, maquina
térmica, edad de la Tierra mediante datacion U-Pb, esfera
uniformemente cargada, aro de cobre en rotacion en el campo
magneético terrestre

[

A

Una persona que realiza un salto con cuerda eldstica esta sujeta a un extremo de una larga cuerda
elastica. El otro extremo de la cuerda esta fijado a un puente elevado. La persona se deja caer
desde el puente, partiendo del reposo, hacia el rio que hay debajo. No llega a tocar el agua. La
masa de la persona es m, la longitud de la cuerda sin estirar es L, la constante elastica de la
cuerda (fuerza necesaria para producir un alargamiento de 1 m) es k vy la intensidad del campo
gravitatorio es g.

Puede suponer que

la persona puede considerarse una masa puntual m sujeta al extremo de la cuerda,
la masa de la cuerda es despreciable frente a m,

la cuerda obedece la ley de Hooke,

la resistencia del aire puede despreciarse durante toda la caida de la persona.

Obtenga expresiones para las siguientes magnitudes y andtelas en la hoja de respuestas:

(a) la distancia y que cae la persona antes de quedar instantaneamente en reposo por primera
vez,

(b) la rapidez maxima v que alcanza la persona durante esta caida,
(c) el tiempo ¢ transcurrido durante la caida hasta quedar en reposo por primera vez.
B

Una maquina térmica funciona entre dos cuerpos idénticos a temperaturas diferentes T'A y T3 (
T'a > 1TB), cada uno de masa m y calor especifico constante s. Los cuerpos permanecen a
presion constante y no experimentan ninglin cambio de fase.

(a) Mostrando todo el desarrollo, obtenga una expresion para la temperatura final T}, que
alcanzan los dos cuerpos A y B si la maquina térmica extrae del sistema la maxima cantidad de
trabajo mecanico tedricamente posible.

Escriba su expresion para la temperatura final T{ en la hoja de respuestas.
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(b) A partir de lo anterior, obtenga y escriba en la hoja de respuestas una expresién para esta
cantidad méaxima de trabajo disponible.

La maquina térmica funciona entre dos depdsitos de agua, cada uno de volumen 2.50 m?. Uno de
los depdsitos esta a 350 K y el otro a 300 K.

(c) Calcule la maxima cantidad de energia mecanica que puede obtenerse. Anote el valor en la
hoja de respuestas.

Calor especifico del agua = 4.19 x 103 Jkg 1 K~!
Densidad del agua = 1.00 x 103 kgm 3
C

Se supone que, cuando se formo la Tierra, estaban presentes los isétopos 2387y y 235U, pero no
sus productos de desintegracion. Las desintegraciones de 233U y 235U se utilizan para
determinar la edad de la Tierra, T'.

(a) El isétopo 238U se desintegra con un periodo de semidesintegracién de 4.50 x 10? afios. Los
productos de desintegracion de la serie radiactiva resultante tienen periodos de
semidesintegracién cortos en comparacién con este; en una primera aproximacion, puede
ignorarse su existencia. La serie de desintegracion termina en el isétopo estable de plomo 2%Pb.

Obtenga y anote en la hoja de respuestas una expresién para el nimero de dtomos de 206Pb,
denotado por 20671, producidos por desintegracion radiactiva durante un tiempo ¢, en funcién del
ndmero actual de 4tomos de 238U, denotado por 238 NV, y del periodo de semidesintegracién del
2387. (Puede resultarle til trabajar en unidades de 109 afios.)

(b) De forma andloga, el 235 se desintegra con un periodo de semidesintegracion de
0.710 x 10? afios a través de una serie de productos con periodos de semidesintegracion mas
cortos, dando lugar al isétopo estable 207Pb.

207

Escriba en la hoja de respuestas una ecuacion que relacione “”‘n con 235 v y el periodo de

semidesintegracion del PRI

(c) Se analiza mediante un espectrometro de masas un mineral de uranio mezclado con un
mineral de plomo. Se miden las concentraciones relativas de los tres isdtopos de plomo 204Pb,
206 py, y 207Pb, y se encuentra que los nimeros de dtomos estan en las proporciones

1.00 : 29.6 : 22.6, respectivamente. El isétopo 2°4Pb se utiliza como referencia, ya que no es de
origen radiactivo. El andlisis de un mineral de plomo puro da las proporciones 1.00 : 17.9 : 15.5.

Sabiendo que la razén 238NV : 235 N es 137 : 1, deduzca y anote en la hoja de respuestas una
ecuacién que contenga 7.

(d) Suponga que T es mucho mayor que los periodos de semidesintegracion de ambos isétopos
de uranio y obtenga asi un valor aproximado de 7'

(e) Es evidente que este valor aproximado no es significativamente mayor que el periodo de
semidesintegracién mas largo, pero puede utilizarse para obtener un valor mucho més preciso de
T'. A partir de lo anterior, o por otro método, estime un valor de la edad de la Tierra con un error
inferior al 2%.
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D
Una carga () esta distribuida uniformemente en el vacio por todo un volumen esférico de radio R.

(a) Deduzca expresiones para la intensidad del campo eléctrico a una distancia r del centro de la
esferaparar < Ryr > R.

(b) Obtenga una expresion para la energia eléctrica total asociada a esta distribucién de carga.
Anote sus respuestas a (a) y (b) en la hoja de respuestas.
E

Se pone en rotacion un aro circular de alambre fino de cobre alrededor de un didmetro vertical, en
un punto del campo magnético terrestre. La densidad de flujo magnético del campo terrestre en
ese punto es 44.5 uT y estd dirigida formando un angulo de 64° por debajo de la horizontal.
Sabiendo que la densidad del cobre es 8.90 x 103 kgm 3 y su resistividad es 1.70 x 108 Qm,
calcule cuanto tiempo tardard la velocidad angular del aro en reducirse a la mitad. Muestre los
pasos de su célculo y anote el valor del tiempo en la hoja de respuestas. Este tiempo es mucho
mayor que el tiempo de una revolucion.

Puede suponer que los efectos del rozamiento de los soportes y del aire son despreciables y, a
efectos de esta cuestion, debe ignorar los efectos de autoinduccion, aunque estos no serian
despreciables.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas
e A(a):
mg 2kL
=L+ —/711 14+ ——
y=L+ | 1+y/1+
e A(b):
2
v=14/2gL + ] .
k
e A(c):
2L \/E 2kL
t=4/— + 4/ — |m™—arctan4 |/ —
\/ g k mg
e B(a):
To = /TATs|
e B(b):

Winax = ms (TA Ty — 2\/TATB> - ms(\/T_A - \/:73)2 .
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e B(c):

Woax = 2.02 x 107 J = 20.2 MJ |

e C(a): Escribiendo hazs = 4.50 x 10° yr,

206, _ 238 <2t/h238 _ 1) _

o C(b): Escribiendo hazs = 0.710 x 10° yr,

207, _ 235y <2t/h235 - 1) -

e C(c):
2T/hass _ 1 1
— =137 7— , T > 0.
2T /hass — 1 11.7
e C(d):
In(137 x 7.1/11.7) 9
approx — ) 1 =5.38 x 10 yr|.
(In 2) (hogs — hogs)
e C(e):
T ~ 4.56 x 10° yr|.
e D(a): La componente radial del campo eléctrico es
T
Q ﬁa 0 S r S Ra
el > r>R
r

El campo apunta hacia fuera para ) > 0, hacia dentro para () < 0y es nulo en el centro.

« D(b):
2
U= % |
e E:
t1/2 ~ 1.10 x 10° s ~ 12.8 days|.
L
Solucion

A(a)

Sea z la distancia medida hacia abajo desde el puente. La cuerda permanece floja hastaque z = L; a
partir de entonces, su alargamiento es © = z — L y su tension es k.

No hay disipacion, por lo que se conserva la energia mecanica. En el punto mas bajo, z = y, la persona
estd instantaneamente en reposo. Por tanto,
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1
mgy = —k(y— L)".
De forma equivalente, conz =y — L,
5 2mg 2mgL
7 — T — =

k k

La raiz fisicamente admisible corresponde a un alargamiento positivo:

2 2mgL
w:ﬂ+\/(@> . 2mgL

k k k
Por lo tanto,
2kL
y=L+ M9 1y 14 2P
k mg
A(b)

La rapidez aumenta mientras la aceleracién hacia abajo es positiva. Una vez que la cuerda esta tensa,
mZ=mg— k(z— L).

Por tanto, la rapidez es maxima cuando la aceleracion se anula por primera vez:

mg
z=L+ —.
k
La conservacion de la energia en cualquier punto con la cuerda tensa da
1 2 1 2
—mv® = mgz — —k(z — L)*.
5 97— Sk )
En la posicion de rapidez maxima,
1, mg 1, /mg\?2 m?g?
Lot = mg (L+79) = Ly(T2)" _ngr |
gt =mg (L+ 58) = 3h( mgEt o
Asi pues,
mg?
v=14/2gL+ ——|
k
A(c)

Durante la caida libre inicial a lo largo de la distancia L, el tiempo transcurrido y la rapidez final son

[ 2L
t1 = ?, v1 = 4/ 2gL.

Tomemos 7 = 0 cuando la cuerda se tensa por primera vez y definamos

& mg
Wy = E, zeq = T

La ecuacién del movimiento posterior es
i+ 2
T+ wyr =g.

Conz(0) = 0y 4(0) = v, su solucion es
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U1 .
z(1) = xeq(l — oS wm') + —sinwoT,
wo
de modo que
Z(T) = Teqwo SINWOT + V1 COS WQT.

Esta velocidad se anula por primera vez para /2 < woT < 7. En consecuencia,

U1
woT = m — arctan | ——
$equ

2kL

) = m — arctan
mg

Sumando el tiempo de caida libre se obtiene

2L m 2kL
t= — 4+ 4/ — |m— arctan 4/ ——
Vg V & mg

B(a)

El trabajo maximo se obtiene haciendo funcionar la maquina de forma reversible entre las temperaturas

instantaneas de los cuerpos, hasta que alcanzan una temperatura comun. Todas las temperaturas que

aparecen a continuacion son temperaturas absolutas.

Cada cuerpo tiene una capacidad calorifica constante ms a presién constante. Por tanto, su variacion

de entropia es

drT
AS = —
ms [ -

La maquina funciona ciclicamente, por lo que su variacion neta de entropia es nula. En un
funcionamiento reversible, la variacion conjunta de entropia de los cuerpos también es nula:

ms/TOd—Ters/TOd—T—O
Ty T Ty T .

Asi,
T T
In=-2 +1In=2 = 0,
N Tgs
de donde se obtiene
Ty = /TaTs |

Para ver por qué esto proporciona el maximo, un proceso irreversible produciria, en cambio, un
aumento de la entropia total, lo que exigiria

To > +/TaTs.

Una temperatura final mayor deja mas energia térmica en los cuerpos y, en consecuencia, permite

extraer menos trabajo.
B(b)
El calor extraido del cuerpo inicialmente mas caliente es
Qu = ms(Ta — To),

y el calor cedido al cuerpo inicialmente mas frio es
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Qc = ms(To — Ts).
La conservacion de la energia para la maquina ciclica da
W =Qu — Qc =ms(Tx + T — 27T)).

Sustituyendo la temperatura final del proceso reversible,

W hax = ms (TA+TB—2\/m> :m3<\/’_ZTA— \/T_B,)z.

B(c)
La masa de agua de cada depdsito es

m = pV = (1.00 x 10°)(2.50) = 2.50 x 10° kg.
La temperatura final del proceso reversible es

T, = v/350 x 300 = 324.037... K.

Utilizando este valor sin redondear prematuramente,

Winax = (2.50 x 10%)(4.19 x 10°) [350 + 300 — 2v/350 x 300]
—2.0174...x 107 J.

Por lo tanto,
Woax = 2.02 x 107 J = 20.2 MJ|.
C(a)
Para un isétopo radiactivo padre con periodo de semidesintegracion h,
N(t) = N©)e ™, A=2,

Por tanto, el nimero inicial de dtomos del isdtopo padre puede expresarse en funcién del nimero
actual:

N(0) = N(t)e = N(t)2/h.

Despreciando los tiempos de vida de los productos intermedios, cada dtomo de uranio desintegrado
produce un atomo de plomo al final de la cadena. Como inicialmente no habia productos de
desintegracién,

n(t) = N(0) — N(t) = N(¢) (zt/h - 1).

Para la serie del 2381,

206, — 28 (2’5/”%8 . 1) . hass = 4.50 x 10° yr.

C(b)

Aplicando el mismo razonamiento a la serie del 235U,

207, _ 235y (2”’@35 _ 1) . hags = 0.710 x 10° yr.
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C(c)

El mineral de plomo puro proporciona las proporciones isotdpicas de fondo. Estas cantidades de fondo
deben restarse de las de la muestra mezclada para determinar el plomo producido por la
desintegracién del uranio.

Sea N4 el nimero de dtomos de 204Ph de la muestra mezclada. Como este isotopo no es

radiogénico,
2000, = (29.6 — 17.9) Nygy = 11.7Nygy,
y
207, _
n = (226 — 15.5)N204 = 7.1N204.
Por lo tanto,
207y 7.1
206, 11.7°

Utilizando las ecuaciones de desintegracion y la proporcidn actual de los isétopos de uranio,

7.1 25N 9T/hass _ 1 2T/hss 1
11.7 28N oT/hws _ 1 137 9T/hws _ 1

Asi, la ecuacion buscada es

2T /hass _ 1 7.1
m:137m:83.13675..., T > 0.
C(d)
Bajo la aproximacion indicada 1" >> hasg, hoss,
2T/h 1 ~ oT/h,
La ecuacion de datacion se convierte en
QT (1/hass1 /) . 137 -1
11.7
Tomando logaritmos,
B In(137 x 7.1/11.7)
P (n2)(hags — o)
Numéricamente,
In(83.13675...) % 10° yr,

T roxX —
P (In2)(1/0.710 — 1/4.50)

de modo que

Topprox = 5.38 x 107 yr|.

Este valor es solo de aproximadamente 1.19ho3s, por lo que despreciar la resta de 1 en la expresion del
2387 no est3 justificado si se desea un resultado preciso.

C(e)

Conservemos ambas restas de 1. Escribiendo

eulersolve.org/ipho/2000/ 8/28



T

U

109 yr’
debemos resolver
9u/0.710 __
F(u) = w1 = 83.13675. ...

Las evaluaciones en valores préximos dan
F(4.55) = 82.666. . ., F(4.56) = 83.232....

Asi, la edad buscada se encuentra entre 4.55 y 4.56 mil millones de afios. Una solucién numérica mas
precisa es u = 4.5583157 ..., lo que da

T ~ 4.56 x 10° yr|,

con un error muy inferior al 2% solicitado.
D(a)

La densidad volumétrica uniforme de carga es

B Q
Pa= (4/3)mRE

La simetria esférica hace que el campo eléctrico sea radial y de médulo constante sobre una superficie
gaussiana esférica concéntrica.

Parar < R, la carga encerrada es

B 473 B r3
Qenc - pq 3 - ﬁ
La ley de Gauss da
Anr®E, = Qene
r o I
y, por tanto,
Qr
T dmem "5 H)
Parar > R, la carga encerrada es (, de modo que
Q
ET‘ —_— W (r > R) .

El campo es nulo en el centro y continuo en la superficie, donde

Q
E.(R) = ————.

T( ) AmeoR?
D(b)
En el vacio, la densidad de energia electrostatica es

1 2
ug = —eok”.
E 5 €0

La energia total incluye el campo tanto en el interior como en el exterior de la esfera cargada:
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R fo'e)
U:ﬂl/ E247rr2dr+/ E247rr2dr].
2 [Jo R

Sustituyendo los campos obtenidos anteriormente,

_QZ 1 R4 OOdT‘
U_87r50 R6/0 rdr+/R |

Por lo tanto,
Q1 1
U= S \38 " &)’
y
2
go 39" |
207!’60R
E

Sea a el radio del aro y S el area de la seccion transversal del alambre. Denotemos por pn, la densidad
de masa del cobre y por pe su resistividad eléctrica.

La masa y la resistencia del aro son

2ma
M = 2maSpy,, R = peT
Para un aro delgado que gira alrededor de un didmetro, el momento de inercia es
1o 3
I= 2Ma = mpmSa’.

El plano del aro permanece vertical, de modo que su normal es horizontal. Solo la componente
horizontal del campo terrestre contribuye al flujo magnético:

B;, = Bcos64°.
Sea 0 el angulo entre la normal al aro y este campo horizontal. El flujo es

& = Byma® cosé.

Conf = w, la ley de Faraday da

do .
£ =——— = Byma’wsiné.
dt
Despreciando la autoinduccidn, tal como se indica, la corriente es
. &
1= —.
R
Por consiguiente, la potencia instantanea disipada por efecto Joule es
2,2 4
B;m“a

P = ZzR = Twz SiIl2 0

El tiempo de amortiguamiento indicado es mucho mayor que el de una revolucion, por lo que w varia

muy poco durante cada revolucion. Por tanto, podemos utilizar
) 1
<s1112 0> =5
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lo que da

2

B2r%a?
= W .

Pl =—%

En ausencia de rozamiento, este calor procede de la energia cinética de rotacion:

% (%I&) = —(P).

Asi, la velocidad angular promediada satisface

Pero

por lo que las magnitudes geométricas se cancelan:

Por tanto,

dw B%7r2a4
da - 2R
3 271'(1; 2 4
IR = (meSa ) peT = 27" prpea”,
do B? .
dt 4pmpe '
(t) = w(0) Bit
w(t) =w(0)exp | — .
4pmpe

Imponiendo w(t1/2) = w(0)/2 se obtiene

Numéricamente,

Por lo tanto,

4pmpeIn2  4p,p.In2
B? ~ B2cos264°°

t1/2 =

By, = (44.5 x 107 %) cos 64° = 1.95075... x 10 ° T,

4(8.90 x 10*)(1.70 x 10 %)1In 2
(44.5 x 1076)2 cos2 64°

t1)o =

t12 ~ 1.10 x 10° s ~ 12.8 days|

La solucién se comprobd con la solucién oficial.

Problema 2: Relacion carga-masa del electron (enfoque magnético en

un CRT; particulas beta entre placas cargadas)

(@) Un tubo de rayos catddicos (CRT), que consta de un cafidn de electrones y una pantalla, se

coloca en un campo magnético uniforme y constante de magnitud B, de modo que el campo

magnético sea paralelo al eje del haz del cafién, como se muestra en la figura 2.3.
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Figura 2.3

El haz de electrones sale del anodo del caiidn de electrones sobre el eje, pero con una
divergencia de hasta 5° respecto al eje, como se ilustra en la figura 2.4. En general, se produce
una mancha difusa en la pantalla, pero para ciertos valores del campo magnético se obtiene una
mancha nitidamente enfocada.

' Y

§0——1 |

Gun - 50—
. y. —‘\UI

Figura 2.4

Considerando el movimiento de un electrén que inicialmente se mueve formando un angulo 8
(donde 0 < 8 < 5°) con el eje al salir del cafion de electrones, y considerando las componentes
de su movimiento paralela y perpendicular al eje, deduzca una expresién para la relacién carga-
masa e/m del electréon en funcion de las siguientes magnitudes:

el menor campo magnético para el que se obtiene una mancha enfocada,

la diferencia de potencial aceleradora entre los extremos del cafion de electrones V'
(tenga en cuenta que V < 2 kV),

y D, la distancia entre el anodo y la pantalla.

Escriba su expresion en el recuadro destinado a ello en la seccion 2a de la hoja de respuestas.

(b) Considere otro método para determinar la relacidn carga-masa del electrén. La disposicion se
muestra en una vista lateral y en una vista en planta (desde arriba) en la figura 2.5, con la
direccion del campo magnético indicada mediante B. Dentro de este campo magnético uniforme
B se colocan dos placas circulares de latén de radio p, separadas por una distancia muy pequefia
t. Entre ellas se mantiene una diferencia de potencial V. Las placas son paralelas entre siy
coaxiales; sin embargo, su eje es perpendicular al campo magnético. Una pelicula fotografica
recubre el interior de la superficie curva de un cilindro de radio p + s, que se mantiene coaxial
con las placas. En otras palabras, la pelicula se encuentra a una distancia radial s de los bordes
de las placas. Todo el dispositivo se coloca en el vacio. Tenga en cuenta que t es mucho menor

que sy que p.
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Side View:

§
3

J, Plates
e s

View from above:

Figura 2.5

Una fuente puntual de particulas 3, que emite las particulas 3 uniformemente en todas las
direcciones con un intervalo de velocidades, se coloca entre los centros de las placas, y el mismo
trozo de pelicula se expone en tres condiciones diferentes:

en primer lugar,con B=0y V =0,
en segundo lugar,con B=BoyV =Vj, y
en tercer lugar,con B= —ByyV = —Vj;

donde Vj y By, son constantes positivas. Tenga en cuenta que la placa superior esta cargada
positivamente cuando V' > 0 (negativamente cuando V' < 0), y que el campo magnético tiene el
sentido definido en la figura 2.5 cuando B > 0 (el sentido opuesto cuando B < 0). Para este
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apartado, puede suponer que la separacion entre las placas es despreciablemente pequeiia.

En la figura 2.5 se identifican dos regiones de la pelicula con las letras A y B. Tras la exposicién y
el revelado, en la figura 2.6 se muestra un esquema de una de estas regiones. ¢De qué regidn se
tomo este trozo (escriba A o B en su hoja de respuestas)? Justifique su respuesta indicando los
sentidos de las fuerzas que actlan sobre el electrén.

=]
=0 ﬂ--lﬂﬂ"' $=180°
Bl
- ey o
-._____L A
— =
b
Figura 2.6

(c) Tras la exposicion y el revelado, en la figura 2.6 se muestra un esquema de la pelicula. Se mide
con un microscopio la separacion entre las dos trazas mas externas, y esta distancia (y) también
se indica para un dngulo concreto en la figura 2.6. Los resultados se recogen en la tabla siguiente;
el angulo ¢ se define en la figura 2.5 como el angulo entre el campo magnético y una linea que
une el centro de las placas con el punto de la pelicula.

Angulo respecto al campo /grados ¢ 90 60 50 40 30 23
Separacién /mm y 174 127 9.7 6.4 3.3 Findelatraza

A continuacién se dan los valores numéricos de los pardmetros del sistema:
By =6.91 mT Vo =580V t = 0.80 mm
s =41.0 mm
Ademas, puede tomar la velocidad de la luz en el vacio como 3.00 % 103 m s~! ylamasaen
reposo del electrén como 9.11 x 103! kg.

Determine la maxima energia cinética observada de las particulas S.

Escriba la energia cinética maxima como un resultado numérico en eV en el recuadro de la
seccion 2f de la hoja de respuestas.

(d) Utilizando la informacién proporcionada en el apartado (f) [es decir, el apartado (c) anterior],
obtenga un valor de la relacién entre la carga y la masa en reposo del electron. Para ello, debe
trazar una grafica adecuada en el papel proporcionado.

Indique algebraicamente las magnitudes representadas en los ejes horizontal y vertical, tanto en
la propia grafica como en los recuadros destinados a ello en la seccion 2g de la hoja de
respuestas.

Escriba su valor de la relacidn carga-masa del electrén en el recuadro destinado a ello en la
seccion 2g de la hoja de respuestas.
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Tenga en cuenta que la respuesta que obtenga puede no coincidir con el valor aceptado debido a
un error sistematico en las observaciones.

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e (a) Para el menor campo de enfoque positivo Bmin,

e 8m2V
e a Br?lin‘D2

¢ (b)|Region B|. Para B = By, V = V), la fuerza eléctrica se dirige hacia arriba y la fuerza

magnética hacia abajo. Al invertir ambos campos, se invierten ambas fuerzas.

* (c)

Kpax ~ 6.4 x 10° eV

correspondiente @ Uy, =~ 2.69 x 108 ms~!.

e (d) Represente Y = y en el eje vertical frente a la magnitud horizontal adimensional

Vo \ 2
X = sin¢y/sin® ¢ — (B?f ) .
olcC

La recta tiene una pendiente de aproximadamente 1.855 x 1072 m, lo que da

£ ~1.68x10" Ckg!|
my

L

Solucion

En todo el texto, e > 0 denota el valor absoluto de la carga del electrén; la carga del electrén es —e. Su
masa en reposo es my.

(a)

Como la tensién aceleradora es inferior a 2 kV, la energia cinética del electrén es mucho menor que su
energia en reposo. Utilizamos la mecanica no relativista, con m =~ my:

eV = —mv>.
2

Las componentes de la velocidad al salir del cafion son
v = vcos 3, v, = vsinpf.
El campo magnético no ejerce ninguna fuerza paralela a si mismo. Por tanto, el movimiento paralelo es
uniforme, mientras que el movimiento perpendicular es circular, con
mu | eB 2mm

r= , w= , T =
eB m eB
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La trayectoria resultante es una hélice. Un electron que parte del eje vuelve al eje después de cada
vuelta completa. El menor campo de enfoque positivo corresponde a una vuelta antes de alcanzar la
pantalla, de modo que

D =vcosBT = M.
e-Bmin
Elevando al cuadrado y sustituyendo v? = 2eV/m, se obtiene
e 872V cos? B
m BI?IiIlD2

Para el haz estrecho, 8 < 5°, tomamos cos 8 >~ 1. Por tanto,

e 812V
m B Br%linD2

El enfoque es aproximado para un haz que contiene distintos valores de (: sus velocidades axiales
difieren ligeramente. A 5°, 1 — cos 3 es solo aproximadamente 0.0038.

(b)
La fuerza de Lorentz es
F =—e(E+vxB).

Para V =V, > 0, la placa superior es positiva, por lo que el campo eléctrico apunta hacia abajo y la
fuerza eléctrica sobre un electrén apunta hacia arriba.

Para B = By > 0, al aplicar la regla del producto vectorial a la vista en planta se obtiene:

Electrén que se dirige hacia Fuerza eléctrica Fuerza magnética
Regién A Hacia arriba Hacia arriba

Regién B Hacia arriba Hacia abajo
Con una separacion despreciablemente pequefia, los electrones solo pueden atravesar el espacio entre
las placas cuando sus fuerzas verticales se equilibran. Esto es posible en la regiéon B.

Sea 6 el angulo entre la velocidad del electron y el campo magnético mientras se desplaza entre las
placas. Despreciando los efectos de borde,

El equilibrio de fuerzas requiere
eFEy = eByvsin¥,

o bien

Vo

inf=——|
vsin Byt

Al invertir tanto B como V/, se invierten ambas fuerzas, por lo que siguen equilibrandose para los
electrones que se dirigen hacia la region B.

Después de que un electrdn sale de las placas, la fuerza eléctrica desaparece, mientras que la fuerza
magnética permanece. Por tanto:
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e B = B, V =V, produce la traza curva inferior.
e B=—By, V = —Vjproduce la traza curva superior.
e B =1V = 0 produce la traza recta central.

Estas son las tres trazas mostradas en la figura 2.6, lo que permite establecer

Regiéon B|.

(c)
Utilizamos la aproximacion de separacidn pequeia y, al orden dominante en la desviacion posterior,
identificamos el angulo de salida del electrén 6 con el angulo observado ¢. Definimos
Vo
U= —.
Byt
Numéricamente,

580 s
u= - — =1.0492 x 10° ms .
(6.91 x 1072)(0.80 x 10~?)

La condicion de seleccidon de velocidades se convierte en

(@) = —

sing

A medida que ¢ disminuye desde 90°, la rapidez seleccionada aumenta. Por tanto, el menor angulo

observado, 23°, corresponde a la rapidez maxima:
1.0492 x 108
v = —_———m-

max sin 23°

La entrada «Fin de la traza» especifica este limite angular; no proporciona ninguna medida numérica

— 2.6852 x 103 ms~! = 0.8951c.

de y.

Es necesario utilizar la energia cinética relativista:

1
Y = 2.2426,

\/1 - 'Urznax/cz

Kmax - (’Ymax - 1)m()C2.

Por tanto,
Kmax = (2.2426 — 1)(9.11 x 107°)(3.00 x 10%)% = 1.0188 x 10 % J.
Utilizando la conversién de unidades estandar 1 eV = 1.602176634 x 10~° J,
Kmax = 6.36 x 10° eV.

Con una precision razonable para el angulo del extremo de la traza,

Kpax ~ 6.4 x 10° eV = 0.64 MeV |

(d)

Fuera de las placas, despreciamos el campo eléctrico de borde y conservamos el término dominante
de la desviacién magnética. El movimiento horizontal del electron es entonces aproximadamente
uniforme, y su tiempo de vuelo desde el borde de las placas hasta la pelicula es

T~ —.
v
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El campo magnético no realiza trabajo, por lo que la rapidez del electrén y su factor de Lorentz
permanecen constantes. Al orden dominante, la fuerza magnética vertical tiene una magnitud

F, = eByvsin ¢,
lo que da una aceleracién vertical
eBovsin ¢
ymg
Por consiguiente, el desplazamiento de cualquiera de las trazas curvas respecto a la traza central es

1 eBys? sin

S~ —a, 2= —¢
2 z

Las dos configuraciones de los campos producen desplazamientos opuestos. Por tanto, su separacién

es

a, —

2ymov

eBs? sin
y = 25~ ED0E S0P
7m0v
Sustituyendo
2
B Vo 1 _ 1 Vo
v Bytsing’ v Bytcsing )’
obtenemos

B2ts2 2
Y~ € ot sin® ¢4 /1 — LO_ .
mo Vo Botcsin ¢

Como 0 < ¢ < 180°, esto se puede escribir como

(A Bgt82 . .. 9 VO 2
y_m—o Ve sin ¢4/ sin® ¢ Botc ) |

Asi pues, elegimos los ejes de la grafica como

Vo \2
X =sin¢ sin2¢—<B(;>, Y =y.
otc

La magnitud horizontal es adimensional. En este caso,

Vo

=0.34 .
Bote 0.349735

Los puntos que se deben representar son:

¢ Coordenada horizontal X Coordenada vertical Y [ mm

90° 0.93685 17.4
60° 0.68612 12.7
50° 0.52210 9.7
40° 0.34667 6.4

30° 0.17867 3.3
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La grafica es una linea casi recta que pasa por el origen. Unos intervalos adecuados para los ejes son
0< X <1y0<Y <20mm. Un ajuste que pasa por el origen da

Y ~ (18.55 mm)X.
Expresando la pendiente en metros,
S =1.855 x 10 2 m,
la relacion tedrica da
e B3ts®

S —
mo Wo

Por tanto,

e SVo (1.855 x 1072)(580)

~

mo  Blts®  (6.91 x 10°)2(0.80 x 107%)(41.0 x 107%)2"

Por tanto, el valor deducido de las observaciones es

€ ~1.68x10" Ckg |

my

Esta deduccidn conserva el término dominante de la desviacidn. Para la mayor separacién medida,
d/s = 8.7/41.0 ~ 0.21; por tanto, las correcciones debidas a la curvatura finita pueden contribuir con
efectos de unos pocos puntos porcentuales.

La solucién se comprobo con la solucidn oficial.

Problema 3: Detector de ondas gravitacionales (Parte A) y desviacion
gravitacional de la luz por el Sol (Parte B)

[
Ondas gravitacionales y efectos de la gravedad sobre la luz.

Parte A

Esta parte trata de las dificultades para detectar ondas gravitacionales generadas por fendmenos
astronémicos. Debe tenerse en cuenta que la explosion de una supernova lejana puede producir
fluctuaciones de la intensidad del campo gravitatorio en la superficie de la Tierra de
aproximadamente 10~ ngfl.

Un modelo de detector de ondas gravitacionales (véase la figura 3.1) consta de dos barras
metalicas de 1m de longitud cada una, dispuestas perpendicularmente entre si. Un extremo de
cada barra estd pulido hasta obtener una superficie épticamente plana, y el otro esta sujeto
rigidamente. La posicidon de una de las barras se ajusta de modo que la sefial recibida de Ia
fotocélula sea minima (véase la figura 3.1).
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Half silvered mirrors

/

Photocell

Eods

Screw to adjust rod

Figura 3.1

Se aplica a las barras un impulso breve y brusco mediante un dispositivo piezoeléctrico. Como
resultado, los extremos libres de las barras oscilan con un desplazamiento longitudinal Az,
donde

Az; = ae " cos(wt + ),
y a, 4, w y ¢ son constantes.

(a) Si la amplitud del movimiento se reduce un 20% durante un intervalo de 50s, determine un
valor de .

(b) Determine también un valor de w, sabiendo que las barras son de aluminio, con una densidad (
p) de 2700 kg m 2 y un médulo de Young (E) de 7.1 x 10'° Pa.

(c) Es imposible fabricar las barras con exactamente la misma longitud, por lo que la sefial de la
fotocélula tiene una frecuencia de batido de 0.005 Hz. ;Cual es la diferencia de longitud entre las
barras?

(d) Para la barra de longitud [, deduzca una expresion algebraica para el cambio de longitud, Al,
debido a un cambio, Ag, en la intensidad del campo gravitatorio, g, en funcion de [ y de otras
constantes del material de la barra.

(e) La luz producida por el ldser es monocromatica, con una longitud de onda de 656nm. Si el
desplazamiento minimo de las franjas que puede detectarse es 10 % dela longitud de onda del
laser, ¢cual es el valor minimo de [ necesario para que un sistema de este tipo sea capaz de
detectar variaciones de g de 107! Nkg'?

Un tipo no direccional de detector de ondas gravitacionales consiste en una esfera de aleacion de
cobre de masa 1168 kg, suspendida en el vacio de un sistema que reduce las vibraciones. A la
esfera se fijan transductores que contienen circuitos sintonizados para detectar cambios en sus
dimensiones. Sin embargo, los transductores captaran todas las vibraciones espurias debidas,
por ejemplo, a efectos térmicos, asi como el ruido debido a la captacion de interferencias
eléctricas.
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(f) Para reducir las vibraciones debidas a los efectos térmicos, la esfera se mantiene a una
temperatura de 100 mK. ¢En qué factor se habra reducido la amplitud de las vibraciones atémicas
al enfriar el conjunto desde 300 K?

(9) La esfera se enfria inicialmente hasta 4.2 K utilizando nitrégeno liquido y helio liquido. La
temperatura, T, se reduce después hasta 100 mK mediante un proceso de refrigeracién que
extrae energia del sistema a una tasa media de 1 mW. Sabiendo que la capacidad calorifica
especifica, s, de la aleacion de cobre es directamente proporcional a T'3 a estas bajas
temperaturas, estime el tiempo que tarda el sistema en enfriarse desde 4.2 K hasta 100 mK, dado
ques =0.072Jkg 'K 1a4.2K.

Parte B
Esta parte trata del efecto de un campo gravitatorio sobre la propagacién de la luz en el espacio.

(a) Un foton emitido desde la superficie del Sol (masa M, radio R) experimenta un corrimiento al
rojo. Suponiendo una masa en reposo equivalente a la energia del fotdn, aplique la teoria
gravitatoria newtoniana para demostrar que la frecuencia efectiva (o medida) del fotén en el
infinito se reduce (experimenta un corrimiento al rojo) por el factor (1 — GM /Rc?).

(b) Una reduccion de la frecuencia del fotdn equivale a un aumento de su periodo o, si se utiliza el
fotdn como reloj patrdn, a una dilatacién del tiempo. Ademas, puede demostrarse que una
dilatacion del tiempo siempre va acompafiada de una contraccién de la unidad de longitud por el
mismo factor.

Ahora intentaremos estudiar el efecto que esto tiene sobre la propagacién de la luz cerca del Sol.
Definamos primero un indice de refraccion efectivo n,. en un punto situado a una distancia r del
centro del Sol. Sea

donde c es la velocidad de la luz medida en un sistema de coordenadas alejado de la influencia
gravitatoria del Sol (r — 00), vy c;_ es la velocidad de la luz medida en un sistema de coordenadas
situado a una distancia r del centro del Sol.

Demuestre que 1, puede aproximarse por:
aGM

=14 rc?

I

para valores pequefios de GM / rc2, donde o es una constante que debe determinar.

(c) Utilizando esta expresion para n,., calcule en radianes la desviacién de un rayo de luz respecto
de su trayectoria rectilinea al pasar junto al borde del Sol.

Datos:

Constante gravitacional, G = 6.67 x 10~ N m? kg_2.
Masa del Sol, M = 1.99 x 103 kg.

Radio del Sol, R = 6.95 x 10% m.

Velocidad de la luz, ¢ = 3.00 x 108 ms1.

También puede necesitar la siguiente integral:
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L= dz 2
" G @

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

A(a):|p = 4.46 x 10 3s7 1|

¢ A(b): Para el modo longitudinal fundamental, |w ~ 8.06 % 10 rads |,
o A(c):||l1 — 2| ~3.90 x 10 ® m = 3.90 yum |.
_ plPAg
~_2E

o A(e):|lpiy >~ 1.31 x 103 m , interpretando el umbral como una diferencia de camino

e A(d):|Al , tomando Ag a lo largo de la barra, positivo hacia su extremo libre.

Optico y considerando la respuesta axial de un brazo respecto del otro.

e A(f): La amplitud disminuye en un factor de , hasta |[0.0183 | de su valor inicial, en el
modelo armodnico clasico.

o A(9):|t ~8.83 x 10*s ~24.5h]|

GM
e B(a):|v,, ~ 1-—
(@) |V = VR ( o2 >
e B(b):|a =2, nTzl—I—ZGiw.
RE
4GM
e B(c):|0 = — 8.49 x 10 % rad|, hacia el Sol.
Re?
L
Solucion
A(a)
La envolvente de la amplitud es
A(t) = ae M,
Una reduccion del 20% significa que la amplitud después de 50 s es 0.80 veces su valor anterior:
A(t
ALT50) _ 5o _ g9,
A(t)
Por tanto,
In(0.80
p— 080 e 10351
50
A(b)

Trate la barra como un medio continuo elastico uniforme y considere que la oscilacién observada
corresponde a su modo longitudinal fundamental.
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Sean u(m, t) el desplazamiento longitudinal y S el 4rea de la seccidn transversal. La fuerza longitudinal
es ES 8u/0a3. La segunda ley de Newton aplicada a un elemento corto da

0%u 0%u
Sdr——— = ESdxr —.
P 0T g B?
Asi, las ondas longitudinales se propagan a
E
V= 4/ —.
p
El extremo fijo tiene desplazamiento nulo, mientras que el extremo libre tiene esfuerzo longitudinal
nulo:
ou
u(0,t) =0, —— = 0.
Oz =l

Para un modo con dependencia espacial sin(ka:), la condicidn en el extremo libre exige
cos(kl) = 0.

Para el modo fundamental, kl = 71'/2, por lo que la longitud de la barra es un cuarto de la longitud de
onda. Por consiguiente,

2L\ p
Numéricamente,
7.1 x 10%°
ve | X0 98 103 ms
2700

y,paral = 1 m,

wo = —(5.128 x 10%) = 8.055 x 10° rads .
2

Para un amortiguamiento lineal, la frecuencia angular observada es w — \/wg — u2. Puesto que

p <K wo, esta correccion es despreciable:

w~ 8.06 x 10% rads™*|.

La frecuencia correspondiente es

v
= — — _—_ ~1.282 x 10° Hz.
=%~ S

A(c)

Para barras del mismo material que oscilan en el mismo modo fundamental,
v
l) = —.
=g

En consecuencia, su frecuencia de batido es

fb=|f1—f2|=% S

L1
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Para una pequefia diferencia de longitud 6l = |l1 — 15|, con ambas longitudes aproximadamente

iguales al,
v f
~ —§l = =4l.
o= l
Por tanto,
Lfy (1)(0.005)
0l ~ = m,
f 1281.998
lo que da

0l ~3.90 x 10 m]|.

El cociente 5l/l ~ 3.9 x 107% confirma la validez de la aproximacion de pequefia diferencia.
A(d)

Utilice la elasticidad lineal y una perturbacion gravitatoria cuasiestatica. Sea x la coordenada que va
desde el extremo fijo, z = 0, hasta el extremo libre, x = [, y sea Ag la componente con signo de la
variacion del campo a lo largo de esta direccion.

El material situado mas alla de una seccidn transversal en x tiene una masa
m(z) = pS(l — z).
Por tanto, la fuerza axial adicional transmitida a través de esa seccion es
AF(z) = pS(l — ) Ag.
Por la definicion del mdédulo de Young, la variacion de la deformacién unitaria local es
AF(@)  p(l—2)Ag
ES =~ E

Integrando el alargamiento de todos los elementos,

l l
Al = / Ae(z)dz = ﬂ/ (I —z)dx.
0 E Jo

Ae(z) =

Asi,
pl*Ag
Al = ——=|.
2F
Una variacion del campo dirigida hacia el extremo fijo produce una compresion, representada por un
Ag negativo.
A(e)

Un desplazamiento Al de un extremo reflector modifica el camino dptico de ida y vuelta en 2Al.
Tomando la variacidn del campo a lo largo de una barra, mientras la otra actla como referencia
longitudinal,

IAD| = 2|Al.

Una variacion del camino 6ptico de una longitud de onda desplaza la condicion de interferencia en una
franja. Por tanto, la sensibilidad indicada corresponde a

|AD|pin = 10741 = 1074(656 x 107?) = 6.56 x 10~ ' m.
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En consecuencia, el desplazamiento minimo detectable del extremo de la barra es
|Al|min = 3.28 x 10~ m.
Utilizando A(d),

pl*|Ag]
2|Al| = ————.
Al = F—
En el umbral de deteccion,
— E107*)
"\ plagl

La sustitucion da

lmin - )

\/(7.1 x 1019)(10~4)(656 x 10~9)
(2700)(101%)

por lo que

Loin ~ 1.31 x 108 m .

En general, si ambas barras responden, Ag en esta expresion se sustituye por la diferencia entre las
variaciones con signo de sus componentes axiales del campo.

A(f)

En la aproximacién arménica clasica, un desplazamiento atdmico x tiene una energia potencial elastica
%nmz. La equiparticién da
1 1
2
—r{x®) = —kpT.
2 (=) 2

Si la rigidez efectiva k permanece constante, la amplitud caracteristica de vibracidn es, por tanto,
proporcional a

Ao VT.
Puesto que 100 mK = 0.100 K,

Aea  [0200 1 00183
Aarm 300 V3000

Asi, la amplitud se reduce en un factor

Awarm
= V3000 ~ 54.8|

Acold
Esta estimacidn utiliza vibraciones térmicas cldsicas y desprecia el movimiento cudntico de punto cero.
A(9)
Sean

T; = 42K, T =0.100 K, s =0.072Jkg 'K L.

La ley especificada para la capacidad calorifica es
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El calor que debe extraerse de la esfera es

T; . T;
Q=m [ s(T)dT = mz/ T3 dT.
Ty i YTy
Por tanto,
ms; ms;T, Tr\*
= — (T} -TH=—"Tl1- (=) |.

Numéricamente,

0= (1168)(0.4072)(4.2) [1 - <%>1 was

Con una potencia media de refrigeracién P = 1.00 x 1073 W,

Q 883
p 10—3S

Por consiguiente,

t~8.83 x 10*s ~24.5h|.

B(a)

Sea Vg la frecuencia emitida. Siguiendo el modelo newtoniano prescrito, asigne al fotén una masa
gravitatoria equivalente a su energia
hI/R

N =
c2

m

El trabajo necesario para trasladar esta masa desde la superficie solar hasta el infinito es

W= OOG’Mde _G’Mm7
_/R 2 YT TR

La conservacion de la energia da

GMm.,
hvy = hvp — ——.
R
Sustituyendo m., = hvg/c?,
GM
hve = h 1— ,
14 141 ( Rcz >
y, por tanto,
1 GM
Voo XV — .
= Rc?

Este es un resultado de primer orden en la aproximaciéon de campo débil. Utilizar la energia emitida
para calcular m,, introduce Unicamente correcciones de orden superior. Para el Sol,

GM
Rc?

por lo que la aproximacion esta bien justificada.

=212x10%« 1,
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B(b)

Defina

5 g=1—¢e

La reduccidn de la frecuencia por el factor g corresponde a un aumento del periodo del reloj por el
factor 1/q. Segun la regla de contraccion de longitudes proporcionada en el enunciado, la escala de
longitud asociada disminuye por el factor gq.

Asi, en la comparacion del problema con coordenadas lejanas, la velocidad efectiva varia segun

/
Cr q 2

De ello se deduce que
c 1
Np = —F— >~ ———.
T T (e

Desarrollando hasta primer orden,
(1—¢€) 2 =142+ 0(e?).

Por tanto,

2GM

5 a=2|

n, ~1+

rc

s ! . . ope ’ . .
Aqui ¢, es la velocidad coordenada efectiva utilizada en el modelo de indice de refraccion del
enunciado. Una medicion local con longitudes y tiempos propios sigue dando la velocidad en el vacio c.

B(c)

Considere que el rayo de luz incidente se propaga aproximadamente en la direccién x, con un
parametro de impacto b. A lo largo de su trayectoria no perturbada,

y = b, r:m.

El indice de refraccion es
aGM
c2/x? + yz

La ley de Snell para un indice de refraccion que varia continuamente da la ecuacion del rayo

d .
E(nt) = Vn,

donde £ es el vector tangente unitario del rayo. Para una desviacién pequefia, ds ~ dx y n ~ 1, por lo

n(z,y) =1+

gue su componente transversal se convierte en

do on
= ~ 3_y
La derivacién da
on aGMy

By c2(z2 + y2)3/2

A primer orden, esto puede evaluarse a lo largo de la trayectoria rectilinea y = b:
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+o00
Ag_  OGMb / dx

c2? o (22 +b2)3/2'

Utilizando la integral proporcionada,

2 B2 be?

El signo negativo indica una desviacion hacia el Sol. Para un rayo que pasa rozando su borde, b ~ R, y

A(gz_ch'Mbi 2aGM'

o = 2, lo que da la magnitud de la desviacion

AGM
0= .
Rc?

Numéricamente,

 4(6.67 x 1071)(1.99 x 10°°)
~ (6.95 x 10%)(3.00 x 108)2

Asi,

0= 8.49 x 10 % rad hacia el Sol|.

Esto equivale aproximadamente a 1.75 segundos de arco.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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