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Problema 1: Absorcion de radiacion por un gas

[

Un recipiente cilindrico, con su eje vertical, contiene un gas molecular en equilibrio
termodindmico. La base superior del cilindro puede desplazarse libremente y esta constituida por
una placa de vidrio; supongamos que no hay fugas de gas y que el rozamiento entre la placa de
vidrio y las paredes del cilindro es justo el suficiente para amortiguar las oscilaciones, pero no
implica ninguna pérdida de energia significativa en comparacion con las demds energias
involucradas. Inicialmente, la temperatura del gas es igual a la del ambiente circundante. El gas
puede considerarse ideal con buena aproximacion. Supongamos que las paredes del cilindro
(incluidas las bases) tienen una conductividad térmica y una capacidad calorifica muy bajas vy, por
tanto, la transferencia de calor entre el gas y el ambiente es muy lenta y puede despreciarse en la
resolucién de este problema.

A través de la placa de vidrio enviamos al interior del cilindro la luz emitida por un laser de
potencia constante; esta radiacidon se transmite facilmente a través del aire y del vidrio, pero es
absorbida por completo por el gas del interior del recipiente. Al absorber esta radiacion, las
moléculas alcanzan estados excitados, en los que emiten rdpidamente radiacion infrarroja y
regresan por etapas al estado fundamental molecular; sin embargo, esta radiacion infrarroja es
absorbida a su vez por otras moléculas y reflejada por las paredes del recipiente, incluida la placa
de vidrio. Por tanto, la energia absorbida del ladser se transforma en un tiempo muy breve en
movimiento térmico (caos molecular) y permanece después en el gas durante un tiempo
suficientemente largo.

Observamos que la placa de vidrio se mueve hacia arriba; tras un cierto tiempo de irradiacién,
apagamos el ldser y medimos este desplazamiento.

1. Utilizando los datos que figuran a continuacion vy, si es necesario, los de la hoja de
constantes fisicas, calcule la temperatura y la presion del gas después de la irradiacion. [2
puntos]

2. Calcule el trabajo mecanico realizado por el gas como consecuencia de la absorcion de
radiacion. [1 punto]

3. Calcule la energia radiante absorbida durante la irradiacion. [2 puntos]

4. Calcule la potencia emitida por el laser que es absorbida por el gas y el nimero
correspondiente de fotones (y, por tanto, de procesos elementales de absorcion) por
unidad de tiempo. [1.5 puntos]

5. Calcule el rendimiento del proceso de conversion de energia dptica en una variacién de la
energia potencial mecanica de la placa de vidrio. [7 punto]
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A continuacidn, se gira lentamente el eje del cilindro 90°, hasta situarlo en direccién horizontal.
Los intercambios de calor entre el gas y el recipiente siguen siendo despreciables.

6. Indique si la presion y/o la temperatura del gas cambian como consecuencia de dicha
rotacion y, en caso afirmativo, cudl es su nuevo valor o cudles son sus nuevos valores. [2.5
puntos]

Datos

Presién ambiente: pg = 101.3 kPa

Temperatura ambiente: Ty = 20.0°C

Diametro interior del cilindro: 2r = 100 mm

Masa de la placa de vidrio: m = 800 g

Cantidad de gas en el recipiente: n = 0.100 mol

Capacidad calorifica molar a volumen constante del gas: ¢y = 20.8 J/(mol - K)
Longitud de onda de emision del laser: A = 514 nm

Tiempo de irradiacion: At = 10.0 s

Desplazamiento de la placa movil tras la irradiacion: As = 30.0 mm

Constantes fisicas y datos generales

Ademas de los datos numéricos proporcionados en el texto de cada problema, puede resultar util
conocer algunos datos generales y constantes fisicas, que se encuentran entre los siguientes.
Estos datos se cuentan entre los mds precisos disponibles actualmente y, por ello, tienen un gran
numero de cifras; no obstante, se espera que exprese sus resultados con un numero de cifras
adecuado para cada problema.

Velocidad de la luz en el vacio: ¢ = 299792458 m - s !
Permeabilidad magnética del vacio: g = 4m- 10" H-m™!

Constante dieléctrica del vacio: € = 8.8541878 pF - m !

Constante de gravitacion: G = 6.67259 - 10~ m?/(kg - s?)

Constante de los gases: R = 8.314510 J/(mol - K)

Constante de Boltzmann: k = 1.380658 - 10 2 J . K !

Constante de Stefan: 0 = 56.703 nW /(m? - K*)

Carga del protén: e = 1.60217733 - 10 C

Masa del electrén: m, = 9.1093897 - 103! kg

Constante de Planck: h = 6.6260755 - 10734 J - s

Origen de la escala centigrada: T, = 273.15 K

Masa del Sol: Mg = 1.991 - 10%* kg

Masa de la Tierra: Mz = 5.979 - 10** kg

Radio medio de la Tierra: rg = 6.373 Mm

Semieje mayor de la orbita terrestre: Rg = 1.4957 - 10" m

Dia sidéreo: ds = 86.16406 ks

Afo: y = 31.558150 Ms

Valor estandar del campo gravitatorio en la superficie terrestre: g = 9.80665 m - g2
Valor estandar de la presion atmosférica al nivel del mar: pg = 101325 Pa

indice de refraccién del aire para la luz visible, a presion estandary a 15°C: na; = 1.000277
Constante solar: S = 1355 W - m 2
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Masa de Jupiter: M = 1.901 - 10*" kg

Radio ecuatorial de Jupiter: Rp = 69.8 Mm

Radio medio de la drbita de Jupiter: R = 7.783 - 10 m
Dia joviano: dj = 35.6 ks

Afio joviano: yj = 374.32 Ms

m: 3.14159265

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

1. Después de la irradiacion:

T, = 322.1K = 49.0°C,  p; = 102.3kPa.

2. Trabajo mecanico realizado por el gas:

W =24.1J.

3. Energia radiante absorbida:

B, — 8447,

4. Potencia ldser absorbida y tasa de absorciéon de fotones:

P =844 W, N =218 x 10" s~ 1.

5. Rendimiento de la conversidn en un aumento de la energia potencial gravitatoria de la placa:

n=2.79 x 10~% = 0.279%.

6. Tanto la presion como la temperatura disminuyen. Después de la rotacion:

p2 = ]_013 kPa,, T2 — 3212 K — 48100

L

Solucion

Utilizamos la aproximacién de gas ideal y la capacidad calorifica molar constante dada, y consideramos
despreciables las pérdidas de calor y de energia por rozamiento. Los estados inicial y final no tienen
energia cinética macroscoépica. La presion ambiente utilizada a continuacién es el valor especifico de
este problema, py = 101.3 kPa.

El drea de la seccién transversal del cilindro y el aumento de volumen medido son
A = 7r? = 1(0.0500)* = 7.85398 x 10> m?
AV = AAs = (7.85398 x 107%)(0.0300) = 2.35619 x 10~ * m?.
1. Temperatura y presion después de la irradiacion

En equilibrio mecénico vertical, la fuerza ascendente del gas equilibra la fuerza debida a la presién
atmosférica y el peso de la placa:

p1A = poA + mg.
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Por tanto,

mg (0.800)(9.80665)
— oo+ 9 _ 101300 +
Pr="PoT 7y 7.85398 x 10 °

El mismo equilibrio se cumple antes de la irradiacién, de modo que las presiones inicial y final del gas

= 102298.9 Pa.

son iguales:

p1 = 102.3 kPa.

Sean Vj y V] los volimenes del gas antes y después de la irradiacién. Aplicando la ecuacién de estado
del gas ideal a ambos estados,

p1Vo = nRT,, p1Vi = nRTy.
Al restar, se obtiene
p1 AV = nR(T) — Ty).
ConTy = 293.15 K,

(102298.9)(2.35619 x 10~)

— 28.9898 K.
(0.100)(8.314510)

T — Ty =

Por consiguiente,

T, = 322.1 K = 49.0°C.

2. Trabajo mecanico realizado por el gas

La fuerza que se opone al movimiento, pyA 4+ mg, es constante. Con pérdidas por rozamiento
despreciables y energia cinética inicial y final nula de la placa, el gas realiza el trabajo

W = (poA + mg)As = poAV + mgAs = p1AV.
Numéricamente,

W = (102298.9)(2.35619 x 10*) = 24.1036 J,

de modo que

W =24.11J.

Este trabajo consta de 23.8683 J de trabajo contra la presion atmosférica 'y 0.235360 J de trabajo
para elevar la placa.

3. Energia radiante absorbida

La radiacion absorbida se transforma rapidamente en energia térmica. La conservacion de la energia,
considerando positivo el trabajo realizado por el gas, da

E,..=AU+W.
Para el gas ideal,
AU = ncy(Ty — Ty) = (0.100)(20.8)(28.9898) = 60.2988 J.
En consecuencia,

E. = 60.2988 + 24.1036 = 84.4024 J,

o bien

B = 84.4 1.
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De forma equivalente, puesto que W = nR(T; — 1),
E.bs = n(ev + R)(Th — Toy) = nep(Th — To),
donde
cp = cy + R =29.114510 Jmol 'K .

4. Potencia absorbida y tasa de absorcion de fotones

La potencia del ldser es constante, por lo que

Eu. 844024
Pabs— At - 10.0 =|8.44 W|.

Cada fotdn laser incidente tiene una energia

h 6.6260755 x 1034)(299792458
_he _{ )(9 ) _ 3.86468 x 1019 J.
A 514 x 10~

Todos los fotones laser incidentes que entran en el gas son absorbidos, de modo que su tasa de

Ey

absorcién es

. Py, 8.44024
N = —8bs _ — =[2.18 x 10" 57|
£,  3.86468 x 10~

Esta es también la tasa de procesos elementales de absorcién de los fotones laser.

5. Rendimiento de la conversion en energia potencial de la placa
La energia potencial gravitatoria de la placa aumenta en
AFE,o = mgAs = (0.800)(9.80665)(0.0300) = 0.235360 J.

Por tanto, el rendimiento solicitado es

~ AE,;  0.235360
"= TE,. 844024

— 2.78854 x 1073.

Asi,

n=2.79 x 10* = 0.279%.

Su pequefio valor refleja la energia empleada en calentar el gas y en desplazar la atmodsfera
circundante.

6. Presion y temperatura después de la rotacion

Sea 0 el 4ngulo entre el eje del cilindro y la vertical ascendente. Durante la rotacidn lenta, el equilibrio
mecanico axial da

p(0)A = pgA + mgcos 0,
de modo que

p(0) = po + %cos 6.

Para @ = 90°, el peso de la placa no tiene componente axial. Por tanto,

p2 = po = 101.3 kPa.
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La rotacion es lenta, y el intercambio de calor y la disipacién por rozamiento son despreciables. Por

tanto, el gas experimenta una expansién adiabatica cuasiestatica. El primer principio de la
termodinamica da
ncy dl = —pdV.
Utilizando p = nRT/V,
dT dVv
CVT = —R7.

La integracién conduce a

TV ®/ev — constante,
o bien, definiendo

cp cv+ R

= = — 1.399736,
cy cy

TV 71 = constante.

Eliminando el volumen mediante la ecuacién de estado del gas ideal, se obtiene

E _ (&>(71)/7: (ﬂ)R/(CHR)
Ty D1 p1

101300 8.314510/29.114510
102298.9

Por consiguiente,

T, = 322.1398( = 321.2384 K.

Asi,

T, = 321.2 K = 48.1°C.

Tanto la presién como la temperatura disminuyen; la temperatura desciende aproximadamente 0.90 K

porque el gas en expansion realiza trabajo a expensas de su energia interna.

La solucién se comprobd con la solucién oficial.

Problema 2: Campo magnético de un alambre en forma de V

[

posteriormente a la teoria electromagnética de Maxwell y goza de aceptacién universal.

eulersolve.org/ipho/1999/

Entre los primeros éxitos de la interpretacion de los fendmenos magnéticos por Ampére se
encuentra el calculo del campo magnético B generado por alambres que conducen una corriente
eléctrica, en comparacion con las primeras hipotesis formuladas originalmente por Biot y Savart.

Un caso particularmente interesante es el de un alambre delgado muy largo, que conduce una
corriente constante ¢, formado por dos tramos rectilineos y doblado en forma de «V», con un
angulo de semiapertura’ « (véase la figura). Segun los célculos de Ampére, el médulo B del
campo magnético en un punto dado P situado sobre el eje de la «V», fuera de ellay a una
distancia d de su vértice, es proporcional a tan (%) El trabajo de Ampére se incorpord
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.

Utilizando nuestros conocimientos actuales de electromagnetismo,

1. Determine la direccion y el sentido del campo B en P. [7 punto]

2. Sabiendo que el campo es proporcional a tan (%), determine el factor de proporcionalidad

ken
B(P)| = k:tan(%).

[1.5 puntos]

3. Calcule el campo B en un punto P* simétrico de P respecto al vértice, es decir, situado
sobre el eje y a la misma distancia d, pero dentro de la «V» (véase la figura). [2 puntos]

"En todo este problema, o se expresa en radianes

4. Para medir el campo magnético, colocamos en P una pequefa aguja magnética con
momento de inercia I y momento dipolar magnético p; oscila alrededor de un punto fijo en
un plano gue contiene la direccion de B. Calcule el periodo de las pequeiias oscilaciones
de esta aguja en funcion de B. [2.5 puntos]

En las mismas condiciones, Biot y Savart habian supuesto, en cambio, que el campo magnético en
P podria ser (utilizamos aqui la notacion moderna) B(P) = Z‘Tog, donde L es la permeabilidad
magnética del vacio. De hecho, intentaron decidir experimentalmente entre las dos
interpretaciones (la de Ampeére y la de Biot y Savart) midiendo el periodo de oscilacién de la aguja
magnética en funcién de la apertura de la «V». Sin embargo, para algunos valores de «, las

diferencias son demasiado pequefias para poder medirlas facilmente.

5. Si, para distinguir experimentalmente entre las dos predicciones del periodo de oscilacién T’
de la aguja magnética en P, necesitamos una diferencia de al menos el 10%, es decir,
T, > 1.1075 (siendo T la prediccion de Ampeére y T la de Biot-Savart), indique en qué
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intervalo, aproximadamente, debemos elegir la semiapertura a de la «V» para poder decidir
entre las dos interpretaciones. [3 puntos]

Sugerencia

Segun el procedimiento que siga en su solucion, la siguiente ecuacion trigonométrica puede
resultar util:

o sin o
tan (&) = 20
2 1+ cosa

Constantes fisicas y datos generales

Ademas de los datos numéricos que se proporcionan en el texto de cada problema, puede ser util
conocer algunos datos generales y constantes fisicas, que encontrara a continuacion. Estos datos
se cuentan entre los mas precisos disponibles actualmente y, por ello, tienen un gran numero de
cifras; no obstante, se espera que exprese sus resultados con un numero de cifras adecuado para
cada problema.

Velocidad de la luz en el vacio: ¢ = 299792458 m - s !
Permeabilidad magnética del vacio: po = 4 - 107"H -m™
Constante dieléctrica del vacio: €y = 8.8541878 pF - m !
Constante de gravitacién universal: G = 6.67259 - 10~ m?/(kg - s?)

Constante de los gases: R = 8.314510 J/(mol - K)

Constante de Boltzmann: k£ = 1.380658 - 10723 J . K1

Constante de Stefan: ¢ = 56.703 nW /(m? - K*)

Carga del protén: e = 1.60217733 - 101 C

Masa del electrén: m. = 9.1093897 - 103! kg

Constante de Planck: h = 6.6260755 - 10 24 J - s

Origen de la escala centigrada: Ty = 273.15 K

Masa del Sol: Mg = 1.991 - 10%° kg

Masa de la Tierra: Mg = 5.979 - 10%* kg

Radio medio de la Tierra: rg = 6.373 Mm

Semieje mayor de la 6rbita terrestre: Ry = 1.4957 - 10 m

Dia sidéreo: dg = 86.16406 ks

Afo: y = 31.558150 Ms

Valor estandar del campo gravitatorio en la superficie terrestre: g = 9.80665 m - s~

1

2

Valor estandar de la presién atmosférica al nivel del mar: pg = 101325 Pa

indice de refraccién del aire para la luz visible, a presion estandar y a 15 °C: na; = 1.000277
Constante solar: S = 1355 W - m 2

Masa de Jupiter: M = 1.901 - 10*" kg

Radio ecuatorial de Jupiter: R = 69.8 Mm

Radio medio de la 6rbita de Jupiter: R = 7.783 - 10! m

Dia joviano: dj; = 35.6 ks

Afio joviano: y; = 374.32 Ms

m: 3.14159265

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.
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Respuestas

Sea z un vector que apunta hacia fuera de la pagina, hacia el lector, y sea y = ]u|

1. El campo en P es perpendicular al plano del alambre y apunta hacia fuera de la pagina.

0% Kot LA
2. k=20 gy = L% <_)
27d (P) =5 gt 5)?
3. B(P*) = _HO ot (2)2 !
27d 2

dirigido hacia dentro de la pagina.

4. T =27

uB |

5. Para la desigualdad estricta indicada T > 1.1075,

0<a<ag, o, ~ 0.768 rad ~ 44.0°|.

En a = a., la diferencia es exactamente del 10%.

.
Solucion

Consideramos los dos brazos largos y delgados como alambres rectilineos semiinfinitos en el vacio. La
corriente llega al vértice por el brazo inferior y sale por el brazo superior, como se muestra en la figura.
Tomamos el vértice como origen, con el semieje positivo x dirigido hacia el interior de la V y z dirigido
hacia fuera de la péagina.

1. Direccion y sentido del campo en P

La ley de Biot—Savart moderna es

i1 dé xR
ap — bt xR
4t R3
donde d¥£ sigue el sentido de la corriente y R apunta desde el elemento de corriente hasta el punto de
observacion.

Ambos vectores estan en el plano de la figura, de modo que cada contribucion es perpendicular a ese
plano. En P, la regla de la mano derecha da una contribucién hacia fuera de la pagina para cada brazo:
el brazo inferior conduce la corriente hacia el vértice, mientras que el superior la conduce alejdndose
de él. Por tanto, sus contribuciones se suman:

B(P) apunta hacia fuera de la pagina.

2. Determinacion de k

La dependencia angular viene dada:
o
B(P) = ktan (5)

Consideremos la configuracién limite o = /2. Los dos brazos forman entonces un unico alambre
rectilineo infinito, y P se encuentra a una distancia perpendicular d de él.
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Para este alambre rectilineo, la simetria cilindrica y la ley de circulacion de Ampére dan
?f B.df — B(2nd) — poi.

Por consiguiente,

ot
B=—.
2nd
Como tan(7/4) = 1, esto determina
f— Hot |
2nd

Utilizando la permeabilidad proporcionada,
)
k=(2x1077 TmA‘l)E.

Por tanto,

3. Campo en P*
En P*, la regla de la mano derecha da un campo hacia dentro de la pagina para cada brazo original.

Para hallar su médulo, prolongamos ambos brazos mas allé del vértice, conservando los sentidos de
sus corrientes, de modo que cada uno se convierta en un alambre rectilineo infinito. La distancia
perpendicular desde P* hasta cualquiera de los alambres asi completados es

p =dsina.
Cada alambre completado produce un campo hacia dentro de la pagina de médulo
;u_oi
2mp
Por tanto, su campo total tiene médulo

Pot

Bcom lete — — 7 . -
P 7d sin

Las dos semirrectas afladidas forman una V abierta hacia la izquierda, que es la imagen especular del

alambre original. Respecto a esta V afiadida, P* es un punto exterior situado sobre el eje a una

distancia d. Por consiguiente, su campo tiene médulo B(P), y la regla de la mano derecha muestra que

también apunta hacia dentro de la pagina.

Asi, por superposicion,

. Kot
B(P") + B(P) = mdsina

Sustituyendo el resultado de la parte 2,

G il 2 e
B(P)_27rd{sina tan<2>].

Utilizando
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la expresidn entre corchetes se convierte en

2—(1—cosa) 14cosa o'
n = ; cot ( )
sin « sin o

Por lo tanto,

4. Periodo de las pequeiias oscilaciones

Tratamos la pequefia aguja como un dipolo magnético en un campo uniforme a lo largo de toda su
longitud, despreciando el amortiguamiento y otros momentos de fuerza. Sea 6 el angulo entre su

momento magnético y el campo.

El momento de fuerza magnético es

T=p x B.

El equilibrio con p paralelo a B es estable. Tomando # como el desplazamiento angular respecto a este

equilibrio, la ecuacidn del movimiento de rotacion es
10 = —uBsin 6.
0| < 1lradysin@ ~ 6, por lo que
uB

6+ 2=0=0.
T

Este es un movimiento armdnico simple con frecuencia angular

Para pequefias oscilaciones,

wo = 7

y, por tanto,

T:27T 'LI,_B

Si I, uy B se expresan en unidades del SI, el periodo se obtiene en segundos.

5. Intervalo angular que da una diferencia de periodos superior al 10%
Las dos predicciones del campo en P son
Kol ( o ) Mot

b

! 27rdan 2 2 w2d ’

donde la segunda expresion es la hipdtesis histdrica citada en el enunciado.

Como T o B~1/2,
o By _ 2a
T, \ B1 '\ ntan(a/2)’

El requisito experimental se convierte en
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20 110% = 1.1
mwtan(a/2) R

El cociente de los periodos disminuye al aumentar «. Para comprobarlo, hacemos ¢ = a/2; su
cuadrado es proporcional a x cot x, y

sinrzcosT — T

—(xcotx) = <0
dz ( ) sin? z ’
porque sin(2a:) < 2z para los angulos positivos considerados.
Sus valores limite son
T 2 T
lim — = — ~1.1284,  — = 1.
a—0+ Th \/71' T a=m/2

Asi, un Unico umbral separa los intervalos en los que las predicciones pueden distinguirse de aquellos
en los que no pueden distinguirse.
Resolviendo numéricamente

20

— =121
mtan(a./2)

se obtiene
a. ~ 0.7682 rad ~ 44.01°.

Por tanto, la semiapertura requerida es aproximadamente

0 < a<0.77rad (aproximadamente por debajo de 44°).

El umbral exacto se incluye si «al menos el 10%» se interpreta de forma inclusiva; queda excluido por
la desigualdad estricta escrita explicitamente. El valor degenerado @ = 0 se excluye porque ambos
campos se anulan y no existe un periodo finito de oscilacion magnética.

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.

Problema 3: Una sonda espacial hacia Jupiter

[
En este problema consideramos un método utilizado con frecuencia para acelerar sondas
espaciales en la direccion deseada. La sonda espacial pasa cerca de un planeta y puede aumentar
significativamente su rapidez y modificar considerablemente su direccién de vuelo, tomando una
cantidad muy pequefia de energia del movimiento orbital del planeta. Aqui analizamos este efecto
para una sonda espacial que pasa cerca de Jupiter.

El planeta Jupiter orbita alrededor del Sol siguiendo una trayectoria eliptica que puede
aproximarse por una circunferencia de radio medio R; para proceder al andlisis de la situacion
fisica, primero debemos:

1. Hallar la rapidez V' del planeta en su orbita alrededor del Sol. [1.5 puntos]
2. Cuando la sonda se encuentra entre el Sol y Jupiter (en el segmento Sol-Jupiter), hallar la
distancia a Jupiter a la que la atraccion gravitatoria del Sol equilibra la de Jupiter. [7 punto]
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Una sonda espacial de masa m = 825 kg pasa cerca de Jupiter. Por simplicidad, supongamos
que la trayectoria de la sonda espacial se encuentra enteramente en el plano de la érbita de
Jupiter; de este modo, despreciamos el importante caso en el que la sonda espacial es expulsada
del plano orbital de Jupiter.

Solo consideramos lo que ocurre en la region donde la atraccion de Jupiter predomina
ampliamente sobre todas las demds fuerzas gravitatorias.

En el sistema de referencia del centro de masas del Sol, la rapidez inicial de la sonda espacial es
vy = 1.00 - 104 m/s (en la direccién positiva de y), mientras que la velocidad de Jupiter apunta
en la direccion negativa de x (véase la figura 1); por «rapidez inicial» entendemos la rapidez de la
sonda espacial cuando se encuentra en el espacio interplanetario, aun lejos de Jupiter, pero ya en
la region donde la atraccion del Sol es despreciable frente a la de Jupiter. Suponemos que el
encuentro tiene lugar en un tiempo suficientemente corto como para poder despreciar el cambio
de direccidn de Jupiter a lo largo de su érbita alrededor del Sol. También suponemos que la sonda
pasa por detrds de Jupiter, es decir, que la coordenada x de la sonda es mayor que la de Jupiter
cuando la coordenada y es la misma.

Tupiter

Figura 1: Vista en el sistema del centro de masas del Sol. O representa la érbita de Jupitery s es la
sonda espacial.

3. Hallar la direccion de movimiento de la sonda espacial (como el angulo ¢ entre su direccion
y el eje z) y su rapidez v’ en el sistema de referencia de Jupiter, cuando aun se encuentra
lejos de Jupiter. [2 puntos]

4. Hallar el valor de la energia mecanica total F/ de la sonda espacial en el sistema de
referencia de Jupiter, tomando —como es habitual— igual a cero su energia potencial a una
distancia muy grande, en este caso cuando estd lo suficientemente lejos como para
moverse con una velocidad casi constante debido a la pequefiez de todas las interacciones
gravitatorias. [7 punto]
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La trayectoria de la sonda espacial en el sistema de referencia de Jupiter es una hipérbola y su
ecuacion en coordenadas polares en este sistema de referencia es

1_GM ([ 2B
G2M?m

? = W cosf |. (1)
donde b es la distancia entre una de las asintotas y Jupiter (el llamado parametro de impacto), E
es la energia mecanica total de la sonda en el sistema de referencia de Jupiter, G es la constante
de gravitacion universal, M es la masa de Jupiter, y r y 6 son las coordenadas polares (la
distancia radial y el dngulo polar).

La figura 2 muestra las dos ramas de una hipérbola tal como las describe la ecuacién (1); también
se muestran las asintotas y las coordenadas polares. Obsérvese que la ecuacion (1) tiene su
origen en el «foco atractivo» de la hipérbola. La trayectoria de la sonda espacial es la trayectoria
atractiva (la rama resaltada).

Jupiter

Space Probe

Figura 2

5. Utilizando la ecuacion (1), que describe la trayectoria de la sonda espacial, hallar la
desviacion angular total A en el sistema de referencia de Jupiter (tal como se muestra en
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la figura 2) y expresarla en funcién de la rapidez inicial v’ y del pardmetro de impacto b. [2
puntos]

6. Suponer que la sonda no puede pasar junto a Jupiter a una distancia del centro del planeta
inferior a tres radios de Jupiter; hallar el minimo parametro de impacto posible y la maxima
desviacion angular posible. [1 punto]

7. Hallar una ecuacidn para la rapidez final v’ de la sonda en el sistema de referencia del Sol
en funcién Unicamente de la rapidez V' de Jupiter, la rapidez inicial v, de la sonday el
angulo de desviacion A6. [1 punto]

8. Utilizar el resultado anterior para hallar el valor numérico de la rapidez final v” en el sistema
de referencia del Sol cuando la desviacion angular tiene su maximo valor posible. [0.5
puntos]

Sugerencia
Segun el procedimiento que se siga en la solucidn, las siguientes férmulas trigonométricas
pueden resultar utiles:

sin(a + ) = sina cos 8 + cos asin 3

cos(a+ ) = cosacos B — sinasin 8
Constantes fisicas y datos generales
Ademas de los datos numéricos proporcionados en el texto de cada problema, puede resultar util
conocer algunos datos generales y constantes fisicas, que se encuentran entre los siguientes.
Estos datos se cuentan entre los mas precisos disponibles actualmente y, por tanto, tienen un

gran numero de cifras; sin embargo, se espera que los resultados se escriban con un numero de
cifras adecuado para cada problema.

Rapidez de la luz en el vacio:
Permeabilidad magnética del vacio:
Constante dieléctrica del vacio:
Constante de gravitacion universal:
Constante de los gases:

Constante de Boltzmann:
Constante de Stefan:

Carga del proton:

Masa del electron:

Constante de Planck:

Origen de la escala centigrada:
Masa del Sol:

Masa de la Tierra:

Radio medio de la Tierra:

Semieje mayor de la dérbita terrestre:

Dia sidéreo:

Afo:

eulersolve.org/ipho/1999/

c = 299792458 m - s !
po=4r-10""H.m™!

g9 = 8.8541878 pF - m*

G = 6.67259 - 10! m?/(kg - s?)
R = 8.314510 J/(mol - K)
k= 1.380658 - 10723 J . K !
o = 56.703 nW/(m? - K*)

e =1.60217733-10"" C
m, = 9.1093897 - 103 kg
h = 6.6260755 - 10734 J - s
Tx = 273.15 K

Mg = 1.991-10% kg

Mg = 5.979 - 10%* kg

rg = 6.373 Mm

Ry = 1.4957-10" m

dg = 86.16406 ks

y = 31.558150 Ms
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Valor estandar del campo gravitatorio en la superficie terrestre:
Valor estandar de la presién atmosférica al nivel del mar:

indice de refraccion del aire para la luz visible, a presién estandar
y 15°C:

Constante solar:

Masa de Jupiter:

Radio ecuatorial de Jupiter:

Radio medio de la dérbita de Jupiter:
Dia joviano:

Afio joviano:

T

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

1. La rapidez orbital de Jupiter es

g = 9.80665 m - s 2
po = 101325 Pa

Nair = 1.000277

S =1355 W - m 2
M =1.901-10% kg
Rp = 69.8 Mm
R=17.783-10"'m
dy = 35.6 ks

yy = 374.32 Ms
3.14159265

v — G Mg

~1.31 x 10*ms™'.

2. La distancia desde Jupiter hacia el Sol es

_ R
1+ v/ Mg/M

d

~ 2.33 x 10" m.

3. La velocidad inicial en el sistema de Jupiter es v; = (V, v). Por tanto,

|4

o= tanfl(v—o) = 37.4°, v = \/V2 +v2 =165 x 10*ms .

4. La energia mecanica total en el sistema de Jupiter es

El angulo se mide en sentido antihorario desde el semieje positivo x.

2

1
E=—-m(V?+v}) =112 x 10" J.

5. La desviacién angular es

GM
b2

AO = 2tan! (

)

6. Conrg = 3RgB,

,012

2G M
bmin = \/T% -+ —TO = 4.90 x 108 m,

1
1+ rov2/(GM)

ABrox = 2sin—1<

) = 87.4° ~ 1.53 rad.

eulersolve.org/ipho/1999/
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7. La rapidez final en el sistema del Sol es

— \/vg +2V2(1 — cos Af) + 2V vy sin A6.

8. Para la maxima desviacién permitida,

v =262x10*ms™! =26.2kms".

L

Solucion

Utilizamos la gravitacién newtoniana y las aproximaciones especificadas en el problema. La érbita de
Jupiter es circular y su velocidad es practicamente constante durante el encuentro. La masa de la
sonda es despreciable frente a la masa de Jupiter. Durante el sobrevuelo despreciamos la fuerza del
Sol, por lo que el sistema de referencia de Jupiter se considera inercial y la sonda se mueve en el
potencial

Las velocidades inicial y final se refieren a las velocidades asintéticas de esta aproximacion de dos
cuerpos. En los célculos numéricos se conservan los valores intermedios sin redondear.

1. Rapidez orbital de Jupiter

La atraccion gravitatoria del Sol proporciona la fuerza centripeta de Jupiter:
GMsM B MV?
R? R

Por tanto,

Utilizando las constantes proporcionadas,

6.67259 x 1011)(1.991 x 1030
V= ( — )(1011 ) — 1.30650 x 10* ms~!.
. X

Asi,

V=1.31x10*ms

1

El calculo alternativo para una érbita circular V' = 2w R /yj da 1.30642 x 10* ms~!, en concordancia

con la precisién indicada.
2. Punto donde se equilibran las atracciones gravitatorias

Sea d la distancia desde Jupiter hacia el Sol. La distancia al Sol es entonces R — d. Las dos fuerzas
gravitatorias apuntan en sentidos opuestos, por lo que su equilibrio requiere

GMm GMsm

d? (R—d)*’

Tomando las raices cuadradas positivas,
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R—d_\/%
d V M~

g R
1++/Ms/M

Despejando,

Numéricamente,

7.783 x 1011
d= ~ — 2.33285 x 10 m.

1+ \/(1.991 x 10%%) /(1.901 x 10%7)

Por consiguiente,

d=2.33x10"m.

3. Movimiento inicial en el sistema de Jupiter
En el sistema del Sol, las velocidades iniciales son

Vi = ’U()S’, V,] = —V)A(.
La transformacion galileana de velocidades da

vi=v;— Vj=Vx+v,3.

Ambas componentes son positivas, por lo que la velocidad se encuentra en el primer cuadrante:

v
tancpzvo, v =4/V24 0.

_ tan—1< 1.00 x 10° ) — 37.4306°
4 1.30650 x 10% ' ’

Numéricamente,

v = \/(1.30650 x 104)2 4 (1.00 x 10*)2 = 1.64528 x 10* ms™'.

Asi,

© = 37.4°, v =1.65 x 10 ms™L.

4. Energia mecanica total en el sistema de Jupiter

La energia potencial se anula a una separacion infinita. En consecuencia, la energia total conservada es
igual a la energia cinética asintética inicial:
1 1
)
E=Z-mv” = Zm(V? + ).
2 2
Al sustituir se obtiene

E= %(825)(1.64528 x 10%)? = 1.11661 x 10™ J.

Por tanto,

E=1.12x 10 J.

Su valor positivo es coherente con una érbita hiperbdlica no ligada.
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5. Desviacion angular

Utilizando FF = %mvm, escribimos la ecuacién (1) como

p

r=——,
1-+ecosl

donde

,U/2b2 bZ,U/4
P=ar MY

En cualquiera de las asintotas, r — 00, de modo que
1+ecosf =0.
Sean 04 los dngulos polares asintéticos, donde
1 s
cosf, = ——, — <Oy, <.
e 2

En la asintota de entrada, la velocidad apunta en sentido opuesto a la direccion radial. Su angulo
respecto al eje del periapsis es, por tanto, m — 0. En la asintota de salida, la velocidad apunta en la
direccion radial y forma un dngulo 6. Su diferencia es

AG=0, — (m—0,) =20, —.

De ello se deduce que

. Al ) T 1
s1n7 = sin (900 — E) = —cosbly = s

Puesto que 0 < A#/2 < m/2,

¢ A6 1 GM
an = =
2 e2 _ 1 bv'?

Asi,

GM

AG = 2tan? ( ) .

b’U’2

De forma equivalente,
1
Af = 2sin~!
\/1 + b0t /(G2 M 2)

6. Parametro de impacto minimo y desviacion maxima

Sea 1, la distancia minima al centro de Jupiter y v}, la rapidez en ese punto. La conservacion de la

energia da

1 , GMm 1 ,

—mu, — = —mv'",

2 Tp 2
de modo que

2GM
vg = ¢'? -+ .
Tp

La fuerza es central, por lo que se conserva el momento angular respecto a Jupiter. En el punto de
maxima aproximacion, la velocidad es perpendicular al radio:
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l —
mbv’ = mrpvp.
Elevando al cuadrado y sustituyendo el resultado de la conservacién de la energia,

b2y2 — 2 (v’2 n 2GM),

p
Tp

lo que da
2GMr,

b2 =r
2

2
p T+

Esta expresion aumenta con 7. Por tanto, el menor pardmetro de impacto permitido se obtiene cuando

r, = 7o = 3Rp = 3(69.8 x 10%) m.

Por tanto,
bmin = \/r% + %.
Utilizando
GM = 1.268459359 x 10" m®s~2,
obtenemos
buin = 4.89996 x 10% m,
o bien

bin = 4.90 x 108 m.

La desviacion disminuye al aumentar b, por lo que su maximo se alcanza para bmin. Asi,

Abp, = 2tan ™t <G—]W/2)

min?

Para expresar este resultado directamente en funcion de la distancia minima, sustituimos la relacién

2
2 .4 2
e2. =1+ —bminv/ = (1 + TOUQ) :

oin €N la excentricidad:
GM

parab

Por consiguiente,
2

=14+ 0% 144687
€min — GM = 1.
y
Ab o = 2sin ! ( - ) = 1.52615 rad = 87.4421°.
Por tanto,

| Ay = 87.4°.

7. Rapidez final en el sistema del Sol

La conservacion de la energia en el sistema de Jupiter garantiza que la rapidez asintética de salida
sigue siendo v'.
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Como la sonda pasa por detras de Jupiter, la desviacion gravitatoria hace girar su velocidad en sentido
antihorario en las coordenadas z, y dadas. Por tanto, la velocidad relativa de salida forma un angulo
@ + A6 con el semieje positivo x:

vi = v' cos(p + Af)x + v’ sin(p + A)y.
Utilizando
v cosp =V, v’ sin ¢ = vy,
las férmulas de adicion dan
i, = V cos A — v sin A6,
v§7y = V'sin Af + vg cos Af.
Para volver al sistema del Sol, hay que sumar la velocidad de Jupiter —Vx:
vh = V(cos AB — 1) — vg sin AG,
v;’ = V sin A@ + vg cos A8.
Por tanto,
v = () + (v))?
= V2 [(cos AG — 1)? + sin? Af]
+vd [sin2 Af + cos? A] + 2V, sin Af
= 2V 2(1 — cos AB) + v3 + 2V g sin A6.

Asi, la expresién solicitada es

v = \/vg +2V2(1 — cos A) + 2Vv, sin AS.

Como comprobacidn de coherencia, al tomar Af = 0 se obtiene v = v,.
8. Rapidez final para la maxima desviacion angular

Al sustituir los valores sin redondear

V =1.30650 x 10* ms ™1, v = 1.00 x 10* ms 1, A6, = 1.52615 rad,

se obtiene

v = [(1.00 x 10%)% + 2(1.30650 x 10%)2(1 — cos 1.52615)

1/2
42(1.30650 x 10)(1.00 x 10*) sin1.52615]

— 262144 x 10* ms L.

Por consiguiente,

v =262x%x10*ms™! =26.2kms L.

La gravedad de Jupiter cambia la direccion de la velocidad asintética de la sonda en el sistema de
Jupiter. Este cambio produce el aumento de la rapidez y de la energia cinética en el sistema del Sol,
aportado por una reduccion despreciable de la energia orbital de Jupiter.

La solucién se comprobo con la solucion oficial.
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