
国际物理奥林匹克

IPhO 1998
理论题与解答 · 冰岛雷克雅未克 · 3 道理论题及完整解答

eulersolve.org/ipho/1998/

题目 1：六棱柱的滚动

考虑一根细长、实心、刚性的正六棱柱，其形状如一种常见的铅笔（图 1.1）。棱柱的质量为 ，且

质量分布均匀。其正六边形横截面的边长为 。六棱柱绕其中心轴的转动惯量  为

图 1.1：横截面为正六边形的实心棱柱。

棱柱绕其一条侧棱的转动惯量  为

a)（3.5 分）棱柱最初静止在一个与水平面成小角度  的斜面上，其轴线保持水平（图 1.2）。假设

棱柱的各侧面略微内凹，使棱柱仅以侧棱接触斜面。这种内凹对转动惯量的影响可以忽略。现在使棱

柱偏离静止位置，棱柱开始沿斜面向下作不均匀滚动。假设摩擦力阻止了任何滑动，且棱柱始终不脱

离斜面。在某一条侧棱即将撞击斜面之前，角速度为 ，而撞击刚结束时的角速度为 。

证明可以写成

并将系数  的值写在答题纸上。

¹命题人：Leó Kristjánsson 和 Thorsteinn Vilhjálmsson
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图 1.2：放置在斜面上的六棱柱。

b)（1 分）类似地，棱柱在撞击即将发生之前和刚结束时的动能分别为  和 。

证明可以写成

并将系数  的值写在答题纸上。

c)（1.5 分）要使下一次撞击发生，  必须超过一个最小值 ，该最小值可写成如下形式

其中，  为重力加速度。

求出用斜面倾角  和系数  表示的系数 。将答案写在答题纸上。（使用代数符号 ，不要代入其数

值。）

d)（2 分）如果满足 (c) 部分的条件，则当棱柱沿斜面向下滚动时，动能  将趋于一个固定值

。

已知这一极限存在，证明  可写为：

并将用  和  表示的系数  写在答题纸上。

e)（2 分）计算使这种不均匀滚动一旦开始就能无限持续下去的最小斜面倾角 ，精确到 。将

数值答案写在答题纸上。

题目译自官方英文原文。

答案

a)

b)

c)

d)

e)

系数  均为无量纲量。

Ki Kf

Kf = rKi (1.4)

r

Ki Ki,min

Ki,min = δMga (1.5)

g = 9.81 m/s2

θ r δ r

Ki

Ki,0

Ki,0

Ki,0 = κMga (1.6)

θ r κ

θ0 0.1∘

s =
11
17

≈ 0.6471.

r =
121
289

≈ 0.4187.

δ =
1 − cos(π/6 − θ)

r
.

κ =
sin θ

1 − r
.

θ0 = 6.5724 …∘ ≈ .6.6∘

s, r, δ,κ
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解答

将每次撞击视为瞬时过程，忽略撞击期间重力的冲量。在两次撞击之间，棱柱绕静止的接触侧棱转动；接

触力不做功，因此机械能守恒。全程保留精确的三角函数表达式。

a) 撞击时角速度的变化

在横截面中，用  表示原来的接触侧棱，  表示下一条将撞击斜面的侧棱，  表示质心。对于正六边

形，有

在撞击即将发生之前，棱柱绕  转动，因此

撞击时，原来的侧棱脱离接触，新的侧棱成为转轴。接触冲力通过 ，因此，相对于  撞击处的固定直

线，角动量守恒。

撞击前，相对于  的角动量由绕质心转动的角动量和质心运动的轨道角动量组成：

撞击后，棱柱绕  转动，故有

于是，

因此

b) 撞击时动能的变化

在撞击即将发生之前和刚结束时，棱柱均绕一条静止的侧棱作纯转动。绕这两条侧棱的转动惯量均为 ，

因此

由此可得

因此

A B C
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A
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ωf .
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17
12

Ma2ωf ,

, .ωf =
11
17

ωi s =
11
17

I ′

Ki =
1
2
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c) 发生下一次撞击所需的最小能量

在  处撞击后，质心必须先上升到  的正上方，然后下降，直至下一次撞击发生。

在撞击瞬间，  到斜面的垂直距离为 ，且相对于 ，沿斜面向上的距离为 。因此，它相对于

 的竖直高度为

对于所考虑的小倾角， ，质心随后达到的最大高度为

重力势垒为

撞击刚结束时可用的动能为 。要越过最高点并使下一条侧棱接触斜面，必须满足

因此，撞击前动能的阈值为

所以

这里的不等式是严格不等式：当能量恰好等于阈值时，棱柱会趋近不稳定平衡位置，但不会越过该位置。

d) 撞击前动能的极限值

相邻两次撞击时的构型完全相同，只是沿斜面向下平移了一个边长 。因此，在两次撞击之间，质心的竖

直高度下降了 。

设  为第  次撞击即将发生之前的动能。撞击使其降为 ，而在下一次撞击之前，重力做功使动能

增加 。因此，对于连续完成的滚动步，有

取题目给出的极限 ，得

因此

事实上，由递推关系可得

由于 ，只要棱柱持续越过每一个势垒，该式就会收敛。

B B

C √3a/2 B a/2
B

hstart =
√3a

2
cos θ +

a

2
sin θ = a cos(

π

6
− θ).

0 ≤ θ < π/6

htop = a.

ΔU = Mga [1 − cos(
π

6
− θ)].

rKi

rKi > ΔU .

Ki,min =
Mga

r
[1 − cos(

π

6
− θ)],

.δ =
1 − cos(π/6 − θ)

r

a

a sin θ

En n rEn

Mga sin θ

En+1 = rEn + Mga sin θ.

En → Ki,0

Ki,0 = rKi,0 + Mga sin θ.

, .Ki,0 =
Mga sin θ

1 − r
κ =

sin θ

1 − r

En = Ki,0 + rn(E0 − Ki,0),

0 < r < 1
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e) 无限持续滚动的最小倾角

如果 ，那么无论初始能量为多大的有限值，它最终都会减小到不足以使棱柱越过下一个势

垒。如果 ，且初始能量满足 ，则递推关系保证后续每个有限序号对应的 

都高于阈值。

因此，临界倾角由下式确定：

即

代入 ，得

展开余弦项，得到

令 ，上式化为

物理区间  内的根为

于是，

按要求的精度取值，得

在临界倾角下，严格高于阈值的初始能量能够使此后的每一步滚动都得以完成，不过棱柱在每个不稳定平

衡位置附近停留的时间会越来越长。

解答已与官方解答核对。

题目 2：冰盖下的水

冰盖是覆盖在地面上的厚冰层（厚度可达数 km），在水平方向上延伸数十至数百 km。本题讨论温

性冰盖，即处于熔点的冰盖下方冰的熔化和水的行为。可以假设，在这种条件下，冰像黏性流体一样

产生压强变化，但以脆性方式变形，且主要沿竖直方向运动。本题给出以下数据。

水的密度：

冰的密度：

冰的比热容：

冰的比熔化潜热：

Ki,0 < Ki,min

Ki,0 ≥ Ki,min E0 > Ki,min En

Ki,0 = Ki,min,

sin θ0

1 − r
=

1 − cos(π/6 − θ0)

r
.

r = 121/289

121 sin θ0 = 168 [1 − cos(
π

6
− θ0)].

205 sin θ0 + 84√3 cos θ0 = 168.

t = tan(θ0/2)

(168 + 84√3)t2 − 410t + (168 − 84√3) = 0.

0 < θ0 < 30∘

t =
3(2 − √3)

14
.

θ0 = 2 arctan[
3(2 − √3)

14
] = 6.5723657 …∘ ,

.θ0 = 6.6∘

ρw = 1.000 ⋅ 103 kg/m3

ρi = 0.917 ⋅ 103 kg/m3

ci = 2.1 ⋅ 103 J/(kg ∘C)

Li = 3.4 ⋅ 105 J/kg
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岩石和岩浆的密度：

岩石和岩浆的比热容：

岩石和岩浆的比熔化潜热：

通过地表向外传递的平均热流密度：

冰的熔点： ，为常量

a)（0.5 分）考虑一处从地球内部传来的热流密度等于平均值的地点，该处覆盖着厚冰盖。利用表中

的数据，计算每年熔化的冰层厚度 ，并将答案写在答题纸的指定方框内。

b)（3.5 分）现在考虑冰盖的上表面。冰盖下方地面的倾角为 。冰盖上表面的倾角为 ，如图 2.1

所示。在  处，冰的竖直厚度为 。因此，冰盖的下表面和上表面可由下列方程描述：

推导冰盖底部压强  随水平坐标  变化的表达式，并写在答题纸上。

用数学形式写出  与  之间应满足的条件，使冰盖与地面之间水层中的水不向任何一个方向流动。

证明该条件具有  的形式。求出系数 ，并将结果以符号表达式的形式写在答题纸

上。

图 2.2 中的直线  表示冰盖下方的地表。在  处，冰的竖直厚度  为 2 km。假设

底部的水处于平衡状态。在绘图答题纸上画出直线 ，并添加一条表示冰上表面的直线 。在图中

标明各条直线所代表的表面。

作者：Gudni Axelsson 和 Thorsteinn Vilhjálmsson

图 2.1：位于倾斜平面地面上、上表面为平面的冰盖的剖面图。 ：表面， ：地面， ：冰盖。

c)（1 分）水平地面上有一大片冰层，最初厚度均匀，为  km。由于冰的熔化，冰层内较为

突然地形成了一个高  km、半径  km 的圆锥形水体（图 2.3）。假设剩余的冰仅通

过竖直运动来适应这一变化。

在空白答题纸上用解析方法，并在绘图答题纸上用图形，给出水锥形成并达到流体静力平衡后冰盖表

面的形状。

ρr = 2.9 ⋅ 103 kg/m3

cr = 700 J/(kg ∘C)

Lr = 4.2 ⋅ 105 J/kg

JQ = 0.06 W/m2

T0 = 0∘C

d

α β

x = 0 h0

y1 = x tanα, y2 = h0 + x tanβ (2.1)

p x

β α

tanβ = s tanα s

y1 = 0.8x x = 0 h0

y1 y2

6

S G I

D = 2.0
H = 1.0 r = 1.0
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d)（5 分）一个国际科学家团队在年度考察中探索南极洲的一处温性冰盖。这一地区通常是一片广阔

的高原，但这次他们发现了一个类似火山口的深凹陷，呈倒圆锥形，深度  为 100 m，半径  为

500 m（图 2.4）。该地区冰的厚度为 2000 m。

经过讨论，科学家们认为，最可能的原因是冰盖下发生了一次小规模火山喷发。少量岩浆（熔融的岩

石）侵入冰盖底部，凝固并冷却，使一定体积的冰熔化。科学家们尝试用以下方法估算侵入体的体

积，并了解融水的去向。

假设冰仅沿竖直方向运动。同时假设岩浆最初完全处于熔融状态，温度为 。为简单起见，进

一步假设侵入体是一个具有圆形底面的圆锥体，位于表面圆锥形凹陷的正下方。岩浆上升所需的时间

远短于这一过程中热交换所需的时间。假设热量主要沿竖直方向传递，使得任意时刻冰中熔化区域的

边界均为一个圆锥面，其中心位于岩浆侵入体中心的正上方。

在这些假设下，冰的熔化分为两个阶段。起初，水在岩浆表面未达到压强平衡，因此流走。可以假设

流走的水的温度为 。随后，

图 2.2：位于倾斜地面上、底部的水处于平衡状态的温性冰盖的剖面图。 ：地面， ：冰盖。

达到流体静力平衡，水便积聚在侵入体上方，而不再流走。

请确定达到热平衡时的下列物理量。将答案写在答题纸上。

1. 冰盖下形成的水锥顶点相对于冰盖原始底面的高度 。

2. 侵入体的高度 。

3. 产生的水的总质量  和流走的水的质量 。

h r

1200∘C

0∘C

G I

H

h1

mtot m′
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在绘图答题纸上按比例画出岩石侵入体和剩余水体的形状。使用图 2.4 中给出的坐标系。

图 2.3：通过冰盖内部水锥中央平面的竖直剖面图。 ：表面， ：水， ：地面， ：冰盖。S W G I
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图 2.4：通过温性冰盖中圆锥形凹陷中心的竖直剖面图。 ：表面， ：地面， ：冰盖， ：岩石/

岩浆侵入体， ：水。注意，此图并未按比例绘制。

题目译自官方英文原文。

答案

a) 每年熔化的厚度为

b) 设大气压强均匀，为 ，则

水不流动要求

对于题目要求的图形，两个坐标均以千米为单位时，

两条直线的交点约为  km。

S G I M

W

d ≃ 6.1 × 10−3 m = 6.1 mm.

pa

p(x) − pa = ρig [h0 + x(tanβ − tanα)].

tanβ = s tanα, s =
ρi − ρw

ρi
≃ −0.09051.

y1 = 0.8x, y2 = 2.000 − 0.07241x.

(2.293, 1.834)
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c) 设  为到圆锥轴线的水平距离。表面为

它是一个半径为  km、深度约为  m 的圆锥形凹陷。其中心高出基底  km。

d), 1.

d), 2.

侵入体的体积约为 。

d), 3.

约有  的融水流走。作图时，定义 ，适用于 。岩

石表面和水–冰界面为

水占据这两个表面之间的区域。

解答

a) 每年的熔化量

冰已处于熔点，因此供给的地热全部用于提供熔化潜热。对于水平面积 ，一年内的能量守恒关系为

因此

取一年为  s，

所以每年约有  mm 厚的冰熔化。由于不需要先将冰升温，因此无需使用冰的比热容。

b) 压强和水不流动的条件

冰的竖直厚度为

根据题目给定的模型，底部压强等于大气压强加上单位水平面积上方冰的重量：

R

ys(R) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

D −
ρw − ρi

ρi
H (1 −

R

r
), 0 ≤ R ≤ r,

D, R ≥ r.

1.0 91 1.9095

H =
ρih

ρw − ρi
≃ 1.10 × 103 m.

h1 ≃ 103 m.

2.7 × 107 m3

mtot ≃ 2.9 × 1011 kg, m′ ≃ 2.7 × 1010 kg.

9.3% f(x) = 1 − |x|/(500 m) |x| ≤ 500 m

yM = (102.8 m)f(x), yW = (1104.8 m)f(x).

A

JQAt = ρiAdLi.

d =
JQt

ρiLi

.

365 × 24 × 3600 = 3.1536 × 107

d =
0.06(3.1536 × 107)

(917)(3.4 × 105)
= 6.069 × 10−3 m.

6.1

hi(x) = y2 − y1 = h0 + x(tanβ − tanα).

p(x) = pa + ρig [h0 + x(tanβ − tanα)].
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若以大气压强为参考来计量压强，则省略  项。

对于静止的水，流体静力平衡要求

沿薄水层有 ，因此水不流动的条件为

代入压强和地面的斜率，得

于是，

代入数值，

负号意味着，沿地面升高的方向，冰面必须向下倾斜。

对于  和  km，

因此，当  和  均以千米为单位时，

将地面画成一条过原点的上升直线，将冰面画成一条经过  的缓慢下降的直线。可使用以下坐标作

图：

 (km) 地面  (km) 冰面  (km)

0 0 2.000

1.000 0.800 1.928

2.000 1.600 1.855

2.2925 1.834 1.834

对于 ，冰位于这两条直线之间，直至它们的交点。

c) 圆锥形水体上方的表面

用  表示冰–水界面相对于水平基底的高度：

在边缘处，水层厚度趋于零，冰保持原始厚度 。因此，基底高度处的水压为

由流体静力平衡可得高度  处的压强：

该点上方冰柱的厚度为 ，因此产生的压强为

pa

p + ρwgy = 常量.

y = y1(x)

dp

dx
+ ρwg

dy1

dx
= 0.

ρig(tanβ − tanα) + ρwg tanα = 0.

, .tanβ =
ρi − ρw

ρi
tanα s =

ρi − ρw

ρi

s =
917 − 1000

917
= −0.0905125.

y1 = 0.8x h0 = 2

tanβ = (−0.0905125)(0.8) = −0.0724100,

x y

y1 = 0.8x, y2 = 2.000 − 0.0724100x.

(0, 2)

x y1 y2

x ≥ 0

z(R)

z(R) = H (1 −
R

r
), 0 ≤ R ≤ r.

D

pb = pa + ρigD.

z

pw(z) = pa + ρigD − ρwgz.

ys − z
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令冰–水界面两侧的压强相等，

因此

代入圆锥形界面的表达式，得到

在水体的水平投影范围之外， 。凹陷的深度为

因此，表面是一个半径为  km 的倒圆锥面，与周围的水平表面连续相接。其最低点为

对于通过中心的竖直剖面，令 。坐标以千米为单位，用直线段依次连接

并在两侧沿  km 水平延伸。将这一剖面轮廓绕竖直轴旋转，即得到表面的凹陷。

d) 火山侵入体

令

其中  m。最终的冰面、水–冰界面和岩石表面具有以下形式：

这里  m，  m。

1. 水锥顶点的高度

c) 部分推导出的流体静力学关系在此仍适用：

在中心处，

因此

该高度从原始基底量起。中心处的实际水深将为 。

2. 侵入体的高度

首先确定熔化了多少冰。一个竖直柱体内最终的冰厚为

pi = pa + ρig(ys − z).

ρi(ys − z) = ρiD − ρwz.

ys = D −
ρw − ρi

ρi
z.

ys(R) = D −
ρw − ρi

ρi
H (1 −

R

r
), 0 ≤ R ≤ r.

ys = D

δ =
ρw − ρi

ρi
H =

83
917

(1000 m) = 90.51 m.

1.0

ys(0) = 2000 − 90.51 = 1909.49 m.

R = |x|

(−1.000, 2.000), (0, 1.90949), (1.000, 2.000)

y = 2.000

f(R) = 1 −
R

r
, 0 ≤ R ≤ r,

r = 500

ys = D − hf(R), yW = Hf(R), yM = h1f(R).

D = 2000 h = 100

D − ys =
ρw − ρi

ρi
yW .

h =
ρw − ρi

ρi
H.

H =
ρih

ρw − ρi
=

917(100)

83
= 1104.82 m.

H − h1
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由于冰仅沿竖直方向运动，每个柱体损失的冰厚为

岩浆最初将冰抬升，并不改变柱体内的冰量。因此，熔化的冰的总体积为

记

则

最终达到热平衡时，岩石和冰水混合物的温度均为 。每千克岩浆放出的热量为

其中包括凝固和冷却两个过程放出的热量。忽略热损失和微小的机械能变化，由能量守恒得

因此

由流体静力学关系还可得

所以也可等价地写为

代入数值，

因此，侵入体的体积为

3. 产生的水的总量和流走的水量

由熔化的冰的体积，得

因此

剩余的水占据水–冰圆锥面与岩石圆锥面之间的空间。其体积为

ys − yW = D − (h + H)f(R).

(h + H)f(R).

Vmelt = ∫

r

0
(h + H)(1 −

R

r
)2πRdR =

πr2

3
(h + H).

C =
πr2

3
.

mtot = ρiC(h + H), VM = Ch1, mM = ρrCh1.

0∘C

qM = Lr + cr(1200∘C − T0) = 4.2 × 105 + 700(1200) = 1.26 × 106 J/kg.

ρrCh1qM = ρiC(h + H)Li.

h1 =
ρi(h + H)Li

ρr[Lr + cr(1200∘C − T0)]
.

ρi(h + H) = ρwH,

h1 =
ρwHLi

ρr[Lr + cr(1200∘C − T0)]
.

h1 =
1000(1104.819)(3.4 × 105)

2900(1.26 × 106)
= 102.80 m ≃ 103 m.

VM =
π(500)2

3
(102.802) = 2.691 × 107 m3.

mtot = ρiC(h + H) = ρwCH.

mtot = 1000
π(500)2

3
(1104.819) = 2.8924 × 1011 kg ≃ 2.9 × 1011 kg.

Vremaining = C(H − h1),
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其质量为

因此，由质量守恒得

于是

流走的水的体积等于侵入体的体积：

这也解释了两个阶段的过程。起初，岩浆将冰抬升而未减小其厚度，因此抬高后的岩石表面上的水具有过

高的水压，并向外排出。在这一排水阶段结束时，冰–水界面近似为岩石表面 。此时，流体静力

平衡要求冰厚为

到这一阶段结束时，熔化的冰的质量为 ，恰好等于上面求出的流走的水的质量。进一步熔化所产生

的水形成保留下来的水体。

图形说明

对于通过中心的竖直剖面，取 。在  m 范围内，

其中  的数值以米为单位。

使用下列坐标，并用直线连接相邻各点：

 (m) 岩石表面  (m) 水–冰界面  (m) 冰面  (m)

0 0 2000

51.4 552.4 1950

102.8 1104.8 1900

51.4 552.4 1950

0 0 2000

沿  画出原始基底，将基底与  之间的侵入体区域涂上阴影，并将  与  之间的水体区域涂

上阴影。冰位于  与  之间。在侵入体的水平投影范围之外，基底仍位于 ，冰面仍位于

 m。

mremaining = ρwC(H − h1) = 2.6233 × 1011 kg.

m′ = mtot − mremaining

= ρwCH − ρwC(H − h1)
= ρwCh1.

m′ = 1000
π(500)2

3
(102.802) = 2.6914 × 1010 kg ≃ 2.7 × 1010 kg.

m′

ρw
= VM .

h1f(R)

D −
ρw

ρi
h1f(R).

ρwCh1

R = |x| |x| ≤ 500

yM(x) = 102.802(1 −
|x|

500
) m,

yW (x) = 1104.819(1 −
|x|

500
) m,

ys(x) = 2000 − 100(1 −
|x|

500
) m,

x

x yM yW ys

−500

−250

0

250

500

y = 0 yM yM yW
yW ys y = 0

y = 2000
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两坐标轴采用相同的长度比例尺时，侵入体仅约  m 高，而水体边界则达到约  m 的高度。中心

处的水深为

其正上方剩余的冰厚约为  m。

解答已与官方解答核对。

题目 3：比光更快？

在本题中，我们将分析并解释 1994 年对银河系内一个复合源的射电辐射所作的测量。

接收机调谐到一个较宽的射电波段，其波长为数厘米。图 3.1 显示了在不同时刻记录的一系列图像。

图中的等值线表示辐射强度相同的位置，与地理地图上的等高线十分相似。图中的两个极大值被解释

为两个正在远离共同中心的物体，各幅图像中的十字标记表示这个中心。（假定该中心在空间中固定

不动，它也是一个强辐射源，但主要在其他波长上发射辐射。）不同日期的测量均在一天中的同一时

刻进行。

图中的比例尺是一条表示一角秒（as）的线段。（1 as = 1/3600 度。）图中十字标记所示的中心天

体到我们的距离估计为 。一千秒差距（kpc）等于 。光速为

。解答中不要求进行误差计算。

a)（2 分）我们用  和  表示两个被抛射出的射电辐射源相对于共同中心的角位置，其中下

标 1 和 2 分别指左侧和右侧的辐射源，  为观测时刻。从地球上观测到的角速度分别为  和 。

两个辐射源相应的视横向线速度分别记为  和 。

利用图 3.1 作图，求出  和  的数值，以毫角秒每天（mas/d）为单位。还要求出  和 

的数值，并将所有答案写在答题纸上。（其中一些结果可能会令你感到困惑。）

b)（3 分）为了解决 (a) 部分中出现的疑惑，考虑一个以速度  运动的光源，其运动方向与指向远处

观测者  的方向成  角（ ）（图 3.2）。其速率可写为 ，其中  为光速。观测

者测得的光源距离为 。观测者看到的光源角速度为 ，垂直于视线方向的视线性速度为 。

用 、  和  表示  和 ，并将答案写在答题纸上。

c)（1 分）假定引言和 (a) 部分中描述的两个被抛射出的物体以相同的速率  沿相反方向运

动。这样，利用 (b) 部分的结果，就可以由角速度  和  以及距离  计算出  和 。这里，

是 (b) 部分中定义的角度，针对的是左侧物体，即 (a) 部分中下标为 1 的物体。

推导用已知量表示  和  的公式，并根据 (a) 部分中的数据求出它们的数值。将答案写在答题纸的

指定位置。

d)（2 分）在 (b) 部分的单物体情形中，求视横向速度  大于光速  的条件。

 作者：Einar Gudmundsson、Knútur Árnason 和 Thorsteinn Vilhjálmsson

103 1105

H − h1 ≃ 1002 m,

795

R = 12.5 kpc 3.09 ⋅ 1019 m

c = 3.00 ⋅ 108 m/s

θ1(t) θ2(t)
t ω1 ω2

v′
1,⊥ v′

2,⊥

ω1 ω2 v′
1,⊥ v′

2,⊥

→v

O ϕ 0 ≤ ϕ ≤ π v = βc c

R ω v′
⊥

β R ϕ ω v′
⊥

v = βc

ω1 ω2 R β ϕ ϕ

β ϕ

v′
⊥ c

7
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图 3.1：银河系内一个源的射电辐射。
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图 3.2：观测者位于 ，光源的初始位置为 。速度矢量为 。

将条件写成  的形式，并在答题纸上给出函数  的解析表达式。

在作图答题纸上画出  平面中具有物理意义的区域。用阴影标明该区域中满足条件  的

部分。

e)（1 分）仍考虑 (b) 部分的单物体情形，求给定  时视横向速度  的最大值  的表达

式，并将其写在答题纸的指定位置。注意，当  时，这一速度无限增大。

f)（1 分）引言中给出的  的估计值并不十分可靠。因此，科学家已开始探讨一种更好、更直接的确

定  的方法。一种设想如下。假定我们能够识别并测量两个被抛射物体的辐射经过多普勒频移后的

波长  和 ，它们在各自物体的静止参考系中对应同一个已知的原始波长 。

从相对论多普勒频移公式  出发，并与前面一样假定两个物体具有

相同的速率 ，证明未知量  可以用  和  表示为

将系数  的数值写在答题纸的指定位置。

你可以注意到，这意味着所提出的波长测量实际上将给出一个新的距离估计值。

题目译自官方英文原文。

答案

a) 由图得到的代表性数值为

因此，

b)

O A →v

β > f(ϕ) f

(β,ϕ) v′
⊥ > c

β v′
⊥ (v′

⊥)max

β → 1

R

R

λ1 λ2 λ0

λ = λ0(1 − β cosϕ)(1 − β2)−1/2

v β = v/c λ0,λ1, λ2

β =√1 −
αλ2

0

(λ1 + λ2)2
. (3.1)

α

ω1 ≃ 17.5 mas/d, ω2 ≃ 9.0 mas/d.

v′
1,⊥ ≃ 3.8 × 108 m/s ≃ 1.3c, v′

2,⊥ ≃ 2.0 × 108 m/s ≃ 0.65c.

ω =
βc sinϕ

R(1 − β cosϕ)
, v′

⊥ =
βc sinϕ

1 − β cosϕ
.
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c) 将角速度用单位时间内转过的弧度数表示，定义

则

左侧物体正在接近观测者。

d) 视超光速运动的区域为

因此，在相关的角度区间内， 。这种运动要求 。

e)

f)

解答

a) 角运动与视横向速度

取 3 月 27 日为 。以图中标出的整段比例尺长度作为 ，在各幅图像中测量每个分量

到十字标记的角距离。沿虚线轨迹追踪两个向外运动的分量。中心两侧的角距离均取正值。

从所给图中读出的近似数值如下：

日期 （天） （角秒） （角秒）

3 月 27 日 0 0.12 0.07

4 月 3 日 7 0.22 0.14

4 月 9 日 13 0.35 0.20

4 月 16 日 20 0.46 0.26

4 月 23 日 27 0.61 0.31

4 月 30 日 34 0.70 0.38

以  为横坐标、角距离为纵坐标作图。每组数据点都近似位于一条直线上；左侧分量对应的斜率较大。具

有代表性的直线为

因此，它们在纵轴上的截距分别约为  和 ，由斜率可得

X =
ω1 − ω2

ω1 + ω2
, Y =

2Rω1ω2

c(ω1 + ω2)
.

β = √X2 + Y 2 ≃ 0.92, ϕ = arccos(
X

β
) ≃ 70∘.

0 < ϕ <
π

2
,

1

sinϕ + cosϕ
< β < 1.

f(ϕ) = 1/(sinϕ + cosϕ) β > 1/√2

(v′
⊥)max =

βc

√1 − β2
, ϕmax = arccosβ.

α = 4, β =√1 −
4λ2

0

(λ1 + λ2)2
.

t = 0 1′′ = 1000 mas

t θ1 θ2

t

θ1

arcsec
≃ 0.11 + 0.0175

t

d
,

θ2

arcsec
≃ 0.08 + 0.0090

t

d
.

0.11′′ 0.08′′
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这些角度极小，因此角位移  所对应的横向位移为 。于是，

其中  必须以弧度每秒为单位。所需的单位换算为

因而

在给定距离处，  对应于

所以

第一个数值超过了 。计算这些速度时使用的是信号到达地球的时间间隔；这一间隔不同于信号发射的时

间间隔。

b) 光传播时间的影响

在观测者和中心源均静止的惯性参考系中进行分析。设两个信号在此参考系中相隔  发射。

在这一时间间隔内，辐射源移动的横向距离为

它沿朝向观测者方向的位移为

对于远处的观测者，第二个信号的传播路程约缩短了 。因此，到达时间间隔为

同一表达式也适用于远离观测者的源：此时 ，所以第二个信号传播的路程更长。

在小角近似下，角位移为

因此

以及

这里，源的位移与  相比可以忽略，因此在观测期间可将  和  视为常量。

ω1 ≃ 17.5 mas/d, ω2 ≃ 9.0 mas/d.

θ Rθ

v′
i,⊥ = Rωi,

ωi

R = 12.5(3.09 × 1019) = 3.8625 × 1020 m,

1 mas =
π

180 × 3600 × 1000
rad = 4.8481 × 10−9 rad,

1 mas/d = 5.6113 × 10−14 rad/s.

1 mas/d

R(5.6113 × 10−14) = 2.1674 × 107 m/s.

v′
1,⊥ ≃ 17.5(2.1674 × 107) ≃ 3.8 × 108 m/s ≃ 1.3c,

v′
2,⊥ ≃ 9.0(2.1674 × 107) ≃ 2.0 × 108 m/s ≃ 0.65c.

c

Δte

Δx⊥ = v sinϕΔte.

Δx∥ = v cosϕΔte.

Δx∥

Δtobs = Δte −
Δx∥

c
= (1 − β cosϕ)Δte.

cosϕ < 0

Δθ ≃
Δx⊥

R
.

ω =
Δθ

Δtobs
=

βc sinϕ

R(1 − β cosϕ)

v
′
⊥ = Rω =

βc sinϕ

1 − β cosϕ
.

R R ϕ
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对于正在接近观测者的辐射源，连续信号到达的时间间隔比发射的时间间隔更短。用横向位移除以这个缩

短的时间间隔，可能得到 ，尽管辐射源的实际速率仍为 。

c) 求出真实速率和方向

两个运动方向与指向观测者的方向分别成  和  角。它们的横向速度大小相等，而径向分量的符号

相反。因此，

令

则

令前两个表达式相等，得到

将其代入任一角速度方程，得到

因此，

而在整个  范围内适用的表达式为

对于这些观测， ，因此  为锐角。我们也可以使用

使用 (a) 中具有代表性的角速度值，

于是

按照图像所能支持的精度，

真实速率约为 。由于 ，左侧分量正在接近观测者，右侧分量则正在远离观测

者。

v′
⊥ > c v = βc < c

ϕ π − ϕ

Rω1

c
=

β sinϕ

1 − β cosϕ
,

Rω2

c
=

β sinϕ

1 + β cosϕ
.

X = β cosϕ, Y = β sinϕ.

ω1(1 − X) = ω2(1 + X) =
cY

R
.

X = β cosϕ =
ω1 − ω2

ω1 + ω2
.

Y = β sinϕ =
2Rω1ω2

c(ω1 + ω2)
.

β =
√(ω1 − ω2)2 + (2Rω1ω2/c)2

ω1 + ω2

0 ≤ ϕ ≤ π

ϕ = arccos[
ω1 − ω2

β(ω1 + ω2)
].

ω1 > ω2 ϕ

tanϕ =
2Rω1ω2

c(ω1 − ω2)
.

X ≃
17.5 − 9.0

17.5 + 9.0
≃ 0.321,

Y ≃ 0.859.

β ≃ √0.3212 + 0.8592 ≃ 0.917, ϕ ≃ 69.5∘.

β ≃ 0.92, ϕ ≃ 70∘.

2.8 × 108 m/s β cosϕ > 0
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d) 视超光速运动的条件和区域

对于实物辐射源， 。因此 ，条件  变为

即

当  时，  的分母至少为一，而分子至多为 。因此，远离观测者或完全沿横向运动的源

不可能出现视超光速运动。在  时，横向运动为零，也不可能出现这种现象。

在相关区间  内，

因此，完整的物理条件为

对于题目要求的图，具有物理意义的区域满足

以  为横坐标、  为纵坐标，在  范围内画出临界曲线。可用于作图的点如下：

曲线关于  对称。它从  下降到最小值 ，然后上升到 。将严格位于这条曲线上方且严格

位于  下方的区域涂上阴影。在临界曲线本身上， ，因此阴影不包括这条曲线。  的

区域不涂阴影。

由于

只有在下列条件成立时，这样的区域才存在：

等价地，对于任意固定的 ，其角度范围为

0 ≤ β < 1 1 − β cosϕ > 0 v′
⊥ > c

β sinϕ

1 − β cosϕ
> 1,

β(sinϕ + cosϕ) > 1.

ϕ ≥ π/2 v′
⊥/c β < 1

ϕ = 0

0 < ϕ < π/2

β > f(ϕ), f(ϕ) =
1

sinϕ + cosϕ
.

0 < ϕ <
π

2
,

1
sinϕ + cosϕ

< β < 1.

0 ≤ β < 1, 0 ≤ ϕ ≤ π.

ϕ β 0 ≤ ϕ ≤ π/2

ϕ f(ϕ)

0 1

π/6 0.732

π/4 1/√2 ≃ 0.707

π/3 0.732

π/2 1

ϕ = π/4 1 1/√2 1
β = 1 v′

⊥ = c ϕ ≥ π/2

sinϕ + cosϕ = √2 cos(ϕ −
π

4
) ≤ √2,

β >
1

√2
.

β > 1/√2

ϕ −
π

4
< arccos(

1

√2β
).

∣ ∣
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e) 最大视横向速度

固定 ，对 (b) 的结果求导：

导数在满足下式的位置由正变负：

由于视横向速度在  和  处均为零，这个驻点对应全局最大值。在该角度处，

因此，

当  时，分母趋于零，最大视速度无限增大。对于 ，视速度在所有角度下均为零。

f) 由多普勒频移确定 

令

对于第一个物体，给定的多普勒公式为

对于沿相反方向运动的物体， ，从而

将这两个表达式相加，即可消去方向因素：

因此

取非负的速率，得到

这也说明了如何求得距离。角运动可确定

而波长可确定 。因此 ，由 (c) 中推导出的关系可得

0 < β < 1

d
dϕ

(

v′
⊥

c
) =

d
dϕ

(

β sinϕ

1 − β cosϕ
) =

β(cosϕ − β)

(1 − β cosϕ)2
.

cosϕ = β.

ϕ = 0 ϕ = π

sinϕ = √1 − β2, 1 − β cosϕ = 1 − β2.

(v′
⊥)max =

βc

√1 − β2
, ϕmax = arccosβ.

β → 1− β = 0

β

γ =
1

√1 − β2
.

λ1 = λ0γ(1 − β cosϕ).

cos(π − ϕ) = − cosϕ

λ2 = λ0γ(1 + β cosϕ).

λ1 + λ2 = 2λ0γ =
2λ0

√1 − β2
.

1 − β2 =
4λ2

0

(λ1 + λ2)2
,

β =√1 −
4λ2

0

(λ1 + λ2)2
, α = 4.

X = β cosϕ =
ω1 − ω2

ω1 + ω2
,

β β sinϕ = √β2 − X2

R =
c(ω1 + ω2)

2ω1ω2

√β2 − X2.
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因此，结合角运动和波长的测量即可确定 ，无需采用其初始估计值。

解答已与官方解答核对。

R
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