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题目 1：标度关系

(a) 一个小物体悬挂在质量可忽略的理想弹簧末端，以固有频率  上下振动。如果将弹簧切成两半，

并将该物体重新悬挂在其中一半的末端，新的频率  是多少？  （1.5 分）

(b) 基态氢原子的半径为 （即“玻尔半径”）。如果用一个电荷与电子相同、质量为

电子质量 207 倍的 μ 子替代电子，所形成的“μ 子氢”原子的半径  是多少？假设质子的质量远大

于 μ 子和电子的质量。  （2 分）

(c) 地球的平均温度为 。如果地球与太阳之间的平均距离减小 1%，新的平均温度  是

多少？

（2 分）

(d) 某一天，空气干燥，密度为 。第二天，湿度增加，水蒸气占空气总质量的

2%。气压和温度与前一天相同。此时空气密度  是多少？  （2 分）

干空气的平均摩尔质量：28.8 (g/mol)

水的摩尔质量：18 (g/mol)

假设气体遵循理想气体规律。

(e) 某型号直升机在发动机输出机械功率为  时能够悬停。如果制造另一架直升机，其所有线性尺寸

均严格缩小为原直升机的 ½，悬停所需的机械功率  是多少？  （2.5 分）

题目译自官方英文原文。

答案

(a)

(b)

(c) ，约升高 。

(d)

(e)

f

f ′

a0 = 0.0529 nm

a′

T = 287 K T ′

ρ = 1.2500 kg/m3

ρ′

P

P ′

f ′ = √2 f.

a′ =
a0

207
= 2.56 × 10−4 nm = 2.56 × 10−13 m.

T ′ =
287

√0.99
K ≈ 288.4 K 1.4 K

ρ′ =
1.2500

1.012
kg/m3 ≈ 1.2352 kg/m3.

P ′ = 2−7/2P =
P

8√2
≈ 0.0884P .
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解答

(a)

设原弹簧的劲度系数为 ，悬挂物体的质量为 。其固有频率为

对于均匀弹簧，原弹簧可视为两个完全相同的半段弹簧串联而成。若每个半段的劲度系数为 ，则

因此 。等价地，在相同拉力作用下，每个半段的伸长量是整根弹簧伸长量的一半。

物体的质量不变，因此

重力会改变平衡时的伸长量，但不影响理想弹簧的振动频率。

(b)

在题设近似下，可以认为质子固定不动，因此绕质子运动的粒子的质量  决定了原子的长度尺度。

在玻尔模型中，库仑引力提供向心力，基态的角动量为 ：

消去 ，得到

因此，在电荷不变时，半径与粒子的质量成反比。由于 ，

所以，

(c)

假设地球处于辐射平衡，太阳光度恒定，且地球的反照率和有效热辐射特性不变。

当地日距离为  时，入射太阳辐射通量密度与  成正比。因此，吸收的功率为

其中  为反照率。根据斯特藩–玻尔兹曼定律，辐射功率可表示为

其中有效因子  保持不变。

令吸收功率与辐射功率相等，得到

k m

f =
1

2π
√

k

m
.

kh

1

k
=

1

kh
+

1

kh
,

kh = 2k

f ′ =
1

2π
√

2k

m
= √2 f.

m

ℏ

mv2

a
=

e2

4πε0a2
, mva = ℏ.

v

a =
4πε0ℏ2

me2
.

mμ = 207me

a′

a0
=

me

mμ
=

1

207
.

a′ =
0.0529

207
nm = 2.56 × 10−4 nm = 2.56 × 10−13 m.

r r−2

Pabs = (1 − α)
L⊙

4πr2
πR2

⊕,

α

Pemit = 4πR2
⊕εeffσT

4,

εeff
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新的距离为 ，因此

用一阶近似进行检验，

得到 ，与舍入前的结果  接近。

(d)

设干空气和水的摩尔质量分别为  和 。水的质量分数为 。

质量为  的湿空气中，干空气的质量为 ，水蒸气的质量为 。采用一致的质量单位，其总

物质的量为

由于 ，由理想气体状态方程可得

对于处于相同气压和温度下的原来的干空气，

令上述表达式相等并整理，得到

因此

密度减小是因为水分子的质量小于干空气分子的平均质量，而在气压和温度固定时，分子总数密度保持不

变。

(e)

假设缩小后的直升机采用密度相同的材料，并在密度相同的空气中悬停。采用理想动量流的标度关系，假

设气动效率不变，忽略黏性效应和机械损耗的变化。

设线性尺度因子为 。直升机的质量  按体积缩放，而旋翼的扫掠面积  按面积缩放：

设  表征旋翼产生的向下气流的速度。对于几何相似的流动，单位时间内被加速的空气质量满足如下标度

关系：

根据动量守恒，向上的推力满足

T 4 ∝ r−2, T ∝ r−1/2.

r′ = 0.99r

T ′ = T(
r

r′
)

1/2
=

287

√0.99
K ≈ 288.4 K.

ΔT

T
≈ −

1

2

Δr

r
= 0.005,

ΔT ≈ 1.435 K 1.446 K

Md = 28.8 g/mol Mw = 18 g/mol w = 0.02

m (1 − w)m wm

n =
(1 − w)m

Md
+

wm

Mw
.

m/V = ρ′

p

RT
=

n

V
= ρ′

(

1 − w

Md

+
w

Mw

).

p

RT
=

ρ

Md

.

ρ′ =
ρ

(1 − w) + wMd/Mw

.

ρ′ =
1.2500

0.98 + 0.02(28.8/18)
=

1.2500

1.012
≈ 1.2352 kg/m3.

λ m A

m′ = λ3m, A′ = λ2A.

v

ṁair ∝ ρairAv.
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悬停要求 ，因此

于是，

所需功率与向空气传递动能的速率成正比：

因此

当  时，

解答已与官方解答核对。

题目 2：原子核的质量与稳定性

本题中的所有能量均以 MeV（兆电子伏特，即百万电子伏特）为单位。

1 MeV =  J，但解答本题不需要知道这一换算关系。

一个含有  个质子和  个中子（即质量数 ）的原子核，其质量  等于组成它的各个

自由核子（质子和中子）的质量之和，减去结合能所对应的质量 。

下图给出了对于给定的  值，  的最大值随  的变化关系。

一般而言，  的值越大，原子核就越稳定。

F ∝ ṁairv ∝ ρairAv
2.

F = mg

v ∝ √

mg

ρairA
.

v′

v
= √

λ3

λ2
= λ1/2.

P ∝ ṁairv
2 ∝ ρairAv

3.

P ′

P
= λ2

(λ1/2
)

3
= λ7/2.

λ = 1
2

P ′ = (

1

2
)

7/2

P =
P

8√2
≈ 0.0884P .

1.6 × 10−13

Z N A = N + Z M

B/c2

Mc2 = Zmpc
2 + Nmnc

2 − B

A B/A A

B/A
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(a) 当质量数超过某个值  时，原子核的结合能总是足够小，因而允许发射 α 粒子（ ）。

对这条曲线在  以上的部分采用线性近似，估算 。（3 分）

对于这一模型，作如下假设：

初始原子核和最终原子核都由这条曲线上的点表示。

α 粒子的总结合能为  MeV（这一数值无法从图中读出！）。

(b) 一个含有  个质子和  个中子（ ）的原子核，其结合能由以下半经验公式给出：

 的取值如下：

对于  为奇数、  为奇数的原子核，取 

对于  为偶数、  为奇数或  为奇数、  为偶数的原子核，取 

对于  为偶数、  为偶数的原子核，取 

各系数的数值为：

(i) 推导在给定质量数  时，结合能最大的原子核的质子数  的表达式。仅在本小问中忽略 

项。（2 分）

(ii) 对于  的原子核，使  最大的  值是多少？须计入  项的影响。（2 分）

Aα A = 4

A = 100 Aα

B4 = 25.0

Z N A = N + Z

B = avA − asA
2/3 − acZ

2A−1/3 − aa
(N − Z)2

A
− δ

δ

N Z +apA
−3/4

N Z N Z 0

N Z −apA
−3/4

av = 15.8 MeV; as = 16.8 MeV; ac = 0.72 MeV; aa = 23.5 MeV; ap = 33.5 MeV.

A Zmax δ

A = 200 B/A Z δ
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(iii) 考虑答题纸表格中列出的三个  的原子核。判断哪些原子核在能量上是稳定的，哪些具

有足够的能量通过下列过程发生衰变。求出第 (i) 小问中定义的 ，并填写答题纸上的表格。

填写表格时，请：

用 √ 标记能量上允许的过程

用 0 标记能量上不允许的过程

仅考虑这三个原子核之间的跃迁。

衰变过程：

(1)  衰变；原子核发射一个电子

(2)  衰变；原子核发射一个正电子

(3)  衰变；原子核同时发射两个电子

(4) 电子俘获；原子核俘获一个原子中的电子。

电子（及正电子）的静止能量为  MeV；质子的静止能量为  MeV；中

子的静止能量为  MeV。

（3 分）

(b) (iii)

原子核/过程  衰变  衰变 电子俘获  衰变

符号表示：

 = 化学元素符号

题目译自官方英文原文。

答案

(a) 。下文采用的直线拟合给出的值约为 。

(b)(i) 。这是将质子数视为连续变量时的极大值位

置；忽略配对项时，应选取最接近的整数。

(b)(ii) ，此时 ，且  MeV。

(b)(iii) 连续变量情形的结果为 ；整数范围内结合能在  时最大。在指

定的跃迁范围内，  是稳定的，而  和  可以发生衰变。

原子核/过程  衰变  衰变 电子俘获  衰变

√ 0 0 √

0 0 0 0

0 √ √ 0

A = 128

Zmax

β−

β+

β−β−

mec
2 = 0.51 mpc

2 = 938.27

mnc
2 = 939.57

β− β+ β−β−

128
53 I

128
54 Xe

128
55 Cs

A
ZX

X

Aα ≈ 2.1 × 102 215

Zmax =
2aaA

4aa + acA2/3
=

A

2 + ac
2aa

A2/3

Z = 80 N = 120 B/A ≈ 8.05

Zmax ≈ 53.58 Z = 54
128Xe 128I 128Cs

β− β+ β−β−

128
53 I

128
54 Xe

128
55 Cs
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根据题目所述限制，若某过程的子核不属于这三个原子核，则相应表项标记为 。

解答

(a)

α 衰变中，质子总数和中子总数分别守恒。因此，在计算释放的能量时，自由核子的静止能量相互抵消：

当  时，该衰变在能量上是允许的。

将图中所示物理量的直线近似写为

从图中读取的代表性数值为

因此，

其中  为无量纲量。因此，总结合能为

考虑核子数减少四个这一有限变化，有

在阈值处， ，得到

代入数值得

由于  随  增大而增大，超过这一阈值时，α 发射在能量上是可能的。考虑到图的精度，

(b)(i)

固定 ，代入 ，于是 。忽略配对项，

先将  视为连续变量，极大值满足

两边乘以 ，并合并含  的项，得到

因此，

0

Qα = [M(A,Z) − M(A − 4,Z − 2) − M(4, 2)]c2 = B(A − 4) + B4 − B(A).

Qα > 0

b(A) ≡
B(A)

A
≃ b0 − kA.

b(100) ≃ 8.85 MeV, b(200) ≃ 8.05 MeV.

k ≃ 8.0 × 10−3
 MeV, b0 ≃ 9.65 MeV,

A

B(A) ≃ b0A − kA2.

Qα = B4 + b0(A − 4) − k(A − 4)2 − b0A + kA2

= B4 − 4b0 + 8kA − 16k.

Qα = 0

Aα =
b0 − B4/4

2k
+ 2.

Aα ≃
9.65 − 25.0/4

0.016
+ 2 = 214.5.

Qα A

Aα ≈ 2.1 × 102.

A N = A − Z N − Z = A − 2Z

B(Z) = avA − asA
2/3 − acZ

2A−1/3 −
aa

A
(A − 2Z)2.

Z

∂B

∂Z
= −2acZA

−1/3 +
4aa
A

(A − 2Z) = 0.

A Z

(2acA
2/3 + 8aa)Z = 4aaA.

eulersolve.org/ipho/1997/ 7 / 15



这一驻点为极大值点，因为

不计配对项时，物理上允许的整数范围内，使结合能最大的整数就是最接近这一数值的整数。

(b)(ii)

对于 ，不计配对项时，连续变量情形的极大值位置为

由于  为偶数，  为偶数时  也为偶数，而  为奇数时  也为奇数。配对项的大小为

由于公式中包含的是 ，当  为偶数时，配对项使结合能增加 ；当  为奇数时，则使结合能减少

。

不计配对项的结合能可以写为

因此，在奇数和偶数这两类中，各自的最佳整数都是该类中最接近  的整数。最佳奇数为 ，最佳偶数

为 。计入配对项，直接代入可得：

 (MeV)  (MeV)

78 122 1609.55

79 121 1609.17

80 120 1610.12

特别地，

因此，

此时

(b)(iii)

首先，由第 (i) 小问的结果可得

因此，最接近的整数为 ，配对效应也有利于这一取值。

对于这些原子核，

Zmax =
2aaA

4aa + acA
2/3

=
A

2 + ac
2aa

A2/3
.

∂ 2B

∂Z 2
= −2acA

−1/3 −
8aa
A

< 0.

A = 200

Z0 =
200

2 + 0.72
47.0 2002/3

≃ 79.242.

A Z N Z N

P = apA
−3/4 = 33.5(200)−3/4 ≃ 0.6299 MeV.

−δ Z P Z

P

B0(Z) = B0(Z0) − (acA
−1/3 +

4aa
A

)(Z − Z0)2.

Z0 79

80

Z N δ B

−0.630

+0.630

−0.630

B(80) − B(79) ≃ 0.954 MeV > 0.

Z = 80, N = 120,

B

A
=

1610.12

200
≃ 8.05 MeV.

Zmax =
128

2 + 0.72
47.0 1282/3

≃ 53.577.

54
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碘和铯的  与  均为奇数，因此 。氙的  与  均为偶数，因此 。

分析衰变的能量条件时，除了结合能，还需要考虑原子核的质量。令 ，则

代入后得到下列数值。为确定双 β 衰变中较小的能量差，这里保留了更多位数。

原子核  (MeV)  (MeV)

1104.656 3.195830

1106.552 0

1103.172 2.079906

忽略原子中电子的结合能和中微子的静止质量，由能量守恒可得

发射时应减去电子的静止能量，俘获时则应加上。当  时，该过程在能量上是允许的。

指定的原子核集合内，所有可能的跃迁如下：

初始原子核 过程 子核  (MeV) 是否允许？

√

0

0

√

电子俘获 0

电子俘获 √

√

具体而言，对于较小的双 β 衰变能量，

因此，碘同时发射两个电子而衰变为铯的双 β 衰变在能量上是允许的，尽管经由氙的逐次衰变路径中的第

二步是不允许的。

在指定的原子核集合内，氙没有任何能量上允许的跃迁。碘可以发生 β⁻ 衰变或双 β⁻ 衰变；铯可以发射正

电子或发生电子俘获。

解答已与官方解答核对。

P = 33.5(128)−3/4 ≃ 0.880313 MeV.

N Z δ = +P N Z δ = −P

EZ = MZc
2

EZ = 128mnc
2 + Z(mp − mn)c2 − BZ = 128mnc

2 − (1.30 MeV)Z − BZ.

BZ EZ − E54

128
53 I

128
54 Xe

128
55 Cs

Qβ−(Z) = EZ − EZ+1 − mec
2,

Qβ+(Z) = EZ − EZ−1 − mec
2,

QEC(Z) = EZ + mec
2 − EZ−1,

Qβ−β−(Z) = EZ − EZ+2 − 2mec
2.

Q > 0

Q

128I β− 128Xe +2.686

128Xe β− 128Cs −2.590

128Xe β+ 128I −3.706

128Cs β+ 128Xe +1.570

128Xe 128I −2.686

128Cs 128Xe +2.590

128I β−β− 128Cs +0.096

Qβ−β− = E53 − E55 − 2mec
2

= 3.195830 − 2.079906 − 1.020
≃ 0.0959 MeV > 0.
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题目 3：太阳能飞机

我们希望设计一架仅靠太阳能就能持续飞行的飞机。效率最高的布局是将机翼上表面完全覆盖太阳能

电池。太阳能电池提供电能，由电动机驱动螺旋桨。

考虑一个平面形状为矩形的机翼，其翼展为 ，翼弦（宽度）为 ；机翼面积为 ，展弦比为

。设一层高度为 、长度为  的空气以小角度  向下偏转，而速率仅发生极小的变化，通过

考察这一过程，我们可以大致了解机翼的性能。可以利用操纵面选择适合飞行的最佳  值。当

 时，这一简单模型与实际情况十分接近，我们可以假定此关系成立。飞机的总质量为 ，

相对于周围空气以速度  水平飞行。在以下计算中，只考虑机翼周围的气流。

飞机的俯视图（在飞机自身的参考系中）：

机翼的侧视图（在随飞机运动的参考系中）：

忽略螺旋桨对气流的影响。

(a) 考虑空气流经机翼时的动量变化，假定此过程中空气的速率不变。用机翼尺寸、 、  和空气密度

 推导机翼所受竖直升力  和水平阻力  的表达式。假设气流方向始终平行于侧视图所在的平

面。

（3 分）

l c S = cl

A = l/c x l ε

ε

x = πl/4 M

→v

v ε

ρ L D1
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(b) 空气流过机翼表面时的摩擦会产生额外的水平阻力 。空气略微减速，其速率变化量 （

 的 ）满足：

 的值与  无关。

求使飞机以恒定高度和速度飞行所需功率最小时的飞行速率  的表达式（用  和重力

加速度  表示）。忽略  阶及更高阶的项。

（3 分）

以下小角近似可能有用：

(c) 在答题纸上画出功率  随飞行速率  变化的示意图。分别画出两种阻力所对应的所需功率。求

最小功率  的表达式（用  和  表示）。

（2 分）

(d) 如果太阳能电池能够提供足够的能量，使电动机和螺旋桨按每平方米机翼面积产生  瓦的

机械功率，计算在此功率下的最大翼载荷 （ ）和飞行速率 （ ）。假设

、 、 。

（2 分）

题目译自官方英文原文。

答案

(a)

(b)

(c)

诱导功率项  按  减小，而摩擦功率项  按  增大。两者之和在  处有唯一的最小

值，此时 。

D2 Δv

≪ 1% v

Δv

v
=

f

A

f ε

v0 M, f,A,S, ρ

g (ε2f)

1 − cos ε ≈
sin2 ε

2

P v

Pmin M, f,A,S, ρ g

I = 10

Mg/S N/m2 v0 m/s

ρ = 1.25 kg/m3 f = 0.004 A = 10

, .L =
π

4
ρl2v2 sin ε D1 =

π

4
ρl2v2(1 − cos ε)

.v0 = [

8(Mg)2

3π2ρ2fAS 2
]

1/4

,P(v) =
2(Mg)2

πρASv

P1

+
π

4
ρfSv3

P2





.Pmin = (

512f

27π2A3
)

1/4 (Mg)3/2

√ρS

P1 1/v P2 v3 v0

P1 = 3P2
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(d)

解答

(a)

在飞机的参考系中进行分析。在时间  内，流过受影响横截面  的空气体积为 。因此，质量流率

为

空气最初的水平速率为 。偏转后，其水平速度为 ，向下的速度为 。

根据动量定理和牛顿第三定律，机翼所受向上的力等于空气向下动量的增加率：

同样，空气的水平动量减少，从而使机翼受到阻力：

利用 ，得

当  很小时，上式变为

(b)

由于 ，定义

速率降低引起的额外水平动量损失给出

利用 ，并忽略  阶的修正，得

减速也使升力相对减小 。然而，诱导阻力正比于 ，因此减速对诱导阻力的影响为  阶。所

以，在所要求的精度下，可以用 (a) 中的升力表达式写出竖直方向的平衡条件：

利用题目给出的小角近似，得

在匀速水平飞行时，螺旋桨推力与总阻力平衡。因此，所需的机械功率为

, .(

Mg

S
)

max

≈ 36 N/m2 v0 ≈ 8.6 m/s

dt xl xlv dt

ṁ = ρxlv.

v v cos ε v sin ε

L = ṁ v sin ε = ρxlv2 sin ε.

D1 = ṁ v(1 − cos ε) = ρxlv2(1 − cos ε).

x = πl/4

, .L =
π

4
ρl2v2 sin ε D1 =

π

4
ρl2v2(1 − cos ε)

ε

L ≃
π

4
ρl2v2ε, D1 ≃

π

8
ρl2v2ε2.

AS = l2

K = ρxl =
π

4
ρAS, ṁ = Kv.

D2 = ṁΔv cos ε.

Δv/v = f/A ε2f

D2 ≃ Kv2 f

A
= .

π

4
ρfSv2

f/A sin2 ε ε2f

Mg = Kv2 sin ε, sin ε =
Mg

Kv2
.

D1 ≃
Kv2

2
sin2 ε =

(Mg)2

2Kv2
=

2(Mg)2

πρASv2
.
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将其写成

对飞行速率求导，得

因此，最佳速率满足

所以

这对应于  时唯一的最小值，因为

(c)

在最小值处，由条件  可得

因此

代入  的表达式，得

所要求的图像具有以下特征：

 是一条递减的双曲线。从形式上看，它在  时发散，在  时趋于零。

 从原点出发，在原点处具有水平切线，并且单调递增。

两者之和的曲线位于两条曲线之上，先下降至唯一的最小值点 ，随后上升。它在正速率

范围的两端均发散，且不与坐标轴相交。

两个功率项的曲线在  处相交，交点位于总功率最小值点的右侧。

令 ，可得到精确的无量纲描述：

以下各点有助于绘制示意图：

P = (D1 + D2)v =
2(Mg)2

πρASv
+

π

4
ρfSv3.

P =
α

v
+ βv3, α =

2(Mg)2

πρAS
, β =

π

4
ρfS.

dP

dv
= −

α

v2
+ 3βv2.

v4
0 =

α

3β
=

8(Mg)2

3π2ρ2fAS 2
,

.v0 = [

8(Mg)2

3π2ρ2fAS 2
]

1/4

v > 0

d2P

dv2
=

2α

v3
+ 6βv > 0.

α = 3βv4
0

P1(v0) =
α

v0
= 3βv3

0 = 3P2(v0).

Pmin = 4βv3
0 = πρfSv3

0.

v0

.Pmin = (

512f

27π2A3
)

1/4 (Mg)3/2

√ρS

P1 = α/v v → 0+ v → ∞

P2 = βv3

(v0,Pmin)

v = 31/4v0 ≈ 1.316v0

u = v/v0

P1

Pmin
=

3

4u
,

P2

Pmin
=

u3

4
,

P

Pmin
=

3

4u
+

u3

4
.
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0.500 1.500 0.031 1.531

1.000 0.750 0.250 1.000

1.316 0.570 0.570 1.140

2.000 0.375 2.000 2.375

极限  是这些方程在形式上的外推：当速率足够低时，所需的偏转角将超出小角近似的适用范围。

(d)

设翼载荷为

可用的机械功率为 。当它恰好等于所需的最小功率时，翼载荷达到最大：

因此，

代入数值，得

从而

将 (b) 中的最佳速率关系改写为

可得

代入数值，得

因此，

这是最大值，因为  按  增大；若翼载荷更大，则在任何速率下所需的功率都会超过可用的

。

为检验近似是否自洽，在这一工作点，

v/v0 P1/Pmin P2/Pmin P/Pmin

v → 0+

w =
Mg

S
.

IS

IS = Pmin = πρfSv3
0.

v0 = (

I

πρf
)

1/3

.

v0 = (

10

π(1.25)(0.004)
)

1/3

= 8.6025 … m/s,

.v0 ≈ 8.6 m/s

v4
0 =

8w2

3π2ρ2fA
,

wmax = πρv2
0
√

3fA

8
= πρ√

3fA

8
(

I

πρf
)

2/3

.

wmax = π(1.25)(8.6025 …)2
√

3(0.004)(10)

8
= 35.5925 … N/m2.

.(

Mg

S
)

max

≈ 36 N/m2

Pmin/S w3/2

10 W/m2
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并且

两项近似均与给定数据相符。

解答已与官方解答核对。

sin ε0 = √

6f

A
, ε0 ≃ 0.049 rad ≃ 2.8∘,

Δv

v
=

f

A
= 0.0004 = 0.04%.
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