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Aufgabe 1: Flinf voneinander unabhangige Kurzaufgaben
(Widerstandsnetzwerk, Skifahrer auf einem Hiigel, Warmekapazitat
eines Metalls, Strahlungsschutzschild, Magnetfeld zwischen zwei
Leitern)

[

(Die funf Teile dieser Aufgabe sind voneinander unabhangig)

a) Funf Widerstande von jeweils 12 sind wie in der Abbildung gezeigt miteinander verbunden. Der
Widerstand der Verbindungsdrahte (durchgezogene Linien) ist vernachlassigbar.

10 10 1Q 10 10
A i . R, ./ S MY i e 3 1

Bestimmen Sie den Gesamtwiderstand R zwischen A und B. (7 Punkt)

b)

A

.
[7,]
v

Ein Skifahrer startet aus der Ruhe am Punkt A und gleitet den Hiigel hinunter, ohne Kurven zu
fahren oder zu bremsen. Der Reibungskoeffizient ist . Wenn er am Punkt B zum Stillstand
kommt, betragt seine horizontale Verschiebung s. Wie groB ist der Hohenunterschied h zwischen
den Punkten A und B?

(Die Geschwindigkeit des Skifahrers ist so gering, dass der zusatzliche Druck auf den Schnee
aufgrund der Bahnkrimmung vernachlassigt werden kann. Vernachlassigen Sie auBerdem den
Luftwiderstand und die Abhangigkeit von p von der Geschwindigkeit des Skifahrers.) (1.5 Punkte)

¢) Ein thermisch isoliertes Metallstlick wird bei Atmospharendruck durch einen elektrischen Strom
erwarmt, sodass ihm elektrische Energie mit konstanter Leistung P zugefiihrt wird. Dadurch steigt
die absolute Temperatur 1" des Metalls mit der Zeit t gemaB:

T(t) = To[l + a(t — to)]V*.
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Dabei sind a, ty und T}y Konstanten. Bestimmen Sie die Warmekapazitat C’p(T) des Metalls (die
im Temperaturbereich des Experiments temperaturabhangig ist). (2 Punkte)

d) Eine schwarze ebene Oberflache mit einer konstanten hohen Temperatur T}, ist parallel zu
einer anderen schwarzen ebenen Oberflache mit einer konstanten niedrigeren Temperatur 1;
angeordnet. Zwischen den Platten herrscht Vakuum.

Um den Warmestrom durch Strahlung zu verringern, wird ein Strahlungsschutzschild aus zwei
dinnen schwarzen, thermisch voneinander isolierten Platten zwischen der warmen und der kalten
Oberflache und parallel zu diesen angeordnet. Nach einiger Zeit stellt sich ein stationarer Zustand
ein.

Um welchen Faktor £ wird der stationdre Warmestrom durch den Strahlungsschutzschild
verringert? Vernachlassigen Sie Randeffekte aufgrund der endlichen GroBe der Oberflachen. (1.5
Punkte)

e) Zwei gerade und sehr lange nichtmagnetische Leiter C', und C_, die voneinander isoliert sind,
fihren jeweils einen Strom I in positiver beziehungsweise negativer z-Richtung. Die Querschnitte
der Leiter (in der Abbildung schraffiert) werden durch Kreise mit dem Durchmesser D in der x-y-
Ebene begrenzt, deren Mittelpunkte den Abstand D/2 voneinander haben. Die sich daraus
ergebenden Querschnitte haben jeweils eine Flache von (%TF + %\/5) D?. Der Strom ist in

jedem Leiter gleichmaBig liber den Querschnitt verteilt.

Bestimmen Sie das Magnetfeld B(ac, y) im Raum zwischen den Leitern. (4 Punkte)

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten
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e b) h = us, wobei A héher liegt als B.

APT3 1. L
e ¢)C,(T) = i in JK™* bei Verwendung von SI-Einheiten.
0
e d) Qshield = %: eine Verringerung um den Faktor drei, £ = .QO =3.
Qshield

e e) Im gesamten linsenformigen Zwischenraum gilt
6,LL()I S’
(27 + 3v3)D

B<xa y) =

Das Feld ist homogen und zeigt in die positive y-Richtung.

\

Losung
a)

Jeder Widerstand sei r = 12, und die vier inneren Knoten seien von links nach rechts mit
N1, N2, N3, N4 bezeichnet. Durch die idealen Verbindungsdrahte fallen die folgenden Knoten jeweils
zusammen:

A=N,, N, =N,=X, N3=B.

Folglich verbinden sowohl der erste als auch der zweite Widerstand A mit X und sind parallel
geschaltet. Der vierte und der flinfte verbinden beide X mit B und sind ebenfalls parallel geschaltet:
r

Rix = Rxp = 3

Diese beiden Ersatzwiderstande bilden einen Zweig von A nach B, in dem sie in Reihe geschaltet sind
und dessen Widerstand r/2 + /2 = r betrégt. Der dritte Widerstand verbindet A direkt mit B und
bildet damit einen weiteren Zweig mit dem Widerstand r. Somit gilt

111 -7 _os0
R 7 7 2

b)

Es sei 0 der lokale Winkel der Bahn des Skifahrers zur Horizontalen und df ein Bahnlangenelement.
Vernachlassigt man wie vorgegeben die zusatzliche Normalkraft aufgrund der Bahnkrimmung, so
ergibt sich

N = mgcos?@.
Die Reibungskraft hat den Betrag p /N und wirkt der Bewegung entgegen. Die entlang der Bahn
dissipierte Energie betragt daher

B
Efr:/ pumg cos 0df.
A

Bei der dargestellten Bahn nimmt die horizontale Koordinate wahrend der gesamten Bewegung zu, und
es gilt
dxr = cosfdl.

Daraus folgt
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B
E = ,umg/ dxr = pmgs.
A

Der Skifahrer ist sowohl am Anfang als auch am Ende in Ruhe, sodass die Abnahme der potenziellen
Energie im Schwerefeld gleich der durch Reibung dissipierten Energie ist. Mit h = y4 — yp ergibt sich

mgh = umgs, h = us.

Im Rahmen der angegebenen Naherung hangt das Ergebnis nur von der horizontalen Verschiebung ab.
c)

Das Metall ist thermisch isoliert, doch durch elektrische Arbeit wird ihm Energie mit der Leistung P
zugeflhrt. Bei konstantem Atmospharendruck p liefert der erste Hauptsatz
dU = Pdt — pdV.
Da die Enthalpie H = U + pV ist und dp = 0 gilt, folgt
dH = Pdt.

Mit der gesamten Warmekapazitat des Metallstlicks bei konstantem Druck,
oOH
C,(T)=|—
p( ) ( oT >p’

drT
P=0C,(T)—.
Wir erheben das gegebene Temperaturgesetz zur vierten Potenz:

T =Ty [1+a(t—t)].

erhalten wir

Durch Differenzieren ergibt sich

dT
3 _ 4
AT —- = T}

Damit folgt

C(T)_4PT3_4P T\*
PR art aTo \To)

Die Warmekapazitat ist somit im Temperaturbereich des Experiments proportional zu T3. Da a die
Einheit s~ ! hat, hat der Ausdruck die Einheit J K.

d)
Fir zwei schwarze parallele Oberflachen mit vernachlassigbaren Randeffekten liefert das Stefan-
Boltzmann-Gesetz die Nettowarmestromdichte durch Strahlung
q =0 (T, —T}')
vor dem Einsetzen des Strahlungsschutzschilds.

Es seien T und T» die Temperaturen der diinnen Platten des Strahlungsschutzschilds, geordnet von
der heiB3en zur kalten Seite. Jede diinne Platte hat auf ihren beiden Seiten dieselbe Temperatur. Im
stationaren Zustand speichert keine der Platten zusatzliche Energie, sodass die
Nettowarmestromdichte g in allen drei Vakuumzwischenraumen gleich ist:
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4 4 4 4 4 4
g=o0(T, —T7) =o(Ty —Ty) =o(Ty —T7).
Durch Addition der drei Differenzen der vierten Potenzen der Temperaturen ergibt sich
4 4

Dasselbe Verhaltnis gilt fir den gesamten Warmestrom:

Qshicla 1
Qo
Der Warmestrom wird daher um den folgenden Faktor verringert:
£E=3.

e)

Die Querschnittsflache jedes der beiden tatsachlichen Leiter sei

T V3
A = | —+ == |D2
¢ <l2+8>

Der Betrag der homogenen Stromdichte ist

J =

A
Die Kreise haben den Radius D/2. Beziiglich des in der Abbildung dargestellten Ursprungs liegen ihre
Mittelpunkte bei
D . D
r+:—zx, r_:Zx.
Mithilfe des Superpositionsprinzips stellen wir die tatsachliche Stromverteilung durch zwei vollstandige

Kreiszylinder dar:

e einen linken Zylinder mit der homogenen Stromdichte +J%;
e einen rechten Zylinder mit der homogenen Stromdichte —Jz.

In ihrem Uberlappungsbereich heben sich die beiden Stromdichten auf. In jedem sichelférmigen
Bereich entspricht die verbleibende Stromdichte genau derjenigen des tatsachlichen Leiters. Diese
Konstruktion bildet somit die physikalische Stromverteilung nach.

Fir einen sehr langen Kreiszylinder mit homogener Stromdichte Jz ergeben die Zylindersymmetrie und
das ampéresche Gesetz bei einem radialen Abstand p im Inneren

J
B(p) 2mp = poJmp?,  B(p) = “02 2.

In Vektorform gilt fir einen Zylinder mit dem Mittelpunkt r.

J
= B G (r— o).

B(r)

Jeder Punkt im linsenformigen Zwischenraum liegt innerhalb beider fiktiven Zylinder. Ihre Felder sind
dort
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Bei ihrer Addition heben sich samtliche koordinatenabhangigen Terme auf:

JD
B(z,y) = M04 y.
Durch Einsetzen von J = I/AC ergibt sich
B(z,y) polD o Ol __ 5.
44, (2w + 3+/3)D

Dieses homogene Feld gilt im gesamten Zwischenraum, der durch die gleichzeitig zu erflillenden

D\*> , D? D\*> , D?
:c+4 +y < , a;—4 +y<4

Seine Richtung ist in der Abbildung nach oben, im Einklang mit der Rechte-Hand-Regel fur beide

Ungleichungen

definiert ist.

Strome.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 2: Elektronen zwischen koaxialen Zylindern in einem
Magnetfeld (magnetische Sperrung)

[
Der Raum zwischen zwei koaxialen zylindrischen Leitern ist evakuiert. Der Radius des inneren
Zylinders betragt a, und der Innenradius des duBeren Zylinders betragt b, wie in der folgenden
Abbildung gezeigt. Der auBere Zylinder, der als Anode bezeichnet wird, kann gegentiber dem
inneren Zylinder auf ein positives Potential V' gebracht werden. AuBerdem liegt ein statisches
homogenes Magnetfeld B parallel zur Zylinderachse vor, das aus der Zeichenebene heraus
gerichtet ist. Influenzladungen in den Leitern werden vernachlassigt.

Wir untersuchen die Dynamik von Elektronen mit der Ruhemasse m und der Ladung —e. Die
Elektronen werden an der Oberflache des inneren Zylinders freigesetzt.
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a) Zunachst wird das Potential V angelegt, aber es gilt B = 0. Ein Elektron wird mit
vernachlassigbarer Geschwindigkeit an der Oberflache des inneren Zylinders freigesetzt.
Bestimmen Sie seine Geschwindigkeit v, wenn es auf die Anode trifft. Geben Sie die Antwort
sowohl fur den Fall an, dass eine nichtrelativistische Behandlung ausreicht, als auch fir den Fall,
dass sie nicht ausreicht. (7 Punkt)

Fir die Ubrigen Teile dieser Aufgabe gentigt eine nichtrelativistische Behandlung.

b) Nun gilt V' = 0, aber das homogene Magnetfeld é ist vorhanden. Ein Elektron startet mit einer
Anfangsgeschwindigkeit U in radialer Richtung. Bei Magnetfeldern oberhalb eines kritischen
Wertes B, erreicht das Elektron die Anode nicht. Skizzieren Sie die Bahn des Elektrons, wenn B
geringfiigig groBer als B, ist. Bestimmen Sie B.. (2 Punkte)

Von nun an sind sowohl das Potential V als auch das homogene Magnetfeld B vorhanden.

c) Das Magnetfeld verleiht dem Elektron einen von null verschiedenen Drehimpuls L beziiglich
der Zylinderachse. Stellen Sie eine Gleichung fiir die zeitliche Anderung dL/dt des Drehimpulses
auf. Zeigen Sie, dass aus dieser Gleichung folgt, dass

L — keBr?

wahrend der Bewegung konstant ist, wobei k eine bestimmte dimensionslose Zahl ist. Dabei ist r
der Abstand von der Zylinderachse. Bestimmen Sie den Wert von k. (3 Punkte)

d) Betrachten Sie ein Elektron, das mit vernachlassigbarer Geschwindigkeit am inneren Zylinder
freigesetzt wird und die Anode nicht erreicht, sondern einen maximalen Abstand r,,, von der
Zylinderachse hat. Bestimmen Sie die Geschwindigkeit v an der Stelle des maximalen radialen
Abstands in Abhangigkeit von r,,. (1 Punkt)

e) Wir mochten das Magnetfeld dazu verwenden, den Elektronenstrom zur Anode zu regeln. Fur
B oberhalb eines kritischen Magnetfeldes B,. erreicht ein mit vernachlassigbarer Geschwindigkeit
freigesetztes Elektron die Anode nicht. Bestimmen Sie B..

(1 Punkt)

f) Werden die Elektronen durch Erhitzen des inneren Zylinders freigesetzt, so hat ein Elektron an
der Oberflache des inneren Zylinders im Allgemeinen eine von null verschiedene
Anfangsgeschwindigkeit. Die Komponente der Anfangsgeschwindigkeit parallel zu é ist vp, die

Komponenten senkrecht zu B sind v, (in radialer Richtung) und v, (in azimutaler Richtung, d. h.
senkrecht zur radialen Richtung).
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Bestimmen Sie fiir diesen Fall das kritische Magnetfeld B, fiir das Erreichen der Anode. (2
Punkte)

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

Hier ist B der Betrag des Magnetfeldes, ¢ die Lichtgeschwindigkeit, und eine positive
Azimutalgeschwindigkeit bedeutet eine Bewegung gegen den Uhrzeigersinn in der Abbildung.
Somit ist vy, in Teil (f) eine vorzeichenbehaftete GroBe.

e a) FireV < mc? gilt

2eV
v = .
m
Relativistisch gilt
eV \ 2
v=c\/l— |1+ 5 .
mc
e b)
2mbu,
Bc — —o
e(b? — a?)

Die Bahn ist ein gegen den Uhrzeigersinn durchlaufener Kreisbogen mit dem Radius
R = mw,/(eB). Fir B knapp oberhalb von B, liegt sein maximaler Abstand von der
Zylinderachse knapp unter b, und das Elektron kehrt zum inneren Zylinder zuriick.

e C)

d—L = eBrr, L — §'r'2 = konstant, k= l
dt 2 2

o d)

eB(r2, — a?)

v =
2mr,,

Aquivalent gilt

. \/2eV In(rm/a)

m  In(b/a)
e ¢)
B — 2mb 2¢V. b 8mV
C ed2—a?)V m b2 —a? e
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e f) Flr ein in den Zwischenraum emittiertes Elektron gilt

2m 2eV
B,=— ——— 2 L2 4 220 .
(0 — a?) [b\/vr + vy, + avy,

Dies ist unabhangig von vpg.

L

Losung

Wir wahlen die positive z-Achse entlang von é, aus der Zeichenebene heraus. Die positive azimutale
Richtung verlauft dann gegen den Uhrzeigersinn. Mit L bezeichnen wir die vorzeichenbehaftete z-
Komponente des mechanischen Drehimpulses des Elektrons. Nach Teil (a) verwenden wir wie
vorgegeben die nichtrelativistische Mechanik.

a)

Das elektrische Potential steigt zwischen dem inneren Zylinder und der Anode um V an. Da die Ladung
des Elektrons —e betragt, nimmt seine potentielle Energie um eV ab. Aus der Energieerhaltung folgt
daher

Kfinal =eV.

Ist diese Energie klein gegenliber der Ruheenergie, eV < mc?, so gilt
1 2
M = ev,

also

\/26V
v = .
m

Bei einer relativistischen Behandlung gilt

1
(y-Dme* =eV, 4=
1—v2/c?
Somit ist
eV
y=1+—3,
mc
und

eV \ 2
’U:C\/l—<1—|— 2) .
me

Entwickelt man diesen Ausdruck fiir eV /(mc?) < 1, erhélt man wieder das nichtrelativistische

Ergebnis.
b)

Die magnetische Kraft steht senkrecht zur Geschwindigkeit und verrichtet daher keine Arbeit. Der
Geschwindigkeitsbetrag des Elektrons bleibt v, und seine Bewegung senkrecht zum homogenen
Magnetfeld ist kreisférmig. Der Bahnradius R folgt aus
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mvg
= B
R = €V Db,
also
muvg
R = .
eB

Wir wahlen den Freisetzungspunkt als P = (a, 0), mit einer Anfangsgeschwindigkeit entlang der
positiven x-Achse. Wegen

F=—e?x E,
zeigt die anfangliche Kraft entlang der positiven y-Achse. Der Kreis hat daher den Mittelpunkt
C = (a,R)

und die Gleichung
(x —a)®>+ (y— R)?> = R%.
Der Abstand von der Zylinderachse O zum Bahnmittelpunkt betragt

OC =V a? + R2.

Folglich ist der maximal erreichte radiale Abstand

Tmax = V a2+ R?2 + R.
Beim kritischen Feld ist dieses Maximum gleich b:
\/a2+R3+RC =b.
Umstellen und anschlieBendes Quadrieren ergibt
b2 o a2

2 2 2
+ R b— R R
a C ( C)7 C 2b

Daher gilt

muyg 2mbug
B, = = .
eR. e(b? —a?)

Fur die geforderte Skizze zeichnet man die beiden konzentrischen Zylinderbegrenzungen und lasst das
Elektron auf der nach rechts gerichteten radialen Linie an der inneren Begrenzung starten. Seine
anfangliche Tangente zeigt direkt nach auBen, und die Bahn krimmt sich nach oben und folgt dem
Kreis mit dem Mittelpunkt C' = (a, R) gegen den Uhrzeigersinn. Der von O am weitesten entfernte
Punkt liegt auf dem Strahl OC'. Wenn B geringfligig groBer als B, ist, liegt dieser Punkt knapp
innerhalb der Anode. Das Elektron bewegt sich dann nach innen und trifft erneut auf den inneren
Zylinder. Der Rickkehrpunkt hat den Polarwinkel

(preturn — 2 aI‘Cta,Il(R/a).
c)
Die elektrische Kraft ist radial und libt daher kein Drehmoment um die Zylinderachse aus.

Schreiben wir die Geschwindigkeit als

so lautet die magnetische Kraft
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—eU x B= —eBr# + eBi @.

lhre azimutale Komponente ist F, = eBr. Daher gilt

dL
— =1rF, =eBrr.
dt 4
Da B konstant ist, gilt
Bri — eB d(r?)
eBrr = > Tt
Daraus folgt
d I eB , 0
—_ =2 =
dt 2 ’
also
L eB 2 konstant k L
— —— 7 = konstan = —.
2 ’ 2
Insbesondere gilt zwischen der Freisetzung bei » = a und jeder spateren Position
eB
L(r) = L(a) + 7(7'2 —a?).
d)
Das Elektron startet mit vernachlassigbarer Geschwindigkeit, sodass L(a) = 0 gilt. Somit ist
eB
L(r) = T(r2 —a?).

Keines der beiden Felder erzeugt eine axiale Kraft, daher bleibt die anfangs verschwindende axiale
Geschwindigkeit null. Beim maximalen radialen Abstand r,, verschwindet auch die radiale
Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit ist dort daher rein azimutal, sodass

L(r,,) = mryv.
Folglich gilt
eB, 5

mr,v = 7(7‘,” — a?),

und

eB(r:, — a?)

v =
2mr,,

Ein aquivalenter Ausdruck folgt aus der Energieerhaltung. Im ladungsfreien zylindrischen
Zwischenraum liefert das gauBsche Gesetz rE, = konstant. Liegt der innere Zylinder auf dem
Potential null und die Anode auf V, so lautet das Potential

In(r/a)
P(r)=V_——"=-.
™) =V inw/a)
Da das Magnetfeld keine Arbeit verrichtet, gilt
1
Emv2 =e®(r,),

woraus folgt
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. \/2eV In(rm,/a)
' m In(b/a)

Diese beiden Ausdriicke missen beim tatsachlichen Umkehrradius r,, Ubereinstimmen.
e)

Beim kritischen Feld ist der maximale radiale Abstand des Elektrons genau b. Es erreicht die Anode
tangential mit verschwindender radialer Geschwindigkeit.

Die Energieerhaltung legt seinen Geschwindigkeitsbetrag dort fest:

2eV
vy = )
m

Aus Teil (d) mit r,,, = b folgt
eB.(b? — a?)
vp = —M8M .
b 2mb

Daher gilt

2mb 2V b \/ SmV
Bc — — .
b2 — a?

e -a?)V m e

Fur B > B, ubersteigt die aufgrund der Drehimpulserhaltung bei » = b erforderliche azimutale
kinetische Energie die dort insgesamt verfligbare kinetische Energie. Das Elektron kann die Anode nicht
erreichen.

f)

Wir nehmen an, dass die anfangliche radiale Komponente in den Zwischenraum zeigt, sodass v, > 0
gilt. Die spateren radialen und azimutalen Geschwindigkeitskomponenten bezeichnen wir mit u,. und
Ugp-
Es wirkt keine axiale Kraft, daher gilt
U, = UB
wahrend der gesamten Bewegung. Der anfangliche Drehimpuls ist
L(a) = mav,,.

Der Erhaltungssatz aus Teil (c) ergibt

B
Mmru, = mavy, + 67(1"2 —a?).

An der Anode gilt
eB(b? — a?)
2mb '

Die Energieerhaltung zwischen den beiden Zylindern ergibt

a
u,(b) = va +

5 [ B + (0 + 03] = Jm[of o} + 3] + e

Die axialen kinetischen Energien heben sich auf. Mit der Definition

eulersolve.org/ipho/1996/ 12/19



2eV
W =4/v2 + v+ ,
m

erhalten wir
u,(b)? + u, (b)) = W2

Die Bedingung flir das Erreichen der Anode lautet somit

B
av, + ;—m(b2 —a?)

Bei B = 0 gilt |av<p| < bW . Wird das positive Feld erhoht, so wird die obere Grenze erreicht, wenn

av, + eB. (b2 — a?) = bW.

2m

Auflosen ergibt

2m 2eV
Bc:m[b\/vg—i-vi—i- - —av@].

Dass v g nicht vorkommt, spiegelt die Tatsache wider, dass die axiale Bewegung weder den Abstand
von der Zylinderachse verandert noch Energie mit der transversalen Bewegung austauscht.

Um zu uberprifen, dass die Bedingung an der Anode keinen friheren radialen Umkehrpunkt Ubersieht,

setzen wir
eBa
s =In(r/a), a=—5—, B=uv, —a.
Die Drehimpuls- und Energiegleichungen ergeben
2eV 2
2 2 2 s -8
u.(s)=v, +v, + ———s — (ae” + pe .
Die zweite Ableitung lautet
d?u?
— = —4a’e* —4p% <.
ds?

Somit ist uf als Funktion von s konkav. Ist es an beiden Zylindern nichtnegativ, so ist es im gesamten
Zwischenraum nichtnegativ. Die oben verwendete Bedingung bestimmt daher die tatsachliche
Sperrgrenze.

Setzt manwv, = v
wieder Teil (b).

o = 0, erhalt man wieder Teil (e). Setzt man V' = 0, v, = 0 und v, = vy, erhélt man

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.

Aufgabe 3: Gezeiten auf dem offenen Ozean im Erde-Mond-System

[
In dieser Aufgabe betrachten wir einige grundlegende Eigenschaften der Starke der Gezeiten auf
dem offenen Ozean der Erde. Wir vereinfachen die Aufgabe durch die folgenden Annahmen:
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i) Erde und Mond werden als isoliertes System betrachtet,

(

(ii) der Abstand zwischen Mond und Erde wird als konstant angenommen,

(iii) die Erde wird als vollstandig von einem Ozean bedeckt angenommen,

(iv) die dynamischen Auswirkungen der Rotation der Erde um ihre Achse werden vernachlassigt,
und

(v) die Gravitationsanziehung der Erde kann so bestimmt werden, als ware ihre gesamte Masse im

Erdmittelpunkt konzentriert.
Die folgenden Daten sind gegeben:

Masse der Erde: M = 5.98 - 10%* kg

Masse des Mondes: M,, = 7.3 - 10?2 kg

Radius der Erde: R = 6.37 - 10° m

Abstand zwischen Erdmittelpunkt und Mondmittelpunkt:
L=384-10°m

Gravitationskonstante: G = 6.67 - 10~ m3 kg 1s~2.

a) Mond und Erde bewegen sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt C. Wie weit ist C vom Erdmittelpunkt entfernt? (Bezeichnen Sie diesen Abstand mit
l.)

Bestimmen Sie den Zahlenwert von w. (2 Punkte)

Wir verwenden nun ein Bezugssystem, das mit dem Mond und dem Erdmittelpunkt um C
mitrotiert. In diesem Bezugssystem ist die Form der Flissigkeitsoberflache der Erde zeitlich
unveranderlich.

to Mmoot

AN

earth

In der Ebene P, die durch C' verlauft und senkrecht zur Rotationsachse steht, I4sst sich die Lage
eines Massenpunkts auf der Flussigkeitsoberflache der Erde durch die Polarkoordinaten r, ¢
beschreiben, wie in der Abbildung dargestellt. Dabei ist  der Abstand vom Erdmittelpunkt.

Wir untersuchen die Form
r(p) = R+ h(p)

der Flussigkeitsoberflache der Erde in der Ebene P.

b) Betrachten Sie einen Massenpunkt (Masse m) auf der Fllssigkeitsoberflache der Erde (in der
Ebene P). In unserem Bezugssystem wirken auf ihn eine Zentrifugalkraft sowie die
Gravitationskrafte des Mondes und der Erde. Geben Sie einen Ausdruck fiir die diesen drei
Kraften entsprechende potenzielle Energie an.

eulersolve.org/ipho/1996/ 14719



Hinweis: Jede Kraft F(r), die beziiglich eines Ursprungs radial gerichtet ist, ist die negative
Ableitung einer kugelsymmetrischen potenziellen Energie V('r'):
F(r) = =V'(r). (3 Punkte)

c) Bestimmen Sie anhand der gegebenen GroBen M, M, usw. die ndherungsweise Form h((p)
des Flutbergs. Wie groB ist in diesem Modell der Hohenunterschied zwischen Hochwasser und
Niedrigwasser in Metern?

Sie durfen den Naherungsausdruck
1

V1+ a2 —2acosf

verwenden, der flr a sehr viel kleiner als eins gilt.

1
~1+acosf+ §a2(3cos20 - 1),

Verwenden Sie bei dieser Untersuchung vereinfachende Naherungen, wo immer sie gerechtfertigt
sind. (5 Punkte)

Aufgabentext aus dem offiziellen englischen Text Ubersetzt.

Antworten

e a) Der Schwerpunkt liegt in Richtung des Mondes im Abstand

_ M,L
- M+ M,

l ~ 4.6 x 10 m

vom Erdmittelpunkt. Die Winkelgeschwindigkeit betragt

B G(M+ M,,)
w = 3

~ 2.67 x 10 % rads'.

e b) Bis auf eine additive Konstante gilt

M M, 1
GMm GMmm — —muw? (7"2 + 12 — 2lr cos <p).

r \/L2+7°2—2chosg0 2

V(T>‘P) - =
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e ¢) Die Form der Gezeitenverformung in fihrender Ordnung ist

h((,o) = Amin +

wobei die Konstante h,;, den Bezugsmeeresspiegel festlegt. Gleichwertig ergibt sich
relativ zur mittleren Hohe h p entlang des Querschnitts

_ 3M,, R*
h(p) — hp = —m_
(¢) —hr = —7 75

cos 2¢p ~ (0.27 m) cos 2¢.

Hochwasser tritt bei ¢ = 0, 7 auf, Niedrigwasser bei ¢ = /2, 3m/2. Der
Hohenunterschied betragt

_ 3M,R*

Ah = ———— ~ 0.53 m.
2M L3

L

Losung
a)
Der Schwerpunkt liegt auf der Verbindungslinie zwischen Erde und Mond. Fir die Abstande von diesem
Schwerpunkt gilt
Ml = M, (L —1),

und daher
_ Mw 7.3 x 10%

M + My, 5.98 x 10%* 4 7.3 x 1022
Somit liegt C im Inneren der Erde, dal < R.

[

(3.84 x 10%) = 4.631... x 10° m.

Die Erde bewegt sich auf einem Kreis mit dem Radius [ um C' Die Gravitationsanziehung durch den
Mond liefert die Zentripetalkraft:
GMM
Mw?l=—""7,
L2

Einsetzen des Ausdrucks fiir [ ergibt

L2 G(M+Mm).

L3

Numerisch ergibt sich

(6.67 x 10711)(5.98 x 10%* + 7.3 x 10%2)
w = =
(3.84 x 10%)3

2.67 x 10 % rads™'|.

AuBerdem verwenden wir die exakte Beziehung

GM,,
L2

Wil =
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b)

Wir legen den Ursprung in den Erdmittelpunkt und wahlen ¢ = 0 in Richtung des Mondes. Der Mond
und C' liegen dann in dieser Richtung in den Abstanden L bzw. [.

Nach dem Kosinussatz betragt der Abstand des Massenpunkts vom Mond

d= \/L2 + 72 — 2Lr cos ¢.

Da der Punkt in der Ebene senkrecht zur Rotationsachse durch C liegt, betragt sein Abstand von dieser
Achse

s = \/7"2—i—l2 — 2lrcos .

Die potenziellen Energien im Gravitationsfeld sind

GMm GM,,m
Vg =— , Vy=——2—,
r d

Die Zentrifugalkraft ist von der Rotationsachse weg gerichtet und hat den Betrag mw?s. Daher gilt

dV.

2 s = Vi = ——mw?s?.
ds 2
Addition der drei Beitrage ergibt
GMm GM,m 1
V(r,p) =— - - — —mw?(r? + 1? — 2lr cos ) + Konstante.
r VL2 +712—2Lrcosgp

c)

Fur eine ruhende Flissigkeit erfordert das hydrostatische Gleichgewicht
Vv
Vp =—pVo, P =—.
m

Entlang der freien Oberflache ist der Druck konstant, daher muss diese Oberflache eine
Aquipotentialfliche von ® sein.
Da

R

T = 0.0166 < 1,

entwickeln wir das Mondpotenzial bis zur zweiten Ordnung in ’I"/L:

GM,, = GM, GMyr GM,,r?
A A 7 Cos p — I

Das Zentrifugalpotenzial pro Masseneinheit ist

(3cos? ¢ — 1).

1 1
—5w2(r2 + 1% — 2lr cos ) = —§w2r2 — Wl + Wilrcos p.
Mit der in Teil @) gefundenen Beziehung gilt
GM,,
—Trcos @ + w?lrcos p = 0.

Somit wird der raumlich konstante Anteil des Gravitationsfeldes des Mondes durch den
entsprechenden Zentrifugalterm aufgehoben. Fassen wir die ortsunabhangigen Terme zu einer
Konstanten zusammen, ergibt sich
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GM 1 GM,,r?
2p2 _ mT (3 cos® p — 1) + Konstante.

rp) == = W = o
Nun setzen wir r = R + h(y) mit |h| < R. Das Erdpotenzial wird zu
GM GM GM GM
Rrn TR TR R T
wobei
GM L
g= 72 =983 ms “.

In den kleineren Zentrifugal- und Mondtermen diirfen wir » = R setzen. Beispielsweise betragt die
Zentrifugalkorrektur zum Koeffizienten von h, bezogen auf g, lediglich

w’R
g
Das bei R ausgewertete Zentrifugalpotenzial ist innerhalb von P unabhangig von ¢ und tragt somit nur

— 4.62 x 1075,

zum konstanten Oberflachenniveau bei. Die Aquipotentialbedingung vereinfacht sich daher zu

M, R?
gh(p) — G2TBR(3 cos® p — 1) = Konstante.
Folglich qilt
M, R* 9
h(¢) = H + M(3COS v —1),

wobei H unabhéngig von ¢ ist. Diese Konstante wird durch den Bezugsmeeresspiegel oder eine
Volumennormierung festgelegt; die Winkelabhangigkeit der Gezeitenverformung hangt nicht von ihr ab.

Schreiben wir das Ergebnis relativ zu seinem Minimum, erhalten wir

3M,,R*
Alternativ ergibt sich mit cos? ¢ = (1 + cos 2¢)/2
- 3M,,R*
h((p) — hP = WCOS ZQO

Die Oberflache besitzt somit zwei gleich hohe Maxima entlang der Verbindungslinie zwischen Erde und
Mond: eines auf der dem Mond zugewandten Seite und eines auf der gegentberliegenden Seite. lhre
beiden Minima liegen in P senkrecht zu dieser Linie. Die Gleichheit der beiden Flutberge gilt bis zur
berlicksichtigten Ordnung in R/ L.

Der Unterschied zwischen Maximum und Minimum betragt
3M,,R*
2ML3
3 7.3 x10%2 (6.37 x 10%)*

- m
2 5.98 x 10** (3.84 x 108)3
— 0.532447... m.

Ah =

Damit ist

Ah ~ 0.53 m.
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Die Amplitude relativ zum Mittelwert in P ist halb so groB, also ungeféhr 0.27 m. Diese kleine
Verformung bestatigt die Giltigkeit der linearen Entwicklung in h/R.

Die Losung wurde mit der offiziellen Losung abgeglichen.
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