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Problema 1: Corrimiento gravitatorio al rojo y medicion de la masa

estelar

[

(a) (3 puntos)

Un fotdn de frecuencia f posee una masa inercial efectiva m determinada por su energia.
Suponga que tiene una masa gravitatoria igual a esta masa inercial. Por consiguiente, un fotén
emitido en la superficie de una estrella perdera energia al escapar del campo gravitatorio de la
estrella. Demuestre que la variacion de frecuencia A f del fotdn al escapar desde la superficie de
la estrella hasta el infinito viene dada por

Af GM

~

f " Rc?

para Af < f, donde:

e (G = constante gravitatoria
e R =radio de la estrella

e ¢ = velocidad de la luz

e M = masa de la estrella.

Asi, el corrimiento al rojo de una linea espectral conocida, medido a gran distancia de la estrella,
puede utilizarse para medir la razén M/ R. El conocimiento de R permitird determinar la masa de
la estrella.

(b) (12 puntos)

Se lanza una nave espacial no tripulada en un experimento para medir tanto la masa M como el
radio R de una estrella de nuestra galaxia. Los iones He™ de la superficie de la estrella emiten
fotones. Estos fotones pueden detectarse mediante absorcién resonante por iones He ™
contenidos en una cdmara de ensayo de la nave espacial. La absorcidn resonante solo se produce
si se comunica a los iones He™" una velocidad hacia la estrella que compense exactamente los
corrimientos al rojo.

A medida que la nave espacial se aproxima radialmente a la estrella, se mide la velocidad respecto
ala estrella (v = fc) de los iones He™ de la cdmara de ensayo en la condicién de resonancia de
absorcidn, en funcién de la distancia d a la superficie (mas cercana) de la estrella. Los datos
experimentales se muestran en la tabla adjunta.

Utilice todos los datos para determinar graficamente la masa M vy el radio R de la estrella. No es
necesario estimar las incertidumbres de su respuesta.
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Datos para la condicion de resonancia

Parametro de velocidad B=w/c (x107°) 3.352 3.279 3.195 3.077 2.955

Distancia a la superficie de la

d (><108m) 38.90 19.98 13.32 8.99 6.67
estrella

(c) (5 puntos)

Para determinar Ry M en un experimento de este tipo, es habitual considerar la correccion de
frecuencia debida al retroceso del &tomo emisor. [El movimiento térmico provoca un
ensanchamiento de las lineas de emision sin desplazar los maximos de emisidn vy, por tanto,
podemos suponer que se han tenido en cuenta todos los efectos térmicos.]

(i) (4 puntos)

Suponga que el dtomo se desexcita estando en reposo, produciendo un fotén y un dtomo que
retrocede. Obtenga la expresion relativista de la energia h f de un fotén emitido en funcién de
AF (la diferencia de energia en reposo entre los dos niveles atémicos) y de la masa en reposo
inicial mg del atomo.

(ii) (1 punto)

A partir de este resultado, realice una estimacién numérica del corrimiento relativista de

A

frecuencia (—) para el caso de los iones He ™.
recoil

Su respuesta deberia resultar mucho menor que el corrimiento gravitatorio al rojo obtenido en el
apartado (b).

Datos:
Velocidad de la luz c = 3.0x10%ms™!
Energia en reposo del He  mgc? = 4 x 938(MeV)
2
Energia de Bohr E, = _ﬂ(ev)
n2
Constante gravitatoria G = 6.7x10 "Nm?kg 2
Enunciado traducido del texto oficial en inglés.
\
[
Respuestas
* (@) ConAf = foo — f,
Af GM
f  Re?
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¢ (b) Una grafica de 1/6 en funcién de 1/d es aproximadamente una recta. Utilizando las
cinco mediciones se obtiene

R~ 1.1 x10%m, M ~ 5.2 x 10* kg|.

El corrimiento relativo de frecuencia correspondiente entre la superficie y el infinito es
aproximadamente —3.46 X 107°.

e (c)(i) La energia exacta del fotén es

hf:AE(l A )

2myqc?

e (c)(ii) Para una transicién n; — nyen He™,

af ~_7o5x100 (L L
f . 2 2

nf n

Su magnitud es inferior a 7.3 X 1079 para transiciones entre estados ligados. Por ejemplo,
2 —1da—5.4 x 10_9, varios miles de veces menor que el corrimiento gravitatorio.

L
Solucion
(a)

El foton tiene una energia E = hf, por lo que su masa inercial y gravitatoria efectiva, segun las
hipdtesis del enunciado, es

_hf
m = 02.

El potencial gravitatorio en el exterior de la estrella es

Al viajar el fotén desde la superficie hasta el infinito, su energia potencial gravitatoria aumenta en
GMm/R. Por tanto, la conservacion de la energia da

GMm

R

Aqui, m puede tratarse como constante a primer orden porque la variacion relativa de la energia del

hAf ~ —

fotdn es pequefia. Sustituyendo m = hf/cz,

GM hf
hAf~ _SM AT
f R 2
y, por tanto,
Af _ GM
f Re?

El signo negativo representa un corrimiento al rojo. La aproximacion requiere que GM/(RC2) < 1.
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(b)

En la posicidn de la nave espacial, la distancia al centro de la estrella es » = R + d. Aplicando el
mismo razonamiento energético entre Ry R + d, la frecuencia f, medida por un observador en

GM (1 1
fr=fo ll— = <§_R—+d>}’

donde fy es la frecuencia de la transicion emitida. Aqui se desprecian las correcciones por retroceso,

reposo respecto a la estrella es

que se evaluan en el apartado (c).

Definimos la pérdida relativa positiva de frecuencia debida a la gravitacion

GM [ 1 1
«(d) ==z <§_R+d)'

Los fotones viajan hacia el exterior, mientras que los iones absorbentes se mueven hacia la estrella. Por

ello, los iones observan un corrimiento Doppler al azul:

fin =115 B)f, = | 5.
Puesto que 8 ~ 3 x 1075,
fion = fr(1 + B).
La absorcién resonante requiere que fion = fo, de modo que, a primer orden,
1-e)(1+pf)~1 = Pr~e

En consecuencia,

B

_GM (1 1 _GM d
2 \R R+d) Re2 R+d

Cc

con la precisién requerida.

Tomando los inversos se obtiene una relacion lineal:
1 Rc? R2c% 1

3 GM  GMd

Por tanto, representamos

1
Y =— en funcion de X =—.
B d
Escribiendo la recta como Y = A + BX, su ordenada en el origen y su pendiente son
Rc? R%c?
A=—"—", B= :
GM GM
Estas permiten determinar ambas incégnitas:
R_ B M- c’B
AT  GA?|

Los cinco puntos que deben representarse, con escalas convenientes en los ejes, son:
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X/(10°m™)  Y/10*
0.25707 2.98329
0.50050  3.04971
0.75075  3.12989
111235  3.24992
1.49925 3.38409

La gréafica es aproximadamente una recta creciente. La recta de mejor ajuste obtenida utilizando los
cinco puntos es

Y X
—— ~ 28917 +0.3249————.
104 109 m-1!

Asi, la ordenada en el origen y la pendiente en unidades sin escalar son
A~ 2.8917 x 10%, B ~ 3.2489 x 10" m.
La interseccion extrapolada con el eje horizontal es —A/B ~ —8.90 x 10" m1.
Se deduce que
_3.2489 x 10"

R= -~ 1.12 x 10° m,
2.8917 x 10

(3.0 x 10%)%(3.2489 x 10'?)
(6.7 x 10711)(2.8917 x 10%)2

Con una precisidn razonable para una determinacion gréfica,

~ 5.2 x 10% kg.

R~ 1.1 x10%m, M ~ 5.2 x 10* kg|.

El corrimiento al rojo entre la superficie y el infinito es
Af ~— oM 1 ~ —3.46 x 107°.
f Re? A
Esto también verifica la aproximacion de campo débil utilizada a lo largo de todo el célculo.

(c)(i)

Sea my la masa en reposo del atomo inicial y m; la masa en reposo del atomo final. La diferencia entre

las dos energias internas en reposo es
AE = (mg — my)c?.
Escribimos la energia del fotén emitido como E7 = hf. Puesto que el atomo inicial esta en reposo, la
conservacion de la cantidad de movimiento exige que el &tomo que retrocede tenga una cantidad de
movimiento de magnitud
bp=—
c

Utilizando la relacidn relativista entre la energia y la cantidad de movimiento para el 4tomo final, la
conservacion de la energia da
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moc® = E., + \/m%c“ +p’c2=E,+ \/m%c‘l + E2.

Reordenando y elevando al cuadrado,
(moe® — E,)? = mic* + E,%,
de modo que
(m§ — mi)c
Ey=——7F——.
2m0

Sustituyendo mi; = mqg — AE/c2 se obtiene

hf:AE_@:AE@_ 2

2mc? 2myc?

Esta expresion es exacta para la desexcitacion de dos cuerpos planteada. La energia del fotén es
menor que la diferencia de energia interna porque parte de la energia se transforma en energia cinética
del 4tomo que retrocede.

(c)(ii)

Sin retroceso, la frecuencia de la transicién seria fy = AFE/h. Por tanto,

f-fo _ AE

fo 2mc?

Como la correccion es muy pequeiia, el corrimiento relativo debido al retroceso es

Af AE
f recoil B 2m0c2 .

Para He™, Z = 2, y la férmula de Bohr dada proporciona

54.4
E,=— D) eV.
n
Asi, para la emision desde n; hasta ny < n;,
1 1
AE =544 — — — |eV.

La energia en reposo dada es
moc® = 4 x 938 MeV = 3.752 x 107 eV.

Por consiguiente,

<ﬁ> ~_725x100 L -1
recoil

f ny  n
Para cualquier transicion entre estados ligados, AE < 54.4 €V, lo que da la cota superior numérica
A _
Af <7.3x1077|
f recoil

Por ejemplo, la transicion 2 — 1 tiene
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AE =54.4 (1 ~ %) = 40.8 eV,

<ﬁ> ~ 5.4 x1077|
f recoil, 2—1

Incluso la cota superior es varios miles de veces menor que los corrimientos gravitatorios de
aproximadamente 3 X 107° del apartado (b).

y, por tanto,

La solucién se comprobé con la solucion oficial. Donde esta solucién difiere de la solucién oficial, la solucién oficial
contiene un error o una errata.

Problema 2: Propagacion del sonido

[
Introduccion

La velocidad de propagacion del sonido en el océano varia con la profundidad, la temperatura y la
salinidad. La figura 1(a) muestra la variacion de la velocidad del sonido ¢ con la profundidad z para
un caso en el que el valor minimo de la velocidad ¢g se alcanza a mitad de camino entre la
superficie del océano y el fondo marino. Obsérvese que, por conveniencia, z = 0 a la profundidad
de este minimo de la velocidad del sonido, z = zg en la superficie y z = —zjp en el fondo marino.
Por encima de z = 0, c viene dada por

c=cy+bz.
Por debajo de z = 0, ¢ viene dada por

c=cy—bz.

z
la profundidad; se supone que b es constante.

En ambos casos, b = , es decir, b es el médulo del gradiente de la velocidad del sonido con

I8

s

c=¢y+ bz

Co

c=¢y— bz

Figura 1 (a)
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Figura 1 (b)

La figura 1(b) muestra una seccion del océano en el plano z—x, donde x es una direccion
horizontal. La variacién de ¢ con respecto a z se muestra en la figura 1(a). En la posicién z = 0,
x = 0, se encuentra una fuente sonora S. Desde S se emite un «rayo sonoro» con un angulo 6y,
como se muestra. Debido a la variacién de ¢ con z, el rayo se refractara.

(a) (6 puntos)

Demuestre que la trayectoria del rayo que sale de la fuente S'y esta confinado al plano z—x forma
un arco de circunferencia de radio R, donde

Co

R = para 0§00<%.

bsin 6y
(b) (3 puntos)

Obtenga una expresion en funcién de zg, ¢ y b para el menor valor del angulo 6, de los rayos
dirigidos hacia arriba que pueden transmitirse sin que la onda sonora se refleje en la superficie del
mar.

(c) (4 puntos)

La figura 1(b) muestra la posicion de un receptor de sonido H, situado en z = 0, z = X. Obtenga
una expresion en funcion de b, X y cq para la serie de angulos 6y necesarios para que el rayo
sonoro que sale de S alcance el receptor H. Suponga que zg Yy 2zp son suficientemente grandes
para descartar la posibilidad de reflexion en la superficie del mar o en el fondo marino.

(d) (2 puntos)

Calcule los cuatro valores mas pequefios de 6 para que los rayos refractados procedentes de S
alcancen H cuando

e X =10000 m
e co=1500ms!
e b=0.02000s""!
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(e) (5 puntos)

Obtenga una expresion para el tiempo que tarda el sonido en viajar de S a H siguiendo la
trayectoria del rayo asociada al menor valor del angulo 6y, determinado en el apartado (c). Calcule
este tiempo de transito para las condiciones dadas en el apartado (d). El siguiente resultado

/ dx T
- = Intan (—)
sin x 2

Calcule el tiempo que tarda el rayo directo en viajar de S a H a lo largo de z = 0. ;Cual de los dos

puede ser util:

rayos llegara primero, el rayo para el que 0y = 77/2 o el rayo con el menor valor de 6 calculado
en el apartado (d)?

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

¢ (a) Cada tramo situado enteramente por encima o por debajo de z = 0 es un arco de
circunferencia con

Co

R= bsinf |

El caso 6y = 0 es el rayo vertical rectilineo, que corresponde a R — oo.

e (b) El dngulo limite es

. Co
it istiey, — G0 H—1]
co+ bzg

La igualdad corresponde a un rayo tangente a la superficie; los rayos con dngulos mayores

invierten su sentido vertical por debajo de ella.

e (c) Para los rayos refractados dirigidos inicialmente hacia arriba,

2nc
_ 0
90771 = tan ( DX )

donde m cuenta los arcos de circunferencia entre la fuente y el receptor. El rayo directo
tiene By = /2.

n=1,2.3,...,

=

e (d) Los cuatro dangulos mds pequeiios son

86.19°, 88.09°, 88.73°, 89.05°|
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e (e) Para el angulo mas pequefio, n = 1,

X\? bX
b—) +b— ~ 6.662 s|.

2
t, = =1 1
! bn +( 2co

2¢o

El tiempo del rayo directo es

X
tdirect = c_ ~ 6.667 S|.
0

El rayo refractado llega primero, con una ventaja de aproximadamente {4.93 ms|.

L

Solucion

Utilizamos la acustica geométrica: la longitud de onda es suficientemente corta para que la
propagacion pueda describirse mediante rayos en un medio estacionario y localmente isétropo. La
velocidad del sonido depende Unicamente de z.

(a)
Consideremos el medio como una sucesién de capas horizontales delgadas. La ley de Snell, con el
angulo medido respecto a la normal vertical a estas capas, da

sin 6 sin 0

c(z) o

=b

donde p es constante a lo largo del rayo.

Sea s la distancia recorrida a lo largo del rayo. Para un rayo que se propaga en el sentido de x

creciente,
dz
— —=sinf — = cos 0.
ds ’ ds
En la regidn superior, ¢ = ¢o + bz. Derivando sin @ = pc a lo largo del rayo, se obtiene
do dz
cos — = pb — = pbcosH.
ds p ds p
Por tanto, obteniendo por continuidad el valor en el punto de retorno, donde el rayo es horizontal,
dé b bsin 6,
s P°T co

La tasa de variaciéon de la direccidon de la tangente con la longitud de arco es la curvatura. Puesto que
es constante, la trayectoria es circular, con

R— 1 . Co
~ pb  bsinb, |

La circunferencia también puede determinarse explicitamente. Utilizando ds = R df y la posicién
inicialz = 2z = 0,
xz = R(cosfy — cos ), z = R(sinf — sin §y).

Como Rsin 6y = ¢, /b, estas ecuaciones implican
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_ 2 Co 2
(z — Rcosby) +<z—|— b) = R*|.

Por tanto, el arco superior tiene su centro en

(Rcos&o, _c_;).

Por debajo de z = 0, el gradiente cambia de signo, de modo que dG/ds = —pb. La curvatura cambia
de signo, mientras que su mddulo sigue siendo 1/R. En consecuencia, un rayo que cruza z = 0 sigue
sucesivos arcos de circunferencia de igual radio.

Para 8y = 0, la ley de Snell da un rayo vertical con curvatura nula. La formula indicada para el radio se
entiende en el sentido del limite R — oo.

(b)
En el punto mas alto de un arco ascendente, el rayo es horizontal, por lo que 8 = 71'/2. La ley de Snell
da entonces

1 _ sinfy

co + bZmax Co

Co 1
Zmax = . —1].
b \ sinf

El rayo limite que evita atravesar la superficie del mar satisface zmax = zg. Por tanto,

9

y, por tanto,

Co

sin 0 min = —————
R eg + bzg

de modo que

. Co
Oomin = sin H [ ——— ) |.
co + bzg

Como al aumentar 8 disminuye zZmax, 10s rayos con angulos superiores a este umbral invierten su

sentido vertical por debajo de la superficie. La igualdad corresponde al caso de incidencia rasante;
para que el rayo se mantenga estrictamente separado de la superficie se requiere 8o > 0o min-

(c)
Durante el primer arco superior, el rayo vuelve a z = 0 cuando
sin # = sin 6, 0=m—0,.
Su desplazamiento horizontal en ese cruce es
D = R|[cosfy — cos(m — 0y)] = 2R cos 6.

Utilizando el radio del apartado (a),

2
D = %cot@o .

La velocidad es continua en z = 0, por lo que la direccién del rayo también es continua alli. Los
maddulos iguales del gradiente por encima y por debajo de z = 0 producen arcos superiores e
inferiores alternados, cada uno de los cuales abarca la misma distancia horizontal D.
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El receptor se alcanza tras un nimero entero n de estos arcos:

2nc

X =nD = cot 6, n=1213,....

Por tanto,

2nc
Bon = tan_1< bXO) .

Estos dngulos aumentan con n, por lo que el dngulo més pequeiio corresponde a un Unico arco

superior:

2c
(9071 — tan ! <b—)§> .

Por simetria, también existen las trayectorias correspondientes para los rayos emitidos hacia abajo. El

rayo directo horizontal, 6y = 71'/2, constituye una trayectoria adicional.

(d)
El factor numérico en la férmula del dngulo es
2c 2(1500)

bX  (0.02000)(10000)

Asi, 0y, = tan—1(15n), lo que da

n tanfyy, Oo.n

1 15 86.19°

2 30 88.09°

3 45 88.73°

4 60 89.05°
(e)

Denotemos el menor angulo de emision por 81 = 00,1. Este rayo recorre un Unico arco superior, con 6

aumentando de 81 a ™ — 01.

El tiempo de recorrido es

A lo largo de este arco,
Co

ds = Rd#, c= sinf = bR sin 6.

sin 6,

En consecuencia,

L Lyt ar (6 0
l_b/el sinf b o\2)], -

Utilizando tan[(m — 6,)/2] = cot(6,/2),

t = 2neot [ 2
1—anO 5 .
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Para expresar este resultado en funcion de las magnitudes dadas, definimos

bX
u = —— = cot 0.
200
La identidad del angulo mitad da
0 1+ cos@
cot [ — | = —1 =cscl; +cotf; = V1+u?+u.
2 sin 6,

Por tanto,

t —2111 14 bX 2+bX
l—b 200 2(20

Para los datos numéricos,
(0.02000)(10000) 1

2(1500) 15’

/1 1 1
+ 225 15

El rayo directo permanece en z = 0, donde su velocidad es cg. Por tanto, su tiempo de recorrido es
X 10000

tdirect = a == 1500 s = [6.667 s|.

Utilizando valores sin redondear, la diferencia es

tdivect — t1 = 0.00492842. .. s ~[4.93 ms|

Por tanto, el rayo refractado con el menor angulo de emision llega primero. El aumento de la
velocidad del sonido al alejarse de z = 0 compensa con creces la mayor longitud de su trayectoria.

de modo que

t1 In s =|6.662 s|.

~ 0.02000

Esta comparacion también se deduce, en general, de

_ 2u
t1 = Earsmhu, Ldirect = B

porque, parau > 0,

inh / o
arsinnu = —_— u.
0 V1+v?

La solucién se comprobd con la solucién oficial.

Problema 3: Boya cilindrica

[

(a) (3 puntos)

Una boya consiste en un cilindro macizo de radio a y longitud [, hecho de un material ligero de
densidad uniforme d, con una varilla rigida y uniforme que sobresale radialmente hacia fuera
desde su parte inferior, a la mitad de su longitud. La masa de la varilla es igual a la del cilindro, su
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longitud es igual al didmetro del cilindro y su densidad es mayor que la del agua de mar. Esta boya
flota en agua de mar de densidad p.

En equilibrio, deduzca una expresion que relacione el angulo de flotacion o, tal como se muestra
en la figura, con d/p. Desprecie el volumen de la varilla.

(b) (4 puntos)

Si, debido a alguna perturbacion, la boya se desplaza verticalmente hacia abajo una pequefia
distancia z, experimentard una fuerza neta que hard que comience a oscilar verticalmente en
torno a su posicion de flotacién de equilibrio. Determine la frecuencia de este modo de vibracion
vertical en funcion de «;, g y a, donde g es la aceleracion de la gravedad. Suponga que la
influencia del movimiento del agua sobre la dindmica de la boya hace que su masa efectiva
aumente en un tercio. Puede suponer que o no es pequefio.

(c) (8 puntos)

En la aproximacion de que el cilindro oscila alrededor de su eje central horizontal, determine la
frecuencia de oscilacion angular, de nuevo en funcion de g y a. Desprecie en este caso la
dindmica vy la viscosidad del agua. Se supone que el dangulo de oscilacion es pequenio.
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(d) (5 puntos)

La boya contiene acelerémetros sensibles que pueden medir los movimientos verticales y
angulares y transmitir esta informacién por radio a la costa. En aguas relativamente tranquilas, se
registra que el periodo de oscilacién vertical es de aproximadamente 1 segundo y el periodo de
oscilacion angular es de aproximadamente 1.5 segundos. A partir de esta informacion, demuestre
que el &ngulo de flotacién a es de aproximadamente 90° y estime asi el radio de la boya y su
masa total, sabiendo que la longitud del cilindro [ es igual a a.

[Puede tomar p ~ 1000 kgm 3y g ~ 9.8 ms 2]

Enunciado traducido del texto oficial en inglés.

Respuestas

e (a) Con « en radianes,

d o — sin o cos o

P 27

e (b) La frecuencia de oscilacion vertical es

1 3gsin

f2

" orm 2a(a — sinacosa) |

e (c) La frecuencia de oscilacién angular es

1 [12¢

0= 57V 204 |

e (d)

a ~ 90°, a~ 0.23 m, M ~ 20 kg|.

Al utilizar exactamente los periodos nominales se obtiene o« ~ 91.1°.

.
Solucion

(a)
Sea m la masa del cilindro. La varilla tiene la misma masa, de modo que
m = dra’l, M = 2m.
La seccion transversal sumergida es un segmento circular que subtiende un angulo 2ca en el centro del

cilindro. Su area es el area del sector menos el area del triangulo:

1 1
§a2(2a) - 5(12 sin 20 = a*(a — sina cos ).

Aqui y en lo que sigue, los angulos de estas expresiones se miden en radianes.

Asub —

Definimos

S(a) = o — sinacos a.
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Despreciando el volumen de la varilla, el volumen desplazado es azlS(a). Segun el principio de

Arquimedes, el equilibrio exige

Por consiguiente,

(b)

En equilibrio, la anchura de la seccion transversal del cilindro a la altura de la superficie del agua es

Por tanto, el 4rea horizontal de la seccion cortada por la superficie del agua es wl = 2al sin .

pga’lS(a) = 2dma’ly.

d
P

S(a)

200 — sin 2«

2

4

w = 2asin a.

Tomemos el desplazamiento z como positivo hacia abajo. A primer orden en z, el aumento del volumen

desplazado es

El empuje en equilibrio ya compensa el peso. Por tanto, el empuje adicional proporciona la fuerza

restauradora

El aumento de un tercio de la masa efectiva indicado en el enunciado da

F, = —pgAV = —2pgalsin a z.

AV = 2alsin a z.

Segun el apartado (a), la masa real satisface

Asi pues, la ecuacion de movimiento es

Este es un movimiento armdnico simple, con

Por tanto, la frecuencia en ciclos por segundo es

Solo se ha linealizado el desplazamiento vertical; no se ha utilizado ninguna aproximacién de «

pequefio.

(c)

Utilizamos la aproximacion indicada de que el cilindro gira alrededor de su eje central horizontal fijo.

1 4
Mgt =M+ -M = - M.
ff + 3 3
M = pa®lS(a).
4 . .
Fpa 1S(a) 2+ 2pgalsina z = 0.
5 3gsina
w; = ————.
2aS(a)
f.— 1 3gsin o
° 2n)\ 2a(a—sinacosa) |

Como el cilindro tiene una seccion transversal circular, la rotacién alrededor de este eje no modifica la

geometria sumergida. El empuje actua verticalmente a través del eje central y no produce ningdn
momento de fuerza respecto a él. El peso del propio cilindro también actla a través de este eje. Por
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tanto, el momento restaurador se debe enteramente al peso de la varilla.

La varilla se extiende desde una distancia a hasta una distancia 3a del eje. Por consiguiente, su centro

de masas se encuentra a una distancia 2a. Para un desplazamiento 6 respecto a la vertical hacia abajo,

T = —2mgasinf ~ —2mga 0,
donde la tltima aproximacién utiliza |6] < 1.

El momento de inercia del cilindro respecto a su eje central es
_ 2
I = Ema .
Para la varilla delgada y uniforme, el teorema de los ejes paralelos da

1
Ioa = Em(2a)2 +m(2a)? = ?mcﬂ.

Asi,
I= Icyl + Irod = Fma .
Despreciando la dindmica y la viscosidad del agua, tal como se indica,
16 = —2mga 0,
o bien
. 12g
0+ ——606=0.
29a
Por tanto,
[ 12g 1 12¢g
“0=\29a" 75\ 294
(d)

Sean T, y Ty los periodos de oscilacidn vertical y angular. Al tomar el cociente de los cuadrados de las

frecuencias se eliminana y g:

<E)2_w§ 29 sin

T, ‘*’g 8S(a)
Utilizando T, ~ 1sy Ty ~ 1.5,
S
.(Oz) ~ 29 = % ~ 1.611
sina  8(1.5)2 18
Para v = 90° = 7/2,
S
(@) _ 7 1.571,
sin o 2

y el cociente de periodos predicho es

T, 29
=% — /2= ~ 1519,
T, 47
lo cual es compatible con el cociente medido aproximado de 1.5. Al resolver con los periodos

nominales se obtiene a ~ 91.15°. Asi,
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2 ~ 90°],

por lo que aproximadamente la mitad del cilindro estd sumergida.

El periodo de oscilacién angular proporciona directamente el radio:

Tg =27 29_&7
12¢g
de donde
39T7  3(9.8)(1.5)2
_ 30Ty _ 308)(L5)° 0931 m,
2972 2972
Por tanto,
a~0.23m|
Como | = a, el equilibrio da la masa total como
M = pa®S(a).

Para o >~ 7/2,

M ~ gpa?’ ~ g(1000)(0.231)3 kg ~ 19.4 kg.

Al utilizar el valor o =~ 91.15° obtenido con los periodos nominales se obtiene M ~ 19.9 kg. Con la

precision que permiten los periodos indicados,

M ~ 20 kg|

La solucidon se comprobd con la solucion oficial.
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